Tema 5. Model de Regressio Lineal Simple

5.1. Objecte i natura del model
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Tema 5. Model de Regressio Lineal Simple

5.1. Objecte i natura del model

Exemples:

a) Funcié de Consum: C=a+bR

Relacié lineal entre el consum i la renda disponible. On 0<b<1 representa la proporcié

marginal a consumir.

b) Funci6é de demanda: Q=a+bP

Relacio lineal entre les vendes i el preu de venda. On b<0

Quan observem els consums (vendes) de diferents families (empreses) amb la mateixa

renda (preus) no tos presenten els mateixos consums (vendes).

Es a dir, les relacions econdmiques (empresarials) NO SON DETERMINISTES. Existeixen
altres aspectes que influeixen sobre les variables observades (gustos, mida familiar, mida
empresarial, territori, sector productiu, situacié economica general, etc..)

Tots aquests aspectes els hem de recollir a algun lloc. Per aix0, incorporem un TERME DE
PERTORBACIO (u o €) amb el que procurem recollir tots aquest aspectes i sobre el que

farem alguns suposits. Aixi:

C=a+bR+U Amb aquesta operacio, convertim les relacions teoriques,

QO=a+bP+U
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DETERMINISTES, en relacions ESTOCASTIQUES.




Tema 5. Model de Regressio Lineal Simple

5.1. Objecte i natura del model

En termes generals:

Y=a+bX = Y=a+tbX+¢

EEIE 1 EEIE 11

Y;:a+ﬁXi+£i = T ::B0+:81X1i+"':3kai+‘9i
EEIE 11 ECONOMETRIA

L’equacié es composa de:

1. VARIABLE DEPENENT / ENDOGENA / EXPLICADA (Y). Variable que desitgem
explicar.

2. VARIABLE INDEPENDENT / EXOGENA /EXPLICATIVA (X). Variable que suposem
explica el comportament d'Y.

3. PARAMETRES a i B. Constant i pendent de la RECTA DE REGRESSIO LINEAL.

4. TERME DE PERTORBACIO (). Recull altres aspectes NO PRESENTS en el conjunt
de variables explicatives, aixi com els errors de mesura associats a la(s) variable(s)
explicativa(es).
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Tema 5. Model de Regressio Lineal Simple

5.1. Objecte i natura del model

LINEALITAT DE LA FUNCIO
1. Molts models sén lineals

2. Altres son linealitzables: arp
O=ALK"L

In(Q0)=1n(4)+an(K)+ BIn(L)

3. Quan s desconeix la forma funcional un primera aproximacié es realitza sota aquest
suposit.

5.2. Hipotesis per a I'especificacio del model

S’ha de realitzar una série de hipotesis a priori sobre 'TESTRUCTURA DEL MODEL. La
validesa d’aquestes hipotesis garantira la INFERENCIA que fem amb posterioritat a partir del
model ESTIMAT.

1. No existeixen error sistematics. En promig )
o ——E(g)=0 0O

el valor esperat de les pertorbacions és nul.

2. La dispersi6 de les pertorbacions és

_ _ 2 _ 2 2 .
CONSTANT (HOMOCEDASTICITAT) varle )= Ele - Ele )] =E(ef =0 O
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Tema 5. Model de Regressio6 Lineal Simple

5.1. Hipotesis per a I'especificacio del model

3. No existeixen variables rellevants OMESES i
N . e £ - ; ;
per aixod les pertorbacions no estan — Cor(gi’gj)_ E(fi 5j) =0 0i#

AUTOCORRELACIONADES

4. Normalitat del terme de pertorbacio &= N(O, U) i
5. X és DETERMINISTA (NO ALEATORIA) és fixada per I'investigador o de forma EXOGENA
al model.

6. Existeix permanencia ESTRUCTURAL, només existeix una recta que representa el
COMPORTAMENT DE LA RELACIO

A A

e

SI NO
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5.1. Hipotesis per a I'especificacio del model

Un cop ASUMITS AQUESTS SUPOSITS, es procedeix a caracteritzar el comportament
PROBABILISTIC de la VARIABLE ALEATORIA ENDOGENA.

E(v)=Ela+px,+£)=E(@)+E(BX )+ E(e)= a+pX, + 0

%/_/ . .
Recta de Regressio hipotesi del model

V) =B -0 ) = E(a+pr +e)-lar ) =BG = o

1
hipotesi del model

Quina forma té la distribucio d’'Y?

Es una combinacié lineal on I'Gnica variable que presenta aleatorietat és el terme de
pertorbacio. Ates que aquest és NORMAL, per les propietats de la normal, la variable Y es
distribuira normalment. Aixi:

Y,= N(a +pX,.0)

Lépez-Tamayo, Jordi 6




Tema 5. Model de Regressio6 Lineal Simple

5.3. Estimaci6 dels parametres de la recta de regressio per
Minims Quadrats Ordinaris y

»

Per a concretar quina de totes les possibles normals

hem d’estimar els parametres a, B i 02. -—

De quina informacié disposem? - mostra (X iY) de

“n” individus.

Existeixen diferents métodes d’estimacid. Hem vist, durant
aquest curs dos: MM, MV. Ara presentem el metode de
MINIMS QUADRATS ORDINARIS.

IDEA: La millor recta de regressié sera aquella que minimitzi

els errors que cometem.
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Tema 5. Model de Regressi6 Lineal Simple

5.3. Estimaci6 dels parametres de la recta de regressio per
Minims Quadrats Ordinaris

CRITERI: Minimitzaci6 de la suma dels errors al quadrat (no m’'importa si m’equivoco
per sobre o per baix, m'importa el segment, no el seu signe)

Miny ¢ =31 -7 ) =3 (v -a-ax,|
i=1 i i=1

i=1

2 Shr-a-ii)o = Srowa-gEx oo
o i=1 i=1

Y=a+pL \
iXiYi_nﬁ i(Xz_)?)(Y:_?)

S Xy = -A)y X By X = p=E = -3o
=l i=l i=l ZXiZ —nX? Z(Xi _)?)2 Sy

i=1 i=1
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Tema 5. Model de Regressié Lineal Simple

5.3. Estimaci6 dels parametres de la recta de regressio per
Minims Quadrats Ordinaris

CARACTERISTIQUES DE LA REGRESSIO:

1. Sempre passa pel CENTRE del navol de punts.
2. D=0 i E(Xe)=0

3. Atés que I'estimador de B, depén de la covariancia, el S
seu signe depen d’aguesta. També pot expressar-se com: ———» ,B =Ty —X
X

4. L’ERROR D’ESTIMACIO no és el mateix que el TERME DE PERTORBACIO

NIVELL POBLACIONAL —— Y, a+ﬂX,~+€,-:E(Y,~)+5i

NIVELL MOSTRAL ——— Y
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Tema 5. Model de Regressi6 Lineal Simple

5.3. Estimaci6 dels parametres de la recta de regressio per
Minims Quadrats Ordinaris

PROPIETATS DELS ESTIMADORS MQO:

Si es compleixen les hipotesis basiques del model
1. LINEALITAT: Son funcions lineals de les variables.
2. NoEsBAXaTs E(d)=a i E(B)=p

3. Variancia minima:

V(@.)2V(000)
V(,&)EV AMQO)
AN i(Xi_)?)(Y;_Y) _ Z (Xi_)?)2 _ V(é’)=V(I7—,B)?)=
el > (x,- %) _ ((x, - xy) Sl v(7)+ X2 ()-2X covl, ¥)=
o’ _ 1, X?
] (x,-x) [” Z(Xz'y)zl
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Tema 5. Model de Regressié Lineal Simple

5.3. Estimaci6 dels parametres de la recta de regressio per
Minims Quadrats Ordinaris

4. Distribucié Normal.

1 X? 5 o’
G=N|a, 0| —+—F—+ J =N L, | =m———
A g Z(Xi_X)Z

" Z(Xi _)?)2

Ara bé, per a poder fer inferéncia sobre els dos parametres poblacionals a i 8, necessitem
proposar una estimacio de o2:

Az_Z

A nivell empiric, el sumatori dels errors es pot descomposar de Ia seglient manera:
Y =X-if =Xl -a-acf =2l -[r-47)-px ) =
=3 (v -7)- Alx, - x)f =X -7) + Bl X 2B - - )

=307+, - XY <2853 v, - %) =
:Z(Yi_Y)z_l[Agz(Xi_)?)2 nSY_,BnS)z(:n(SY_IBZS)zf)
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o’ =E(e) = es proposa com estimador &
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Tema 5. Model de Regressié Lineal Simple

5.4/5.5 Contrastacioé del model i bondat de I'ajust

La BONDAT DE L’AJUST valora fins a quin punt La recta estimada s’ajusta al navol de punts.
Per Aix0, valora quina part de la VARIABILITAT TOTAL de la VARIABLE ENDOGENA és
explicada per la RECTA “AJUSTADA” DE REGRESSIO

Tenint present el centre del navol de
punts, La distancia entre la observacio
real de la variable endogena i la seva
mitjana (Variacié Total- VT), es pot
descomposar en dos segments:

* Variacio Explicada (VE). La distancia
que existeix entre I'ajust obtingut i la
mitjana de la variable endogena.

« Variacié NO Explicada (VNE). La
X distancia entre I'observacio real i la

v -7 ( f/) (f 17) o elevem al quadrat mitjana de la variable endogena.
=Y =Y =-Y|+\Y.-Y )=

sumem tots els segments

-7 = Xl-if « Zb-1f w2yl -1

SQoT SOR Ates que
Suma Quadrats total Suma Quadrats Errors  Suma Quadrats Regressio Zei:o’

SO N

v

) . 0
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Tema 5. Model de Regressio Lineal Simple

5.4/5.5 Contrastacié del model i bondat de I'ajust

El COEFICIENT DE DETERMINACIO és la mesura que ens ajudara a valorar la BONDAT DE

o oSOk __soE _Y-T) _ Sfr-%)

sor — Sor Y (y-vf  Y(r-¥)

*Si R2=1, els errors sén nuls i totes les 4
Ajust perfecte. R2=1

observacions mostrals es troben a sobre

de la recta de regressié. SQE=0.

« Si R?=0, tota la variaci6 de la variable endogena >

se explica pels errors i, aleshores, la recta de N Ajust nul. R?=0,
Pendent =0

regressio no explicar res de la variable endogena. SQR=0. L L

(El coeficient de correlacio entre les variables és 0) s ° i

* Per tant 0<R?<1. Quan més a prop estigui d’1 millor

v

eera I'ajust i quan més a prop estigui de 0, sera pitjor.
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Tema 5. Model de Regressié Lineal Simple

5.4/5.5 Contrastacioé del model i bondat de I'ajust

CONTRASTACIO DEL MODEL: INTERVAL DE CONFIANCA
Sota les HIPOTESIS DEL MODEL. L'interval de confianga per a I'estimador del parametre B és:

P o’ N 2 A2 Zeiz
L=N| L, 7)2 . Ates que = o° es desconeguda = & =—2
n—

Z“61.271—2
Z(Xi _)?)2

i en aquest cas sabem que la distribucié segueix una t-student.
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Tema 5. Model de Regressioé Lineal Simple

5.4/5.5 Contrastacié del model i bondat de I'ajust

Finalment, l'interval de confianca per a I'estimador del parametre o? és:

—_ 52 - j? B 7
%: >, per tant, P (nzisazs(n)(zi =l-a
=2

2 n-2
Xl—%,n—2
CONTRAST D’HIPOTESI sobre els parametres Bi a

{HO: /8::80 — S B_ﬁ()

2t,,,4 = RH,

H: B# :80 0[,:
H : a=a a-ao
’ "= S F——Y21,,, = RH,
H: a#*a, g, &
I, finalment, sobre la BONDAT DE L'AJUST, és a dir, la significaci6 global del model:
H,: R°=0 .« (n-1)R? o
° ) = amb l'estadistic F :(—)2:> Si FF>F, ,,_,=RH,
H : R*>0 1-R "

que en un model de REGRESSIO LINEAL SIMPLE és el mateix que fer el contrast sobre el

pendent de la recta.
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Tema 5. Model de Regressio Lineal Simple
ANNEX: Incompliment de les hipotesis del model: HETEROSCEDASTICITAT

Tant A com B presenten un terme de pertorbaci6 HOMOCEDASTIC, malgrat
pero, a B la variabilitat és major que a A.

HETEROSCEDASTICITAT: Quan aquesta variabilitat no és igual per a cada

error i
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Tema 5. Model de Regressioé Lineal Simple

5.6 Predicci6 puntual i per interval

PREDICCIO PUNTUAL:
}/n+1 =a+t ﬁXnﬂ

Igual que existeix un ERROR D’ESTIMACIO, existeix un ERROR DE PREDICCIO.

Yn+1 Yn+1 (a+18Xn+1 +£n+1)_(a+18Xn+l)_
A P M
AN ~ J
FONT D'ERROR 1 FONT D'ERROR 2
Per l'error comés a I'hora Associat al terme de
d'estimar els parametres pertorbaci6 dle lindividu
n+

La pregunta ara és, com es distribueix aquest error?. Haurem de caracteritzar, la seva
esperanca, la seva variancia i la forma de la distribuci6.

E(e,)=E(a-a)+(8-B)x,. +e,u)=0+0+ 0 =0

Per hipotesis
del model
E(£n+1 ):0
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5.6 Prediccié puntual i per interval

rle,.)= (( (ﬁ 'lenﬂ n+1) )+X;12+1V(B)+V(511+1)+2Xn+1COV(C?’B)

; =J—2A = ina o? +l+—(Xi_)?)2 ]
)2 a1+

., de X més gransera lavariancia.
+1 :X'

Quan méslluny estigui X
Aquesta és minima si X

n

<Y

n+l

+t/n20-e+1] 1—0'
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