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Abstract

This manuscript presents a study of the two-body problem in different contexts. First,
the problem is considered in the euclidean space and its reduction to the the Kepler’s
problem is analysed. Next, we study how the gravitational potential is obtained as a
solution of the Poisson equation, by deriving the expression of the potencial for the two-
body problem in R? and R3. The relevance of this approach is that the corresponding
Laplace’s operator reflects the intrinsic geometry of the space under consideration, which
allows it to systematically generalize gravitational potencial to other geometries. In this
work, we focus on performing the same study on a generic space of positive and constant
curvature, the unit sphere S?, also giving the result of this problem to the unit hypersphere
S3. Finally, some simulations of the motion of two bodies on S? are included.

Resum

En aquest treball es presenta un estudi del problema de dos cossos en diferents contextos.
Primer, es considera el problema en l'espai euclidi i la reduccié d’aquest al problema de
Kepler. Després s’estudia com sobté el potencial gravitatori com a solucié de I'equacio de
Poisson, tot derivant I'expressié del potencial pel problema de dos cossos a R? i R3. La
importancia d’aquest plantejament esta en el fet que 'operador de Laplace corresponent
reflecteix la geometria intrinseca de ’espai considerat, la qual cosa permet generalitzar
de manera sistematica el potencial gravitatori a altres geometries. En aquest treball ens
centrem en realitzar el mateix estudi sobre un espai generic de curvatura constant positiva,
I'esfera unitat S?, donant també el resultat de dit problema a la hiperesfera unitat S3.
Per 1ltim, s’inclouen algunes simulacions del moviment de dos cossos en lesfera unitat.
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Introduccio

El problema de dos cossos constitueix un dels problemes gravitacionals més senzills i
fonamentals de la mecanica celest. Consisteix en estudiar el moviment de dues masses
puntuals sota la interaccié gravitacional mutua. Aixi, per exemple, el problema de dos
cossos descriu el moviment d’un satel-lit natural al voltant d’un planeta (p.ex. de la Lluna
al voltant de la Terra). La seva simplicitat recau en el fet de que el problema plantejat
a lespai euclidi és integrable, en el sentit que es poden, fins i tot, obtenir expressions de
les seves solucions en termes de quadratures.

D’altra banda, el problema de dos cossos ha de permetre també descriure, per exemple,
el moviment de dues galaxies a I'univers. Aqui pero ens trobem amb un dels problemes
historics de la cosmologia: quina és la forma de I'univers? I, en particular, és un espai
sense curvatura o amb curvatura positiva (tancat) o negativa (obert)? Des d’un punt
de vista matematic, ens podem plantejar com afecta la topologia de la varietat (ja sigui
Pespai euclidi n-dimentional R"™, I’esfera n-dimensional S™ o el pla hiperbolic H") en el
moviment de dos cossos sota interaccié gravitacional. En aquest treball ens plantegem el
problema de dos cossos en els espais euclidians R? i R3, i en espais de curvatura constant
positiva S? i S3.

La derivacié de les equacions del moviment en espais de curvatura constant ha estat
considerada per diferents autors, veure [7]. Una manera sistematica d’obtenir dites equa-
cions és mitjancant la formulacié lagrangiana, que parteix de considerar la varietat on es
dona el moviment dins d'un espai euclidi ambient (per exemple S? dins R?) i després impo-
sant les lligadures pel fet de tenir el moviment en un subespai. En aquest treball, derivem
les equacions del moviment seguint un enfoc geometric intrinsec, derivant ’expressié de
I’energia potencial a partir de la solucié de ’equacié de Poisson en 1’espai corresponent
(p.ex. directament a S?, sense necessitar un espai euclidi ambient ni imposar lligadures
en el moviment). Les dues metodologies s6n equivalents en el sentit que permeten derivar
les corresponents equacions del moviment.

La memoria esta estructurada de la manera segiient. En la primera seccié es donen
definicions i es recorden alguns resultats basics que s’usaran al llarg del treball. A la
segona seccié es planteja el problema de dos cossos i es veu ’equivalencia amb el pro-
blema de Kepler. També es fa un estudi de les orbites, primer, analiticament i després
qualitativament. A la seccié 3 es veu la relacié entre el potencial gravitatori i ’equacié de
Poisson veient que es pot fer un estudi del problema de dos cossos des d’un punt de vista
intrinsec de 1’espai, i es resol dita equacié a R? i R3. A la quarta secci6 es fa el mateix
estudi a S? i es dona el resultat a S3. Finalment s’inclou una seccié de simulacions per
tal de poder visualitzar el moviment de dos cossos sota la interaccié gravitacional mutua
sobre l'esfera. Es completa la memoria amb dos apendixs. L’apendix A inclou el codi
usat en les simulacions. S’ha fet servir el paquet taylor [11]. L’apendix B detalla uns
calculs addicionals usats a la seccié 2.



1 Nocions previes

Considerem 1’espai (R™, ]| - ||), amb n > 11 || - || norma euclidea. Sigui A C R™ obert
i connex, f : A — R funci6 escalar, f € C'(4) i F : R® — R™ un camp de forces,
F € C'(A) . Amb aquest marc de treball, recordem alguns conceptes i resultats vists al
llarg del grau.

Definicié 1.1. Donat x € A, el gradient de f és:

of af
\Y% = . .
f@)i= (@ @)
Definicié 1.2. La divergéncia de F' és el camp escalar:

n

dwF@g—E:gigq

Proposicié 1.3. Sigui F un camp vectorial de classe C' en un entorn obert Q de R™ i
sigui v : R® = R de classe C1. Aleshores es compleix

div(vF) = vdiv F' + Vv F.
Demostracié.

8’[)1 8Fl o .
div(vF) Za (vi F; —ZZ; <8$iFZ+v,axi> = VuF 4+ vdiv F. O

Definicié 1.4. Sigui v : [a,b] — R™ una corba diferenciable. Aleshores, el treball de F' al
llarg de 7y és:
b
Weah)i=~ [ Pas = [ Py (o,
0 a
on s és el paramatre que parametritza la corba 7.

Observacié 1.5. Es pot veure que definit aixi, el treball és invariant per reparametrit-
zacions de v que conservin 'orientacié i canvia de signe per les que l'inverteixen. A

Definicié 1.6. Sigui A C R3 obert, F : A — R3, F = (F,, F,, F,), F € C', i (e1,e2,€3)
base canonica de R3, el rotacional de F és:

oF, OF,

Or oy

OF, 0OF, L+ oF, OF, n
- e
oy 0z 0z ox ) 2

Si F' és tal que rot F' = 0, s’anomena irrotacional.
Definicié 1.7. Un camp vectorial (continu) F' : A — R" s’anomena gradient o es diu
que es deriva d’un potencial si existeiz f: A — R tal que F(z) = =V f(x), x € A.

rotF:-V/\F-(

Definicié 1.8. Un camp vectorial F' s’anomena central si és de la forma F = F(r) =
g(p)er, on e, denota el vector unitari en direccié radial des de l'origen de coordenades i
g(p) és una funcid escalar que depen de p = ||r||.

Observacié 1.9. Si F' és un camp central 3-dimensional, aleshores és irrotacional doncs
G =0sii#]. A




Teorema 1.10. Tot camp central es deriva d’un potencial. Es a dir, si F és central,
aleshores existeix una funcié escalar V' tal que F = —VV. A més, V.= V(p) només
depen de p i s’anomena potencial.

Demostracié. Sigui F' un camp central, F(r) = g(p)e,. Si considerem dvy = dpe, +
does, on e; és el vector ortonormal a e, tenim que:

Wr(a,b) := /

p(b) b
Fis =~ [ glp)dr = Glp(@) - Glp(b) = ~Glo0):.
v p

(a)

per una certa funcid escalar G. Per tant, si considerem V = G o p, tenim que F' = —VV
i depen només de p. O

Definicié 1.11. Un camp vectorial F : A — R™ s’anomena conservatiu si div F' = 0.

Observacié 1.12. Un camp conservatiu preserva “volum”, és a dir, f 4 F = ¢, amb c
constant. A

Definicié 1.13. Considerem un cos de massa m situat a r(t) € R™. El moment lineal
associat a m és el vector p(t) = r'(t)m. D’altra banda, el moment angular associat a m
es defineixz com el vector L(t) = r(t) A p(t).

Proposicié 1.14. En un camp central el moment angular es preserva.

Demostracié. Com F(r) = g(p)e, = mr”, tenim que:

d d

%L(t) = &(r(t) A ()m) = [r'(t) Ar'(t) +r(t) Ar"(8)]m.

Clarament, el primer terme de 1Miltima igualtat és 0 i el segon també ho és, ja que
rAr"m=rAF(r). O

Proposicié 1.15. Sigui F' = F(r) un camp definit en un conjunt simplement connez.
Son equivalents:

1. F és potencial.
2. El treball de F no depen del cami. En particular, és 0 si el cami és tancat.

3. F és irrotacional.

Demostracié. (1) = (3): Com F és potencial, 3V (p) tal que F' = —VV. Per tant,

o’V 0%V o’V 9*V o’V 9*V
rotk=—VAVY =~ <8y82 B 828y> el_<823m B 8x8z> e2_<83}8y a 8y3m) es =10

(3) = (1): Resultat vist a 1’ assignatura de Calcul integral en diverses variables. Es
demostra usant el Lema de Poincaré.

(1) < (2): Sigui F un camp potencial. Per definicié, 3f tal que F(z) = =V f(z) amb
x € R™ Considerem a,b € R™ qualsevols. Aleshores, si calculem el treball de F' entre
aquests dos punts tenim que:



Wi(a,b) = —/

Y

b
Fis =~ [ pds =~ [(p0@)0 @ (1.1)
-/ "(For) (Dt = F(v(a) — F((B)). (1.2)

Es a dir, no depen del cami, només del punt inicial i del punt final i, per tant, el treball
de F' al llarg d’una corba tancada és 0. U

Definicié 1.16. Una funcic H : A — R, de classe C' és una integral primera si no
és constant en cap obert perd és constant sobre les solucions. Es a dir, si (r(t),v(t)) és
solucio del sistema, aleshores ezisteix ¢ € R tal que H(r,v) = c. Aizi, les solucions es
troben sobre les corbes de nivell de H.

Definicié 1.17. Considerem un sistema d’equacions diferencials 2n-dimensional

)

~—

amb F: A CR"xR" — R?", F(z,y) = (9(x,y), h(x,y))" , el corresponent camp vectorial
de classe C'. Suposem que A és un obert estrellat. Aleshores el sistema s’anomena
sistema hamiltonia si existeiz una funcid H : A — R, de classe C*, tal que

a—H(az,y) = g(z,y), aj(z’y) = —h(z,y) (1.3)

dy ox
En tal cas, H és una integral primera del sistema ¢ se ’anomena hamiltonia i n és el
nombre de graus de llibertat del sistema.

Definici6 1.18. Un camp F': A — R" és integrable si té 5 integrals primeres, hy, ... hy, 3,
independents i en involucid. FEs diu que les funcions hy,...,hy, o estan en involucid si
{hi,hj}(x) = 0, on {-,-} denota el paréntesis de Poisson. Es a dir, si per tot i # j, es
té hi(hj(z)) = hj(hi(x)), Vo € A. Observem que si F' és un camp vectorial al pla, serad
integrable si té una integral primera.

Observacié 1.19. En general, donat un sistema dinamic continu, donat per una equacio
diferencial, es defineix el nombre de graus de llibertat del sistema com el nombre de
variables independents que calen per determinar la solucié d’'un problema de Cauchy. Per
exemple, per una equacio diferencial lineal, el nombre de graus de llibertat coincideix
amb 'ordre de I'equacié diferencial (recordem que el conjunt de solucions d’una equacié
diferencial lineal d’ordre n forma un espai afi n-dimensional). En el cas d’un sistema
hamiltonia n-dimensional, el nombre de graus de llibertat, en cas que es pugui resoldre,
ésn/2. Es a dir, calen n/2 integrals primeres independents i en involuci6 per determinar
la soluci6 del sistema, tal i com es segueix del teorema d’Arnold-Liouville, veure [1]. A

El segiient resultat es va veure a ’assignatura d’Equacions diferencials:

Teorema 1.20. Sigui F' un camp definit en un domini estrellat de R?. Si F és conser-
vatiu, és hamiltonia i, per tant, és integrable.



2 El problema de dos cossos i el problema de Kepler a R?

En aquesta seccié estudiarem el problema de dos cossos a R3. L’objectiu és entendre la
reduccié que farem i les simetries que ens permeten fer-la, ja que, en la segiient seccid
es tractara el problema de 2 cossos i el problema de Kepler a 'esfera. Obtindrem doncs,
equacions diferents del moviment i veurem que el terme provinent de la forca gravitacional
no té simetria central. Aquest fet és el que impedeix ’equivaléncia entre els dos problemes
a 'esfera.

2.1 Reduccié del problema de dos cossos a dos problemes d’un cos

Considerem dos cossos celests de masses m; i mo cada un dels quals exergeix una forga
central conservativa sobre l'altre. Suposem masses puntuals i que no existeixen forces
externes que actuin sobre el sistema, és a dir, no considerem la interaccié d’altres planetes
sobre el sistema. En tal cas, la forca total sobre el sistema és 0.

Sigui r;(t) € R3 el vector posicié de la massa m; per i = 1,2 respecte de I'origen de
coordenades, on ¢t € R. Volem determinar r;(¢) donats els valors inicials 7;(0) i v;(0),
i = 1,2, on v(t) = dzl—(tt) = ri(t). (Més endavant veurem que es tracta d’un problema
de Cauchy que podem resoldre). Per no carregar la notacié, només farem notar la de-
pendencia de r respecte de ¢ quan sigui necessari. Per la segona i tercera llei de Newton
i, per la llei de la gravitacié universal, si Fj; és la forca de m; deguda a la presencia de

mj, Fj € R3, tenim:

Fig = mqr] = Gmima 7(7127%:1),
(2.1)
Fo1 = mary = —Gm1m27(r27%1),
on G és la constant de gravitacié universal i 713 = |71 — r2|| . Tenim doncs que (2.1)

és el sistema d’equacions diferencials que descriu el moviment de dos cossos a R? sota la
influencia gravitacional mitua.

Considerem primer el vector posicié relativa r = ro — 11 € R3, aleshores ri9 = ||r1 —raf| =
| —r|| =], 1per (2.1) tenim que

Nl — G M*G M :7GL + = -G o 2.2

=] = G -Gy [ () = ~Gm . (22)

on m = mq + ms és la massa total del sistema.

Acabem de veure que el moviment del vector posicié relativa ve descrit per I’equacio
r’ = —Gmw. Aquesta equacié descriu el moviment d’un cos de massa 1 sotmés al camp
de forces conservatiu central F(r) = —Gmw. En particular, és un problema de Kepler

a R3 amb forga central F(r).

Observacié 2.1. Una altra manera d’interpretar el moviment relatiu és la segiient. L’e-
quaci6 (2.2) es pot reescriure com

r
pr'” = —Gmimg -
711,
on i = mymgy/m s’anomena la massa reduida. Aixi, el moviment del vector relatiu es
correspon al moviment d’un cos de massa u sota el potencial gravitacional de Newton. A



Considerem ara el moviment del centre de masses 7oy € R3 dels dos cossos. Recordem
que el centre de masses es defineix com
miry + mar

3
roy = —————— € R,
mi + ma

Tenim que mrey = miry + mars i, per tant, mry,, = mqr} 4+ maory és constant. En
efecte, si sumem les equacions de (2.1) obtenim m;7y +meory = 0. Per tant, mir] + mary
és constant. Es a dir, 7oy segueix un moviment rectilini uniforme.

Hem vist que el problema de 2 cossos de Newton és equivalent a dos problemes d’un cos:
posicié relativa i centre de masses. Es a dir, el canvi de coordenades (r1,r2) — (ronr, r12)
redueix el problema de dos cossos a dos problemes d’un cos independents. El moviment
del centre de masses és elemental. Analitzem a continuacié el moviment del vector posicié
relativa, és a dir, el problema de Kepler a R3.

2.2 Reduccié del problema de Kepler al pla. Estudi analitic de les
orbites

Com F és una forca conservativa, per la Proposicié 1.14, el vector moment angular L(t)
és constant i, per tant, el moviment té lloc en el pla perpendicular a L(t). Mitjancant
un canvi de coordenades, podem considerar que és el pla z = 0. Seguint amb la notacid
de I'apartat anterior, denotem per r(t) = (r;(t), ry(t)) el vector posicié relativa en aquest
pla.

Introduim ara coordenades polars (p(t),6(t)) en el pla, que denotarem per p, 6 per
simplificar notacié. Aixi, si {e,, ey} és la base canoninca de R? i p és la norma de r,
podem escriure r = rye, + rye, = p(cosbe, + sinfey,) = pe,, on e, = cos e, + sinfe,.
Per tant,

r = %r = p'(cos (0)ey + sin (Q)Sy) + Pel(_ sin (0)e, + cos (H)By) =

=ple,+ peg, on ey = —sinfe, + cosbe,.
Aixi, derivant es té
,,,_// — (p/ep + pelee)/ — p//ep + p/e;) + (p/e/ _|_ pe”)e@ + p9/6/97

on e, = —sin (0)¢e; + cos (0)0'e, = O'ey i ey = —cos (0)0'e, — sin (0)0'e, = —0'¢,. De

manera que

" = p"ep + p'0'eq + (00 + p0")eg — p(0') e, =

1
— (p// o p(6/)2)6p + (2/)/0/ + pe//)ee — _GmH THB = —Gm—2€p_
r P
Si ara igualem components, obtenim:
., . /1 /N2 1
Equacié radial: pl—p0) = —Gm? (2.3)
Equacié angular: 200"+ p”" =0 (2.4)



Observacié 2.2. Notem que de I'equacié angular es desprén la segona llei de Kepler. En

efecte,
€, €y e
L=rAr" =pe, N(pe,+ pbeg) = (p,0,0) A(p/,p0',0)=| p 0 0 |=p*e..
p'pd 0

Es a dir, | := ||L|| = p2¢’. Aleshores, I = (p20') = ((p2)'0' + p20') = p(20'0' + po").
Usant 1’equaci6 angular (2.4) tenim que I’ = 0 o, equivalentment, el modul del moment
angular es manté constant. A

Per poder classificar les orbites ens interessa estudiar I’evolucié del radi respecte de
langle, és a dir, com es comporta p(6(t)). Usant la regla de la cadena

P0(0)) = - p(010)) = % p(6) 0(0) = p(0)0/ (1),

on hem introduit la notacié = =

Distingim dos cassos: L = 01 L # 0. Si L = r A’ = 0 aleshores JA(¢) tal que
' (t) = AE)r(t) , AM(t) #0 i

d (r rorr X [(r PP
—|(-)=-—r=—(-—=7r)=0
dt \ p p p m\p p?
Es a dir, com I és vector constant i unitari, el moviment es dona sempre en direcci
radial. A més, com la forca és atractora, el radi tendeix a 0 i tenim col.lisié.

e

Suposem ara que L # 0. Com [ = p?¢’, substituint a la relacié anterior s’obté p’ = p —-
P

Per tant,

(i) - G0 =257 p0) <((ﬁp2 —pz(p)%)l) L f (‘2(5)2)

Si ara substituim aquesta expressié a ’equacié radial (2.3), tenim que

l2<ﬁ_2<p>2>_p(9,)2__Gm N P<ﬁ_2(p)2>_ E__Gm

p* p R p p p p?

Obtenim doncs, la segiient equacié diferencial pel moviment de p respecte de 6

. 2(p)? Gmp?
_ _ 2.5
e (2.5)
que volem resoldre. Per fer-ho, introduim el canvi u(f) = ﬁ. Donat que
L d o d (i) (? - a2
P=w P~ a” w2 L PT T \w) T ut ’




d’on
Gm

L’equaci6 diferencial anterior és una equacié lineal de segon ordre. Es pot reescriure com

un sistema lineal de primer ordre introduint una nova variable w

uU=w
o'J—I—u:Gl—Qm

Sigui ara 0y = 0(0), tenim ug = u(fy) = m =L iy =w(b) =u(b)=0. Es a dir,

PO
tenim el segiient problema de Cauchy:

U =w Uo_plo}

C;):_U‘i’ciTm wo=0

Que en forma matricial és:

(2.6)

U 01 U 0
<w>_<_1 0)<W>+<Gl72n>’ amb condicié inicial (ug,wp).

Es tracta d’un sistema d’equacions diferencials lineals no homogeni a coeficients constants.

El resolem, doncs, mitjancant el metode de variacions de constants

(2)-mml(z)+ Lo 4 )]

on
_ A6—60) _ cos (0 —6y) sin (0 — 6p)
M(0) = exp ( —sin (6 — 6p) cos (0 — b))

és la matriu fonamental principal sent

A:<_(1’ é)

Fent els calculs corresponents (veure B), s’obté

w(@) = 0= g g0 - eo)ﬁm
Po

Desfent el canvi per obtenir I’expressié de p(f), tenim

)= = L
YT = u(f)  12cos (0 — p) + poGm(1 — cos(f — b))
Po 1

00

cos (0 — 6p) + pogm(l —cos(f — ) <cos(0=0o) | G (1 — cos(0 — 6p))

1

r

s 1 s
= Gm %%{)—&)) + 1— COS(G — 90) o Gm ( 12

l2
Gmpo

Si denotem per p = éim ipere=

— 1, aleshores

B p
pl0) = 1+ ecos (6 —6p)’

8

Gmpy

1) cos (0 —6p) +1

(2.7)



és I'equaci6é d’una conica en coordenades polars.

Observem que podem considerar e > 0. Si no, fem 6y = 6y + m, i en tal cas
ecos (0 —6p) = —ecos (6 — 0y). Llavors
p 5
p(0) , amb é = —e > 0.

1 + écos (0 — )
Al parametre e > 0 se I’anomena excentricitat i p és el parametre focal.

Usant 'expressié (2.7) podem fer un estudi analitic de les orbites. Sense perdua de
generalitat, fixem 6y = 0. Aleshores:

e Si e = 0 tenim que p(#) = p. Es a dir, el radi és constant i tindrem una orbita
circular.

e Sie < 1, el denominador no s’anul-la mai i és positiu. A més, com 0 < e < 1 tenim
que:

1 1 . 1 1
< i < .
l1+ecosf — 1—e 1+e 1+ecosf

l—-e<l4+ecosf<l+e =

Per tant,
p

1—e

<p(0) <

1+e

Es a dir, l’orbita esta acotada i és una conica del pla amb radi no constant. Per
tant, és una el-lipse.

e Si e =1, el denominador s’anul-la per 6§ = . Es a dir, el radi tendeix a infinit, i
tenim una assimptota horitzontal § = 7. Per tant, és una parabola.

e Finalment, si e > 1, el denominador 1+ e cos s’anul-la quan cosf = % Aixi, tenim
dos angles solucid, 0 i —6, que formen dues assimptotes obliqiies i, per tant, es tracta

d’una hiperbola.

2.3 Reduccié del problema de Kepler a 1 grau de llibertat. Estudi
qualitatiu de les orbites

Sabem que la forca gravitatoria F' és central. Per tant, pel Teorema 1.10, existeix un
potencial V' = V(p) tal que F = —VV. Es comprova facilment que és V = —GTm. Per

2
altra banda, I’energia cinetica pel problema de Kepler per un cos de massa 1 és T' = @

Aixi, la funcié
_l? - Gm

= p

H{(p, [|v]])

és integral primera amb dos graus de llibertat. Es a dir, H(p, ||v]|) verifica les condicions
donades a (1.3).

Es immediat veure que %—f = v = 1’. Velem ara que verifica la segona condicié. Per la

regla de la cadena,
o1 _ 0t 0p
or  0Op Or’



or Or or " or
Per tant,

t
9p _ 9 <<Wt)1/2> _ %(mat)fl/Q <87" o or > _ i(rt L) = r

OH _OHr Gmr Gm __
or dpp pPp P

ja que, per l'equacié (2.2), " = —Gp—3mr.
Recuperem ara ’equacié radial (2.3) i usem que 6’ = p%. Aleshores obtenim la segiient
equacié diferencial de segon ordre
12 1
/!
p=——Gm—, (2.8)
P p?
que, introduint una nova variable w = p’, es reescriu com el sistema diferencial lineal
/
p=uw
2.9
w' = f(p) } (29)

i denotem per F(p,w) = (w, f(p))', on f(p) = % - Gmp%. Com tenim un camp conser-
vatiu en el pla, pel Teorema 1.20, sabem que és integrable i per la Proposicié 1.18, tenim
que F' admet una integral primera H que ens servira per fer I'estudi qualitatiu de les
orbites. Considerem una funcié U : R — R tal que —U’(p) = f(p). Aixi Pequacié orbital
de (2.9) és

dw _ flp) _ =U'(p)

dp w w

Es una equacié diferencial de variables separades la solucié de la qual verifica Ui
—U(p) + k, k € R. Per altra banda,

2 1 ? G
Ulp) = _/ (3 - Gm2> dp= 55 — —m, s’anomena potencial efectiu.
p p 2p p

Aix{ tenim que una integral primera de (2.9) és
v? 12 Gm

H(ﬂ?”):?—i_TpQ—T?

on H(p,v) té un grau de llibertat.

Per fer 'estudi qualitatiu de les orbites en tenim prou en estudiar la grafica (p,U(p)),
que es representa en la Figura 1. Donat que H és una integral primera, sabem que fixat
un nivell d’energia H,, les orbites es troben sobre les corbes de nivell de H, = % +U(p),
i esta determinada per les condicions inicials pg,vo, Hi = H(po,vp). Si aillem v de
Pexpressié anterior tenim v = ++/2H, — U(p). Per tant, té sentit quan H, > U(p).
Veiem ara que el que hem obtingut analiticament es correspon amb els resultats de I’analisi
qualitatiu (veure Figura 1), en funcié de I'excentricitat e = #2/)0 —1. Recordem que estem
considerant e > 0 i la condicié inicial pg = p(0).

i) L’orbita circular es déna pel minim del potencial efectiu U(p), és a dir, U'(p) = 0.

2, Gm 12

Ulp)=——= +—5 =0 sii 1> = Gmp. Per tant, p = ——, i és constant.
p> P Gm
Tenim doncs, p(f) = po per a tot §. Aleshores, per I'equacié (2.7), po = He’m, vo.
Per tant, e = 0 i, en tal cas, pg = p = é—in Denotarem per U, el minim del potencial
efectiu.
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Figura 1: Grafica del potencial efectiu U(p) per parametres [ = 1 i Gm = 1. Podem
observar que tenim orbites acotades, que es correspondrien amb les circumferencies i
el-lipses que ja haviem obtingut analiticament, i orbites no acotades que es corresponen
amb les paraboles i hiperboles. En particular, el minim del potencial el tenim per un radi

constant i per tant, es correspon amb ’0orbita circular. Estem usant implicitament que
les orbites sén coniques al pla.

ii) Siconsiderem ara U, < U(p) < 0, a la Figura 1 observem que tenim orbites acotades
(que sabem que sén el-lipses). Es a dir, p,, < p(6) < pyr, on pp, = #e és el radi
minim i es correspon amb pg i par = 1% és el radi maxim. Ambdds radis han de ser

finits, per tant, 1 — e # 0 per a tot e > 0. Per tant, e < 1,

iii) Considerem ara U(p) > 0. Observem que lim, o U(p) = lim,_, (% - GTm) =0i
tenim que existeix p tal que U(p) > 0. Es a dir, el radi p esti acotat inferiorment i
tendeix a infinit. Per tant, #;se(t) — 00, si t — 0o. Cal que 1+ecosf = 0, per un

cert #. Tenim, doncs, i = —cos 6, que té sentit només si e > 1. Estudiem els casos
e=1lie>1.
a) Sie=1, % = —cosf siinomés si  =w. Per tant, tenim un unic angle d’escapa-

ment, i ja sabem que aixo es correspon amb una orbita parabolica.

b) Sigui e > 1, aleshores si 6 és solucié de % = —cosf, —0 també és solucié. Per
tant, tenim dues direccions d’escapament. Aixi I’0rbita sera hiperbolica.

Observacié 2.3. Si considerem el problema amb la massa reduida u, tindrem 6’ = % i

pp
lequacié (2.8) es reescriu
n 12 Gm
prpd - p*
Aleshores, 'expressié del potencial efectiu per la massa reduida és
12 Gm
Up) =533
2p°p p

i tindrem la segilient integral primera



que, reescalant per pu, és

2.4 Altres potencials

Té sentit preguntar-se ara per a quin tipus de potencials podem trobar orbites acotades.
Com parlem de camps centrals, sabem que el potencial només depen del radi. Per tant,
volem estudiar qualitativament grafiques (p,U(p)), amb U(p) potencial efectiu degut al
potencial V(p) = kp®, amb k € Ria € Z. Com F = —VV, cal que V(p) sigui de classe
C'. A més, tota la teoria que hem presentat és general per a camps centrals de la forma

F = I;:W Aixi, de I'apartat anterior, tenim una férmula per calcular el potencial efectiu
en aquest cas:

U()—/ ﬁ/%id—ﬁﬁ b a=1-0 sii B#1
p) = 3 g p—2p2 pa,am o= Sil

Observacié 2.4. Si f =1 (a = 0), tenim un potencial logaritmic V' (p) =logp+k, on k
és una constant. A

Estudiem doncs les grafiques (p,U(p)) amb U(p) = P(p) — p% on P(p) = % segons
a. Veure figures Figura 2 i Figura 3.

3 1 3
|
25 ‘ 05 251 |
|
2 ‘ 0 e 2 \
— |
15 ‘ 05 / 15 |
1t | El / 1
| / \
05 “ 15 05
of | — 2 0 \
\ _— |
051 |\ 25 [ 0.5 \
N | i
El -3 Bl

0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 0 0.5 1 15 2 25 3 35 4

Figura 2: D’esquerra a dreta, es representa la grafica del potencial efectiu per 0 < a0 < 2
(en particular, « = 1.5), @ > 2 (o« = 2.5), i @« = 0 (potencial logaritmic), on s’han
considerat les constants [ =11 k = 1.

05 |

0.5 / ; 6 ‘

/
-1.5 / |
/

-2.5 \““‘“‘ \ -_ @ @

Figura 3: El potencial efectiu per a = 2 ens déna dues possibles grafiques ja que, U(p) =

2 .72 . N o2
/)12 (% — k). Si % — k < 0 es correspon amb la primera grafica, i si % —k > 0, amb la

segona. S’han pres les constants [ = 1, en ambdés casos i, en la figura de I'esquerra s’ha
pres k =11ien la de la dreta k = 0.1.

Com a ultima part de la seccid, recuperarem la tercera llei de Kepler.
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Definicié 2.5. Sigui X un camp central qualsevol. El seu potencial V (r) és homogeni de

grau o St
V(Ar) =XV (r), VAXeR.

L’equaci6é del moviment és r’ = —625’“), aleshores, es pot comprovar facilment que

si fem un canvi d’escala R = fr i 7 = 4t tenim que R"(1) = _Mgg{R) si 1 només si
7% = B2~%. En particular, el potencial gravitatori és homogeni amb o = —1. En efecte,

V(ar) = fim = —%V(r) i per tant, si 2 = 2 tenim la mateixa equacié d’on recuperem

la tercera llei de Kepler.
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3 Potencial gravitatori i equacié de Poisson

En aquesta seccid usarem la llei de Gauss per derivar el potencial gravitacional com
a soluci6 de l'equacié6 de Poisson. En particular, veurem que el potencial gravitatori
de Kepler, K/r, és 1"inica solucié de I'equacié de Poisson a R? que tendeix a 0 quan r
tendeix a infinit. D’altra banda, veurem que el potencial logaritmic és solucié de I'equacid
de Poisson a R?, tot i que no podem garantir-ne 1'unicitat.

L’exposicié dels resultats que es detalla en aquesta seccié es basa en els llibres [14, 10].

La caracteritzacié del potencial gravitacional, que ens proporciona la llei de Gauss, ens
servira també per trobar el potencial gravitatori sobre superficies amb curvatura constant
positiva en la seccid segiient.

Abans d’establir la relacié entre el potencial gravitatori i I'equacié de Poisson, convé
recordar algunes propietats de les funcions harmoniques i introduir la distribucié é; de
Dirac, de la qual donarem una introduccié heuristica, sense entrar en derivacions formals
basades en distribucions o en mesures singulars. Usarem alguns resultats que s’han vist
al llarg de la carrera i, per tant, no els demostrarem.

3.1 Previs

Definicié 3.1. Sigui u : A C R* — R, on u és de classe C? i A és obert i convex.
L’equacid de Laplace és Au = 0, on A := V? és loperador laplacia. A Uequacid no
homogénia Au = f, se l'anomena equacié de Poisson, on f és una funcid real.

Definicié 3.2. Una funcié f: ACR" = R, f € C%(A), és harmonica sobre A si:

> ax'];(x) =0.

=1 ?
Es a dir si Af = V2f =0.

Proposicié 3.3. Siu: A C R" — R és una funcié harmonica, aleshores és invariant
per rotacions i per translacions. Invariant per translacions vol dir que si considerem la
funcié v(z) = u(x — y) per qualsevol y € R™, tenin que v(x) és una funcié harmonica i
quan parlem d’invariancia rotacional ens referim a que si considerem una rotacio de R™,
representada per una matriu ortogonal O, i considerem la funcié v(zx) = u(Ox), aleshores,
v(z) és harmonica. Es a dir, en ambdds casos tindrem que Av = 0.

Demostracié. La invariancia per translacions és trivial. Anem a veure la invariancia
per rotacions. Sigui O una matriu ortogonal, és a dir, O = O~!. Considerem la funcié
v(z) = u(Ox), aixi, per la regla de la cadena tenim que Dv(z) = Du(Oxz)O. Per tant,
Dtv(x) = O'D'u(Ox). Si ara tornem a derivar I'expressié anterior obtenim que D?v(x) =
O'D?*u(Ox)0. Finalment, com Av(x) = Tr D?v(x) i la traga d’una matriu és invariant
per canvis de base, tenim Av(z) = Tr(O!D?u(0z)0) = Tr D*u(Ox) = Au(Ox). O

Teorema 3.4. (de Liouville) Sigui f : C — C una funcid entera i acotada. Es a dir, f
és diferenciable en tot punt de C i existeix M > 0 tal que |f(z)] < M, per a tot z € C.
Aleshores f és constant.
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Teorema 3.5. (Formula de la divergencia de Gauss) Sigui F' un camp vectorial de classe
C' en un entorn obert Q de R"™. Aleshores

/ div Fdx = Fv do,
Q o0

on v és el vector normal unitari exterior a OS).

Proposicié 3.6. (Identitat de Green) Siguin u,v funcions definides en un entorn obert
Qe R™, amb u de classe C? i v de classe CT,

/ vAu dr = / vVu v do —/ VoVu dz, (3.1)
Q onN Q

on v és el vector normal unitari exterior a O0S).
La identitat de Green es demostra usant (1.3) amb F' = Vu i la férmula de la di-
vergencia de Gauss (3.5).

Proposicié 3.7. Siguiu = u(z,y) una funcié de classe C? del pla en coordenades cartesi-
anes. Considerem les coordenades polars (p,0) centrades en l'origen. Aleshores l’operador
A en coordenades polars, aplicat a u(p,0), s’expressa com

0%u 1 0%u 10u
Au= " + o f . 2
S T e T pap (3.2)

Demostracié. Usarem la notacié u, per la derivada parcial d’'una funcié u(z,y)
respecte . Aix{ el laplacia és Au = uyy + uy,. Com p = (22 +y?)Y/2 i § = arctan (y/z),
per la regla de la cadena tenim, u, = u,p; + ugt,. Si tornem a derivar respecte z,

Uy = (Up)zpz + UppPrz + (Uo)x0z + o0y
on (up)z = UppPa + Upgly i (Ug)e = Ugppe + ugsby. Aleshores,
Ugy = upppi + up99sz + UpPzz + Ueppzex + u999§ + uglyz. (33)

Es comprova facilment que p, = /2, 0, = —y/p?, pez = (0> —22)/p> i O = 22y/p*.
Fent substitucié a (3.3) i tenint en compte que ug, = u,g, tenim

2 2 2 _ 2
T 2xy y (p* — %) 2zy
Upy = —5Upp — —Upg + —5UgY + ~——5— Uy + —-Ug- 3.4
o =y ter T T g0 T 3 P (3-4)
Analogament s’obté
2 2 2 _ 2
Y 2xy T (* —y%) 2xy
Uyy = + =5 Upg + —gugs + 5" Uy — — Up. (3.5)
wTog Upp g3 0T e Y
Finalment, sumant (3.4) i (3.5) obtenim el resultat. O

Observacié 3.8. L’anterior resultat es reformula a R® amb coordenades esferiques (p, 8, ¢),
donades per z = pcosfsiny, y = psinfsinpiz = pcosp,onp > 0,0 <6 < 27 és 'angle
azimutal 1 0 < ¢ < 7 és angle colatitud, veure Figura 4. Aixi, si u = u(p, 0, ¢), es té

Au—@+g@+i ! 82” Ou + cot Ou (3.6)
B AN A A O R Yo, ‘

Veure [13]. A
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Figura 4: Representacié de les coordenades esféeriques: p denota el radi, I’angle ¢ repre-

senta ’angle colatitud i I'angle 6 és la longitud.

Proposicié 3.9. Fizate > 0 i per qualsevolt € R fizat, considerem la familia de funcions

fe(z) = iX[t—s,1t+e] (x) = { 01 stz [t—ette]

2¢ 5 S x€E[t—e,t+¢]
Aquesta familia de funcions verifica les segiients propietats:
7) f;fa(af)da: =1peratotabeR, a<b, amb[t—e,t+e] Cla,b].
{ 0 si z#t

i) lim._o fo(z) = 0 si xr=t

iii) lime_yo 7 fo(z) do = 1.
iv) per a tota funcid g continua en [a,b],
limeso [, 9(x) fo(x) dz = g(t).

Demostracio.

i) Per a tot a,b € R, a < b, amb [t —e,t + ] C [a,b] tenim que

b b 1 t+e 1 T (t+e
/a fs(fc)dl’:/a %X[t-g,m}(x)dx:/t_a =5

i1) Si x # t clarament el limit quan e — 0 és 0, i si © = ¢ tenim que lim._,o f-(2)

lime_q % = 00.
1i1) Es immediat per la propietat i).

iv) Sigui g una funcié continua en [a, b], aleshores

b t+e 1
lim [ g(z)fe(x)dx = lim g(z)

=0/, e—=0 Ji_. 2e

dz.

Pel Teorema del Valor Mitja aplicat a g(z) en [t —e,t+¢] tenim que Jc € [t —¢&,t+ €]
tal que G(t+¢) — G(t —¢) = G'(¢)(t+ e —t+¢), on G és una primitiva de g. Per

tant,
] t+e 1 1
lim

e—=0 J;_, 2789 e—0 2¢e

(x)d(z) = lim — g(c)2e, c€[t+e,t—¢]

Finalment, prenent el limit € — 0, ha de ser ¢ € {t} i tenim el resultat.
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Definicié 3.10. Definim la funcid é; de Dirac com

0¢(z) = lim f.(z) , (3.7)

e—0

on fo(x) ésla familia de funcions depenent de e > 0 introduida a la Proposicidé 3.9. Notem
que, definida aixt, §; és una funcid en sentit generalitzat donada per la propietat ii) de la
Proposicio 3.9.

Proposicié 3.11. La funcid é; de Dirac verifica:

a) f:g(:c)ét(x)dw =g(t), per a tot a,b € R, a < b.
b) El suport de 6y és supp(d;) = {t}. Es a dir, 8 és una funcié de suport compacte.

c) f;dt(m)dx =1, per a tot a,b € R, a < b.

Notem que &; és una mesura singular, és a dir, concentrada en el punt x = t, on val
infinit. Per altra banda, recordem que el suport d’una funcid continua és l’adheréncia del
conjunt de punts on la funcio no s’anul.la.

Demostracié. a),b), c), es segueixen de forma immediata per les propietats iv), 1), i)
de la Proposicié 3.9 respectivament. U

Observacié 3.12. La funcié §;(z) es por definir de forma analoga a R™ i es pot veure
que, en tal cas, també verifica les propietats donades a la Proposicié 3.11. A

Observacié 3.13. Les funcions f. no sén C?, perd considerant funcions meseta adequa-
des, podem construir funcions C? (de fet C, si cal), amb les mateixes propietats. Més
endavant veurem que necessitem funcions amb aquestes propietats i de classe C2, per
resoldre ’equacié de Poisson que involucra ’operador de Laplace. A

3.2 La llei de Gauss: relacié entre ’equacié de Poisson i el potencial
gravitatori

Considerem a R3 un cos de massa 1 situat a una distancia r de l'origen. Aleshores, la
forca gravitatoria a r deguda als altres cossos situats a R3 s’expressa com

o . (r—s) .
F(T)_ G R?’M()HT_SHSCZ,

on G és la constant universal de gravitaci6 i u(s) és la densitat de massa, sent aquesta
ultima una funcié de suport compacte. Si ara calculem la divergencia de F'(r) tenim que

divF(r) = -G | u(s)div, <(’"_S)> ds |

3
R3 [ — sl
on usem la notacié div, per emfatitzar que estem consiredant la divergénvia respecte r.

Ja veiem que si s tendeix a r tenim una singularitat i no podem derivar el terme de la
dreta de la igualtat de forma directa. Considerem doncs, una bola de radi € centrada en
r, Be(r), per tal d’aillar la singularitat i tenim
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: : (7"—8)> : <(7“—8)>
div F(r) = -G w(s)div, ( ds—G w(s)div, | —= | ds =: I.+J; .
r) R3\ B. (r) (=) | — s]3 B.(r) (=) |r — 53

La primera integral de l’expressié anterior és 0 ja que div, (ﬁ) =0, si s €
R3\ B.(r).

Resta calcular J.. Pel Teorema de la divergencia de Gauss 3.5,

J. =—-G ,LL(G)LU)SVU do =G wr —o)i—sve do
9B.(r) lr — ol 9B.(0) o]
o —0 G
=G ,ur—a()dcr:— w(r — o)do.
om0~ TP \ = S

Tenim doncs,
G

div F(r) = lim —— —o)do.
iv F(r) lim —=5 /835(”;1(7“ o)do

Per tant, si M(e) = max,cp, (o) 4(r — o) i m(e) = min,ep_ () u(r — o),

—G2M(z—:)/ do < —(z/ wu(r —o)do < —sz(e)/ do.
€ dBc(r) €” JoB.(r) = OBc(r)

Com la integral sobre la vora de la bola de radi r de la funcié unitat ens dona ’area
de la seva superficie, és 4mwe2. Es a dir, tenim

—GM (e)dn < —% wu(r —o)do < —Gm(e)dr.
€ JoB.(r)

Si ara prenem el limit quan e tendeix a 0 de ’expressié anterior, i tenint en compte
que lim._,g M () = lim._,om(e) = u(r), ja que 0 — 0 si e — 0,

div F(r) = —4xGu(r). (3.8)
Aquesta relacié es coneix com la Llei de Gauss.

Observaci6 3.14. La Llei de Gauss és una relaci6 proporcional entre la div F/(r) i pu(r),

amb constant de proporcionalitat K = —4w(G. Observem que, amb una constant K
adequada, podem obtenir la relacié sobre els diferents espais S, n > 1. Per exemple, per
n = 2, tindrem la relacié div F(r) = —27Gpu(r). A

Finalment, com la forca gravitatoria és potencial, i tenim r € R3,

3 3 2
div F(r) = div(-VV(r)) = = ai- (g;/- (7“)> =— (2;2/(7") = —AV(r).
i=1 " ¢ i=1
Tenim doncs que
AV (r) =4nGu(r), (3.9)

que és l'equaci6 de Poisson per a V (r) potencial gravitatori.
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3.3 Equacié de Laplace. Solucié fonamental

Resoldre 'equacié de Poisson, a priori, no és senzill. Pero resoldre primer 'equacié de
Laplace, ens donara una idea de la forma que pot tenir la solucié de ’equacié de Poisson.
Es per aixo que, en aquesta seccid, estudiarem ’equacié de Laplace Au = 0.

El primer pas per trobar solucions d’equacions en derivades parcials és trobar solucions
senzilles. Com sén equacions lineals, podrem trobar solucions més complexes a partir de
combinacions lineals de les anteriors. Per trobar solucions senzilles, tal i com s’explica
a [10, 14], pot ser 1til buscar solucions que tinguin certes propietats de simetria. Per la
Proposicié 3.3, tenim que la solucié de 'equacié de Laplace és invariant per rotacions.
Aixi, té sentit buscar solucions que siguin radialment simetriques u = u(r).

Volem resoldre I'equacié Au = 0. Ho farem primer a R?, és a dir, cerquem u = u(r),
r € R?, que compleixi I’equacié.

Usant coordenades polars (p,#) en el pla, imposant que la solucié u(p, ) sigui radi-
alment simetrica (és a dir, independent de 6), la identitat (3.2) ens permet expressar

I’equacié a resoldre com
0%u 10u
23+ —5-(p) =0,
3 pQ( ) >0 p( )

que, si denotem per ' = 9/dp, s’escriu com u” +u'/p = 0, ja que u només depen del radi.
Si ' # 0, aleshores v /u' = —1/p, és a dir

1
(log [u'])" = —=.
p
Integrant I'expressié anterior s’obté log |u'| = —logp + ¢ amb ¢ € R. Prenent ara expo-

nencials a banda i banda de la igualtat, tenim que v’ = Cy/p, amb C; € R i, integrant
de nou, obtenim la solucié general u(p) = C;logp + Ca, on C1,Cs sén constants.

Si ara ens situem a R3, tenim que 'equacié de Laplace, per (3.6), és

0%*u 20u
TPQ(P) + ;%(p) =0,
i es resol amb el mateix procediment. La soluci6 general que s’obté és u(p) = —% + Co.

Podem concloure que, la solucié general de I'equacié de Laplace és la funcié harmonica

{ Cirlogp+Cy n=2

olr) = -9 40, n=3 (310)

que usarem més endavant per tal de poder resoldre I'equacié de Poisson, tal i com hem
comentat a l'inici de la seccié. Ara bé, si prenem Cy =01, C1 = ﬁ sin=3,0C; = si

2m
n = 2, obtenim la funcié
1
5= 1 =2
O(r) = { 2 08P T (3.11)

que s’anomena solucié fonamental de 'operador de Laplace. L’eleccié de la constant Cp
no és arbitraria, sind que es fa sota la condici

AD(r) = §(r)?,

2Al llarg de tot el treball, usarem aquesta condicié, tot i que en el llibre que s’ha seguit ([14]) S’usi la
condicié A®(r) = —d.(r), per coheréncia amb (3.9) i, de fet, concorda amb el potencial de Kepler obtingut
a la seccio 2.
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com veurem en la segiient seccié. Recordem que 6;(r) denota la funcié delta de Dirac a
r=0.

Observacié 3.15. Si traslladem l'origen a un punt qualsevol s, el potencial corresponent
és ®(r — s) 1 tenim
AP(r—s) = 0i(r — s).

Per simetria, podem escriure també A ;®(r — s) = §;(r — s). A

Observacié 3.16. Per dimensions n > 3, la solucié fonamental de ’equacié de Laplace
és ®(r) = &% +b, on a,b sén constants, veure [14]. A

3.4 Equacio de Poisson

En aquest apartat considerarem una distribucié de massa p en un conjunt compacte de
R3. Aixi, ¢(r — s)u(s)ds és el potencial a r = (x1, 79, 23) € R? degut a pu(s)ds dins una
petita regié de volum ds al voltant de s € R3. Aleshores, el potencial total a r és la suma
de tots els potencials. Es a dir,

u(r) = o(r — s)u(s)ds = —Cl/ ) ds (3.12)
R3 R

s llr—sl

on escollim la constant C; = ﬁ i ¢ és la soluci6 general de 1’equacié de Laplace, (3.10),
amb Cy = 0. Més endavant veurem perque fem aquesta eleccié de la constant C7. Com
la, nostra distribucié de masses sera, de fet, una distribucié discreta amb un nombre
finit de valors positius que es corresponen a les masses dels cossos situats a R, prenem
A¢(r) = é:(r). Aixi, aplicant 'operador de Laplace a I’equacié (3.12) obtenim

Au(r) = - Apop(r — s)u(s) ds = - Or(r — s)u(s) ds = pu(r). (3.13)
que és l'equaciéo de Poisson que volem resoldre, per al potencial gravitatori, sota les
condicions donades. Observem que si u és solucié de dita equacié, aleshores u + ¢, amb
¢ constant, també és solucié. Pero la funcié (3.12) és la tnica solucié que s’anulla a
I'infinit, com provarem a continuacié. Abans, pero, com la nostra distribucié de masses
la podrem confinar sempre dins un compacte de R3, (si s’escapen a l'infinit, la interacci6
gravitacional tendeix a 0), podem considerar que p és de suport compacte.

Teorema 3.17. Sigui . una funcié de classe C? de R® amb suport compacte, i u el
potencial newtonia degut a p definit a (3.12). Aleshores u és la inica solucid de l’equacid
de Poisson

Au=p (3.14)

de classe C? que s’anul-la a Uinfinit.
Demostracié. Veiem primer la unicitat. Sigui doncs, v € C?(R?) una altra solucié
de (3.14) que a l'infinit val 0. Aleshores u — v és una funcié harmonica acotada en tot

R3. Per tant, per Teorema de Liouville 3.4, u — v és constant, i com a l'inifinit s’anul-la,
ha de ser constant igual a 0.

Veiem ara que u és de classe C2 i satisfa (3.14). Observem que podem escriure
u(r) = o(s)u(r —s)ds = —C’l/ Mds.
RS re sl
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Sabem que ﬁ és integrable a prop del 0 i que p és de suport compacte. Podem calcular,
doncs, les seves primeres i segones derivades

0%u B 0%
di0z, (r)= /RB qb(s)axiaxj (r —s) ds. (3.15)

/ 2 . 32/1 / ; 8%u , ; .
Com p és de classe C#, tenim que 920z, és continua. Per tant, F:05; €s continua, 1

podem concloure que u és de classe C2.

Resta veure (3.14). Com A, u(r — s) = Agu(r — s),
Au(r) = d($)Arp(r —s) ds = d(s)Asu(r — s) ds.
R3 R3

Per resoldre la integral usarem la identitat de Green (3.1). Com ¢ té una singularitat en
el 0, cal aillar-la per poder fer el calcul.

Au(r) = / o(s)Asp(r —s) ds + / o(s)Asp(r —s) ds =: I + Jg, (3.16)
B:(0) R3\ B:(0)

on B.(0) és la bola oberta de radi € centrada en 'origen, que denotarem per B.. Com
Ayp és continua de suport compacte, existeix max Au . Aixi,

max |Apul 1 J
_— —ds.
am B. |l

L] < /B 16(5)Appa(r — 5| ds <

Per calcular aquesta tultima integral usarem coordenades esferiques (p,6,p). Per la
férmula de canvi de variable

1 5 2 e 1
—ds = —|J|dp db de, (3.17)
B. lIsll -zJo Jo P

on |J] és el determinant del jacobia del canvi. Tenim que si s = (s1, S2, S3)
§1 = pcospsinb, S9 = pcos pcos b, $3 = psin .

Per tant,
cospsinfd —psingsinfd  pcospcost
|J| =| cospcos® —psinpcos —pcospsing | =
sin ¢ pCos 0

= p?sin?(¢p) sin?(0) cos p + p* cos® () cos?(0) — (—p? cos psin () cos?(A) — p? cos®(p) sin?(h)) =
= p’[sin®(p) cos p(sin*(6) + cos®(9)) + cos’(i9) (cos?(0) + sin®(9))] = p?[cos p(sin® () + cos? ()] =
= p? cos p.

Aleshores, (3.17) és

z 2w pe z 2w z 27
2 1 2 9 1 2 9

/ / pcos dp db dcp:/ / g”cosp df dcp:/ / e“cosp df dp =
—zJo Jo 2J)_zJo 2J)_zJo

jus
2

Wl

(VB

= 7r/ g2 cos p dp = 2me?.

s
2
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Per tant,

A A
L] < Wgzmgﬂ' L 0se oo
T

Calculem ara J., tenint en compte que p és de suport compacte. Com ja hem dit, usarem
(3.1) dos cops. Prenem primer v = ¢(s), Au = Ap(r — s). Aixi,

Je = d(0)Vou(r —o)v,do — / Vso(s)Vsu(r — s) ds.

8B, R3\Be

Prenent ara v = Vs 1 Au = Vgu(r — s) en la segona integral de 'expressié anterior,

Je = d(o)Vop(r — o)vedo — Vop(o)u(r — o)vedo + / Asp(s)Vsu(r —s) ds =
9B 0Be R3\Be
= ¢(o)Vopu(r — o)vedo — Veop(o)u(r — o)vedo =: Jo1 — Je 0.
0B: 0B¢

ja que A¢ = 0, doncs, com ja hem dit, és la solucié general de 'equacié de Laplace.
Recordem que hem fixat Co = 0. Aleshores,
\Y
/ ng(T’ = 7111&){‘ M‘ Are? =
0B

max |Vu
’/ max [Vi] vod ‘ N # 4dme

4e

=max|Vulr — 0, sie — 0.

Ja només resta calcular J.o. Tenim que V¢(s) = 01V” 1= C’1Vﬁ. Com
S1TSTS3

82 ((51 + 52 + 83) 1/2) = _%(S% + S% + 8%)_3/2282" amb i = 17 2’ 37

S1 S1 53 S
Vd)(S):Cl ( ) ) > :Cli~
(57 + 55+ 53)%2" (53 + 53 + 53)%" (s1 + 53 + )7/ BE
Per altra banda, el vector normal a dB., respecte R3\ B., és v, = —Z. Per tant,
o o C4 1
J72:—C’1/ —=u(r—o) — dU:—/ —u(r —o)do =
: o8, llo|® € e Jos. loll
4 Cy .
=7 p(r —o)do = —672;1(7‘)47752 — —u(r), si e —>0.
0B

Ja que estem prenent p(r) = d:(r). Velem que cal que C; = 1/4m per tenir el resultat.
Per tant, J. — p(r), si e — 0. Aixi, prenent el limit per ¢ — 0 es té Au(r) = p(r). O

Observacié 3.18. Estem interessats en resoldre Au = §;. Per tal de poder aplicar el
teorema anterior i garantir que hi ha una tnica solucié, en el cas de considerar el potencial
keplerid a R? (de la forma u(r) = 1/r), cal que la mesura p = d;, en el teorema, sigui
de classe C?. Notem perd, que aixo no es un inconvenient tal i com s’ha comentat en la
Observacio 3.13. A

Si considerem ara la solucié general de I'equacié de Laplace ¢, (3.10), amb Cy = 0, a
R? |, obtenim un resultat semblant. Es a dir, tenim el potencial

u(r) = o(r — s)u(s)ds = Cy / w(s)log [|r — s||ds, (3.18)
R2 R2
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on aquest cop escollim C; = % que, com abans, veurem perque la triem aixi. De la
mateixa forma, podem considerar A¢(r) = §;(r). Tenim doncs,

Au(r) = - Arop(r — s)u(s) ds = - ot(r — s)u(s) ds = pu(r). (3.19)

Teorema 3.19. Sigui 1 una funcié de classe C? de R? amb suport compacte, i u el
potencial newtonia degut a p definit a (3.18). Aleshores u és solucid de

Au=p (3.20)

de classe C2.

Demostracié. Per veure que u és de clase C? es fa com abans, ja que log ||s|| és
integrable a prop del 0 i que p és de suport compacte.

Cal veure, doncs, (3.20). Com abans, tenim que
Au(r) = d($)Arp(r —s) ds = d(s)Asu(r — s) ds.
R2 R2

Per resoldre la integral usarem la identitat de Green (3.1). Com ¢ té una singularitat en
el 0, cal aillar-la per poder fer el calcul

= / d(s)Asu(r — s) ds + / d(s)Asp(r —s) ds =: I. + Je, (3.21)
B R\ B.
on estem usant la mateixa notacié que en la demostracié anterior. Aixi,
max |Apl
(el < | 16(s)Arulr = s)| ds < — —— [ "logls||ds.
B. @ Be

Per calcular aquesta tultima integral usarem coordenades polars (p, ). Per la férmula de

2 e
/ log ||s]|ds = / / log p|J|dp db , (3.22)
B. o Jo

on |J| és el determinant del jacobia del canvi, que cal calcular. Tenim que si s = (s1, $2)

canvi de variable

s1 = pcosb, S9 = psinb,

Per tant,
cosf) —psinfd
sinf pcosf

7l =

‘ = p(cos*(0) + sin? (0)) = p.

Aleshores, (3.22) és

27 27¢
/ /plogpdpd@-%rhm/ plogpdp—27rhm<2log ] —Z] >—

c? 1
= 27 lim <log5—logc—+ ) <Iogs—>
c—0 2

A 1
llelglrm};Mﬂez <log€—2> — 0, si ¢ - oo.
T

Per tant,
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Calculem ara J., seguint la mateixa metodologia que a la demostracié anterior, com ja
hem dit. Prenent primer v = ¢(s), Au = Au(r—s) i després v = Vs 1 Au = Vgu(r—s)
obtenim

Je = (b(U)VU,U(T - U)VcrdU - VU¢(U)M(T. - O’)ng(j = Js,l - Js,2'
0B: OB,
1 1 1
sl < B2 [ s V| oo = B | yﬂﬁzmwmmWM%m:
; 21 | JaB. 27 OB o

=logemax|Vule — 0, sie — 0.

Només resta calcular Je 2. Tenim que Ve(s) = C1V log||s|| = C1V log (1/(sF + s3)). Com
%(log((s% +s2)l/2)) = % A=y, peri=1,2,

— ls]

_ S1 59 . S
W@‘QQMMMJ‘“MP

Per altra banda, el vector normal a dB., respecte R?\B., és v, = —Z. Per tant,
o o Ch .
Jeo = —C4 T —o) = do=—— w(r —o)do — —u(r), si e = 0.
oB. llo|| € € JoB.

Ja que p(r) = &(r) i C1 = 1/2w. Per tant, J. — pu(r), si e — 0. I per tant,
Au(r) = u(r). O

Hem demostrat, doncs, que si " = V¢ és 'equacié del problema de Kepler per un
cos de massa 1, aleshores, la solucié fonamental ®, és la solucié de ’equacié de Poisson
Au = p, amb p la delta de Dirac corresponent (vegis ’Observaci6 3.18). A més, si resolem
I'equacié de Poisson a R? trobem el potencial de Kepler com a solucié i si la resolem a
R? trobem el potencial logaritmic, encara que, en aquest tltim cas, no podem garantir-ne
la unicitat. Tot i aixo, com s’ha vist en la seccid anterior, el problema de Kepler té el
moviment restringit a un pla degut a la conservacié del moment angular.
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4 El potencial gravitatori en espais de curvatura constant
positiva

En aquesta seccié plantejarem 1’equacié de Poisson en els espais S? i S?. De manera
andloga es pot obtenir el potencial en S”, n > 4. Es important mencionar que, pel
Teorema de Killing-Hopf, si considerem un espai amb curvatura constant simplement
connex, aleshores I’espai és isomorf a un dels segiients espais: 1'espai R™, ’espai hiperbolic
(real) H"™ o I'esfera S™. Per aquest motiu considerem els espais S? i S com a prototipus
d’espais amb curvatura constant positiva.

Cal remarcar que hi ha altres formes d’obtenir el potencial gravitatori en superficies
amb curvatura, per exemple, amb la teoria lagrangiana, pero ens ha semblat més interes-
sant fer-ho des de l’equacié de Poisson. La formulacié lagrangiana és geometricament
extrinseca. Es a dir, es considera la varietat on té lloc el moviment dins una varietat
ambient de dimensié més gran i s’obtenen les equacions del moviment restringit imposant
lligadures sobre el lagrangia del sistema. En canvi, la resolucié de ’equacié de Poisson
ens déna un punt de vista intrinsec, sense necessitat de considerar un espai ambient.

4.1 Resolucié de I’equacié de Laplace a S? i S?

Volem resoldre el problema de dos cossos a l'esfera unitat S2. Per tant, treballarem amb
coordenades esferiques (p,0,¢) (veure Observacié 3.8 i Figura 4 per la seva definicio).
Es a dir, volem trobar u = u(p, 0, @) solucié de l'equaci6é de Laplace, per tal de trobar
el potencial gravitatori a S?. Suposem doncs, que tenim un sistema en equilibri, on
el cos de massa m; esta situat al pol nord i el cos de massa mo es troba a una certa
distancia r sobre la superficie de I'esfera. Suposem també que la massa total del sistema
és M = m1+mo = 1. En tal cas, com el moviment es dona sobre la superficie de ’esfera,
no tenim variacié en el radi p i podem fixar I’angle #, doncs I'inica variacié que ens
interessa coneixer és la de ’angle colatitud ¢.

En tal cas, per (3.6), com g—z =0i % = 0, 'equaci6 de Laplace és

2
Ou g (4.1)

AU:@+CO1}@%

L’equacié anterior és equivalent a

sin pAu(p) = (sinp u'(p)) =0, (4.2)

on estem usant la notacié % ='. Per tant,

sinp u'(¢) =1, onc; €R.

Es a dir, 'equacié que volem resoldre és

C
U(w)=/ L do,
sin

La integral anterior es pot resoldre usant el canvi de variable s = tan (%) i, amb dit
canvi, queda reduida a la integral racional trivial

2
1 2 1
/_Cl d(p:cl/s+ 5 ds:cl/ds,
sin ¢ 25 5241 S
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que té com a solucié, un cop desfet el canvi de variable,
. ¥ ;
u(gp) = c; log ( tan 2 4+ co , on c1,co so6n constants reals.

Observacié 4.1. La solucié u(p) no esta definida per ¢ = 7, que es correspon amb el pol
sud. Aquest fet és ben natural doncs, si projectem l'esfera des del pol sud sobre el pla,
mitjancant la projeccié estereografica (recordem que tenim m; fixada en el pol nord), el
pol sud s’identifica amb I'infinit de R? i, en tal cas, u(p) — oo i el segon cos s’escapa a
infinit en el corresponent problema de dos cossos pla. A

Un cop resolta I'equacié de Laplace a S?, és interessant estudiar la solucié per ¢ — 0.
Veurem que, fent-ho, recuperem el potencial de Kepler (intrinsec) al pla euclidi que, com
ja vam veure a la seccié 3, és el potencial logaritmic. Per fer-ho, considerem ’expansio
de Taylor, fins a ordre 2, de u(y) al voltant del punty = 0. Usant tan(a) = a + O(a?)
tenim que

u(p) = c1log (% + O((p3)) + ¢ = c1 log (g(l + O(goz))) + ey =
=0 logg — ¢1log(1 + O(¢?)) + ca.

Per altra banda, com
log(1+ h) = h + O(h?),

obtenim
_ ¥ 2
u(p) = 1 log 5 av - O(¢°) + 2
= c; log g + o+ O(p) = c1log(p) + ¢ + O(p).
Si ara prenem c¢; = % i cg = 0 1i, tenint en compte que estem considerant 2 cossos sobre

I'esfera unitat a una distancia r, al considerar ¢ — 0, tenim p = ||7| = sin(p) = p+O0(¢?).
Per tant, al fer ’'expansié de Taylor per ¢ — 0, recuperem u(p) = % log p, és a dir, el
potencial de Kepler al pla, veure (3.11), tal i com s’hauria d’esperar.

Observacié 4.2. Si ara considerem S3, I'equacié de Laplace en coordenades esferiques

es pot escriure com
1

S e () =0, (43)

veure [8]. De I'expressi6 anterior es segueix sin? ¢ u/(¢) = c1, ¢; € R. Aixi, usant el canvi
z = cot ¢ per calcular la integral s’obté

C1
U(w)z/ ——dp = —c1 cot .
sin” ¢

Finalment, fent 'expansié de Taylor de u(y) al voltant de ¢ = 0 tenim que

- ¢ M__C M__ﬂ 2
M= o) T b o) e OV

Es a dir, recuperem el potencial de Kepler a R? (escollint ¢; = ﬁ) doncs, com s’ha

comentat previament, quan ’angle de colatitud ¢ tendeix a zero, aquest es comporta com
el modul del vector posicié relativa, p, dels cossos. A
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4.2 Resolucié de I’equacié de Poisson a S? i S?

Seguint amb la metodologia de la seccié 3, un cop resolta I'equacié de Laplace, resoldrem
lequacié de Poisson. Ja vam veure que la llei de Gauss sobre lesfera és div F(r) =
—27Gu(r), on u és la densitat de massa, (veure Observacié 3.14). Aleshores, integrant
I’equacié i aplicant el Teorema 3.5,

/Q div F(r) = —27 /8 o).

Si considerem €2 = S™, amb n > 1, com estem treballant amb la geometria intrinseca de
dits espais, tenim que s6n espais sense vora i, per tant, qualsevol integral sobre la seva
vora és 0. Per tant, de ’expressié anterior, obtenim la condicié

/Q div F(r) = —27 /Q J(r)dr = 0,

anomenada condicié de Gauss. Sabem que [, u(r)dr = M, on M és la massa total a Q
i no és 0 per hipotesis. Per tant, ens cal afegir un factor de correccié per tal de poder
verificar la condicié de Gauss. Escribim doncs

/,u(r)dr—i—/ Cdr =0,
Q Q

amb C € R, per tal de determinar dit factor de correcié.

Es clar que la segona integral de la condicié anterior és proporcional al volum d’€,
ja que S™ és un espai compacte i, per tant, C = —M/ Vol(f2), on Vol(f2) és l'area de la
superficie d’S™ 3. Aix{ obtenim que I'equacié de Poisson pel potencial gravitatori u(r) és

Au(r) = p(r) + C, (4.4)

on pu(r) = d; és la delta de Dirac corresponent. Aleshores, com estem considerant r # 0,
I’equacio6 a resoldre és

Au(r) =C. (4.5)
Fixem ara m = 2 per resoldre ’equacié de Poisson a l'esfera unitat S2. Fent s de
coordenades esferiques i, tenint en compte que ens trobem sota les mateixes condicions que
quan hem resolt ’equacié de Laplace, per (4.2), resoldre ’equacié anterior és equivalent
a resoldre

(sing u'(p)) = Csing,

que, pel Teorema Fonamental del Calcul, té solucio
sing u'(p) = —Ccosp + co.

Per tant, com r # 0 implica ¢ # 0, tenim que

1
= _C’/ ik dy + c2 / g dp = —C'log(sin ¢) + c2 log(tan g) +c3. (4.6)

SlH

Observem que, quan ¢ — 7, u(p) = —oo + 00, és a dir, té una indeterminacié. Com
ens interessa tenir-la definida per a qualsevol ¢ € [0,7] veurem, si fixant constants,

3Notem que cal afegir una distribucié de massa que compensi la massa dels cossos sobre ’esfera. S’ha
fet de manera uniforme, perd es podria concentrar en un sol punt, per exemple. Aquesta massa negativa
que s’afegeix, es coneix amb el nom d’antimateria.
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podem solucionar aquest fet. Té sentit imposar que u(m) = 0 ja que, via la projeccié
estereografica, aquest punt es correspon amb l'infinit. Aleshores, com a S?, la constant
1

-1 __1
C= ey = " am

1
lim u(p) = lim yo log(sin ¢) + ¢z log(tan %) +c3 =

p—T p—7 4
1
= Slljlgz}r yo log(2 sin g cos g) + c2 log(sin g) — ¢ log(cos g) +oc3 =

1
= lim i (log2 + log(sin %) + log(cos §)> + ¢2 log(sin g) — ¢z log(cos %) +c3 =

p—T 477
1 1 1
= g_rgr yp log 2 + <477 + CQ> log(sin g) + <47r - 02) log(cos %) +c3 =

1 1
= lim o log2 + (477 - 02> log(cos g) + cs.

Fent aquesta transformaci6 de la funcié u(p), mitjancant identitas trigonometriques, ob-
servem que, per tal de tenir u(¢) = 0 per ¢ — 7, cal que

1 1
E—CQZO, i 63+Elog220.

Aixi, tenim les constans determinades i, en tal cas,
u(p) = S (log(sin f) + log(tan f) —log 2) =
4 2 2

1 1
= <log <sin§cos g sing p— g> — log 2> =

1 1 1-—
= — <log(sin2 g) — log 2) = —log <W> ,

47 47 2

tal i com es mostra a [8]. Es interessant ara, veure qué passa si considerem ¢ — 0, tal i
com hem fet en la secci6 anterior. Recuperem ’expressié (4.6) amb les constants fixades
i tenim

2

i observem que és el potencial kepleria logaritmic doncs, si ¢ — 0, sinp = ¢ + O((pz) i
tan(p/2) = p/2 + 0(4,03), tenim que

1 1 1
u(ip) = — log(sin ) + — log(tan £) — — log 2

1 1 1 1 % 1
- —1 2) — —log2=—logL = —1 ¢
ulp) = —logp+ —log(p/2) — —log2 = ;—log 5 = o—logp +C,
on C' = —i log 2 és una constant que, donat que ’energia esta determinada llevat una

constat, es pot menysprear.
Observacié 4.3. Considerem ara = S3. Per (4.3) i (4.5), 'equacié de Poisson és

1 M

s 2 ! /
Sin2 (P(Sln 80 u (SO)) C? am C VOI(S3) ) ( 7)
que té solucio
cC C sin(2¢) c1
U/((p) = 5 Sil’l2 - Z ) + — 2
® sin”® sin” ¢
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ja que una primitiva del sin? o, mitjancant les férmules de ’angle doble, és ¢ /2—sin(2¢p) /4.
Per tant, el potencial gravitatori a S® és

C
u(p) = ——= [p cot ¢ + log(sin ¢)] log(sin )] — ¢1 cot  + ¢o

2 _5[

C
=—3 p cot o — c1 cot p + ca.

Observem que, en aquest cas, u(yp) també té una indeterminaci6é per ¢ = 7. La fixarem
imposant que u(mw) = 0.

. . 1 . 1
lim u(p) = lim (4290 — 01) cot ¢ + cg = lim < — cl> cot ¢ + ca.
T

=T O—>T p—T 47T
Per tant, cal que (ﬁ —¢1) =01 co =0 per tenir u(7) = 0. Aixi podem escriure

1 1 1 0
U(SO):HSOCOt‘p_ECOtSOZ—ECO’MD(l—;). N

4.3 Sobre el problema de dos cossos i el problema de Kepler en espais
de curvatura constant

Vam veure a la seccié 2 que el problema de dos cossos en 1’espai es pot reduir a ’estudi de
dos problemes separats que es corresponen al moviment del centre de masses i al moviment
relatiu d’un cos respecte ’altre. Aquest tltim moviment es correspon amb el problema
de Kepler, paradigme d’un problema de forca central. Per poder fer aquesta reduccid,
juguen un paper fonamental la simetria i el fet que es preserva el moment angular.

La situacié és completament diferent en el cas del problema de dos cossos a 1’esfera.
D’una banda, el centre de masses no es troba sobre la superficie de ’esfera. D’altra
banda, tot i que hi ha conservacié del moment angular total del sistema, no es preserva
el moment angular de cada cos. A la segiient seccié realitzarem algunes simulacions per
il-lustrar aquest fet i veure que tenir conservacié del moment angular total no implica
que el moviment tingui lloc en un pla. Tot aixo fa que no es pugui realitzar la reduccié
analoga del problema de dos cossos al problema de Kepler en aquest espai.

De fet, les simulacions numeériques que es troben a la literatura semblen indicar que
el problema de dos cossos en 'esfera és no integrable [4, 5], en contraposicié al cas del
problema a l’espai euclidi. En el treballs citats, es fa una derivacié extrinseca de les
equacions del moviment. Aix0 comporta que es tingui el moviment ben definit en I’esfera
menys un punt ja que el potencial obtingut presenta una singularitat en un punt. En
contraposicio, en aquest treballl s’ha fet una derivacié intrinseca que permet obtenir un
potencial ben definit a tota l’esfera. Els dos potencials (extrinsec i intrinsec) proporcionen
una dinamica topologicament equivalent fora del punt signular, fet pel qual les orbites que
no passan per aquests punts mantenen el seu caracter caotic. Una qiiestio a ser investigada
numericament és si la quantitat de caos en ’esfera es redueix pel fet de tenir el potencial
globalment definit. Per visualitzar la dinamica caotica del sistema, en les referencies [4, 5]
s’usa un sistema de coordenades especific (els anomenats angles d’Euler). En aquestes
coordenades el sistema es redueix a un sistema de 1 grau i mig de llibertat, la qual cosa
permet considerar una seccié de Poincaré i il-lustrar la dinamica 2-dimensional discreta
corresponent. Aquesta idea queda pendent pel futur.
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D’altra banda, a la literatura es troben generalitzacions del problema de Kepler en
espais de curvatura constant. Aquestes generalitzacions donen lloc a sistemes integrables
(de 1 grau de llibertat). Per exemple a [6] es deriva el problema de Kepler de forma
extrinseca.

Finalment, en aquest treball s’ha considerat ’esfera com a espai de curvatura constant.
Cal dir que s’hagués pogut considerar, de manera semblant, un espai amb curvatura
constant negativa, és a dir, el pla hiperbolic. FEn alguns dels articles citats I'estudi es
generalitza a espais de curvatura constant positiva i negativa alhora.
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5 Simulacions

Un cop obtingut el potencial de dos cossos sobre una superficie de curvatura constant
positiva, usant un punt de vista geometric intrinsec, ens proposem il-lustrar el moviments
dels cossos sobre l’esfera. Per fer-ho, es realitzaran algunes simulacions numeriques se-
guint el treball realitzat a [8], on s’expressen les equacions del moviment en coordenades
cartesianes. Notem pero que, en la seccié 4, hem obtingut el potencial en coordenades
esferiques i, per tant, haurem de fer el canvi de coordenades corresponent.

Abans pero, plantejarem el hamiltonia del sistema (en coordenades esferiques) H =
U+ T, on U és l'energia potencial i T ’energia cinetica. Cal calcular doncs, I'energia
cinetica en coordenades esferiques. Per fer-ho, és necessari tenir en compte la metrica de
Pesfera, veure [2]. El canvi de coordenades esferiques a coordenades cartesianes ve donat
per la funcié

(p,,0) = G(p,p,0),

on G(p,p,0) = (pcosfsiny, psinfsing, pcos ), (veure (3.8)). L’expressié matricial de
la metrica natural de R3 en coordenades esferiques és

1 0 0
9=[DG(p,¢,0)" DG(p,p,0) = | 0 p* 0 :
0 0 p?sin?yp
on
cosfsiny pcosfcosy —psinfsing
DG(p,,0) = | sinfsing psinfcose pcosfsingp
COs —psin @ 0

Aixi, sobre l'esfera unitat, S> C R?, s’indueix la metrica

2
__ (P 0
g_< 0 p2Sil’l2tp>’

ja que p = 1. Observem que si el moment lineal d’un cos de massa m, en coordenades
esferiques, és p = (pp, Py, pp), tenim p, = 0. Per tant, l'energia cinetica de dit cos, en
coordenades esferiques, és

1 P 1 1
T = - © _ 2 2 )
2m (Popo) 9 < Do ) 2m (p“" sin? ¢ Po

Siguin 71 = (1, ¢1,01) , r2 = (1, 2, 02) les posicions dels cossos m1, mgy, amb moments
associats p1 = (0, pp1,p01), P2 = (0, pp2, Po2), respectivament en coordenades esferiques i,
recordem que, en la seccié anterior, per trobar el potencial del problema de dos cossos
sobre l'esfera unitat, s’ha considerat el cos de massa m; fixat en el pol nord i el cos de
massa mg a una certa distancia r = r(p, ¢, 0) del cos de massa m;. Per tant, el hamiltonia
natural del sistema en equilibri, en coordenades esferiques, ve donat per 'expressio

1 2

1 1 1 1 1 —cosp
H(p,0) = 5— 01+ —5— Po)+5— (Pg202+72 Pga) +mimy—log ( ———= ) .
2mq 2my

sin” 1 sin” (9 4T 2
Com s’ha comentat, es fara la integracié numerica en coordenades cartesianes. El

programa, pero, llegeix les condicions incials en coordenades esferiques. Cal doncs, fer el
canvi de variables esferiques a cartesianes abans d’integrar, com es detalla a continuacié.
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Sigui ara 7; = (74, 'y, 2;) la posicié de la massa m; en coordenades cartesianes, aleshores
(rai, TyinT2i) = G(1, ¢4, 0;), és a dir,

Tz = COS 0; sin w;,

Tyi = sin 0; sin ¢;,

Tz = COS j,
on recordem que 6;, @; son els angles longitud i colatitud respectivament de la posicié de
la massa m;. El canvi G defineix 7#; = G(r;). Per fer el canvi a coordenades cartesianes

dels moments associats cal considerar 1’elevacié del canvi G a l’espai cotangent, veure
p.ex. [12]. Es a dir, es té la relaci6

pi = DG'(ri) pi, per tant p; = (DG'(r:))”" pi,

on P; = (Puis Pyi, P=i) és el moment en coordenades cartesianes de la massa m;. Aixi

. sin 6;
Dai sin @; cos0; cos 0; cos ; ng’i 0
=~ . _ . . . COoSs U; .
Di = | Dyi = sin ; sin@;  sin 6; cos ; Snp. Dei
Dzi COSs ©; —sin; 0 Poi
sin 0;

Pyi €08 0; COS i — Poi gy

— - ¢in 6, . cosb;

= Dyi SIN0; COS ©; + Poi gy o
—Pei SN ;

Aleshores tenim que, en coordenades cartesianes, el hamiltonia del sistema és
1
H = o (ma[or]| +ma]lva]]) + mima log [|ry — 72]].

i les equacions que modelen el moviment sén, per i = 1, 2,

T = Vi, (5 1)
h — L il L) LRI P .
Vi = Ix Z];ﬁz mj 1—rjr; HUZH Tis
on s’ha considerat la constant gravitacional G = 1 (veure [8]). Finalment, notem que

aquestes equacions defineixen un moviment sobre 'esfera, ja que

d . . 2 1 7“j — (Tjri)ri 2
dt(nvz) = 70; + 10, = ||vg||” + 7 <47rm] =, ||vil|“ri

1 g — (gl
2 J'e J'e 2 2 2
— . Il — Moy, 12 =0
ol 4 gy R il = 0

d’on es dedueix que els cossos evolucionen sobre la superficie de I'esfera per tot temps.

Com s’ha comentat, es fara la integracié numerica en coordenades cartesianes, és a dir,
s’integrara l'equacié (5.1). Per la integracié numerica s’ha fet servir el paquet taylor,
programari lliure que genera un integrador de Taylor adaptat a les equacions del camp i
que esta detallat a [11].

Un cop donades les equacions del sistema, la simulacié (veure Figura 5) s’ha realitzat
considerant m; = 4w, mg = 2w, amb valors inicials ; = 0, ¢1 = /4, 6 = 7/3,
w9 = 3m/4, respectivament on, recordem que, 6 és la longitud i ¢ representa I’angle
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Figura 5: D’esquerra a dreta, es pot veure la posici6 dels dos cossos (mq en blau i mg en
negre) sobre 'esfera en posicions inicials i, seguidament, al cap de 15 segons, 30 segons,
45 segons i 1 min respectivament.

colatitud. Finalment, s’ha pres 6, = 0, o1 =0, 6y =21 po = 1, seguint, com ja s’ha dit,
el treball realitzat a [8].

Les dues segiients simulacions que s’han realitzat (veure Figura 6, Figura 7), mostren
solucions que, en un sistema de coordenades rotatori, sén punts fixos. Es a dir, sén
solucions que revolucionen al voltant d’un eix i s’anomenen solucions d’equilibri relatiu.
En els dols casos triem condicions inicials de manera que ’eix respecte el qual revolucionen
es correspon amb l’eix z. No detallem com es fa la tria de les condicions inicials, veure
[3] per un estudi complet d’aquest tipus de solucions. En concret, les simulacions es
corresponen a les condicions inicials

Cas 1: my =1, =0, 0=0.78539816339744, p, = 0.199471140200716, py = 0
my =1, ¢ =7, § = 0.78539816339744, p, = 0.199471140200716, py = 0

Cas 2: mi =1, =0, 0=0.78539816339744, p, = 0.707106781186547, py = 0
my =1, ¢ =7, § = 0.78539816339744, p, = 0.707106781186547, py = 0

El moment angular total es preserva i en els dos casos es un vector en la direccié de
Ieix z. Veiem pero que, en la Figura 6, el moviment es dona en un pla pero, en la Figura 7
no és aixi, il-lustrant el fet que no podem reduir el moviment relatiu dels dos cossos a un
pla.
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Figura 6: D’esquerra a dreta, es pot veure la posici6 dels dos cossos (mq en blau i mg en
negre), revolucionant al voltant de ’eix z, on el moviment es dona en el pla z = 0.707.
Les condicions inicials corresponen al Cas 1.

Figura 7: D’esquerra a dreta, veiem ara el moviment de m; (en blau) i mg (en negre)
girant al voltant de 'eix z sobre I'esfera, sense que el moviment de cap dels cossos estigui
en un pla de la forma z = C, amb C una constant. Les condicions inicials corresponen al
Cas 2.
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6 Conclusions

En aquest treball s’ha fet ’estudi del problema de dos cossos, inicialment en 'espai euclidi
i després en un espai generic de curvatura constant positiva, S?. Ha resultat interessant
descobrir que, fora de la teoria lagrangiana, usada en molta literatura en ’ambit de la
Fisica, es pot obtenir el potencial del problema de dos cossos mitjangant 1’equacié de
Poisson, podent aixi treballar des d’un punt de vista instrinsec de ’espai. A la seccié 3
s’ha realitzat aquest estudi a R? i R? i s’ha vist que a R? s’obté el potencial obtingut en la
seccid 2 directament de la manipulacié de les equacions de moviment, com caldria esperar.
A més s’ha vist que el potencial del problema de dos cossos a R?, si aquest es considera
de forma intrinseca i no com a subespai de R3, és un potencial logaritmic. Finalment s’ha
considerat un espai de curvatura constant positiva per fer '’estudi del problema de dos
cossos, derivant el potencial a partir de la solucié de la corresponent equacié de Poisson.
Ha resultat enriquidor veure que, en aquest dltim cas, no tenim l’equivaléncia entre el
problema de dos cossos i el problema de Kepler.

Per altra banda, haver tingut temps de realitzar les simulacions numeriques ens ha
permes visualitzar el moviment de dos cossos sobre l’esfera. Cal notar que el problema
de dos cossos sobre 'esfera és un problema no integrable que presenta moviments caotics
(sensibles respecte condicions inicials). Els diferents aspectes analitzats del problema de
dos cossos en espais amb diferent geometria ens ha permes obtenir un coneixement més
profund sobre aquest problema.
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A Codi per realitzar les simulacions numeriques

S’ha utilitzat el paquet taylor desenvolupat per A. Jorba i M. Zou. Veure http://www.
maia.ub.es/~angel/taylor/ per infomacié detallada sobre el paquet. Aquest genera, a
partir de les equacions del camp vectorial a ser integrat, un integrador de Taylor adaptat.
L’output del programa és 'integrador i d’altres funcions relacionades en una llibreria de
funcions escrites en ANSI C. Aix0 permet que les funcions es puguin cridar directament
des de qualsevol rutina en C que estiguem desenvolupant.

A continuacio s’inclou el codi del programa principal que s’ha usat per realitzar les simu-
lacions i ’arxiu on es troben les equacions del camp vectorial.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>

#include "taylor_2bpB.h"
void campo (double t,double *x,int n, double *y);

int N=2; /*2 masses*/
double m[2]; /#*massesx*/
double MPI=3.14159265358979323846;

int main(){
int i,k,kk;
int n=6%N;
int order;
double *x;

double h; /*parametres de Taylor*/
double t,tmax,tM;
double *thet ,*phi,*thetp,*phip;

x=(double *) calloc(n,sizeof (double));
thet=(double *) calloc(N,sizeof (double));
phi=(double *) calloc(N,sizeof (double));
thetp=(double *) calloc(N,sizeof (double));
phip=(double *) calloc(N,sizeof (double));

printf ("#CINI en coord esferiques\n");
printf (" #cini, (m,phi,theta)=(massa, azimut,(x,y),polarangle decadacos) ::y\n #
phien [0,pi], thetagen,[0,2pi]\n #ml,phil,thetl ,m2,phi2,thet2\n");
for(k=0;k<N;k++){
kk=scanf ("%1f%1f %1 1f ,%1f,%1f" ,&m[k] ,&phi[k] ,&thet [k] ,&phip[k] ,&thetp[k]);
}

for(i=0;i<n;i++) x[i]1=0;

for (k=0;k<N;k++){
x [6xk]l=sin(phi[k])*cos(thet[k]);
x [6*k+1]=sin(phi[k]) *sin(thet [k]);
x[6*k+2]=cos (phi[k]);

} //esfera de radi 1

for (k=0;k<N;k++){
x [6xk+3]=cos (phi[k])*phip[k]l*cos(thet[k])-sin(thet[k])*thetp[k]/sin(philk]);
x [6*k+4]=cos (phi[k]) *phip[k]l*sin(thet[k])+cos(thet[k])*thetp[k]/sin(phil[k]);
x[6*k+5]=-sin(phi[k])*phip [k];

}

t=0; tM=t; tmax=100;
printf ("%e " ,t);
for(i=0;i<12;i++){ printf (" %e",x[1i]1);} printf("\n");

while (tM<tmax){
tM=t+0.1;
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while(taylor_step_2bpB(&t, x, 1, 2, -16,
printf ("%e " ,t);

for(i=0;i<12;i++){
printf (" %e",x[il);

}

printf ("\n");

}

free(x);
free(thet) ;
free(phi);
free(thetp);
free (phip);
return O;

extern m[2] ,MPI; /*vbles globals*/

nor0=x3*x3+x4*xx4+x5*x5;
norl=x9*x9+x10*xx10+x11*x11;

pesc=x0*x6+x1*x7+x2%x8;

s3=m[1]*(x6-pesc*x0)/(1l-pesc);
s4=m[1]*(x7-pesc*x1)/(1-pesc);
sb=m[1] *(x8-pesc*x2)/(1-pesc);

s9=m[0] * (x0-pesc*x6)/(1-pesc);
s10=m[0] *(x1-pesc*x7)/(1-pesc);
s11=m[0] *(x2-pesc*x8)/(1-pesc);

diff (x0,t)=x3;

diff(x1,t)=x4;

diff (x2,t)=x5;
diff(x3,t)=s3/(4*MPI)-nor0*x0;
diff(x4,t)=s4/(4*xMPI)-norO*x1;
diff (x5,t)=s5/(4*MPI)-nor0*x2;
diff (x6,t)=x9;

diff (x7,t)=x10;

diff (x8,t)=x11;

diff (x9,t)=s9/(4*xMPI)-norl*x6;
diff(x10,t)=s10/(4*MPI)-norl*x7;
diff (x11,t)=s11/(4*MPI)-norl1*x8;
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B Resolucié del Problema de Cauchy

Resolem el problema de Cauchy (2.6), amb condicions inicials 8y = 0(0), ug = u(fy) =
i p% ivg=w(bp) =u(f) =0. Es a dir,

p(bo)
U =w up = -+
. I [40]
w=—u+ 33 wo =0

Que en forma matricial és:

U 01 U 0
(w)_<_1 0><w>+(cﬁ”)’ amb condicié inicial (ug,wo).

Recordem que es tracta d’un sistema d’equacions diferencials lineals no homogeni a coe-
ficients constants, que resolem mitjancant el metode de variacions de constants

(2)-mml(z)+ Lo 4 )]

M(0) = expA0—to) — < cos (0 —6y) sin (0 — 6y) )

on

—sin (6 — ) cos (6 — )

és la matriu fonamental principal sent

A:<‘1) é)

A continuacié mostrem els calculs realitzats per a la seva resolucié.

(e a0 )~ (LB -

Q-

_ Cos(peio_eo) + (cos? (8 — 6p) — cos (0 — 00))%” + sin? (6 — 90)%—2”1 _
=s@=00) _ in (6 — ) (cos (6 — By) — 1) S5 + cos (6 — ) sin (6 — ) G5

cos (6—6o) Gm
B ( 5+ (1 —cos (6 —0o))F" )

- —sin (6=6o) Sinéf—"(’) sin (6 — 6o) G
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