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Abstract

In this work we study the Lyapunov theorem, which gives us a way to find periodic
solutions for Hamiltonian systems. In the second part of the document we have the study
of The Restricted Three Body Problem.

Resum

El teorema de Lyapunov ens doéna condicions necessaries d’existeéncia de solucions pe-
riodiques en sistemes diferencials no lineals proximes a les solucions periodiques de la
seva part lineal. En aquest treball estudiem aquest teorema aplicat a sistemes que ad-
meten integral primera, més concretament a sistemes Hamiltonians. A més, fem un petit
estudi del problema restringit de tres cossos i relacionem els resultats amb el teorema
treballat.
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1 Introduccio

El projecte

El teorema de Lyapunov ens diu que donat un sistema d’equacions diferencials, el qual
admet una integral primera, existeix una familia uniparametrica de solucions periodiques

si els valors propis sén de la forma +i3, Az, -+ , A, tal que ;\—é no és un enter. A més ens

diu que el periode de les solucions és proper a %’r

En aquest treball, fem 'estudi d’aquest teorema comencant per uns exemples motiva-
dors. A més, ens centrarem en la demostracié del teorema utilitzant dos metodes. El
primer metode de demostracié es fa mitjancant el teorema de bifurcacié de Hopf i el se-
gon es basa en la demostracié de manera més metodica.

Finalment fem un petit estudi del problema restringit dels tres cossos, donant les equa-
cions del moviment per a diferents sistemes de referéncia (inercial i sinodic) i calculem
els punts d’equilibri, seguidament fem un estudi de l’estabilitat dels punts i apliquem
el teorema de Lyapunov en el cas on sigui possible per demostrar I'existéncia d’orbites
periodiques.

Estructura de la Memoria

Comencem la memoria presentant alguns conceptes preliminars i algunes propietats, prin-
cipalment sobre els valors propis que anirem utilitzant durant el treball, majoritariament
en la demostracié metodica del teorema. A més, aquest primer capitol serveix per fixar
la nomenclatura que utilitzarem.

En el capitol 3 comencem tractant el teorema de Lyapunov mitjancant dos exemples
previs motivadors, a continuacié fem la demostracié del teorema utilitzant el teorema de
bifurcacié de Hopf. Finalment, fem també la demostracié d’una manera més constructiva.

El capitol 4 tracta el problema restringit de 3 cossos, obtenim les equacions del movi-
ment utilitzant un sistema d’equacions inercial i un altre sinodic. A més, transformem
les equacions per a un sistema Hamiltonia. En el desenvolupament del capitol busquem
les solucions d’equilibri del problema i estudiem la seva estabilitat. Finalment relacionem
aquest problema amb el teorema de Lyapunov.

En 1iltim capitol trobem les conclusions a les quals arribem un cop hem desenvolupat
tota la memoria.



2 Preliminars

Abans de comencar presentem uns conceptes preliminars i propietats que tindrem en
compte durant el desenvolupament del treball.

2.1 Definicions preliminars

Definicié 2.1. E|Sigui z(t) = f(z(t)) un sistema d’equacions diferencials, sigui Q2 l’espai
de fase. Considerem una funcid g(z(t )) amb derivades continues en 2, diem que g(x(t))
és integral primera de &(t) = f(x(t)) si

< grad(g(z(1))), f(x(t)) >=0
Definicié 2.2. [])] Sigui A una matriu2nx2n, es diu que és simpléctica amb multiplicador

w#0, si
ATJA = pJ

0 I
7= (5 5)

Si u =1 aleshores es diu que A és simplectica.

amb

Definicié 2.3. E| Una funcid real (complexa) f és analitica en un punt xo del seu domini
st existeir una série de poténcies centrada en xy de la forma

o
Zan(:v —x0)" = ag + a1 (z — 20) + az(x — x)? + - - -
n=0

que convergeix en un entorn U C R (U C C) de xg de manera que
oo
:Zan(x—wo)n, Ve e U

Definicié 2.4. E| Sigui E un subconjunt obert de R*" i sigui H € C*(E) on H = H(x,y)
amb x,y € R". Un sistema de la forma

. OH
r = 87:]4
)
T T
amb
OH  (0H ol \" OH (0H oH\"

es denomina sistema Hamiltonia amb n graus de llibertat en E.

2C.Ferndndez; Fco.J.Vézquez; J.M.Vegas: Ecuaciones diferenciales y en diferencias
3https://es.wikipedia.org/wiki/Funcion_analitica
“M.Swager;L.L.Harvard: Hamiltonian Systems and Chaos Overview.


https://es.wikipedia.org/wiki/Funcion_analitica

l .
Definicié 2.5. [2] Siguin f(x) = ai, ... 1,00zt i g(x) =, by, ... 371 R i
dues séries de poténcies, no necesariament convergents, diem que g(x) és una série ma-
jorant de f(x), f < g, si

|al17 N ‘ bl1, )

per a tots els coeficients.

Estimacions de Cauchy E|
Si

= Z anyn’

és una serie de potencies convergent en un entorn obert de 'origen de radi r, tal que
max|y|<, |f(y)| = d, aleshores

d
|an|r™ <m‘ax|f( Y, n=0,1,- = la|<—, n=01,--
= r

d’aquesta manera podem escriure

y\! y .,y
s <a(i=2)" a1 e )

Siy = (y1,- ,ym) € R™, iper [[y|| < r la funcié f esta fitada, max)y—, [f(y)| = d,

aleshores
m
<a][(1-%)"

2.2 Valors propis
Considerem un sistema de m equacions diferencials de primer ordre
&= f(z), x e R™ (2.1)

tal que f(0) =01 les f sén analitiques en un entorn de z = 0, és a dir, sén de la forma

m
x) = Zakzlﬂ?l + ..
1=0

0 equivalentment
flz)=Ux+ ...

on U = (ay;). Aleshores reformulant obtenim el sistema lineal
z=Uz (2.2)

del qual intentarem buscar solucions periodiques que tractarem d’estendre al cas no lineal.
Si el sistema ([2.1]) és Hamiltonia (o bé té una integral primera) podem construir una solucié

periodica de (2.1)) a través de la solucié periodica de ([2.2)).

SH.Cartan. Teorfa elemental de las funciones analiticas de una y varias variables complejas.Selecciones
Cientificas,1968




Lema 2.6. Suposem que U té tots els valors propis diferents A1, --- , Ay, = 3C no singular

tal que
A1

cluc= L= (2.3)
Am
on C no és unica.

Lema 2.7. Les columnes C'¥) de la matriu de canvi de base queden determinades excepte
un factor constant py.

Demostracio: Per a resoldre el sistema # = Ux. Suposem que U té tots els valors
propis diferents A1, ..., A\, aleshores utilitzant el lema tenim que 3 C no singular tal

que
A

clvc= L= (2.4)
Am
Sigui CM), ..., C(™) les columnes de C, que queden determinades per:
UC=CL+UCH =c®), per k=1+me Wl -U)C® =0

Pero, observem que la matriu A\, — U = C (At — L)C~! (pel fet que \j, sén diferents) té
rang m — 1. Aleshores les C (k) queden determinades excepte un factor constant pg. [

Definicio 2.8. Considerem
p1

P=

Pm
amb p; arbitraris, p; 70 i B=CP amb detB # 0

Lema 2.9. Aleshores B~1UB = L
Demostracié: B-'UB = P~ 'Cc-'UCP =P 'LP=1L. O

Observacié 2.10. Observem que les C'%) estan determinats per factors diferents de zero.

Considerem ara un sistema Hamiltonia H = H(w) on w = (q1,...,qn,P1s---+Dn)
analitic en un entorn de 'origen que suposem punt d’equilibri. Sigui

J— 0 I,
-1, 0
matriu canonica simplectica.
La serie de potencies de H comenca amb un terme quadratic que podem expressar com

1
H= inGw +... on G=(Hyu,) (2.5)
Aleshores podem expressar H,, = Gw + ... i tenim
w= Uw+... = JGw+ ...

(ja que U = J@G) i el polinomi caracteristic que considerem és p(\) = A\ — JG|.



Propietats

p(A) és una funcié senar, i.e, p(A) = |\ — JG| = | — A — JG| = p(—])

Lema 2.11. Si A és una arrel de p(\) també ho és —\. Suposem que tots els valors propis
son simples i diferents de 0 = 3C matriu invertible tal que

A1

CclJGC = An \ =L = (LO 0 ) (2.6)
-l

“\

on la transformacid w = Cz és canonica, quan C és simpléctica.

Demostracié: Volem demostrar que C' és simplectica, primer de tot considerem diferents
transformacions de la matriu C. Si considerem la transposicié de (2.6)) obtenim:

cljcgc=L = Jac =cL =Tuco)r =cnt =

ctg(-n)=rLct = c'gi=-Lct= oT'¢ =-Lctyt!
5 . —1 0 L() , . N . .
D’altra banda tenim que —LJ ™" = o) simetrica. Ho podem comprovar veient
0

que —LJ ' = —(LJ™HT, per tant

o (Ly 0 N[0 -1\ _ [0 L
Lr = <O—LOIO_L00

~LJH =~ YL =~(-))'L=-JL=

aleshores LJ ! = JL.

Tenim que

CT'GJ=-LCT = J0TGJ = —-JLCT = JC'G=-JLctg=rLJ'c’y
= Jotg=rJ'c’y
aleshores si calculem
—Jot PG =Jc'G=-Lctj ' =
= —JLCtsYh=JgLcty=LJtctJ
= (JtctngcUutctn)t=L

(Jtetnaa



(on hem considerat —J? =1 ; CTG = -LCTJ~; JL=LJ™1).

Sigui B = (J~tCTJ)7? tal que

|B| #0
B lJGB=L

aleshores la matriu queda determinada com C = BP on

(P 0
r=(i )

és una matriu diagonal invertible amb P; i P, matrius diagonals de dimensié n x n.
Per deficié de B , a més, obtenim que

0 P2>
_Pl 0 = P1 = P2
crtjo)yt =ctjrc =-ctjc

P, 0
QZ(ol In>

Bl=Jg10Tj=JB'=Cc"J=0CTJjCc=JB'C=JP = (
Sigui

demostrem que QT JQ = JP.

D’una banda
Q70 = P 0 0 L\ (P 0\ _ (P 0 0 LY_ (0 P
0o I, -1, 0 0 I, 0o I, —-P 0 —-P 0

D’altra banda
(0 L)\ (P 0\ _ 0 P
=5 6) (5 n) = (R D)
i la igualtat és certa, ja que P; és una matriu diagonal, aleshores P, = P .

Finalment, reanomenem C = CQ~! aleshores

(i) CT1JGC =QC1IGCQ ' =QLQ ' =L
(i) CTJC = (@ HTCTICQ™ = (QT)'QTIPQ™ = (Q1)'QTJQQ™ =J = C és

simplectica.

(iii) CTGC = —(CTJC)C1IGC = —JC1JGC = —JL = ( LO L0°>
0

Aleshores diem que G ’hem dut a la seva forma normal via una transformacié canonica.

O



3 Teorema de Lyapunov

El problema que ens plantegem en aquest treball és trobar solucions periodiques d’un
sistema diferencial amb almenys una integral primera, com pot ser un sistema Hamiltonia,
proxima a la solucié periodica del sistema lineal. El resultat per aquest problema és
conegut com a teorema de Lyapunov.

Teorema 3.1 (Lyapunov). Considerem el sistema

z(t) = Az(t) + f(x(t)) (3.1)
on f és una funcid diferenciable que val zero ella i les seves primeres derivades per x = 0.
Suposem que el sistema admet una integral primera de la forma I(z) = %xTSx—F‘ -+ amb

S = ST i detS # 0. Siguin els valors propis de A de la forma +iB, A3, , An, 8 # 0.

Aleshores si f‘—é ¢ 7 per j =3 +n el sistema té una familia uniparametrica de solucions

periodiques que quan tendeix cap a l'origen el seu periode ho fa cap a %” 1]

Primer de tot tractem aquest teorema en un parell d’exemples.

3.1 Exemples previs motivadors

Exemple 3.2. En aquest primer exemple podem observar que la part lineal del sistema
té solucions periodiques pero en canvi el sistema no lineal no té cap solucié periodica.
Considerem el segiient sistema d’equacions diferencials

i = —y+az@@®+y?)P
o= x4yt +yP)P

p € N, on el sistema lineal és de la forma
T = -y
y = =z

r = acos(t)—I—Bsin(t)}
y = asin(t) — B cos(t)

és centre lineal amb solucions

és a dir, totes les solucions sén periodiques. Si prenem coordenades polars

x = rcos(p)
y = rsin(¢)
tenim que ‘
& = i7cos(¢) —rsin(¢)e }
y = 7rsin(¢) + rcos(p)o
A més, sabem que 22 + y? = 2.

Substituint directament a les equacions inicials obtenim

i cos(¢p) — rsin(@)¢ = —rsin(¢) + r2t! cos(¢p) }

7sin(¢) + rcos(¢p)p = rcos(¢) 4+ r?PHsin(¢)

7



i operant correctament acabem obtenint

o= rptl
6 = 1 }
amb solucid )
r = (a—2pt) 2
¢ = b+t

Tal i com hem avancat, les solucions no lineals del sistema no sén solucions periodiques,
de fet, excepte r = 0, les solucions soén espirals i, per tant, no sén periodiques.

Exemple 3.3. En aquest segon exemple, podem veure que aquest sistema té solucions
periodiques associades a un valor propi, pero en canvi ’altre valor propi no en té.
Considerem el segiient sistema Hamiltonia:

H =323 +9}) — 23 — v + vipnza + 523 — y))ye

El sistema diferencial corresponent és:

1 = Y1+ 1172 — Y1y
gy = =2y + 3(2 —y})
Y1 = —T1— Y122 — 1Y
Yo = 2x9— 111

Observem que 'origen és una solucié d’equilibri. El sistema lineal és:

1 =1 Y1 = —T1

To = =2y Y2 = 212

Amb polinomi caracteristic p(\) = A* 4+ 5\ + 4, que trobem de fer el determinant de:

-2 0 1 0
0 —x 0 =2
-1 0 =X 0

0o 2 0 =A

I els valors propis d’aquest polinomi caracteristic sén A1 = 7, Ao = 2, A\3 = —1i, Ay = —24i.
Si considerem el valor propi Ag, observem que existeix una familia de solucions periodiques
que es pot construir explicitament prenent com a condicions inicials 1 = y; =0 =

g = 0
Ty = acos(2t) — fsin(2t)
n =0
y2 = asin(2t) 4+ fcos(2t)

que sén cercles al pla (z2,y2) de periode .

Si en canvi prenem com a valor propi A;, podem veure que no existeixen solucions pe-
riodiques amb periodes proxims a 2mw. Pel teorema d’unicitat de solucions p = x% + y%
sempre és positiva per les solucions que no sén de la forma ja considerada(zy = 0, y; = 0).



Anomenem g = 73 + y3. El sistema diferencial pot escriure’s amb termes d’aquestes dues
variables com: p = 4pq + p? i observem que p?> > 01 4pg > 0 = p > 0. Aleshores p(t)
és una funcié estrictament convexa i no és periodica, per tant no existeixen solucions
periodiques addicionals.

A continuacié passem a veure la demostracié del teorema mitjangant dos metodes, el
primer utilitzant el teorema de bifurcacié de Hopf i el segon de manera més metodica.

3.2 Demostraciéo mitjancant el Teorema de Hopf

Teorema 3.4 (bifurcacié de Hopf). Sigui

#(t) = F(x(t), p) (3-2)

un sistema autonom d’equacions diferencials ordinaries que depen d’un parametre real .
Suposarem que F(x,u) és dues vegades diferenciable respecte les dues variables i a més,
x = x(p) és una familia de punts d’equilibri de tal que F(x(p), ) = 0. Sense pérdua
de generalitat suposarem x(u) = 0, i.e, F(0,u) = 0. Suposem que per a un cert valor de
w, =0, la matriu F,(0,p) té dos valors propis imaginaris purs +if3 i no té cap altre
valor propi de F;(0,0) que és multiple enter de if. Si a(u) +i5(p) és la continuacio del
valor propi i3 (per tant, a(0) = 0), suposarem que o' (0) # 0.

Aleshores ezisteizen funcions diferenciables p = p(e), T'= T(e) depenent d’un parametre
e, amb p(0) =0, T(0) = %’T tals que hi ha solucions periodiques no constants x(t,e) de
amb periode T (€) que tendeizen cap a l'origen si e — 0. [1]

Demostracié: Considerem un canvi lineal de coordenades i introduim un temps fictici
7 = B(p)t i podem fer el canvi:

1 = (a(p)+ i)z + fi(wy, 22,y 1)
b =F(r,u) — 22 = (a(p) —i)z2+ fa(z1, 22,9, 1) (3.3)
y = By +g(x1,z2,y, 1)

S’aconsegueix tenint en compte el desenvolupament de Taylor

x; = F(0,p) = F(0,0)+ DF(0,0)x + - - -
y
a(p) +1iB(n) 71
= a(p) —iB(u) Ty | 4
BJ \y

Considerant el canvi que hem fet tenim les igualtats segiients:

dr d 1 d
— t il s _ - 2
T =B o B(w) i~ B dt
Considerem la notacié
a_. _d_,
dt dr
i obtenim
X = ii«’lfl =2 = (a(p)+iB(w))z1+ f1(z1, zo, y, 1) = <a(ﬂ) + Z> 1+ fi(z1, z2,y, 1)
B(p) dt B(w)

9



Ly = /J’(lu);‘@ = 25 = (a(p)=iB(p) w2+ fa(21, 22, y, 1) = (ggﬁ; = l) Ta+f2(w1, T2, Y, 1)
on notarem a(p) = % i obtenim el sistema que voliem amb y € R"? i B(u) =
By + O(p) matriu de dimensié (n — 2) X (n — 2) no necessariament en forma canonica,
perd By no té cap valor propi de la forma n-i, n € Z. A més, les funcions fi, fo,g i les
seves primeres derivades parcials s’anul-len quan x1 = 29 =y = 0.

Introduim els factors d’escala:

woo= €
vj o= €g, j=1.2
y = €

1 obtenim el sistema

& (alepr) + )€1 + f1(€%€1, €Ea, €%, epa)
& = (alepn) — )€ + fo(2Er, €26, €%, €p1r)
€2y = Blep)n + g(€261, 269, €2, epur)

considerant el desenvolupament de Taylor

2
a(epr) = a(0) + eura’(0) + (e,u;) d"(0) + - -- = epra’ (0) + O(€?)
aleshores
6 = (epurd'(0) 4 )21 + f1(261, €&, €2 n, er)
& = (gud (0) — i) + fo(&r, &, e n, e
€2n = Blep)ne? + g(2€1, €&, €2n, epi1)

i finalment s’obtenen les equacions

& = i€ +ewad (0)€ + O(e?)
52 = —ifg + 6#1(1’(0)52 + 0(62)
n = Bon+ O(e)

Si busquem solucions periodiques de periode proxim a 2w, veiem que:

e per ¢ = 0, hem de fer n = 0 i &;,& amb condicions inicials arbitraries. A causa
del caracter autonom podem prendre £;(0) = £2(0) = 1 i obtenim la solucié 27
periodica & = e i & = e,

e per € # 0 podem trobar solucions periodiques proximes de periode T = 27(1 + €9)
si podem verificar les condicions de periodicitat segiients:

&(T)—¢&(0) = 0, per j=1,2
n(T)—n(0) = 0

amb £1(0) = &(0) =11 n(0) = np.
Verificant primer la tercera equacié tenim

n(t) =noe™ +0(e) = n(2r(1+ ed)) = e’ 1 O(e)
n(T) —n(0) = (€% = Ino + O(e)

10



Per la primera equacié tenim:
51 (t) _ e(i+€,u1a/(0))t + 0(62)
51 (T) — 627ri+27r6(,u1a/(0)+5i)+0(52) + 0(62) - %ﬂ_e(fl (T) o 1) -5 + CL/(O),LLl + 0(6)

i analogament obtenim també la segona equacid, trobant aixi les anomenades equa-
cions de bifurcacié:

1

r, = e (fl(T) - 1) =10+ a’(O),u1 + 0(6) =0
r, — i(gg(:r) 1) = —i6+d(0)us + Oe) = 0

I = n(T)—=no= (e =+ O(e) =0

Si € = 0 aquest sistema té soluci6 tnica 6 = 0, u; = 0, 9y = 0 i calculem

(0 0
8(5’ M1, 770) 0 0 627'I'B() -7

que té rang n.
Aleshores pel teorema de la funcié implicita el sistema té solucié d(¢), pi(€), no(€) si
le| # 0 tal com voliem veure.

O
Observacions 3.5. 1. Normalment al teorema de Hopf es demana que la parella de
valors propis que creuen l’eix imaginari sigui inica, aqui només cal excloure els casos

ressonants.

2. La funci6 F'(z, u) pot ser C" o analitica, aleshores la familia de solucions periodiques
depeén de €, C"™! o analiticament.

Demostracié:[Teorema de Lyapunov]
Considerem el sistema modificat

&= Az + f(x) + pgradl (z)

Anem a veure que es verifiquen les condicions del teorema de Hopf i que les solucions
periodiques no estacionaries es donen unicament si p = 0.
Per veure la segona afirmacié avaluem % al llarg de les solucions del sistema modificat.

al

=< gradl(z), & >=< gradl(z), Az + f(z) + pgradl (z) >= p|gradl (z)|*
jaque I(x) ésintegral primera de & = Az+ f(x) (a més, hem utilitzat que < gradI(z), Ax+
f(z) >=0) aleshores + 2L és una funcié monotona creixent excepte si

wdt

gradl(z(t)) =0= Sz(t)+---=0=z(t) =0

11



Si volem aplicar el teorema de Hopf, només cal veure com es comporta la part real del
valor propi proxim a ¢8. Fent una transformacié lineal podem escriure la part lineal del
sistema inicial en forma canonica, suposant que ja ho hem fet tenim:

0 B 0
A=|-p 0 0
0 0 A

on A és una matriu de dimensié (n—2) x (n—2). Com que I(z) = saTSx+- - és integral
primera aleshores

0 =< gradl(z), Az + f(z) >=< 2T S+ - | Az + f(z) >= 2T SAz =0

que trasposant i sumant obtenim SA + ATS = 0, aquesta condicié ens diu que S és del
tipus

a
a
S
amb a # 0, ja que detS # 0. De la matriu
ua B 0
A+puS=1|-8 pa 0

0 0 A+uS

tenim que el valor proxim a i3 té part real a(u) = ap i per tant, o’(0) = a # 0 i podem
aplicar el teorema de Hopf. O

3.3 Demostracio classica

En aquesta demostracié més constructiva, primer de tot demostrarem ’existéncia del

teorema i de les solucions periodiques i per finalitzar trobem la demostracié de la con-

vergencia de les séries de poténcies que utilitzem en la primera part de la demostracié.[2]

Demostracié: Considerem un sistema d’equacions diferencials no lineal de la forma
o(t) = f(x(t)) (3.4)

Suposem que la matriu U té valors propis A1, Ao = —A; (difereixen només en signe), és a
diI‘, Spec(Df) = {)‘17 )‘2 = *)\17 e }

Busquem una solucié particular on considerem 1 (t),- -,z (f) com a series de poténcies
de dues funcions auxiliars desconegudes £ = £(t) i n = n(t), de manera que

Suposarem que totes les series de poténcies sén convergents i més endavant ho demostra-
rem. Aleshores 'equacié diferencial (3.4]) es transforma en

ze(&.n)E + zp (&m0 = f(z(€,n)) (3.5)
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Suposem que les funcions £(t) i n(t) satisfan
§ = at
n o= pn (3.6)

on «a i f també sén series de potencies en £(t) i n(t)
a=a&n) = Y oyt
,J
B=BE&n) = Y By
1,J

D’aquesta manera, podem reescriure 1’equacié diferencial (3.5) com

ze (& méa+ xy(&mnB = f(z(€,m)) (3.7)

que cal resoldre formalment com una igualtat entre séries de poténcies en £ i 7.

Considerem el canvi lineal * = Cy per diagonalitzar la diferencial de f, que transfor-

ma (3.7) en
yela+yngmB — Ly = g(y) (3.8)

on la serie de potencies
9(y) = CT'G(Cy) — Ly

comenca amb termes quadratics, i on £ és la matriu diagonal

A
2 pu—
Am
Considerant aquest canvi lineal tenim
Te = Cyg
z, = Cy,

A més, considerant f(z) = Uz + G(x) i que C~'UC = £, tenim
Cyeéa+ CynB = UCy+G(Cy) =
yeba+ymB = ClUCy+ C71G(Cy) =
yeSa+ymB = Ly+g(y)
i obtenim 'equacié (3.8)). A continuacié, considerem la component k-ésima de (3.8)

(yr)e€a + (Yr)ynB — My = gk (y) (3.9)

i les m + 2 series que cal calcular sén yi(¢,n) (k=1,---,m), a(§,n) i 5(&,n) que obtin-
drem igualant els coeficients de £Pn? en (3.9)).

Imposem les segiients tres condicions:

1. Les series y1 — &, y2 — 1, yr per k = 3+ m han de comencar amb termes quadratics.
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2. No hi haura terme de la forma £(£n)! en y; — £, tampoc hi haura terme de la forma

n(&n)t en yo —n.

3. Les series «(&,n) i 5(€,n) estaran en potencies del producte de {n = w.

A més, suposarem que els m valors propis A1, Ag = —A1, Az, - - -
divisions 23, ..., Am no sén enteres.
Al DN

, Am s6n diferents i que les

Ara, volem afegir les m + 2 séries de poténcies yx(§,n), a(&,n), 5(£,n) amb els coeficients

indeterminats en 'equacié (3.8) i comparar les parts lineals

(y1)e€a+ (y1)gmB — Myt
(y2)efa + (y2)nmB + My2

(v )e€ar+ (w)uB — M

91(y)
92(y)

9k (Y),

k=3+m

Per aixo, considerem les hipotesis i observem que les séries sén de la forma

o y1—&=(y1)&n" = y1 = £+ (11) k&N = €+ Y202 4+ y21€n + yaon® + Y303 +

Ys2&n® + yazn® + - -

o yo—1 = (y2)k& 0" = yo = 0+ D (y2) k0" = 1+ Y208 + Y2160+ y22n® + Y306 +

Y3182 + yasn + - -

b 04(5777) = ijo O‘j(fn)j =ap + 041(577) + 042(577)2 +oe

o 3(&,n) = ijo Bi(&n) = Bo + Bi(&n) + B2 (En)* + -+

o (y1)e = 1+ 2y20& + yo1n + 3ys0&% + yzon® + -+ -

o (y1)n = y21€ + 2y22n + 2y326n + Byzsn® + - - -

o La=Cap+ a1+ aalPn? + - -

o 1B = Bon + Bién* + Pan & + - -

o (y2)e = 2y20& + Y2117 + 3y30&% + 2ymén + - -

o (Y2)y =1+ vy21€ + 2y2on + Y312 + Bysan® + - - -

o Yr = y20&2 + Y2160 + yoon® + Y303 + Y1620 + ys2&n® + yssn® + -

o (Yr)n = Y21€ + 2y20m + y31€% + 2y326n + 3yszn + - - -

(Yr)e = 2y20€ + Y211 + 3y31&% + 23160 + ysam® + - -

Utilitzant la primera equacié i comparant només la part lineal tenim que

(y1)e€a+ (y1)gmB — My1 = g1(y) =0

§apg—AME=0=ag= A1

i utilitzant la segona equacié obtenim

(y2)e€a + (y2)nmB + My2 = g2(y) =0
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nBo+nA =0= [y =—\

Obtenim que els termes constants de les series a(&, ), B(€,n) sén A1 1 —Aj respectivament.

Sigui s € N, suposem que comparant els coeficients d’ordre < s en queden Unicament
determinats els coeficients fins a s en y(&,n) i fins a s — 1 en (&, n) i B(&,n).
Comparant els coeficients en termes de la forma &Pn? on (p+q = s+1) en , observem
que, donat que g(y) comenga amb termes quadratics, per a g(y) el coeficient en qiiesti6
és un polinomi en els coeficients ja coneguts de y1,- - , Ym.-

Sigui 7 el coeficient que volem trobar de £Pn? en yi (&, n), considerem

(yr)eSa+ (Yr)gnB — My = g(y) =
()eME+ )+ (Ye)p(=An+ ) = My = gk(y)

(Z pykfp_lnq) o+ <Z qyké”nq_l) n8 = etk = gr(y)
(Zpykﬁpnq) A1 — (Z qykﬁpnq> M= Ny = gk(y)
(Mp—a) =)y = gk(y)

Suposem que no estemenelcask=1ip=qg+10k=21qg=p+1, com que al costat
dret tenim un polinomi amb coeficients coneguts i el coeficient (A (p —¢q) — A) és diferent
de zero, aleshores 7 queda univocament determinat.

D’altra banda

e Sik=1ip=qg+1 tenim

(AMlg+1=¢q)=A)y= (1= A)y=91(»)
on y = £rtlna

e Sik=2ig=p+1 tenim

M—p—1)+M)y= (A1 + M)y =g2(v)

en tots dos casos, la segona de les tres condicions que hem imposat ens diu que v = 0.
Malgrat aixo, encara cal afegir al costat esquerre el coeficient indeterminat de w? = (£n)?
en a(&,n) si k = 11 el coeficient wP = (n)P en S(€,n) si k = 2, mentre que els altres
termes sén ja coneguts.

Llavors tenim que la hipotesi és certa per s+ 1 en lloc de per s, i també és certa per s =1,
Iequacié (3.8) queda inicament determinada sota aquestes condicions.

Si ara suposem que el sistema és Hamiltonia, podem veure que a(&,n) = —3(€,n).
Considerem una nova notacio, sigui

Rk = Tk
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en lloc de les m variables yp,--- ,ym, 1 corresponentment A\,+1 = —A;. Considerem un
sistema Hamiltonia tal que

L p 1 -
H=:"C GCz+ = MNeapyp + -+
k=1
esta en la seva transformacié canonica.

Observem que

H., “ Henia
. (0 I S I S R I
Z_JHZ_<_I 0) Hzn g || —HA
HZQn 73271 _Hzn

L’equacié (3.8]) es transforma en

zea+ zmB = JH, dH = Hd§ + Hydn

Recordem que J~! = —J i JT = —J, aleshores
H, = J '(zba+zmB) = —J(zeba + zmp)
HY = —(8az{ +1Pz))J" = (az{ +nBz))J]

dz = zed§ + zydn
i tenim que
dH = Hz'dz = (afzg + ﬂnz};)J(zgdf + z,dn)
= fangJZEdf + fozngzndn + nﬁngqdf + nﬁngzndn
= (afngz§ + nﬂzgz]q)df + (aﬁzg,]zn + nﬁzgjzn)dn
= nﬁzﬁ]%dﬁ + aﬁngzndn = (aédn — ,Bndﬁ)ngzn

ja que ngzg =0i z};Jzn =0, a més , z%FJZS = fngzn

Considerant ng zy = A obtenim
He = —pnA, Hy=afA
afHe + fnH, =0 (3.10)
on H és una serie de potencies en &,n. Observant veurem que H és una serie de
potencies amb només factors de la forma w = &n.

Suposem que hem demostrat que els termes d’ordre < s en H sén polinomis només amb
coeficients en &n.

Com que

n
HZZ)\Mkyk-l-'“:)\lfﬁ—F”'
k=1
aleshores és cert per s = 2.
Sigui v¢Pn? (p+q = s+ 1) el terme d'ordre s + 1. Com que «(§,n) = A\ + -+ i
B(&,m) = =N + -, utilitzant , tenim la identitat
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/\1(77Hn - SHE) = (a - )‘1)§H§ + (6 + )\l)an

on els factors a— Ay i B+ A1 sén series de potencies en €7 sense terme constant. Utilitzant
la hipotesi, els termes de la dreta < s+ 2 formen un polinomi només amb coeficients de
&n, mentre que els coeficients de 'esquerra de £Pn? sén A\j(q — p)y. Aleshores v = 0 quan
p # q i Pafirmacié és certa per s + 1 en lloc de per s.

Ara que H només depen de &n, tenim que

on w = &n i equacié (3.10) es converteix en
(o + B)wHy, =0
Com que la serie wH,, = \jw + --- no és identicament 0, tenim que

Tornant al cas general, per veure que existeixen solucions periodiques, considerem
zefo+ aynB = f(z)

i suposant que la nostra solucié satisfa a(&,n) + B(£,n) = 0. Considerant (3.7) 1 (3.11)),

obtenim '
w=¢&n+&n=(a+p)n=0
on w, «, # sén independents de t. Resolent (3.6)) tenim

E(t) = &oe™, n(t) = o’ (3.12)

e Suposem que la serie f(z) només té coeficients reals i que A\; és purament ima-
ginari, aleshores els valors inicials &y, no de &(¢) i n(t) quan t = 0 s’escullen de
manera que & = pi7o per || suficientment petit. Pel nostre cas, tenim que
a = a(n) = al,n) i B = B(&n) = B(,no) sén complexes conjugats, per
tant, per sén purament imaginaris. Conseqlientment, observant tenim
€ = pin per tot t real mentre || = ||, aleshores la solucié x(&,n) és real.

Aixdi que, déna una familia de solucions periodiques reals del sistema & = f(x)
que depen del parametre complex £y.Donat que el costat dret del sistema d’equa-
cions diferencials és independent de ¢, cada corba de solucié es transforma en si
mateixa si t es canvia per t + ¢, per qualsevol ¢ arbitrari, aleshores és suficient es-
collir §y = p > 0. El valor del periode és 7(p) = |2a—“‘ ona=A+--- tq7(0) = &—’;l

Observant ([3.12)), la serie de poteéncies que hem obtingut es pot escriure com una
serie de Fourier en multiples angles de |a/|t.

e Si f(x) té coeficients reals i A és real tal que Ay = —A;, aleshores podem esco-
llir els valors inicials &y, 79 reals amb ||, [no| suficientment petits. En aquest cas

a=a(g,n) = al,m) i B = B(En) = B(&,n) = —a sén reals, i per (3.12) tenim
que &, n sén reals per a tot t real. Aixi que per |t| suficientment petit, la serie x(§,n)
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és convergent i real.

En el pla (£,7) les solucions de defineixen una familia d’hiperboles equilateras
que depenen del parametre real &gy, més exactament, si tenim en compte els sig-
nes de & i ng, tenim 4 families d’hiperboles. En conclusié, tenim 4 families uni-
parametriques de corbes de solucié real del sistema & = f(z).
Sia>0i8=—-a<0,llavors

e — 00 St t— +00
P o si t— —o0

Per tant, segons (3.12)) per £no # 0, &, n es manté proxim a l'origen per un interval
finit de temps. Mentre que l'origen es mou al llarg del eix 1 si &g = 0,19 # 0, — oo
oen leix de £ si & # 0,19 = 0,t = —oc.

Els dos possibles signes per 1y 0 £y déna 4 solucions de z(t) que s’aproxima asimptoticament

a la solucié d’equilibri si t —+ co 0 £ — —o0 respectivament.

Amb e = q, x1(t) (k = 1 +m) es pot expressar com una serie de Laurent en

la variable ¢ i té periode purament imaginari % en t.

Ara demostrarem la convergencia de les séries de potencies utilitzant el "metode dels
majorants”. Suposem que tenim les solucions de

yela+yymB — Ly = g(y) (3.13)

i imposem que satisfaga la relacié

a(&,n) + B(&mn) =0

que és certa sempre si considerem que el sistema és Hamiltonia.
Escrivim la component k-ésima (k= 1,--- ,m) de 'equacié (3.13) com
) )

(yr)eba + (Yr)ynB — Meyr = gr(y) (3.14)

i cal que calculem les m + 2 series, igualant els coeficients de £Pn? en (3.14)).
Sigui h = h(&,n) una seérie de poteéncies en ¢ i 7, escriurem

h=h(&n) = Z{h}pqépnq
[ = [R(E,n)l =Y Hh}pgl€n'

En particular
we(&n) = Y {uktp™n’ (3.15)
(e = D p{yetpet™n”
) = > a{Uk}pes™n"
a = )q—i-Z{a}Tr{TnT

r>1

Tenint en compte que o = —f3, i substituint les expressions de (3.16)) en (3.14]), obtenim

((wr)e€ — (r)nm)) — Meyr = gr(y)
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subtituint tenim

(Z P{uk}pe€n® = q{yk}pqﬁpnq> MAD ok | = ey = gr(y)

r>1

i operant una mica

MY (0= O {ukdp™n® + (Z(p - q){yk}qu”nq) D {7 | = XY {yktpelPn? =

r>1
= Z{gk(y)}pqunq
i igualant els coeficients de £Pn9, resulta
min(p,q)
M=) =t + Y 0= D{Uktp-rg—r{otr = {9:W) }pg (3.16)
r=1

Observem que considerem el sumatori fins el min(p, ¢) perque no s’anul-lin els coeficients.
Ara dividirem per A\1(p — q) — \x quan sigui possible, aixi que considerem dos casos:

L SiA(p—q)— M #0
Sigui ¢; > 0 una constant, tal que

‘1 “e ‘p—q <o
AP —a) = M AP —a) = M
alehores, considerant (3.16)) podem escriure
min(p,q)
{yktpal < 1 {96 (y) }pal + 1 Z Kk tp—rg—r{ate| (3.17)
r=1
obtinguda dividint per A;(p — ¢q) — A 1 acotant.
2. Si )q(p—q) _/\k =0
En aquesta situacid, recordant que Ay = —A;, hem de considerar els dos casos
segiients:
Mp—q@-M=0=k=1p-—q=1,
Mp-@)+M=0=k=2q¢-p=1,
En ambdos casos, utilitzant ’equacié ([3.16)), obtenim
e Sik=1ip=gqg+1, aleshores
q
Z(q +1-{viteri-rg—r{atr = {01}t =

r=1
q
Z{yl}q+1—r,q—r{a}7’r = {a1(¥)}¢+14
r=1
és a dir,

{y1tgg—1{atn +{yitg—1,9—2{atee + -+ {y1}io{atey = {91 (V) }g+14

que té per solucié

{yk;}pq =0 st p+g>1, {yl}lo =1, {a}qq = {gl(y)}q+1,q
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e Sik=2iqg=p+1, aleshores

Z(p Ui 1){312}p7r,p+17r{0‘}7"r = {92(3/)}17,P+1 =
r=1
- 2{92}p—r,p+1—r{0‘}w = {2W)}lppr
r=1
és a dir,
—{wetp-1p{atin = {y2tp—2p-1{atee — - — {y2tor{atp = {92(v) }pps1,

que té per solucié
{Wetpg =0 si p+qg>1, {yton=1 Halpl ={92)}ppr

Aleshores tenim

Hatel = Ho1(y) g4l (3.18)
Hatml = Ho2(v)}pp+l
Definim
vi = yn—¢§
Yo = Y2—1
yl’; = k:L...’m
of = a—-X\

Multiplicant (3.17) per £&Pn? i sumant respecte k, p i ¢ obtenim

> (Zl{yk}pqlfpn‘I) Clz (Zl{gk )}pal€Pn ) (3.19)

k=1
m min(p,q)

+ a Z Z {ytp—rq—r|[{a}rr €0
(ZHgk )3pal€Pn )
(Z {k}pal€™n > > Hadelernt

p,q r>1

IA

+

que és certa per tot k, piq, excepte pelscasoson k=1, p=q+1ik=2,g=p+1.
D’aquesta manera obtenim

AR (Z\gk )|+ [a* IZ\yk> (3.20)

k=3

A Tanterior expressié cal afegir els termes corresponents a k = 1,2. Si multipliquem

(3.18]) per £Pn?, i sumem respecte p i g, i utilitzem (3.20) obtenim
m m m
ernt+ 3t (S0 a ) e
k=1 k=1 k=1
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que no té cap terme derivat.

Ara volem trobar una estimacié de | gT(y) |. Considerem co,--- ,cg constants positives.
Les m funcions fi(x) (k = 1+m) suposarem que sén regulars per valors proxims a x = 0,
aleshores les funcions gx(y) definides a partir d’aquestes, sén regulars per y = 0. Si gx(y)
és regular per | y; |< ca (I =1+ m) i si prenem valors absoluts, observem que és < cs,
mitjancant 'estimacié de Cauchy trobem la relacié

amb y1,--- , Yy, com variables independents.
Considerem s = y; + - - - + Y, 1 tenim

m y —1 s —m c
Fi-2) < (oa) <5
C2 C2 1—cxs

=1

i com que gi(y) comenga amb termes quadratics, tenim que

s>

k=1-+ .22
w) < T (k=15m) (322)
D’altra banda, sigui
Y lvil=5 (3.23)
k=1
naturalment es té que
|5|<&+n+S
i utilitzant (3.21)),(3.22) i (3.23) tenim que
— c6(E+n+5) — )
+ |45 < +|a*|S 3.24
€+ @48 <o ((2EEIES 5y (3.21)

Observem que és suficient provar la convergencia de S i | a* | per valors proxims de
£ =0,n=0,1com tots els coeficients sén positius o igual a 0, és suficient considerar el
cas £ = 1.

Com que S comenga amb termes quadratics de &, 7, ’expressio

2| * | +£71S=U
és una serie de potencies en & amb coeficients no negatius i sense terme constant, mentre

que (3.24)) implica que
E1+0) 2
U U 3.25
<C7<1—2C5f(1+U)+ (3.25)

jaque § =n
c6(2€ + 5)?
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dividint per &

_ 2 2 —
200 +¢715 < &l (06( £+ 5) +!a*\5> =

1—05(2§+S)
66(2£+S)2 —
U < <1_05(2§+S)+]a S| =
£1+U)? 2
U < C7<1—2C5§(1+U)+U
ja que
0f|S < U?= (2o +£719)?
(26+5)* < €1L+U)? =€ +20af+£71S)?
1—c5(26+8) = 1-2c5¢6(1+U) =1—2c5¢(1+2]a| +£719)
Per
E+U+EU =V  tal que 26U + 26U + U? < V?
tenim que
V2
V<E+UFVE<E+V2 4 ¢ L+V2
1—205V
26 + V2
V<c4_CV,C—08 (3.26)

i és suficient provar que V convergeix per valors petits i positius de &.
En lloc de (3.26)), considerem 'equacié

C2§+W2
4 —cW

on W és una serie de potencies desconeguda de la forma

W = (3.27)

W=w(E)=> ¢
=1

Si el costat dret de s’expandeix com a serie de potencies de W i inserim la serie
W(§), la comparacié dels coeficients ens porta a determinar-los de manera recursiva i
Unica, i trobem els ~;, amb les férmules recursives, a més, observem que en , la serie
W majoritza V, és a dir, volem resoldre

o0

26 + W? !
W=~

D’altra banda, per (3.27) tenim

W2 -2W+cE=0, (1—-cW)?2=1-c%

tal que
2eW < (1—cW) 2 -1 &S
c —c —1=—=
1—c%¢
que prova la convergencia de W (¢) per | € |< ¢72, i com W majoritza V, aleshores V és
convergent. O
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4 El problema restringit de 3 cossos

El problema restringit de tres cossos estudia el moviment d’una particula en el camp
d’atracci6é gravitatoria de dos cossos que es mouen seguint una trajectoria kepleriana al
voltant del seu centre de masses.

El problema es redueix en dues dimensions si la particula i la seva velocitat es troben
inicialment en el pla de les trajectories dels dos cossos.

El problema restringit és una aproximacié del problema de 3 cossos general quan un d’ells
(particula) té una massa negligible en comparacié6 als altres dos cossos, i per tant no té
influéncia sobre el moviment dels altres dos. El problema es basa en ’estudi del moviment
de la particula sota 1’acci6 dels altres dos.

Aquest problema en la seva forma plana queda molt més simplificat amb dos graus de
llibertat, en canvi el problema general en té nou. Tot i que aquest problema és menys
complex, és un bon model per alguns sistemes, com en el cas de Sol-Terra-Lluna.

4.1 Equacions del moviment en un sistema inercial

Siguin m1,meo, m3 les masses dels 3 cossos. Considerem que

m1 1 meo giren al voltant del centre de masses mitjancant v
orbites circulars influenciats per la forca de la gravitacié mgo P
(aquests dos cossos se solen anomenar primaris), i el ter- ‘//,‘ )
cer cos mg, que es mou en el pla que defineixen els primaris. //3 ‘ Ch
Suposarem que m3 és la massa menyspreable i quan convin- ;o /// ‘mu
gui m; > meo. El problema restringit de 3 cossos consisteix i . h
en descriure el moviment de mg3 sota aquestes condicions. \ : ‘o */»,~ ;
Sigui [ la distancia que hi ha entre els primaris tal que R R
[l = a+ b, on a és la distancia de mo al centre de masses ,«‘\ //‘/‘.‘
i b és la distancia de m; al centre de masses. Sigui w la (M TeegeT ‘
velocitat angular amb qué es mouen els cossos, aleshores
G’m};ng = miaw® = mabw” Figura 1: Sistema inercial
i per tant
— 1272
e, } = G(my+mg) = Pw?(a+b) = Gmy +my) = Pu?

Podem observar també que

mal mal
Qg = —— b e —
mi1 + ms mi + ms

per definicié del centre de masses.

Les equacions del moviment de mg en el sistema inercial (sideral) que observem en la
ﬁgura considerant (X, Y, Z) les coordenades de ms3 vénen donades per

X _ OF
o2 09X
PV _oF
o2 9y
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#*z _oF
o2 oz

on F és la forga potencial en negatiu, aleshores

ma ma
F=G|——+==
6 (7 +5)

Ry

onr =R =((X-X)2+ Y -2+ (Z-Z))2iry=Ry=((X - Xo)>+ (Y —
1

Y2)? 4 (Z — Z3)?)2 amb (X1, Y1, Z1), (X2, Y2, Z3) coordenades de my i mo respectivament.

Derivant F' tenim que les equacions del moviment sén

X:—G(
Y:—G(
Z:—G(

mi(X — X1) mg(X—X2)>
R} Rj

m1(Y — Y1) mg(YY2)>
R Rj

ml(Z — Zl) mQ(Z — ZQ))
Rj Rj

4.2 Equacions del moviment en un sistema sinodic

Yy
my
LI

.7 I

I
sy E

-7 I

m2 e ml 1

(%,0,0) a .

(x1,0,0)

Figura 2: Sistema sinodic

Observem que la funcié de la forga, F', depen
explicitament del temps degut al moviment dels pri-
maris, en conseqiiencia, el seu Hamiltonia també.
Volem trobar les equacions del moviment pero de
manera que siguin adimensionals. Considerant un
nou sistema de referéncia, en aquest cas un sistema
sinodic, tal com es mostra a la figura [2, on my i
my es troben en repos. Siguin (z1,0,0), (z2,0,0) i
(z,y, z) les coordenades de mq,my i m3 respectiva-
ment, aleshores

mi(r —x mo(x — x

_G< (o= ) | mafa 2>>
1 9

m m
o (T 2

LT Ta

miz moz
_G< r3 r3

1 2

onr = /(x—21)2+y2+221r = /(x —22)2 +y%+ 22 i en aquest nou sistema de

coordenades tenim

& — 2wy — wix

i+ 2wi — w2y

r—x To— X

= —Gm1 3 — Gmg 3

51 T2
Yy Y
= —Gm1f3 — Gm2—3
1 T3
z
= —Gm1f3 — Gm2—3
1 T3
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Podem simplificar més les equacions triant adequadament les unitats:
e Prenem la unitat de massa de forma que mi + mgy = 1.
e Prenem la unitat de longitud de manera que [ = 1.
e Prenem la unitat de temps de forma que G = 1.

Considerem p = mg, amb 0 < p < 11 la situem a ’esquerra de l'origen de coordenades.
Aleshores tenim que I'altra massa valdra m; = 1 — p. Ja que l'origen de masses es troba

al centre de masses, mix1 + moxo = 0, tindrem que xo = —pu, 1 = 1 — p. A causa del
seu moviment circular uniforme tenim
Gm1m2

T = MQ‘HZQIWZ = m1|m1\w2 =
G(m1 + mQ)
12
on G(my+mz) = w?l3 (3% llei de Kepler), aleshores per com hem escollit la resta d'unitats
tenim que w = 1.
Sigui U el potencial

= (lz1] + |22))w® = lw?

1—
b
| T2

U=

amb

n=VERPFEAE n=E g DRt
Prenent l'equacié (4.1) i considerant m; +mg = 1,7 = 1,G = lL,bw =1,m; =1 —pu i
mo = p tenim
. . r1 — T o — X
E—2y—x = —(l—p)—5— —p—s3s
Ty T3

jt2e—y = —(1-—p)5—p3

i finalment observem que
ou
ox
ou
Ay
oU
9z
Si definim una funcié potencial modificada
e,y 2) = 50 +97) + U+ (1 - )
les equacions del moviment es transformen en

.. . o0
-2y = £
dy

. 00

° T o
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4.3 Formulacio Hamiltoniana

En coordenades adequades les equacions del problema restringit es poden escriure en
forma Hamiltoniana. Definim

Pe=T—Y, Py=9yY+x, p;=2

Amb aquestes coordenades, i tenint en compte les equacions del moviment, podem escriure

dpz . . o9 . o 0 1 9
_— = — = — = — — = —— —Q — —
dt vy oz ty Ox thy o Ox (z,9,2) + 2(py z)
dpy .00 00 0 1 5
—= = =— —I=— —py—y=—=—1|-0 — 4.2
— jri=g  mE= g Y=g (@,9,2) + 5 (pe +9)7 ) (42)
dp. . 15.9) 0 1 9
= = —— = —— 79 —
per tant, prenem com a funcié Hamiltoniana
1 1 1
H(xvyvxapitapyvpz) = _Q(xvyvz)+§(py_$)2+§(px+y)2+§pg
L o 2 L—p p 1
= — - = — ——u(l- 4
5@ +y7) T SH(L—p) + (4.3)
1 1
+ 50k 0y +p2) + 52" +y7) + ype — apy
L 2 2 L—p p
= e+ oy +p2) +ype —apy — .

amb 11 = \/(z —p)2+y2 +221ir = /(z — p+1)2 +y% + 22, aleshores, les equacions
del moviment sén

. OH . 0OH
Tr = CL‘ = —_——
ops’ b Ox
OH 0H
, - od _ of 4.4
L_9oH . oH

"o T o

4.4 Solucions d’equilibri del problema restringit

Per a calcular els punts d’equilibri de les equacions del problema restringit, hem de resoldre
el sistema

izy:'é:px:ﬁy:ﬁzzo

és a dir,
pzt+y = 0
py—xr = 0
p: = 0
A-ple—p pe-—p+l) _
by — 3 - -3 =
1 2
(L-wy py
—p. — -2 — 9
oA
1-pz pz
o 3 3 =0
"1 L
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Observant la iltima equacié de totes, tenim que

_W_W:_z<(1—3ﬂ>+u>:0

3 3 3
1 T'a 1 79

obtenim que z = 0, ja que el terme en pareéntesis és estrictament positiu. La forca
resultant que actua sobre la particula situada en qualsevol dels punts d’equilibri ha de
ser zero, tenim la forga gravitatoria en direccié cap als primaris i la forca centrifuga
perpendicular a ’eix de rotacié z. Conseqiientment els punts d’equilibri els tenim sobre
el pla z,y. Utilitzant la resta d’equacions tenim

I—p)(@—p) plz—p+l)
T — 3 — 3 = 0
1 T3
(I-py py (L—p) n
A e e T 0
1 2 1 2

i hem d’analitzar per separat el cas y = 01iel cas y # 0

e Suposem que y = 0, aleshores
n=V@E-—p?=lr—pl i rn=V@-p+1)=lr—p+l1

llavors tenim que
A—p)@—p) plE—p+1)
|z — pf3 |z —p+ 1

':U —
i hem de considerar diferents casos
1. Sixe < ptenimquez —p<0izxz—p+1<0,ipodem escriure

(1—p) Iz _0
(x—n?  @—pr1p
Per trobar el punt d’equilibri hem de resoldre aquesta equacié, operant una
mica obtenim un polinomi de grau cinc
2 — 2t (—4dp +2) + 23(6p% — 6p + 1) + 2?(—4pd + 6p2 — 2+ 1)
da(pt =23 + p? —4p+2) +3p2 —3u+1=0

T+

2. Sip<x<p—1aleshoresx —pu>0ix—pu+1<0,iobtenim

1—
ey L=m p _
(x—p)?  (z—p+1)?
analogament obtenim el polinomi
25+ 2t (—4p +2) + 23(6p® — 6+ 1) + 2% (—4pd + 6p® — 4+ 1)
tao(pt —2u3 +5p% —4p+2) — 203 +3u® —3u+1=0

3.Six>p—lipertant x —pu>0iz—p+1>0,1tenim

N Gy p _
(—p)? (z—p+1)
i finalment obtenim el polinomi
20+t (—4p + 2) + 23(6p% — 6p + 1) + 22 (—4p3 + 6p% — 2u — 1)
ta(pt =2+ +4p—2) -3 +3u—1=0
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Els polinomis de cinque grau que trobem es coneixen com a quintiques d’Euler.
Donant un valor al parametre p i resolent els polinomis, obtenim 3 punts d’equilibri
Li, Lo i L3, anomenats punts colineals. Denotarem L1 al punt que esta situat entre
les masses i Lo i L3 als punts que trobem en el primer cas i en 'iltim respectivament.

Siy # 0, ara hem de resoldre el sistema

(I—p(@—p) pa—p+1)

r = +
3 3
1 _
Yo
T T9

Si restem de la primera equacio la segona multiplicada per z obtenim

p(l—p)  pp—1)

3 3
5T T3

0=

i operant tenim que r;1 = 79. Si ho substituim a la segona equacié, a més obte-
nim que 71 = r9 = 1. I trobem dos punts nous d’equilibri, que formen un triangle
equilater amb els primaris, aquests punts s’anomenen punts de Lagrange o triangu-

lars i obtenim les coordenades Ly = (1 — %, 77\6, 0)iLs=(u— %, @, ).

Si donem un valor a p, els punts d’equilibri es distribueixen de la segiient manera:

°
Ly
——@ ® @ ——————o—
L m, L m,; L,
Ly
°

Figura 3: Localitzacié dels punts d’equilibri
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4.5 Calcul de la diferencial de les equacions del moviment als punts
d’equilibri

Per estudiar 'estabilitat dels 5 punts d’equilibri considerem

Pety = &
Dy —x = )
p. = Z
py_(l—u)gw—u)_u(x—éwrl) —y
i )
_pm_(l—gﬂ)y_u% s
Ty Ty
-z pz _
R aa B
Considerem el canvi
o= {=p.ty
= N=DPy— 7
Z = (=p.
i derivant
£ = Pty
n = p.y_i’
( = v

finalment, substituint podem escriure el camp vectorial del problema restringit com el
sistema de primer ordre

T = §=hf

y = n=f

2 = (=f3

. 1—

£ = 2nta— 3M(af—u)—%(w—u+1)=f4
1 T3

o ey Y A

no o= 2§+y<1 ri), TS’)_]%

. 1—

- ()

Seguidament, calculem la diferencial del camp i obtenim

0 0 0 1 0 0
0 0 0 0O 1 0
0 0 0 0O 0 1

Df =
/ far fa2 fai3| 0O 2 0
fs1 fs2 fs3|—2 0 O
fer fe2 fe3| O 0 O
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on

fao= 1= =p) (=2 —p)’ + > +2°) = °u(=2(z — p+1)* + v + 2°)
far = By((@— (1= p) + (& — p+ 1)y p)

fo = 32((x = w)r°(1 = p) + (2 — p+ 1)ry°p)

fi2 = fs1

fio = 1=rP°A=p)((z—p)’+y*+2%) —r°uw((@ — p+1° + 3+ 2%)

for = Byz(ri°(1—p)+ry°n)

fi3 = fe1

53 = fe2

fis = —rPA=p)(@—p’+y*+2%) —r°u((x — p+ 12+ + 2%

si tenim en compte que

(@ (= w02+ 2)7F) = () F 309 F = (2 2?)

4.5.1 Calcul de la diferencial als punts triangulars

Comengarem estudiant ’estabilitat dels punts triangulars, aixi que calculem el valor de

la diferencial per Ly = (M B ] 0) iLls= (,u — %, é, )

Recordem que en aquest cas tenim r; = r9 = 1, aleshores

(x —p) = <u—;—u> = ;

1 1
_ N=—-4+1 = =
(z—p+1) 5 T 5
1 2 1
— 2: —_ — — — —
(. —n) (u 5 M> 1
3
2 — —
o7
2
1
(x—u—i—l)Q:(u——;H—l) = 1

i calculant tenim que

=m0 () o)
51 = 3_73 <—;(1—M)+;N> =_3\/§(41_2“)=a(u)
fer = 0

fo = 1m0 a2 =3

feo = 0

fes = _(1_“)<i+i>_“<i+i>:_l
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és a dir,

0 0 0|1 0O
0 0 0,0 10
0 0 0] 0 01
4

a(p) 2 0|—-2 00
0 0O 110 00

A continuacié, per calcular els valors propis de la diferencial la descomponem en dues
parts, per una banda considerem les files i columnes de les variables z i (, aleshores la
seva matriu associada és
0 1
(5 0)

on obtenim que el seu polinomi caracteristic és A\? + 1, aleshores els seus valors propis
corresponents sén A\ = 4.
D’altra banda considerem una matriu associada a les variables x, y, £, 7 obtenint

0 0 1 0
0 00 1
Toap o 2
a(p) § -2 0

que escriurem com
0 I
A 2J
Ara, considerem v = (u, w)T un vector propi de la matriu amb valor propi A, aleshores
w = Au

Au+2Jw = lw
substituint tenim que
Au+ 2T u = N2u = (Au+2J)N — N2 )u =0
per tant

TN a(p)+2)| _

a(p) —2x  § -2 =0

—~

obtenint I'equacié

27
0:A4+A2+E—a(u)2:A4+A2+

27 —27(1 — 2u)? 27
ib, ) = NN+ ol = )

i resolem l'equacié

27
vidv e+ p(l—p) =0

on hem de trobar les arrels en funcié del valor del discriminant A =1 — 27u(1 — p)

e SiA=0,

Aleshores trobem una arrel doble, v = —1

-1,
rels dobles. Per tant podem veure que en aquest cas la diferencial Df(Ls5) no
diagonalitza.

i per tant A = :l:% seran dues ar-
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e Si A<DO,

Les dues arrels que trobem sén v =
forma A = +a +if.

—1+/]Afi

> , que ens donen quatre arrels de la

e SiA>0,
Les dues arrels que obtenim sén v = _lziA, observem que totes dues son negatives,
aleshores podem escriure v = —w%,ug = —w%, i obtenim A1 9 = Fiwi, A\34 = Fiwo

amb w? + w3 = 1.

4.5.2 Calcul de la diferencial als punts colineals

A continuacié hem d’avaluar els valors propis de la diferencial als punts d’equilibri coli-
neals. Recordem que aquests punts estan sobre 'eix z i que y = z = 0.

Fem el calcul pel punt L, recordem que aquest punt es troba entre les dues masses, llavors
la seva equacié d’Euler és

L—p p

(x—p)?* (z—p+1) )
ambr =|z—pl=p—xzirn=|r—p+1=x—p+1. Pelfet de que y=2=0, en la
diferencial obtenim que f51 = f1 = fe2 = 0,

20 —p)*(1—p) | 2p(z —p+1) 2(1 — p) 2
N Tk TR ) R e G PRV
o = LU= pe—pt1)?  (A-p) p
(1 — )P (. —p+1)° (h—2)3 (z—p+1)
oy = Q- —p)? pr—pt+1)?  (A—p) u
(k—2)° (@ —p+1)° (h—2)p (z—p+1)°

Aquests termes els escriurem com
Juu=1+2b, fso=1-b, fe3=—b

Observem que b > 0. Tal com hem fet amb els punts triangulars descomponem la dife-
rencial en dues parts. La part associada a z i ¢ pren la forma

0 1
-b 0
de la qual obtenim que el seu polinomi caracteristic és A2 + b = 0, amb valors propis

A = £Vbi.
D’altra banda, per les variables (z,y,n, &) obtenim la matriu

0 0 1 0
0 0 0 1 (0 I
14+ 2b 0 0 2 “\N 2J
0 1-6|1 -2 0
Calculant el determinant de la matriu
- 0 1 0
0 —-A 0 1| 0
14+2b 0 - 2|



obtenim que el seu polinomi caracteristic és de la forma A\* + \2(2 — b) + (1 + 2b)(1 — b),
i resolem 'equacio
4+ v(2—-0)+ (1+2b)(1—-b) =0

obtenint com arrels

240 1
y= 27 + 5 V/=8b + 982

2

—-2+b 1
b= o0 2/ Rb+ o2

2 2
és a dir, finalment tenim quatre valors propis

—-2+b 1
)\ngi\/ﬁ:ﬂ:\/ + + =/ —8b+ 9?2

2 2

que s6n valors propis reals i

—2+4+0b 1
)\374:i\/5:i\/ ALY T

2 2

que s6n dos valors propis imaginaris.
Pels altres dos punts els calculs sén els mateixos.

4.6 Estabilitat dels punts d’equilibri

En aquesta seccié passem a estudiar I'estabilitat dels punts d’equilibri que hem trobat i
I'existencia d’orbites periodiques.

Comengant pels punts colineals, hem trobat que els valors propis associats sén de la

forma,
—2+b 1
Ao = i\/ ; + 5 V/—8b+ 902
-24+b 1
A3q = i\/ ; — 5V -8b+ 90
Xs.6 = £Vbi

dels quals, A1 i Ag sén reals i la resta purament imaginaris. Si denotem A2 = £p,A34 =
+io i >\5,6 = :tlﬁ

Llavors, tenim una varietat tangent inestable unidimensional associada al valor propi
real positiu i una varietat estable associada al valor propi real negatiu. En canvi pels qua-
tre valors propis purament imaginaris tenim associada una varietat centre. Per a poder
aplicar el teorema de Lyapunov, observem que s’ha de complir que 8 # ka, Vk € Z.
Observem que 8 > 11 a > 0. A priori també tenim que 5 < ka. Com que la condicié
es compleix, podem aplicar el teorema de Lyapunov, obtenint aixi dues families d’orbites
periodiques.

Com a conclusié tenim que els punts colineals sén inestables. Tot i que les solucions

periodiques sén inestables, sén importants per la seva aplicacié al disseny de missions
espacials.
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Centrant-nos ara en els punts triangulars, observem que les arrels de la diferencial només
depenen del valor de p, i tal com hem vist es distingeixen 3 casos segons el signe del
discriminant.

Si considerem A = 0 i resolem 1 — 27u(1 — u) = 0 obtenim pug = 0.03852---, que és
conegut com a parametre de masses de Routh. En funcié d’aquest parametre farem un
estudi de 3 regions. Llavors tenim les equivalencies seglients

e Si A =0, estem en el cas on p = pp.
En aquest primer cas, tenim que els valors propis trobats sén %1 i :I:%, aquest ultim
és una arrel doble. Podem concloure que les solucions son inestables i en aquest cas
no es coneix l'existéncia d’orbites periodiques.

e Si A <0enstrobemen el cas ug < u <1 — pg.
En aquesta regié hem obtingut que els valors propis sén de la forma

—1++/|Alr 1 )
v = 2|‘ = 5(—1 +1i0)
-1—-/|Ali 1 .
- = _1 —_
120 9 2( ’L(S)
amb 0 = VA = /27u(1 — p) — 1, aleshores els valors propis sén de la forma
A VA +i8
= —=V-1+4+id = a;+1
1 NG 1 1
1

)\2 = _ﬁv_l_‘_ié = OéQ‘Fiﬂg

\}5\/—1—2'6 = ag+ 103

)\4 = \2\/11'5 == Oé4+iﬁ4

A3 =

Si considerem

a = 1] = —0y = Q3 = —04
B = b= P2 = P35 =0

on

V2T — )~ 1
2

8 =

\/\/27,u(1 —p)+1
2

Per tant, com la part real dels valors propis és positiva, aquestes solucions seran
inestables i no trobem I'existencia d’orbites periodiques.

e Si A > 0 és equivalent dir que estem en la regié 0 < p < ug.
En aquest cas, tal i com hem vist, obtenim que totes dues arrels del polinomi
caracteristic s6n negatives, aleshores

)\172 = :I:iwl )\374 = :tiwg
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sén quatre valors propis purament imaginaris, juntament amb el trobat inicialment
+4. Si apliquem el Teorema de Lyapunov, ja que %—f ¢ L1 7~ ¢ 1L, aleshores existeix

una familia de solucions periodiques amb periode 120—7{ Analogament podem fer el

mateix per ws 1 obtenim que existeix una familia de solucions periodiques de periode
%. Aleshores podem concloure que existeixen dues families d’orbites periodiques,
una de periode llarg (associada a wsq) i l'altre de periode curt (associada a wy), el
seu periode sera aproximadament igual si ;4 = pr. Aquestes solucions sén estables.

Aleshores podem concloure que els punts d’equilibri triangulars sén estables per valors de
44 menors que pp, i inestables linealment per p > pp. Podem veure el comportament dels
valors propis dels punts triangulars en la figura

[ ]
[ [
[ [ ]
[ ]
0<p<pr K= [R pr<p<1l—pg

Figura 4: Comportament dels valors propis de DF(Ly5)
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5 Conclusions

L’objectiu d’aquest treball era estudiar una manera de trobar solucions periodiques en
sistemes no lineals proximes al sistema lineal, aquest problema queda resolt estudiant
el Teorema de Lyapunov, que hem treballat amb profunditat amb diverses maneres de
demostrar-lo.

A més, en la segona part d’aquest treball voliem adquirir coneixements sobre la mecanica
celeste, estudiant el problema restringit dels 3 cossos, en el qual hem pogut aplicar la
primera part del treball per a demostrar 'existencia d’orbites periodiques proximes als
punts Ly i Ls si < pgr i als punts Ly, Lo i L3 per qualsevol valor de u.

Es a dir, que es pot observar com estudis matematics es poden aplicar a altres ciencies.

Finalment dir que part dels coneixements que hem fet servir en aquest treball han si-
gut obtinguts gracies a les assignatures d’Equacions diferencials i Algebra lineal, d’altra
banda pel tractament de series de potencies que es fa en aquest treball s’han vist present
els cursos d’Analisi complexa i Analisi matematica, que hem pogut realitzar en la Facul-
tat. Finalment també hem obtingut coneixements nous, tant en I’estudi del Teorema com
en tot 'estudi de mecanica celeste.
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