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Abstract

The ultimate goal of this final project is to create a 3D video game that serves as a com-
plementary tool in learning the geometry of space in secondary school.

In this sense, the aim is for students to obtain a series of pieces necessary to be able to
assemble, in the end, a three-dimensional construction that has been previously designed
by a teacher. During this process, they must be able to solve challenges and geometric
issues also designated by teachers, which involve the recognition of solids and their fun-
damental characteristics.

Therefore, a close communication between student-teacher is pursued that allows the
adaptability of the game according to the needs of the students. In any case, this dialogue
should not be restricted exclusively to the classroom, but at all times the evolution of the
student can be followed.

The development of the video game has also required an exploration of certain math-
ematical concepts, which have been necessary to overcome non-trivial implementation
problems that have arisen throughout working on some aspects of functionality.

Resum

La finalitat maxima d’aquest Treball Final de Grau és crear un videojoc 3D que serveixi
com a eina complementaria en l’aprenentatge de la geometria de 1’espai a Secundaria.

En aquest sentit, es busca que 1’alumnat obtingui un seguit de peces necessaries per
a poder muntar, al final, una construccié tridimensional que ha dissenyat préviament
un/a professor/a. Durant aquest procés, ha de ser capag de resoldre reptes i qiiestions
geometriques designades també pel professorat, les quals involucren el reconeixement de
solids i les seves caracteristiques fonamentals.

Per tant, es persegueix una comunicacié estreta entre estudiant-professor que permeti
I'adaptabilitat del joc segons les necessitats de ’alumnat. En qualsevol cas, aquest dia-
leg no ha de restringir-se exclusivament a 'aula, siné que en tot moment es pot seguir
I'evolucié de I'estudiant.

El desenvolupament del videojoc ha requerit també una exploraci6 de certs conceptes
matematics, els quals han estat necessaris per superar problemes no trivials d’implemen-
tacié que han aparegut al llarg de treballar alguns aspectes de la funcionalitat.
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Capitol 1
Introduccié6

L'ansietat matematica és un terme que cada vegada es troba més present a la societat [24].
No s6n pocs els estudiants de Secundaria que afirmen que 1’assignatura de matematiques
és la més dificil i/o la que menys els hi agrada, fet que provoca més suspensos i, en
conseqiiéncia, cauisa encara més panic i angoixa que en un inici. Es un circuit del qual és
dificil sortir, ja que 1’alumne acaba per no entendre els conceptes i es limita tinicament a
aprendre unes instruccions que li garanteixin 1’aprovat.

Amb aquest projecte es vol potenciar el coneixement de geometria en tres dimensions
del primer Cicle de Secundaria i 4t de la ESO, exercitant de manera dinamica la percep-
cié de l'espai de I'alumne i consolidant els coneixements exposats a classe. Tot aixd es
vol assolir a partir d'un enfoc molt jugable, on l'estudiant estigui realment entretingut i
recuperi la voluntat d’aprendre matematiques.

El/la professor/a és una peca fonamental en l’aprenentatge i, per tant, ha de ser capag
d’adaptar-se a les necessitats de cada alumne. Aix0 mitjancant metodes tradicionals és
logisticament impensable, perd amb les noves eines tecnologiques com la que es planteja
en aquest projecte és forca viable. D’aquesta manera, s’aconsegueix fer un seguiment de
cada estudiant i entendre quines necessitats té cadascu.

Per tant, es vol evidenciar que 1'as dels videojocs va molt més enlla del que es pot
concebre en un inici, i és imprescindible aprofitar aquesta tecnologia per millorar tots
aquells ambits que requereixen un canvi urgent, com és el cas de 'educacié matematica.

1.1 Context

En aquest treball es busca desenvolupar un joc seriés amb una forta component de ga-
mificacié per tal que els alumnes puguin abordar la geometria de 1'espai de manera més
dinamica i entretinguda. Consisteix, doncs, en un videojoc 3D que permeti consolidar els
conceptes teorics i a la vegada que reforci 1’orientaci6 espacial de 1'estudiant.



El disseny del codi es fonamenta en els continguts adquirits al llarg de les assignatures
de Programaci6 II i Disseny de Software del grau d’Enginyeria Informatica. En la mateixa
linia, per tal d’assolir alguns objectius cal implementar algorismes treballats a Algorismica
Avangada i Estructures de Dades i, finalment, es fa is de les metodologies Agile vistes a
Enginyeria del Software per a planificar i desenvolupar el producte.

L’assignatura de Grafics i Visualitzacié6 de Dades desperta la majoria de fonaments
matematics que hi ha darrere de la implementacié d'un videojoc i que es detallen al
llarg del segon capitol d’aquest treball. En aquest sentit, les assignatures del grau de
Matematiques que han permeés aprofundir-hi sén Geometria Lineal, Topologia i Geometria
Global de Superficies, i Estructures Algebraiques.

1.2 Motivacio

La motivaci6é d’aquest projecte és aportar al mén de I'educacié matematica una eina de
gamificaci6 que permeti a I'alumnat de Secundaria aprofundir en els coneixements de la
geometria tridimensional. En aquest sentit, es busca que el professorat pugui participar
activament en el procés d’aprenentatge dels estudiants i sigui capag de veure la progressié
que tenen.

A T'actualitat cada vegada és més facil que els conceptes adquirits a classe es consolidin
a casa. Seguint aquesta direccid, neix també la necessitat de que el videojoc sigui jugable
als ordinadors o dispositius portatils personals dels alumnes i no només a les aules de
'escola.

1.3 Objectius

L’objectiu fonamental és crear un videojoc 3D que permeti als estudiants treballar el re-
coneixement de figures geometriques i a la vegada entrenar la seva percepcié espacial al
construir-ne. El professor ha de poder editar completament la partida de I'estudiant i
assignar-li missions que involucrin reptes personalitzats, aixi com poder fer una super-
visi6 de la seva evolucid. Per tant, I’objectiu del projecte queda descomposat com:

1. Disseny i desenvolupament d’un constructor de figures 3D:

(a) Desenvolupar i gestionar el moviment de la camera.

(b) Desenvolupar un sistema que comprovi si una figura és valida segons el seu
posicionament.

(c) Desenvolupar una interficie que permeti assignar missions als alumnes.

(d) Desenvolupar un sistema que comprovi si la figura construida és la correcta.
2. Disseny i desenvolupament dels escenaris jugables:

(a) Dissenyar les interficies de les escenes del joc.



(b) Dissenyar les mecaniques de cada component jugable.

(c) Dissenyar una interficie que connecti les diverses escenes del joc.
3. Disseny i desenvolupament d’un sistema de persistencia de dades:

(a) Desenvolupar un sistema d’autenticacié d"usuaris.
(b) Dissenyar l’estructura de dades serialitzables del videojoc.

(c) Desenvolupar un sistema de comunicaci6 a temps real entre professor i alumne.

1.4 Planificacio

S’ha planificat el projecte a 24 setmanes, tenint en compte que la primera reunié es va
produir al juliol. Es requeria una formacié previa en el motor grafic Unity i es van realitzar
2 cursos durant el mes d’agost per adquirir els coneixements basics. A partir d’aqui,
el disseny i el desenvolupament s’organitzen mitjangant sprints d'una o dues setmanes
segons s’ha convingut a les reunions. Es veu de manera general a la Figura 1.1.

Mesos Agost Setembre Octubre Novembre Desembre Gener
Tasca/Setmana il 2 3 4 D] | 6 ‘ 7 | 8 9 10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20 [ 21 | 22 | 23 | 24
Formacio prévia
Disseny del joc
Desenvolupament
Testing
Documentacié [ [ [

Figure 1.1: Planificacié temporal del projecte

1.5 Organitzaci6é de la memoria

L'estructura d’aquesta memoria es desglossa en els segtients capitols:

1. Introduccié: on es presenta el projecte i s’exposen els objectius.

2. Formalitzacié del problema: on es treballen els fonaments matematics necessaris
per al desenvolupament.

3. Disseny de l’aplicacié: on s’exploren els requeriments, els treballs relacionats amb
el projecte i es proposa el disseny del videojoc.

4. Disseny i desenvolupament del software: on s’analitza 1’arquitectura usada, la per-
sisténcia i els algorismes principals.

5. Simulacions i resultats: on es mostren els resultats visuals i d’aprenentatge.

6. Conclusions i treball futur: on es detallen els objectius satisfets i la perspectiva de
futur del projecte.



Capitol 2

Formalitzacié del problema

En aquest capitol es presenten els fonaments matematics en els que es basen els diferents
aspectes del joc de construcci6 de solids 3D a partir de peces basiques.

En primer lloc, s’introdueixen definicions elementals de solids a partir de les quals
es definira 1’objecte 3D a construir. Seguidament, s’explicara com s’hi associen els grafs
posicionals i com es poden visualitzar aquestes construccions mitjangant diverses rota-
cions. Finalment, es fara una exposicié dels atributs de la camera en una escena 3D i es
mostraran tecniques per a poder visualitzar correctament la construccié.

2.1 Solids geometrics

S’exposen a continuaci6 un seguit de definicions i propietats geometriques que, adaptades
a un nivell de secundaria, apareixen dins el joc i sén una eina que pot usar el professor
per a potenciar individualment cada alumne segons el que cregui més convenient.

Considerem R® amb la meétrica euclidiana.

Definicié 2.1. Diem que S C R® és un solid geometric si Vx € Si VVy, C S veinat
respecte S tal que Vi, = {y € S | [y — x|| <r}, Ip,d € R tals que la bola oberta B(p,d) =

{9 €R®||lg—pll <d} C Vi,. En altres paraules, S = S, és a dir, que S és la clausura de
I'interior de S. A topologia, diem que S és un conjunt regular tancat [17].

Dins d’aquests solids es distingeixen fonamentalment dues classes: els poliedres i els
solids de revolucié. Tot i aixi, el segon tipus no queda contemplat en aquest projecte i, per
tant, es detallen aquelles caracteristiques que es consideren necessaries dels primers.

Es pot entendre un poliedre desde una perspectiva més geometrica:

Definicié 2.2. Sigui P C R® un sdlid geometric i Agx + By + Cez + Dy =0,k € {1,..., F}
plans de I’espai amb F € IN finit. Diem que P és un poliedre si

P={(x,y,z) € R®| Axx + By + Cyz + Dy <0, Vk € {1,...,F}} és acotat.

4



La generalitzaci6 d’aquesta definici6 a un sistema d’hiperplans de dimensi6é 4
s’anomena politop d-dimensional [5].

Les parts del poliedre incloses a cada pla s'anomenen cares o poligons (F), els segments
resultat de les interseccions dels plans es diuen arestes (A) i als punts inicial i final de les
arestes se’ls designa com vertexs del poliedre (V).

Definicié 2.3. Sigui P un p_ol)iedre, F C P un poligon i {Xy,Y1},.... {Xn, Yn} C F arestes.
Diem que F és regularsi || X;Y;[| = || X;Y;|| peri,j =1,..,n,isi [ XY XY| = | XY - Xin Yin|
per Y, =X iY; =Xy, amb k,I,m=1,..,ntals que k # [ # m.

Es pot donar un enfoc més topologic al concepte de poliedre si es relaciona amb la
definici6 de triangulacié propia de la topologia de superficies.

Definicié 2.4. Un poliedre és la uni6 de tots els n-simplexs d"un complex simplicial, és a
dir, d'un espai triangulable.

Per a un tractament concis d’aquesta definici6 topologica veure [6].

2.1.1 Algunes nocions dels poliedres

S’exposen ara les propietats geometriques dels poliedres que el videojoc permet treballar:
convexitat i la regularitat, la caracteristica d’Euler, les simetries i la dualitat de poliedres.

Convexitat i regularitat

Un poliedre és convex si compleix la condicié de conjunt convex, és a dir, que per a dos
punts qualssevol del poliedre, el segment que els uneix esta contingut al poliedre. Aixo
és equivalent a dir:

Definicié 2.5. Sigui P un poliedre. Diem que P és convex si VX,Y € P

Xt+(1—t)YeP,perate[0,1].

Definicié 2.6. Sigui P un poliedre. Diem que P és regular si compleix:

¢ VF cara de P és regular,

e VI, F, cares de P amb {Xy, Y1}, ..., {Xu, Y} C F1 i {21, Th}, ... {Zn, Tu} C B, tenen
el mateix nombre d’arestes per cara i || X;Y;|| = [|Z;T;|| peri,j =1,..,n,

* i VF,F, F; cares de P, [(A1,B1,C1) - (A2,B2,C)| = [(Az, By, C2) - (A3, B3, C3)|, on
(A, B;, C;) és el vector normal a la cara F;, i 3{X;, Y;},{Z;, T;} tals que {X; Y;} C
F,Bi {Z]‘, T‘} Ch,F per i,j =1,..,n
Es a dir, si els poligons que el formen sén tots regulars, amb el mateix nombre d’arestes
per cara i de igual longitud d’aresta, i els angles entre ells també sén iguals.



Caracteristica d’Euler

Definicié 2.7. Sigui P un poliedre convex amb F cares, V vertexs i A arestes. Aleshores,
es compleix que
V-A+F=2

Aquesta equaci6 s’anomena relacié d’Euler.

En cas que el poliedre no fos convex la relaci6 original no se satisfa. Aleshores, es
generalitza la relacié d’Euler a la caracteristica d’Euler.

Definicié 2.8. Sigui P un poliedre i 7 una triangulaci6é de P. Denotem per t el nombre de
triangles de 7, per a el nombre d’arestes i per v el nombre de vertexs. Definim, doncs, la
caracteristica d’Euler de P com

x(P)=v—a+t,

la qual no depén de la triangulaci6 escollida.

Simetries

Sigui P un poliedre de (R3,d) com a espai métric. Sigui f : R> — R3 un isomorfisme.

Definici6 2.9. Diem que f : P — P’ és una simetria de P si Vp,q punts de P, d(x,y) =
d(f(x),f(y)), amb f(x), f(y) € P'. Es a dir, és un isomorfisme que preserva distancies,
transformant el poliedre en si mateix.

Diem que P i P’ sén congruents si 3f : P — P’ simetria de P.
q g

Definicié 2.10. Diem que P és uniforme si els poligons que formen les seves cares sén
regulars i si, per a p,q € P vertexs qualssevol, 3f : P — P simetria tal que f(p) = g.

Definicié 2.11. Diem que P té simetria axial (rotaci6 respecte un eix) si dp, g € P tals que
la direcci6 p + ﬁ és un eix de rotaci6, i el poliedre P’ obtingut de la rotaci6 es congruent
amb P.

Definicié 2.12. Diem que P té simetria especular (reflexié respecte un pla) si 37 un pla
de R® i 3f una simetria que separa el poliedre en dues parts congruents.

Dualitat

Definicié 2.13. Sigui P un poliedre regular amb p vertexs per cara, i amb g cares envoltant
a cada vertex. Denotem el simbol de Schlifli de P per {p,q}.

Definici6 2.14. Sigui P un poliedre regular amb simbol de Schlifli {p,q}. Diem que Q és
el seu poliedre dual si el simbol de Schlifli de Q és {qg, p}.



2.1.2 Solids platonics

Els solids platonics sén els tinics poliedres regulars i convexes i es demostra a partir de
la formula d’Euler vista abans [5]. Consisteixen en els solids base que formaran la figura
final en el videojoc desenvolupat.

S’entaulen a continuaci6 els trets principals associats, els quals es basen en les propie-
tats descrites a 1’apartat anterior.

F A V Euler VperF FperV
Tetraedre 4 6 4 2 3 3
Hexaedre 6 12 8 2 4 3
Octaedre 8 12 6 2 3 4
Dodecaedre 12 30 20 2 5 3
Icosaedre 20 30 12 2 3 5

Simetria Uniforme Dual

Tetraedre A/E st Tetraedre (autoconjugat)
Hexaedre A/E St Octaedre

Octaedre A/E St Hexaedre

Dodecaedre A / E st Icosaedre

Icosaedre A/E st Dodecaedre

Table 2.1: Taula de solids platonics.

En el joc proposat es pretén reforgar aquests conceptes i les relacions entre solids.

2.2 Solid 3D com a composicié de solids platonics

Tal i com s’ha comentat a 'inici del capitol, un dels objectius fonamentals del projecte és
la construcci6 de figures en tres dimensions. Més concretament, on la geometria resultant
no sigui de tipus non-manifold.

Definicié 2.15. Diem que un solid és non-manifold si tres cares o més comparteixen una
mateixa aresta o si dos 0 més cares comparteixen un vertex perd no una aresta.

Per a discernir aquests solids no valids dels que si ho sén, s’utilitzaran els grafs. Amb
aquesta eina, s’aconsegueix dotar d'un esquelet posicional al solid 3D. En geometria 3D
és habitual associar un graf a les arestes i vertexs d’un poliedre, perd en aquest projecte
es gestiona la posicié de cada solid platonic base a 1’espai tridimensional i s’estudien les
relacions entre aquestes posicions.

Definici6 2.16. Un graf G és un parell ordenat G := (V,E) on V és un conjunt no buit
d’elements anomenats vertexs (o nodes) i E és el conjunt d’arestes.



Els elements de E soén parells no necessariament ordenats de dos elements de V, és a
dir, per a qualsevol e € E, tenim que e = {v1,v,} pera vy, v, € V.

Sigui G := (V,E) un graf. Tenim les definicions segiients:

Definici6 2.17. Un subgraf G; de G és un parell ordenat Gs := (V,Es) on Vs C V, Vs # @
iEs CE,onVee Es,e C V.

Definicié 2.18. G és dirigit si els elements del conjunt E sén parells ordenats de vertexs
de V, és a dir, per a qualsevol e € E, tenim que e = (v1,v;) per a v1,vp € V.

Definicié 2.19. Sigui G no necessariament dirigit. Siguin ej,e; € E tals que e; = e, =
{v1,v2} per a vy, vy € V. Aleshores diem que e; i e; son arestes multiples.

Definici6 2.20. Sigui G no necessariament dirigit. Sigui e € E tal que e = {v,v} per a
v € V. Aleshores diem que e és un bucle.

Definicié 2.21. Sigui G no dirigit. Si G no té cap aresta multiple ni cap bucle, diem que G
és simple.

Definici6 2.22. Definim 'ordre de G, |V|, al nombre de vertexs del graf. Definim la mida
de G, |E|, al nombre d’arestes del graf.

Definicié 2.23. Sigui G un graf simple. Podem definir la matriu d’adjacéncia de G com
la matriu quadrada i simetrica A d’ordre |V], on els elements A;; = Aj; = 1g(e;;), on
ejj = {Ul', ZJ]'}, amb v;, v; € V.

1 : V x V — {0,1} fa referencia a la funci6 indicatriu del conjunt de les arestes E,
on
1 si{o,w}€E

1 ({v,w}) = {0 si {o,w} ¢ E.

Definicié 2.24. Sigui v un vertex de G. Definim el grau de v com la suma de cardinals
Gr(v) = #Adj(v) + #Buc(v),

on Adj(v) = {e € E | v € e} son les arestes on apareix v i Buc(v) = {e € E | e = {v,v}}
els bucles de v, que quedaran, doncs, comptabilitzats dues vegades.

Definici6 2.25. Diem que G és regular si Vv1,vp € V, Gr(vy) = Gr(v).
Definici6 2.26. Diem que G és complet si Vv1,v, € V, Je € E tal que e = {v1,02}.

Definicié 2.27. Siguin v,w € V dos vertexs diferents. Diem que v, w sén connexos si
Jv=10y,.., 0, =w € Vtals que {v;,v; 1} € E,perai=1,..,n—1.

Definicié 2.28. Diem que G és connex si Vo,w € V sén connexos. Altrament, diem que
és inconnex.

Definicié 2.29. Sigui Gs C G subgraf. Diem que Gs és una component connexa de G si
G; és connex.



2.21 Representacié posicional en un graf d’un solid tridimensional

Sigui S C R3 un solid geométric de I’espai euclidia format pels sdlids platonics { Py, ..., Py},
amb m cares cada poliedre i de igual longitud d’aresta tots ells. Denotem per 71y, ..., 7T
els plans que formen el poliedre P;.

Podem definir els grafs posicionals de S com els grafs Gq = (V,Eq) amb
V={peP|dpmi)=..=dp mmu)},
oni=1,..n,iels conjunts d’arestes associades
Eq={{v1, 02} € VXV |d(vy,v)=d},

amb d € R un escalar.

Es a dir, considerem el graf format pels centres de cada poliedre, amb les arestes que
uneixen els vertexs separats una distancia d.

Per determinar si el solid S és valid, primer de tot cal comprovar que el graf és connex
(equivalentment, només té una component connexa) per assegurar que no hi ha figures
flotants a 'espai. Per a aixo s’aplica 1'algorisme DFS (depth-first search) [23] sobre Ggq.

Ara, per verificar que S no satisfa les condicions de non-manifold exposades a l'inici de
I'apartat, cal superar un dels segiients escenaris.

1. Siguin vy,v, € V tals que d(v1,v;) = V2d. Aleshores 3w € V tal que {vy,w},
{w,v,} € Eq. Es a dir, que v1, v, s6n connexos amb un intermediari.
2. Siguin v1,v; € V tals que d(v1,v;) = v/3d. Aleshores Jwy,w, € V tal que {vy,w;},

{w1,wy}, {wo,v2} € Eq. Es a dir, que v1, v, s6n connexos amb dos intermediaris.

El cas 1 permet assegurar que no succeeix 'escenari de la Figura 2.1 (a) i el cas 2 ho fa
amb l'escenari de la Figura 2.1 (b).

Figure 2.1: Solids non-manifold.



2.3 Rotacions en escenes 3D

Quan es tracta de videojocs en tres dimensions o senzillament de grafics per computador,
una de les transformacions lineals més utilitzades a '’hora de donar vida a les escenes
son les rotacions. Es troben presents en multitud de situacions, ja sigui en girar la camera
principal o bé en visualitzar els moviments dels objectes de 1’escena.

Tots aquests moviments necessiten ésser calculats al motor grafic i les tecniques sé6n
moltes, com per exemple les matrius de rotacié en 2D i 3D, les quals fan ts del cos dels
complexos i els angles d’Euler respectivament. Les rotacions amb aquests darrers angles
es poden modelar de la segtient manera:

Definicié 2.30. Sigui (x,y,z) € R>® un vector. Podem expressar la rotacié amb angles
d’Euler amb el producte matricial segtient:

x! cosyp —sinyp 0 cosf 0 sinf\ /1 0 0 X
y | =|siny cosp 0 0 1 0 0 cosp —sing| |y]| (21)
z/ 0 0 1/ \—sinf 0 cosf/ \0 sin¢ cos¢ z

on (x/,y,z") € R3 és el vector resultant de la rotacié en y angles en l'eix Z, 6 angles en
l'eix Y, i ¢ angles en 1’eix X.

No obstant aixo, hi ha una altra estrategia que, tot i no ser tant evident a priori, pot
suposar una millora de calcul computacional respecte les esmentades matrius de rotacié
i, a més, soluciona un problema provinent dels angles d’Euler: el gimbal lock. Aquest
succeeix quan els angles del producte definit a 'equaci6 (2.1) perden un grau de llibertat.
Es veura amb més detall a l’apartat 2.5.3.

Es aqui on entra en joc el conjunt dels quaternions, un R-espai vectorial que extén els
nombres complexos, té estructura de grup abelia amb la suma i forma un anell de divisi6
amb el producte Hamiltonia, és a dir, és un anell unitari amb tot element no nul invertible
pero el seu producte no és commutatiu.

Tot seguit s'introdueixen els quaternions, mostrant la seva estructura d’anell amb el
producte Hamiltonia, es representen les rotacions tridimensionals mitjancant aquest con-
junt de nombres i s’analitzen les interpolacions lineals i esferiques associades.

2.4 L’anell H dels quaternions

Definicié 2.31. Un quaternié g és una expressio
qg=s+xi+yj+zk (2.2)

amb s,x,1,z € R escalars, on s és la part escalar del quaternié i xi + yj + zk és la part
vectorial.

Habitualment, es pot escriure el quaterni6 g de la forma q = s + v, o bé pel parell ordenat
q=(s,v)ons€R,v=(x,y,z) € R3 alternatives que es mostren a [3].



Com s’ha esmentat abans, el conjunt dels quaternions
H={s+xi+yj+zk]| (s xyz2) € R}

forma un R-espai vectorial, satisfent 1’addici6 entre dos elements i el producte per un
escalar habituals. En concret, té dimensi6 4 i observem que B = {1,1,j,k} n’és una base.
El fet que IH formi un espai vectorial déna directament el resultat d’ésser un grup abelia
amb 1’addicié.

S’exposa ara la multiplicacié entre els elements d’aquest conjunt, la qual permetra
dotar-lo d’una estructura d’anell de divisi6.

El producte Hamiltonia de dos quaternions es defineix mitjangant la propietat distribu-
tiva pero tenint en compte unes regles de multiplicacié per als simbols i, j, k:

ij=—ji=k

. (2.3)
jk=-kj=i
ki = —ik =

Figure 2.2: Normes multiplicatives. Reproduit de "Wikipedia", per Cmglee, 2021 (https:
//en.wikipedia.org/wiki/Quaternion). CC-BY-NC-ND.

Si s’analitzen aquestes normes, rapidament es pot veure que provoquen la no commu-
tativitat del producte, de tal manera que IH ja no podra assolir l'estructura de cos.
Definicié 2.32. Siguin q1 = s1 + x1i +y1j + z1k € H, g2 = 52 + x2i + y2j + z20k € H dos
quaternions, definim el producte Hamiltonia entre 41 i 4, usant la propietat distributiva i
les regles (2.3) de la segiient manera:

q192 = (s1 + x1i 4+ y1j + z1K) (52 + x21 + y2j + z0k) =
(182 — x1%2 — Y1y2 — 2122)
+(s1x2 + X152 + Y120 — Z1Y2)i (2.4)
+(s1y2 — x122 + Y152 + 21X2)j
+(s122 + X1y2 — y1x2 + 2152k
Es interessant observar que, com sy, Sp, X1, X2, Y1, Y2, 21,22 € IR, del resultat es pot concloure
que g142 € H i, per tant, el producte Hamiltonia és tancat. Com s’ha mencionat abans,

d’aquest fet i del caracter distributiu amb el que es defineix aquest producte, se’n pot de-
duir que el conjunt de IH forma un anell amb l’addicié habitual i el producte Hamiltonia.


https://commons.wikimedia.org/wiki/User:Cmglee
https://en.wikipedia.org/wiki/Quaternion
https://en.wikipedia.org/wiki/Quaternion

Proposicié 2.33. En notacié de la forma g1 = s1 + v1, g2 = sp + vy, el producte Hamiltonia
es pot escriure
1492 = $1Sp — V1 Va2 +51V2 + SpV1 + V1 X V3 (25)

En un principi, usant aquesta notacid, es podria pensar el producte com 1'aplicaci6
directe de la propietat distributiva i el producte escalar de dos vectors. Perod aleshores no
es respectarien les normes exposades a l'equaci6 (2.3). Es veu a continuacié com s’obté
aquest contraintuitiu resultat:

Demostracié. Si prenem el producte obtingut a (2.4) amb la notacié proposada i reordenem
termes a la part vectorial, obtenim

S1Xp + SpX1 + Y122 — Z1Y2
g1q2 = 5152 — X1X2 — Y1Yy2 — 2122 + | S1Yy2 + Say1 + 21X2 — X122
5122 + 5221 + X1Y2 — Y1X2

X2 X1 V122 — 212
=5152 =V Va+s |2 | +s2|y1 | + | z102 —x122
27 Z1 X1Y2 — Y1x2

= 5152 — V1 V2 +S1V2 +52Vq + V1 X Va.

Observaci6 2.34. En notaci6 de la forma g1 = (s1,v1), g2 = (52, v2), l'escrivim

q192 = (Slsz — V1 -+V2,81Vy + Svy + v X Vz) (2.6)

Es dedueix a continuacié que aquest anell de H és també unitari.

Observaci6 2.35. L'element neutre del producte Hamiltonia és el quaternié g = 1.

Demostracié. Fem servir, per exemple, la notacié de 1’observacié anterior.
Siguin g1, g2 € H dos quaternions tals que q; = (s,v) i g2 = (1,0). Aleshores, tenim el
seglient:
q192 = (s —v-0,50+v+v x0) = (s,v).

O

Per acabar de veure que els quaternions formen una estructura d’anell de divisi6, cal
definir els inversos dels elements no nuls de H. Es mostra primer la noci6é de conjugacio,
analoga a la de C:

Definicié 2.36. El conjugat d’un quaternié g = s + v, que designem per g, és un quaternié
que ve donat per § = s —v.



A les referéncies [1] i [3], s’esmenta que se satisfa la commutativitat del producte
Hamiltonia per a conjugats. A continuaci6 es fa una petita extensié i es mostra cert per a
quaternions amb part vectorial paral-lela.

Proposicié 2.37. Siguin q1,42 € H quaternions. El producte Hamiltonia commuta entre
ells <= les seves parts vectorials son paral-leles.

Demostracié. Siguin q1 = s1 + V1, g2 = s2 + va. Apliquem el producte vist a (2.5):

192 = 5152 — V1 Va2 +51V2 + S2v1 + V1 X V3

(2g1 = S1S2 — V1 -V + 51V + Spvy + Vv X vq
Aleshores, si fem g192 — 241 = v1 X v — (v2 X v1) = 2(v1 X Vv3), tenim finalment que
q192 — 4291 = 0 <= vixXxv=0 <= V1||V2.

O

Aixo demostra també directament la commutativitat entre conjugats, perd es vol
mostrar també una versié concreta ja que el resultat servira per a definir els inversos
multiplicatius.

Corol-lari 2.38. Sigui g = (s,v) € H un quaterni6. Aleshores, el producte Hamiltonia
commuta entre conjugats.
Demostracié. Sigui § = (s,-v) el conjugat de q. Cal veure que g7 = 4q.
Usant (2.6) obtenim el segtient:
97 = (s> + ||v||>, —sv + sv + v x -v) = (s> + [|v||?,0)
gq = (5 + |[v[, sv —sv + v x v) = (s* + ||v[[%,0)

O
Observaci6 2.39. En notacié g = s + v, podem escriure q§ = gq = s> + ||v||%.
Definicié 2.40. Sigui g € H. Definim la norma de q com
lqll = v/aq = /> + [IVI[> € R 2.7)

Teorema 2.41. Sigui g un quaterni6 no nul i 7 el seu conjugat. Sigui ||q|| € R la norma de
g. Aleshores,

gl=1_ 2.8)

és l'invers de .



Demostracié. S’ha vist que el producte Hamiltonia commuta per conjugats. Per tant, tot
usant (2.7)

O

S’ha provat, doncs, que existeixen inversos per a tots aquells elements de H no nuls i
que té estructura d’anell unitari. Per tant, es pot assegurar que els quaternions formen un
cos no commutatiu.

En el segiient apartat s’exposara la representacié de les rotacions tridimensionals, pero
fent s d’aquesta extensi6 dels reals i els complexos que s’acaba de veure.

2.5 Rotacions amb quaternions

Si es parla a nivell d’operacions aritmetiques, ’anell dels quaternions es pot fer servir per
a modelar rotacions de manera més eficient que amb les matrius de rotacié. A més, pot ser
un complement o una alternativa a la transformacié mitjangant angles d’Euler, sobretot
quan es vol rotar al llarg d’un angle sobre un eix qualsevol.

Tot i aixi, en cert moment es pot necessitar tenir una representacié matricial del quater-
ni6 per aplicar a posteriori una altra transformaci6 lineal que no sigui una rotaci6, com
per exemple una translacié que proporcioni moviment a un objecte a la vegada que va
rotant. En aquest sentit, s’estableix la conversié de quaternié a la matriu de rotacié equi-
valent i es provara el canvi d’angles d’Euler a quaternions per tal d’evitar el problema del
gimbal lock.

Finalment, es fara un tractament de l'interpolacié lineal i esferica sobre aquest anell,
sovint implementada per a realitzar animacions al llarg del projecte.

2,51 Rotacié d’un vector mitjancant els quaternions

Definici6 2.42. Sigui v = Vyi + Vyj + V:k € H un quaterni6 amb part escalar nul-la. Diem
que v és un quaternié pur.

Juntament amb la notacié vista a ’apartat anterior, a [2] s’observa que aquesta definici6
ens permet identificar vectors reals tridimensionals amb els quaternions purs.

Definicié 2.43. Sigui g = s + xi + yj + zk € H un quaterni6, 47! el seu invers i v € H un
quaternié pur. Representem la rotacié de v amb els productes Hamiltonians

v = qug? (2.9)

on v’ és el quaterni6 resultant de la rotacio.



A [2] es comenta que el resultat d’aquest producte és també un quaternié pur. Perd
vegem-ho en detall.

Proposici6 2.44. El quaterni6 v’ resultant de la rotaci6 és un quaterni6 pur.

S’exposa primer una definicié que ajudara a demostrar la proposicié.

Definici6 2.45. Sigui g € H. Diem que g és un quaterni unitari si ||g|| = 1.

Podem veure clarament que en el cas que g sigui unitari, I'equacié (2.9) es pot expressar
com

v = qug (2.10)
on g és el conjugat de 4.
En el cas que g i g~ no siguin unitaris, sempre es poden trobar dos quaternions que si ho
siguin ja que

=

Demostracié de la Proposicié 2.44. Sigui q = s +w € H unitari i v = 0 4 v un quaterni6 pur.
Pel producte Hamiltonia i aplicant (2.10)

qui = (s +w)v(s —w)
=(—wW-v+sv+wxv)(s—w)
, 2.11)
= —SW: V4 SV+SWXV+ (W-V)W—svw — (W X V)W
=2V 25W X V4 (W- V)W — W XV X W,

acabem observant que el resultat té forma de quaternié pur ja que tots els termes corres-
ponen a la part vectorial. O

Per tant, recuperant la identificacié de vectors reals tridimensionals amb quaternions
purs, podem entendre aquesta rotacié6 com una transformacié dun vector en un altre
(Lengyel, 2016, p.87)[2].

Ara s’estableix la relaci6 entre la transformacié mitjangant quaternions i la rotacié d'un
cert angle sobre un eix qualsevol. Per a poder enllagar-ho bé, es fa tis de la propietat del
doble producte vectorial on, per A, B,C € R? vectors qualssevol, es compleix que

AXx(BxC)=B(A-C)—C(A-B)
i se’'n busca I'analogia, tal i com es suggereix a [1], amb la férmula de Rodrigues:
v/ =vcosa + (k x v)sina +k(k-v)(1 — cosa)

on k és I’eix de rotaci6 (vector unitari) i « és I'angle.



En aquest sentit i guiant-nos de la referéncia esmentada, si recuperem l'equacié (2.11),
aplicant el doble producte vectorial al darrer terme, podem reescriure el quaternié v’ com:

v = quj = s*v+2sw x v+ (W-v)w — (|w]]>v — w(w - v))
= (2 — [|[w|*)v + 25w x v+ 2(w - v)w
= v(s® — |[w|]?) + (W x V)25 +2(W-V)w
i expressant w = ||w||wy, finalment tenim
v’ = v(s? — ||W]|?) + (Wu x V)25||W|| + Wy (Wy - v)2||w]|%. (2.12)
Si igualem aquesta férmula a la de Rodrigues, observem que s’imposa el segiient sistema
d’equacions:
§2 — ||w]|? = cos
2s||wl|| = sinw
2||w|]> =1 — cosa.
Sumant la primera i la tercera equacid, ens resulta s> + ||w||?> = 1.

1—cosa

De la tercera equacié, veiem que |w|? = >

D’aqui, per les raons
trigonometriques de I'angle meitat, obtenim que

1—cosua e
[wl| =/ == =sin (E) (2.13)

Substituint aquest resultat a la igualtat de sobre, veiem

2+ |w|?=1 = s*+sin? (%) =1 = s* = cos’ (%) — s =cos (g) (2.14)
i efectivament satisfa també la segona equacié degut a la férmula del sinus de 'angle
doble sinx = 2sin % cos %.

Ara, amb aquests valors obtinguts, podem escriure el quaterni6 unitari de (2.10) com

g=s+w=s+|w|wy = cos (%) + sin (%) Wy (2.15)

el qual representa una rotacié d’angle « al voltant de l'eix de direccié wy, aplicable a
qualsevol vector real v tridimensional (o en el seu equivalent quaternié pur) mitjangant
el producte definit a 1’equaci6 (2.9), i donant com a resultat de la transformacié un nou
vector v/, també quaternié pur (i per tant interpretable com un vector real) com hem vist
abans. Es pot observar la rotaci6 a la Figura 2.3.

2.5.2 Matriu de rotacié equivalent

Sovint interessa aplicar varies transformacions lineals a un objecte. L'expressié poc in-
tuitiva de rotacié mitjangant quaternions obliga a expressar-lo com una matriu 3x3 molt
similar a la que deriva de la férmula de Rodrigues, tal i com s’indica a [1].



Figure 2.3: Representacié de la rotacié d’angle a sobre 1’eix de direcci6é wy.

Per a aixo0, s’exposa el segiient resultat on es comprova l'equivaléncia entre la repre-
sentacid de la rotacié mitjancant el producte Hamiltonia i 1’aplicacié d’una matriu d’ordre
3 sobre un vector.

Proposicié 2.46. Sigui g = s + xi + yj + zk € H un quaternié unitariiv =0+ v € IH un
quaternié pur. Aleshores, se satisfa la segtient igualtat:

§24+x2 —y? — 22 —2(sz — xy) 2(sy + xz)
v = qug = 2(sz + xy) s2—x2+y>—2z2 2(sx—yz) |v (2.16)
—2(sy — xz) 2(sx +yz) s2—x2—y? 422

Demostracié. Per a veure 1'obtencié d’aquesta matriu, podem separar 1'equacié (2.12) i
dotar-la d’estructura matricial. Per tant, expressant ¢ = s + w = s + ||w||wy, on wy =
(Wy, Wy, W) iv = (Vy,V,, V) observem que:

o' = qog = v(s® — [ w[?) + (wu x v)2s|[ W] + wu(wy - v)2||w]>

Vi W,V — W,V Wi
= (2= |[wl) [ Vy | +2s||wll | WoVie — WiV | 4+ 2(Wa Vi + W, V, + W V) [w? | W
v, WiV — W, Vs W,

s2 — ||w||? 0 0 Ve 0 —2s||w|W.  2s|lw||W, Ve
= 0 §2 — ||w||? 0 Vy |+ 2s|w|W: 0 —2s||w||Wy | |V
0 0 2 —|wl|?/) \v; —2s||w||W,  2s||w||Wy 0 v,

. W2 W W, WL\ [V
2wl | W, W2 W | [V,

Y
WW, W,W, W2 V;

25| | Wz + 2| w| Wl | w[ Wy s? — [[wl|? + 2[lw[Wy [w[ Wy, —2s|lw[Wi + 2[lw[[Wy [w[W: | |V,

(52 — Wl + 2] W[ Wa W[ Wy =2s[w[[W; +2||w||Wx|[w[[W,  2s]w[[W, + 2] w[ Wy w||W; ) (Vx>
*ZSHWHWy+2||W|‘WxHWHWz 2s||w|| Wy +2HWHWyHWHWz $* — Hw\|2+2||w|\Wsz||Wz Vz



2+ x—y*—22 —2s5z + 2xy 2sy + 2xz Vi

= 25z + 2xy s2—x2+y?—22 —2sx +2yz Vy
—2sy + 2xz 2sx +2yz s2—x2—y*+22) \V,
2+ x2—y?—2? —2(sz — xy) 2(sy + xz)
= 2(sz + xy) s2—x2+y?>—2? —2(sx —yz) v
—2(sy — xz) 2(sx + yz) s2—x?—y?+22

Corol-lari 2.47. Els quaternions g, —q representen la mateixa rotacio.

Demostracid. Si observem la matriu definida a 1’equaci6 (2.16), veiem clarament que tots
els termes de cada element tenen grau 2 i, per tant, es cancel-len tots els factors negats,
donant com a resultat que la matriu v = —qv(—q). O

2.5.3 Correspondencia amb els angles d’Euler

Una qiiesti6 interessant de la representaci6 de rotacions tridimensionals fent tis de quater-
nions és el fet d’evitar el problema principal causat pels angles d’Euler, el gimbal lock. A
més d’aconseguir una millora a nivell de calcul aritmetic, se soluciona amb el cos de H
aquest contratemps, el qual ve provocat pel fet de no poder recobrir tot I'espai de rotacions
usant els valors d’Euler.

Es veura l'equivaleéncia dels angles d’Euler definits a (2.1) amb les rotacions expresades
mitjangant quaternions, tot aprofitant la representacié matricial de 'apartat anterior, i es
desembocara a 'analisi de les singularitats que provoquen aquest bloqueig.

Si fem el producte de les matrius definit a 'equaci6 (2.1), aleshores obtenim

x! cosfcosyp —cospsiniy +singsinfcosyp singsiny + cos P sinb cos P x
(y’) = (cos@sint[) cospcostp +singsinfsiny  —sing cosp + cos P sin O sin 1p> (y)
z/ —sinf sin ¢ cos 6 cos ¢ cos 6 z
(2.17)

Ara, buscarem l'obtencié dels angles d’Euler a partir de tenir-ne I'expressié matricial.
Sigui R la matriu que acabem de veure.

. R R
Es clar que i = arctan R—ZI, i també observem que ¢ = arctan R—32 Finalment, tenim
11 33
que 0 = arcsin (—Ra1).
Per tant, si apliquem aquests calculs, tal i com es suggereix a [4], a la matriu expressada
a 'equacié (2.16), obtenim el segtient:

2(sx +yz)

¢ = arctan (52 2y +zz)

6 = arcsin (2(sy — xz)) (2.18)
2(sz+ xy)

p = arctan <52 R —zz>'



D’aqui, perd, ens ve rapidament que el domini de la funci6 arcsin esta restringit a
[—1,1] i, per tant, no pot passar que [sy —xz| > 1. Per tant, veiem que tindrem un

problema de definici6 en el cas que I'angle 6 associat a I'eix Y s’apropi a +7.

I és clar, doncs si provem a substituir aquest angle 6 = 7 a 1’equaci6 de (2.17), obtenim
el segiient resultat

x! 0 —cos¢siny +singcosyp  singsiny + cos ¢ cosp x
Y ]=|0 cospcosyp+singsiny —sin¢cosy + cosPsiny y
z/ -1 0 0 z

x! 0 sing—y cos¢p—9\ [x

=y ]|=|0 cosp—y sinp—¢| |y

z/ -1 0 0 z

gracies a les identitats trigonometriques del sinus i cosinus de la suma d’angles.

Aix0 desencadena una singularitat en el calcul dels altres dos angles, ¢ i ¢, ja que aleshores
. . Ra1 . Ry
no es pot obtenir el quocient ——= i ——=.
11 Rs3
Com a addici6, es pot percebre clarament d’aquesta matriu de rotacié que, quan 6 val
7, la rotaci6 sobre el vector perd un grau de llibertat. Aixo és degut a que s’assigna un
valor a I'angle 6 (7 en aquest cas) corresponent a I'eix Y i el valor que es pugui donar als
angles ¢ i ¢ és redundant ja que, si s'observa la matriu, en tot moment es manté la rotacié

sobre 1'eix X.

Analogament succeix amb 6 = —7, entre d’altres combinacions dels tres angles que
provoquen la mateixa singularitat. Aquestes singularitats es coneixen com Gimbal Lock.

2.5.4 Interpolacié de quaternions

A T'actualitat, quan es parla de grafics per computador en 3D, no es poden concebre les
transformacions d’objectes i personatges sense tenir en compte el nombre d’imatges que
es projecten per segon (FPS).

En aquest aspecte, s’entén que si es vol animar un cert moviment associat a un element
de l'escena, es necessita obtenir la posici6 o angle d’aquest a cada imatge projectada. En
una primera instancia, hom tinicament té coneixement del punt inicial i del punt objectiu
al finalitzar la transformacié que vol aplicar. Per tant, cal fer Gis d’alguna eina que ens
permeti calcular al llarg de cada imatge o frame la situacié de I'objecte fins a obtenir el
resultat final al cap de cert nombre de frames.

Es treballa, doncs, el concepte d’interpolacié exposat a [1] que, aplicat al cos dels
quaternions (apartat 2.4), aconsegueix suavitzar l’animacié de gir i "marcar el cami" que
segueix la rotacié d’'un objecte. Per a fer-ho, es computen els quaternions adequats a cada
imatge projectada per tal de simular el moviment que es realitza.



Definicié 2.48. Siguin q1,42 € H dos quaternions unitaris tals que q; # —g2. Definim
I'interpolacié lineal (lerp) entre g1, g2 com una aplicacié continua q, tal que

q: [0,1] — Hy = {g € H|[jq]| =1}

(1—1)q1 +tqo
(1 —t)q1 + tqa|

(2.19)

on q.(0) = q1iqr(1) = g2.

L'aplicacié esta ben definida ja que totes les imatges pertanyen al subconjunt dels
quaternions unitaris i, a més, el denominador només s’anul-la quan ¢t = % iqr = —q
que, per hipotesi, no pot passar. Té sentit partir d’aquesta premisa, ja que el negat d'un
quaternid en representa la mateixa rotacio (tot i que a [1] no es parteix d’aquesta condici6,
hem trobat necessari fer aquest esment a la definicio).

El conjunt IH; es pot interpretar com una hiperesfera unitaria de quatre dimensions.
Aleshores, relacionant amb la premisa de I’enunciat 2.48, es pot dir que per definir q;, els
elements ¢ i g2 no poden ser punts antipodals.

Tot i aixi, si es consideren els quaternions 4, i el quaterni6 interpolat en un cert moment
t, qr(t), com a vectors 4D, a [1] es pot veure que la velocitat amb que l’angle entre aquests
dos vectors canvia no és constant. Aixo pot provocar petites pertorbacions no desitjades
a l’escena a temps de frame. Es necessita, llavors, una funcié d’interpolacié que solucioni
aquest problema, permetent que 1’angle es modifiqui en correspondéncia amb el vector
interpolat. Es a dir, es vol interpolar explicitament els angles.

Proposicié 2.49. Siguin q1,4> € H dos quaternions unitaris. L'aplicacié continua
qs: [0/ 1] — Hl

sin (6(1 —t)) sin (6t)
sin 6 N sin 6

q2

soluciona el problema proposat.

Una breu exposicié geomeétrica d’aquest resultat es pot trobar a [1], perd s’estima ne-
cessari presentar certes indicacions més detallades i afinades.

Demostracié. Si prenem la circumferencia unitat i els quaternions 41, g com vectors dins
aquesta, podem entendre el quaterni6 interpolat q; := qg(t) com el resultat d’aplicar la
llei del paral-lelogram sobre 4,42, de tal manera que g; = a(t)q; + b(t)q2, on a(t) i b(t)
escurcen els quaternions inicial i final.

¢ Si observem la imatge de I'esquerra de la Figura 2.4, veiem rapidament que el costat
blau petit correspon a sin (6(1 — t)), i el costat blau gran correspon a sin 6.

® Si observem la imatge de la dreta de la Figura 2.4, veiem rapidament que el costat
blau petit correspon a sin 6¢, i el costat blau gran correspon a sin 6.
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Figure 2.4: Triangles semblants amb angle 6.

Si prenem a(t) i b(t) com els segments desde 'origen fins al punt de tall de la perpendi-
cular blava amb la perpendicular verda de la figura de l'esquerra i de la dreta respectiva-
ment, aleshores fent servir les raons dels triangles semblants generats per les perpendicu-
lars blaves, obtenim directament que

sin (6(1 —1t))
sin

a(t) =

Es clar que amb aquesta representacié estem interpolant linealment 1’angle de separa-
ci6 6 i, en funcié d’aquest mateix, estem obtenint la direcci6 del vector associat al quaternié
interpolat. O

D’aquest resultat se'n diu interpolacié lineal esférica o slerp.

2.6 View frustum

Un aspecte clau a tenir en compte en la visualitzaci6 de grafics per computador és la regié
visible de l’espai en un cert moment. Aixi mateix, quan un professor estigui dissenyant
una construccié tridimensional o un alumne estigui jugant per a recol-lectar les peces, cal
assegurar en tot moment que les figures necessaries queden projectades correctament a la
pantalla de 1'usuari.

En aquesta secci6, doncs, es defineixen els atributs associats al camp de visi6 o view
frustum que gestionen tots els elements visibles en una escena 3D.

Definicié 2.50. El view frustum és la regi6 de 'espai tridimensional que conté totes les
figures projectades a la pantalla.

Aquest volum té forma de piramide de base rectangular i el vertex representa la posicié
de l'ull o de la camera. Amb aquesta estructura s’intenta simular la visié de con de 1'ull
huma, pero amb la base adaptada a les pantalles d’ordinador.



Una piramide esta constituida per 5 plans pero en el view frustum se n’afegeix un 6e,
situat entre el vertex i el pla que representa la base. D’aquesta manera, queden els plans
associats a les cares del poliedre, right frustum plane, left frustum plane, bottom frustum plane,
top frustum plane i els de les bases, near clipping plane i far clipping plane, perpendiculars a
la direcci6 de visi6. S’observa a la Figura 2.5.

Far clipping
plane

Near clipping
plane

Figure 2.5: View frustum. Reproduit de [1].

A part d’aquest espai visible dels objectes, cal ressaltar un pla de visié o de projeccié
(view plane) on es projectaran les figures contingudes al view frustum. Per tant, la visualit-
zaci6 sera diferent en funcié del moment i s’ha de treballar amb un sistema de referencia
associat: el VRC (viewing reference coordinate).

L’origen de coordenades s’anomena VRP (viewing reference point) i coincideix amb un
punt del view plane. Les coordenades de 1’'observador es poden designar per OBS i,
aleshores, la direccié de visig,

OBS — VRP

VPN= ———
[OBS — VRP|’

s’anomena view plane normal, la qual correspon amb el vector normal al view plane i
amb la direccié Z del VRC. Amb aquests dos atributs es té el pla de projeccié determinat.

Per establir I'eix Y del VRC, es pren el vector VUP que correspon al vector en direccié
amunt a la camera o, equivalentment, el que esta inclos al view plane i és perpendicular al
VPN. Finalment, per a I'eix X es calcula el producte vectorial VUP x VPN.

El pla de projeccid es troba situat entre el near clipping plane i el far clipping plane en
aquest sistema de coordenades dins el view frustum, el qual va variant segons la posici6 i
orientacié de la camera.

Aix0 pot proporcionar també un efecte de zoom a la representacié de 1’escena degut a
la distancia, g, corresponent a ||[OBS — VRP|| anomenada focal length. Es pot observar a



Viewplane

Figure 2.6: View i clipping planes. Adaptat de [2].

la Figura 2.6 que el pla de projecci6 interseca el right frustum plane i left frustum plane en
x = 11ix = —1 respectivament.

Tot i aixi, mantenint aquests valors de x, es pot augmentar o disminuir el valor de g si
es modifica I'angle o que formen el right frustum plane i left frustum plane. De tal manera
que

1
8= tan (a/2)"

En la mateixa direccid, es pot veure que el view plane interseca el top frustum plane i
bottom frustum plane en y = a iy = —a respectivament, on a = height/width seria la
relaci6é d’aspecte de la pantalla. S'obté, doncs, ’angle B que formen aquests dos plans

B =2arctan (a/g).

L’angle « s’anomena horizontal field of view i, 'angle B, vertical field of view.

2.7 Capsa minima contenidora

Un cop explicats els atributs de la camera i el view frustum, és important saber obtenir la
direccié a on apunta la camera. En altres paraules, establir la direcci6 —VPN.

En el cas del projecte, si s’ha d’observar una figura construida a partir d’altres figures
més simples, el primer que cal és obtenir el punt mig de l'estructura, és a dir, el centre



d'una capsa minima contenidora que englobi tota la construcci6. Existeixen diferents
metodes per a calcular-la i s’introdueixen els dos més utilitzats en les seccions segiients.

2.7.1 Capsa alineada amb els eixos

Una primera estratégia consisteix en agafar tots els vertexs de les figures i generar la
capsa a partir dels eixos de coordenades habituals, prenent com a referéncia els punts de
Vespai (Xyuin, Yinins Zmin) 1 (Xmax, Ymax, Zmax ) corresponents al minim i maxim de cada eix de
tots els objectes a representar. Per6 aixo déna lloc a una capsa gran amb regions buides,
apareixent amb freqiiéncia al view frustum i provocant un renderitzat innecessari.

2.7.2 Analisi de components principals

A [1] es proposa un metode per a trobar un nou sistema de refereéncia basat en la matriu
de covariancia anomenat analisi de components principals, que es detalla a continuacié.

Siguin {Py, ..., Py} el subconjunt de R3 de tots els punts de 'espai a englobar i P =
(X1, X2, X3) un vector aleatori on cada entrada és una variable aleatdria associada a les
components dels P;. Es pot construir la matriu simetrica de covariancia, C, on

Cij = Cov (X;, X;), oni,j € {1,2,3}.

Si aquesta matriu és diagonal, és a dir C;; = 0 per a i # j, aleshores vol dir que tots els
vertexs estan distribuits uniformement al voltant de cada eix i per tant no podem reduir
la capsa.

En qualsevol cas, C és simetrica amb coeficients reals.

Teorema 2.51. (Teorema espectral). Sigui C € M, (R) simetrica. Llavors, 3P € M, (R) tal
que P~!CP és una matriu diagonal, per a P~! = P’

Amb el resultat obtingut a 2.51 es veu que C és diagonalitzable per una matriu ortogo-
nal. Aleshores, els vectors propis associats, Uy, Uy, U;, formaran una base ortonormal del
nou sistema de referéncia on les components dels vertexs en aquesta nova base no estan
correlacionades.

Ara, per a obtenir el rang que ocupa la figura, seguint la idea exposada al metode 2.7.1
pero usant els vectors propis, es calcula per a cada P;, el pla amb normals Uy, Uy, U;. De
cada cas, s’obtenen aquells dos plans generats pels dos punts que tinguin la component
Dy = —Uj - P, maxima i minima respectivament, per a k = x,y, z.

Es a dir,

Dy = max {-U;-P;} , dp= min {-U;-P;
k= max {~Ug P} k= min {~Ug- P}

Finalment, en el cas de la component minima en cada eix, es pren la normal al pla i
la propia component amb signe contrari. Sigui la capsa minima la regié delimitada pels 6
plans:



Uy-P+Dx <0
~Uy P —dy >0
U,-P+D, <0
~Uy-P—dy >0
U, P+ D, <0
~U:-P—d; >0

Els punts mitjos del segment que abasta cada eix s6n DkT%‘. Com els vectors Uy son
unitaris, queda clar que el punt mig de la capsa minima sera

3 Dy—d
Q=) = 5 ku,. (2.20)
k=1

Es pot concloure doncs, que aquest punt Q sera el punt VRP necessari per a obtenir la
direccié de la camera en aquelles situacions on es requereixi observar una representacié
complexa en tres dimensions. No obstant, pero, figures amb més detall com ara coniques i
solids de revoluci6é quedarien mal embolcallades per la capsa quadrada i seria convenient
triar un altre tipus de recobriment més eficient.

2.8 Cas d’exemple en el desenvolupament: quaternions per
moure la camera

Com ja s’ha fet emfasi, sovint en el projecte cal fer s d’aquesta representacié de les
rotacions per tal d’animar els girs de certs elements i proporcionar una transicié suau del
moviment.

Si se situa inicialment la camera a la posici6 (0,0,0) de I’escena amb rotacié nul-la sobre
N . . . 0 .0
cada eix, aixo permet assignar-hi, per exemple, el quaternié q; = cos 5 +sin 5 (0,1,0) com
a rotacié inicial.
Si s’afegeixen certes figures a 1’escena i es vol rotar la camera per a que segueixi ob-
servant el centre de la construccié (calculat amb (2.20)), cal definir un quaternié final.

Suposem, per exemple, que 'objectiu és girar la camera 90° = 7 a la dreta. Aix0 equival
a mantenir el mateix eix de rotaci6 perd modificant ’angle « del quaternié. S’obté doncs

go = cos % + sing(o, 1,0).

Entenent aquests quaternions com vectors 4D unitaris, es pot evidenciar I'angle de
separacio entre ells:

2 2 2
f = arccos ((1,0,0,0) . ({,0,{,0)) = arccosg = g

No obstant, si I'eix de rotacié fos diferent entre els dos quaternions, el resultat d’aquest
angle 6 no seria trivial.



La pregunta és quan es triga a realitzar aquesta rotaci6 i com es produeix la transicié
a temps de frame.

Suposant que els fotogrames es renderitzen amb una actualitzacié fixa de 50 FPS, aixd
déna un temps de 0.02 segons per imatge projectada. Fent servir slerp, s’obté la segiient
equacio:

sin (g(lﬂ— t)) " sin.(%t) 0
sin - sin -

q(t) =
que, substituint pels quaternions inicial i final definits,
. us . 7T . T
q(t) = V2sin (Z(l — t)) + sin (Zt) + sin <Zt) (0,1,0)

amb t = 0.02n, per n = 0, ...,50.

Per tant, al frame n, la rotacié representada ve donada per la funcié

q(n) = V2sin (g - %) +sin (%) +sin (%) (0,1,0) (2.21)

on efectivament q(0) = g1 1 q(50) = ¢».

Es mostren a la Figura 2.7 les captures de 4 frames de 1’editor de Unity on es pot veure
el quaterni6 interpolat (en format (x,y,z,s)) a cadascun d’ells després d’aplicar el resultat
vist en aquest apartat. També s’observa de manera grafica com afecta la rotaci6 a la camera
de I’escena al llarg dels fotogrames.

4
— - vV

Frame 34 Frame 50

Figure 2.7: Rotacions de la camera en 4 frames al girar %



Capitol 3
Disseny de l’aplicaci6

3.1 Analisi del videojoc

El concepte base d’aquest projecte es fonamenta, en la seva vessant didactica, en objec-
tius semblants als dels treballs previs de Geopieces [7][8] i la seva ampliaci6 [9]; a saber,
complementar 'aprenentatge de la geometria dels alumnes de secundaria i facilitar al
professorat 1’adaptaci6 del coneixement a cada estudiant. En qualsevol cas, en la vessant
tecnologica i de desenvolupament es plantegen uns requeriments diferents que donaran
lloc a la proposta del treball.

S’exposen a continuaci6 els objectius didactics, aixi com el conjunt de requisits fun-
cionals i no funcionals associats al videojoc que, un cop estudiats els treballs previs rela-
cionats en la segiient secci6, permeten conduir al disseny de l'aplicacio.

3.1.1 Objectius d’aprenentatge

La geometria tridimensional es comengca a tocar al cicle superior de primaria de manera
molt intuitiva, perd no és fins al final del primer Cicle de Secundaria o 4t de la ESO on
es treballen més propietats geometriques com els volums. Per tant, el projecte es focalitza
en aquest public objectiu i més concretament en treballar caracteristiques exposades a la
secci6 2.1.1, ja que alguns conceptes basats en el calcul poden ser complicats de gamificar.
En qualsevol cas, es mostren a continuacié els objectius que es persegueixen amb aquest
complement de geometria 3D a 'aula:

* Reconeixement de solids i propietats geomeétriques. L'usuari ha de ser capag
d’identificar visualment poliedres regulars i convexos, i diferenciar-los dels que
no ho sén. Entenent les propietats geometriques descrites a la secci6 2.1.1, ha
d’aconseguir tant classificar aquests solids com contestar a certes preguntes de caire
matematic.
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® Rotacions i orientacié a l'espai. Es desitja que els alumnes aprofundeixin en
l'orientacié a l'espai usant la camera de l'escenari i adaptant-la al seu favor. A-
questa, perd, depen tnicament de les rotacions, essent el jugador l'encarregat de
saber posicionar-la en un espai 3D per a mostrar per pantalla el contingut que li
convé.

® Projeccions. Les projeccions sobre el pla sén un concepte fonamental que es pot
explorar amb sombres o graelles que representen una figura tridimensional. Es
desitja que l'estudiant entengui els plans de projeccié de l'espai i tingui la capacitat
de resoldre una construccié a partir d’aquestes vistes.

® Construccid de figures tridimensionals. Lligat amb els dos punts anteriors, 'usuari
ha d’aprendre a encaixar figures tot situant-se a 'espai i orientant-se amb els eixos.

3.1.2 Especificacié del software

A continuacié s’analitzen quins han estat els requisits per a iniciar el desenvolupament
del software.

Es desitja que el joc sigui usable per dos tipus d"usuari: els alumnes (player) i els propis
professors (designer) d’aquests. Es considera que ha de ser una eina de comunicaci6 entre
els dos tipus d’usuaris per tal de complementar el coneixement que s’assoleix a 'aula, ja
sigui durant la classe o a casa de 'estudiant. Aixi doncs:

e Professor/a: sera l'encarregat/da de dissenyar noves missions personalitzades per
a certs estudiants, relacionades amb les caracteristiques explicades a 2.1.1 i amb la
possibilitat d’obtenir feedback sobre el que ha treballat I’alumnat.

¢ Alumne: destinatari principal del videojoc i superara qiiestions relacionades amb
la geometria tridimensional segons el problema elaborat pel professor, guiant-se a
partir de certes vistes i projeccions.

3.1.3 Requeriments no funcionals

Per tal de jugar el joc a l'aula, es considera que el joc usara un cursor de ratoli o de
touchpad. En aquest sentit es planteja que funcioni sobre un ordinador amb Windows
10, d’equipament estandard usat en els equips informatics a les escoles o els portatils
personals dels alumnes, o bé una tauleta Android amb una pantalla suficientment gran i
amb possibilitat de connectar-hi un teclat i un mouse. En addicid, es considera que existeixi
connexid a internet per tal de poder establir la comunicacié professor-alumne mitjancant el
joc, el qual fa servir la persisténcia de dades en remot per a mantenir mdltiples sessions en
diferents temps i classes. Finalment, la resolucié designada per a 'aplicacié és 1920x1080,
considerada el format estandard per a ordinadors en el moment de realitzacié del projecte.



3.2 Antecedents

En aquesta secci6 es mostren els aplicatius o treballs que s’han explorat i que tenen unes
arrels didactiques forca relacionades amb el projecte actual. S’analitzen els punts forts i
febles, com incideixen en 'especificacié que hem fet i s’obtenen les conclusions necessaries
que permeten encaminar la proposta de disseny.

3.2.1 Geometria basica en 2D

Els treballs originals sobre Geopieces fan un tractament de la geometria bidimensional,
posant eémfasi en el reconeixement de figures i els trets distintius associats com ara les
simetries, el perimetre o 1'area.

* Geopieces: Part 2D [7]. El videojoc se centra en el concepte de "campanya", a partir
del qual s’incita a l'usuari a recollir peces propies de la geometria plana per tal
d’acabar desenvolupant un solid tridimensional. En aquest procés, el jugador ha de
resoldre preguntes relacionades amb la geometria, amb la possibilitat de veure la
progressié que porta de la missié en qualsevol moment. Funciona amb Windows 10
i el professor pot editar les missions en arxiu local perd no hi ha persistencia remota
ni assignacio.

3.2.2 Millora en la instruccié de la geometria 3D

Novament es ressalten els projectes sobre Geopieces i la seva ampliacio, els quals busquen
complementar l'aprenentatge de la geometria a 1’espai mitjancant exercicis de desplega-
ment i de construccié de solids. Es destaquen també diversos applets interactius que po-
tencien la percepcié de I’espai i la construccié 3D exposades a la secci6 3.1.1.

* Geopieces: Part 2D - 3D [8]. Un cop obtingudes les figures planes a la part 2D, el
jugador ha d’aconseguir desplegar una figura 3D objectiu fent servir les peces que ha
recollit i guardat en el seu inventari. L'estudiant, per tant, explora el desplegament
en el pla de figures tridimensionals. Funciona amb Windows 10 i el professor pot
editar les missions en arxiu local pero no hi ha persistencia remota ni assignacio.

* Ampliacié de Geopieces [9]. En aquesta extensi6é del joc original es busca que
l'usuari, mitjangant un inventari de solids tridimensionals basics, aconsegueixi cons-
truir una estructura determinada que es mostra en un minimapa. Funciona amb
Windows 10, MacOS i Linux, i el professor disposa d'un servidor per dissenyar les
missions, perd no es troba del tot vinculat amb el joc.

* WisWeb applets [10]. Conjunt d’aplicatius destinats a millorar certs aspectes de la
geometria 2D i 3D, separats per categories o edat de l'usuari. Entre ells destaca
Building with blocks. Funcionen a la web i no hi ha cap tipus de personalitzacié per
alumnes.



® Building with blocks [11]. Aplicacié en linia que permet construir figures a partir
de blocs (cubs) donant com a pistes diverses formes de visualitzaci6 de la figura
objectiu.

¢ Isometric Drawing Tool [12]. Eina digital interactiva que permet construir una figura
amb cubs i quadrats, rotar-los i veure’n les projeccions en tres plans diferents. Es
troba a la web i no permet el guiatge del professor ni assignacié d’objectius als
alumnes.

Es mostra a la Figura 3.1 les imatges de les aplicacions mencionades.

Geopieces: Part 2D - 3D Ampliacié de Geopieces Building with blocks Isometric Drawing Tool

TRIANGUUAR PRISM = s 4 L
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[ocmime -

Figure 3.1: Comparativa dels jocs i applets 3D.

3.2.3 Conclusions

Tot i que aquest projecte es concentra en identificar la geometria tridimensional, el fil
conductor i la base de farmeig que proporciona el joc en 2D [7] i 2D-3D [8] de Geopieces
es troba forca present en els videojocs de 'actualitat i, per tant, és una bona estrategia
de gamificacié del projecte per tal de motivar els alumnes. Tot i aixi, es considera més
dinamic i participatiu un estil de joc a 1’aula on el professor sigui una peca fonamental.
Aquest aspecte seria I'equivalent al "Mode classe” que no es va arribar a implementar en
els treballs originals, o el segon objectiu de 'ampliacié realitzada 'any segtient d’aquest
mateix projecte.

En quant a aquesta ampliaci6 [9], ja es treballa en la representacié tridimensional i
s’observa una gran varietat de possibilitats de millorar la distribucié espacial per part de
I’alumne, ja que tenir una estructura de referéncia i provar de reconstruir-la és un exercici
fonamental que permet treballar aquesta percepcié. Per a realitzar les comprovacions
necessaries i guiar al jugador, aquest projecte fa tis dels grafs i els isomorfismes entre
ells, aprofundint doncs en un problema considerat NP complet. Tot i aixi, es pot aprofitar
aquesta direcci6 i realitzar el guiatge a través d’altres formes de visualitzacié que no siguin
partint de la replica exacta.

Finalment, cal ressaltar les motivacions didactiques dels aplicatius i eines com WisWeb
[10] o Isometric Drawing Tool [12], les quals realitzen un molt bon treball didactic per a
potenciar la coordinacié 3D de 1'usuari, perd no tenen gaire component d’adaptabilitat
segons l'alumne.



Tenint en compte tot aixo i establint una relacié6 amb la idea mencionada a la secci6é
anterior, s’exposa a continuacié la proposta de disseny del videojoc 3D desenvolupat en
aquest treball.

3.3 Game design

Després de treballar sobre els requisits inicials del joc, haver tingut en compte els objectius
d’aprenentatge i fer una exploraci6 dels projectes anteriors, en aquest apartat es presenten
el storyboard i el model de domini proposats de 1'aplicacié.

Tot i que el videojoc es recolza en els treballs previs sobre Geopieces, aquest projecte esta
realitzat desde zero amb especificacions forca diferents, dotat d’un enfoc més arcade i sense
seguir un fil de campanya en concret. Es fa s, pero, de l'estrategia de farmeig habitual en
molts videojocs, amb la qual es busca I'obtencié d’uns determinats items necessaris per a
realitzar una tasca concreta.

La missié maxima és que 1’alumne aconsegueixi superar els reptes de construccié 3D
que ha dissenyat el professor de manera personalitzada per a ell o per a un grup determi-
nat. Per tal d"assolir-ho, l'estudiant ha de recollir primer el nombre de peces que formen la
construccid, tot resolent durant el procés qiiestions relacionades amb geometria de 'espai
basades en les propietats que ha decidit el professor al moment d’editar la tasca.

3.3.1 Storyboard

Comengant per les pantalles de Register i Log In (Figura 3.2), 'usuari es registra i
s’autentica amb un correu electronic, un nom d’usuari i una contrassenya. Finalment,
pot escollir si el compte és o player o bé designer.

Tvoe email...
I Tvoe password... " Type password

Designer

Login
Login

Figure 3.2: Pantalles de registre i login.

En el cas de ser un professor, el que es mostra és la llista de missions dissenyades per
ell i un bot6 amb possibilitat de crear-ne una de nova. Ho podem veure a la figura 3.3.
En aquest mateix ment, es pot observar les estadistiques de cada alumne a cada missié
dissenyada, és a dir, el percentatge de figures obtingudes per cada jugador.
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Figure 3.3: Cami del professor.

L’editor 3D consisteix en una eina per construir, mitjancant poliedres units cara a cara,
una figura més complexa. El professor disposa d'un minimapa per tenir un punt de
vista global de la figura que esta construint, aixi com un boté per re-ubicar la camera. El
nombre d’objectes disponibles per afegir queda en tot moment indicat.

La pantalla de Crear missi6 (Figura 3.4) permet assignar la construccio realitzada pre-
viament a un alumne o a un grup d’ells, tot seleccionant, per a cadascun individualment,
les caracteristiques geometriques que el designer cregui convenient. Aquestes venen se-
parades en blocs i en tot moment es mostra el player que s’esta assignant per a facilitar

I'experiencia d’usuari.
3 Commasiity ) Fingularity .

Main characteris

PeeEs CIEdpes I Vartions

Check your list of players

Figure 3.4: Creaci6 de la missio.
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Passem al cas que l'usuari sigui un alumne (Figura 3.5). La primera pantalla és la
llista de missions que té assignades i han estat creades pels designers/professors. Es pot
observar el percentatge que indica el progrés de cada missi6 i I'inventari de figures que
porta a cadascuna. Si es selecciona una missi6, es va a la tria de minijoc.

Per a fer-ho més dinamic i entretingut, es distingeixen almenys tres minijocs on
I'alumne pot aconseguir les peces necessaries, exercitant a la vegada les capacitats ex-
posades a 3.1.1. En un primer, I'usuari treballara la seva capacitat d’identificacié de difer-
ents solids gracies a discriminar-los segons les caracteristiques associades que ha designat
el professor. En el segon i tercer, I'estudiant haura de fer tis dels seus coneixements per a
obtenir una recompensa, tot contestant preguntes relacionades amb les nocions geometri-
ques que se li han designat de manera personal. Per tal d’adaptar-se als controls d’aquests
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Figure 3.5: Cami de I'alumne.

dos minijocs, el jugador haura de familiaritzar-se amb les rotacions de la camera, entrenant
aixi la seva orientaci6 en l’espai.

A la figura 3.6 es mostren els minijocs a jugar.

En el primer, GeoCollect (Figura 3.6 (a)), el player ha d’intentar recollir cinc figures
seguides que tinguin la propietat geometrica de l'esquerra. Aquests objectes van caient
des de dalt de la pantalla marcant una ombra a la paret. Si obté un solid amb la propietat
del mig pot seguir amb la ratxa, perd en cas que s’impacti amb una figura categoritzada
amb la propietat de la dreta, es perd la partida. Un cop aconseguida la ratxa, es pot
obtenir la figura objectiu per a la construccié final.

En el cas de GeoTutami (Figura 3.6 (b)), el jugador pren possessié d'una esfera i ha
d’intentar eliminar les enemigues sense caure ell del tatami, fet que provocaria la derrota
automaticament. L'alumne ha d’orientar el seu moviment a través de rotar la camera.
El minijoc esta separat per nivells on, eventualment, apareix una figura associada a la
construccié. Un cop recollida no tornara a apareixer en aquest nivell i sera necessari
avan¢ar més en el minijoc. Per tal d’aturar el moviment dels enemics es disposa a cada
nivell d'un bonus que activa una pregunta tipus test relacionada amb una tematica de
geometria 3D que ha designat el professor al crear la missié. Només en el cas que s’encerti
la pregunta, s’activa la bonificacio.

El darrer minijoc, GeoFootball (Figura 3.6 (c)), té el mateix fonament que l'anterior
pero de caire futbolistic. L'objectiu és fer entrar les pilotes enemigues a la seva propia
porteria i evitar que entrin a la del jugador. En el cas que es produeixi Gols en contra —
Gols a favor = 5, es perd la partida. Els bonus, les preguntes geometriques associades i la
obtencié de figures segueixen la mateixa linia que a GeoTatami.

Aquests dos minijocs estan adaptats dels que s’han desenvolupat al curs de Unity 3D,
Junior Programmer Pathway, de la plataforma Unity Learn [13], durant el juliol, agost i
setembre previs a I'inici curricular del TFG.

Finalment, quan el player completa l'inventari associat a una missi6, es pot dirigir a
GeoSudoku (Figura 3.6 (d)) on l'objectiu de cada estudiant que hi arribi és reconstruir la
figura exacta que ha dissenyat el professor en un inici. Es proporcionen com a indicadors
tres graelles corresponents a les projeccions de la figura en els plans XY, ZY i XZ, on a



cada posicié hi apareix el nombre de cubs amb les mateixes coordenades. Per a facilitar
el guiatge de 1’alumnat, s’adjunten també a la GUI unes altres 3 graelles associades a la
figura que esta realitzant el propi estudiant. D’aquesta manera, es pot observar en temps
real a on esta posant les figures, el nombre que porta d’elles a cada direccié i si va 0 no en
bon cami. Quan l'usuari cregui convenient, pot verificar si és correcte el muntatge que ha
fet.

(a) GeoCollect (d) GeoSudoku

(¥ @vminyy et itenie ) ol
=)

(b) GeoTatamni (c) GeoFootball

Figure 3.6: Esquema dels minijocs.

3.3.2 Model de domini

Un cop plantejat el storyboard anterior, es pot desembocar en el disseny del model de
domini associat al projecte. S’observa a la Figura 3.7.

Es mostren els dos tipus d’usuari, alumne i professor, on aquest darrer dissenya varies
construccions que generen una missi6 per a un o diversos alumnes. En quant a aquestes,
disposen d'un estat de completacié i d’un inventari associat a cada alumne, i es destaquen
els tres minijocs que s’han exposat en I'apartat anterior. S'observa també els desafiaments
que disposen d'una propietat geometrica, la qual caracteritza un conjunt de figures. A-
questa relacié suposa un problema a tractar ja que les caracteristiques escollides pel pro-
fessor poden contradir-se en el joc de GeoCollect, i es planteja una solucié als Algorismes
415 de la secci6 4.4.
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Figure 3.7: Model de domini.



Capitol 4

Disseny i desenvolupament del
software

En aquest capitol es detallen les explicacions associades a la part de desenvolupament del
projecte, argumentant en primer lloc el perque s’ha triat una eina i no una altra, exposant
també I'arquitectura de codi utilitzada i com s’ha adaptat a la tecnologia emprada i, final-
ment, mostrant els algorismes més rellevants del videojoc i com han implicat la necessitat
d’explorar els conceptes formalitzats al capitol 2.

4.1 Tecnologia i arquitectura del sistema

El més primordial quan es vol comengar a desenvolupar un videojoc és escollir el motor
grafic. En un inici, es poden contemplar diverses opcions viables per a realitzar-lo, entre
les moltes existents:

* Unity 3D [18]: motor de videojocs desenvolupat per Unity Technologies, multi-
plataforma (videoconsoles, PC, Mac, Linux, Android, iOS) i es programa en C#.
® Unreal Engine 4 [19]: motor de videojocs desenvolupat per Epic Games, multi-

plataforma i es programa en C++.

Fora dels motors grafics habituals, també seria possible produir un videojoc mitjancant
un IDE com ara:

* Android Studio [20]: entorn de desenvolupament integrat (IDE) oficial d’Android,
desenvolupat per Google. Es programa en Java o Kotlin.

* XCode [21]: entorn de desenvolupament integrat (IDE) oficial de MacOS, desenvolu-
pat per Apple, i destinada a desenvolupar software per a MacOS o iOS. Es programa
en Swift o Objective-C.

36



En qualsevol cas, aquestes darreres opcions queden rapidament descartades ja que
I'objectiu fonamental és desenvolupar un videojoc 3D, cosa per la qual no estan prepa-
rades, i poder executar-lo en un ordinador o portatil a 'aula de classe (com a cas ex-
cepcional, en una tauleta amb Android). Per tant, I'eleccié queda fitada dins els motors
grafics anteriors, i s’ha escollit Unity 3D degut a la seva suau corba d’aprenentatge, la
flexibilitat per desenvolupar a qualsevol plataforma, I'abundant documentaci6 oficial i no
oficial en forums de la comunitat.

Veient les dificultats per vincular el servidor de Fracsland [14] als treballs originals
de Geopieces aixi com a la seva ampliacié, era un objectiu fonamental del projecte tenir
un backend i un servidor senzills, adaptables i funcionals, donant aixi la possibilitat de
satisfer la comunicaci6é entre professor i alumnat de manera rapida. D’aquesta manera
s’ha permes fer més emfasi en el propi desenvolupament del videojoc i mantenir totes
les dades persistents en remot. S’ha escollit Firebase, una plataforma per al desenvolupa-
ment d’aplicacions web i aplicacions mobils desenvolupada per Google, amb possibilitat
d’integrar-se amb el motor grafic de Unity.

4.1.1 Firebase Realtime Database

Firebase [22] és una base de dades de tipus NoSQL allotjada al ntivol, sincronitzada amb
tots els clients en temps real i amb persisténcia de dades sense connexié guardades en
format JSON, és a dir, parelles <key>:<value> on la clau és una cadena de caracters i els
valors poden ser dels tipus descrits a més endavant. A part, s’hi pot associar la Firebase
Authentication de manera que només els usuaris autenticats tinguin la possibilitat de llegir
i/o escriure.

En el projecte s’ha fet servir aquesta eina degut a la seva facil i rapida integracié
per a realitzar la lectura i escriptura de dades entre professor i alumnes, i durant les
segtlients seccions es faran explicites aquestes operacions de comunicacié sempre que sigui
necessari. Cal mencionar, pero, que els tnics tipus de dades possibles per guardar en els
valors dels arbres JSON a la Firebase son els segiients [16]: string, long, double, bool,
Dictionary <string, Object>, List <Object>.

Per tant, en cert moment s’han d’adaptar les dades de 'aplicacié a algun d’aquests
formats per poder serialitzar-les correctament.

4.1.2 Arquitectura per components de Unity

Qualsevol escena en un projecte en Unity [18] esta formada per uns elements anomenats
GameObjects. Aquests objectes, que poden ser de tipus GUI, 2D o 3D, s6n les peces fona-
mentals dels projectes i estan formats per diverses caracteristiques que els diferencia uns
dels altres (Components). Es pot observar un exemple a la Figura 4.1. Aquestes compo-
nents son variades: desde la posici6 i l'escala (Transform), fins a la capsa que els recobreix
(Collider), passant per la component que determina la fisica de 'objecte (Rigidbody) o el
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Figure 4.1: Components d"un GameObject.

text associat en cas que sigui un objecte de la GUI (Text Mesh). De totes maneres, I’element
més important que els permet "funcionar" és el conjunt de scripts que tinguin adherits.

Els scripts de Unity son els arxius de codi en C# encarregats de modelar, mitjangant els
metodes heretats de la classe base MonoBehaviour, el comportament d’un GameObject. No
obstant aixo, el llenguatge de programacié C# és orientat a objectes i, per tant, és possible
aplicar patrons de disseny i arquitectures de software.

4.2 Proposta de disseny de software

En aquest projecte es proposa l'arquitectura de disseny MVC (Model - View - Controller),
treballada sovint al llarg de moltes assignatures de desenvolupament de programari.
Es tracta d'un patré que permet categoritzar els objectes segons la seva funcionalitat
a l'aplicacié: per una banda, els que s’encarreguen de treballar sobre la vista del pro-
grama (V), per una altra, el model, designat a representar dades (M) i, finalment, els que
estableixen la comunicaci6 entre els altres dos amb el controlador (C). Aixi doncs, per
adaptar-se al sistema de scripts de Unity, s’ha implementat el MVC de la segiient manera:

* View. Carpeta del projecte que conté totes les escenes del videojoc (GUI + 3D).
Aquestes, al seu torn, contenen tots els scripts derivats de MonoBehaviour que per-
meten el correcte funcionament dels GameObjects (camera, personatges, enemics...).
Sén els fragments del codi que allotgen els algorismes destinats a moviments i rota-
cions, aixi com els encarregats de demanar als controllers les dades necessaries per
tal d’actualitzar la GUL

® Model. Representa els objectes i classes serialitzables del projecte. Modelen la in-
formaci6 associada als usuaris, aixi com les caracteristiques de les missions i de les



construccions dissenyades. Es comuniquen amb la Firebase mitjancant els controllers,
modificant aixi les seves dades. No hereten de la classe MonoBehaviour.

* Controller. Son els encarregats de llegir/escriure les dades de la Firebase, traduir-
les en els objectes convenients del Model i traslladar la informaci6 a les classes de
la View. A més, gestionen la creaci6 i autenticacié d’usuaris, aixi com 1’assignaci6 i
actualitzaci6é de missions a cadascun i la persisténcia del joc. Al igual que el Model,
aquests scripts no hereten de MonoBehaviour.

A la Figura 4.2 s’observa el diagrama d’aquesta arquitectura, indicant en color verd el
paquet de la view, en color lila el controller, en color gris el model i en color blau la Firebase.

Escena 1 4—|_' Seript1 [» Controller 1 Data1

Escena2 —>  Controller2 Data2
Firebase Authentication

Soript My

Serpt 1

EscenaN <—|—> |—~> Controller N DataN

Soript My

Figure 4.2: Diagrama de l’arquitectura MVC aplicada al projecte.

4.2.1 Estructura del model de dades

Tenint en compte la proposta de disseny del capitol anterior, s’ha decidit per la segiient
estructura de classes relacionades amb les dades de 1’aplicacié.

* User. Classe abstracta que representa els usuaris de l'aplicacié. Disposa d’un nom
d’usuari i una contrassenya (strings) com a atributs i deriva en les segiients classes:

— Designer | Player. Classes que representen els professors i alumnes respec-
tivament, i afegeixen la llista de missions dissenyades o la llista de missions
assignades com a atribut (MissionDesigner i MissionPlayer). Implementen els
metodes d’escriptura a la base de dades declarats a la superclasse i tenen una
sobrecarrega al constructor segons si s’instancien de nou o com a resultat de la
lectura de dades de la Firebase. Aix0 es veura més endavant.

* MissionDesigner. Classe que representa les dades de la missi6 que ha generat un
Designer. Disposa dels segiients atributs: nom de la missi6 i professor que la ha
dissenyat (strings), nombre de figures que té la construccié (integer) i la llista de
posicions d’aquesta (llista de Vector3), i un Dictionary dels players assignats amb clau
un string del nom i que té com a valor la MissionPlayer associada a cada jugador.



® MissionPlayer. Caracteritza les dades de la missi6 assignada a un player, tenint
com a atributs els mateixos que la MissionDesigner a excepcié del diccionari, pero
afegint a més la llista de caracteristiques associades a 1’alumne (strings), I'inventari
de figures (integer) i un objecte de tipus Tatami i Football.

Els dos tipus de missions també implementen metodes de lectura/escriptura a la base
de dades i tenen una sobrecarrega al constructor per a instanciar objectes a partir de la
lectura de la Firebase.

® Minigame. Classe que representa les dades associades als minijocs de Tatami i de
Football, és a dir, un Dictionary <int, bool> que representa a quins nivells o onades
d’enemics s’ha obtingut una figura necessaria per a la construcci6 final.

— Tatami | Football. Classes que hereten de Minigame i omplen l'atribut que s’ha
mencionat de la superclasse. Hi ha també una sobrecarrega al constructor per a
la instanciaci6 a partir de lectura de la base de dades i s'implementen metodes
d’escriptura en aquesta.

4.3 Comunicacié amb Realtime Database

A continuaci6 es detalla la serialitzacié d’aquestes dades i els processos de lectura i es-
criptura a la Realtime Database, tot involucrant els controllers necessaris i els scripts de la
vista que ho requereixin.

4.3.1 Serialitzaci6 de les dades

Les dades del videojoc estan representades amb objectes, on molts dels atributs no res-
pecten els tipus designats a la secci6 4.1.1. Per tant, és necessari tenir una estructura de
serialitzaci6 de les classes esmentades a l'apartat 4.2.1, de tal manera que sigui possible la
seva persisténcia com a arbre JSON a la base de dades en remot.

La idea és que es serialitzi inicament els objectes de tipus User, tant els dissenyadors
com els jugadors, ja que aquests tenen la resta de classes del model referenciades en els
atributs. Si s’observa la classe MissionPlayer, es veu que els objectes de tipus Tatami i
Football no compleixen amb els requisits de serialitzacié definits a la secci6 4.1.1, ja que la
seva classe base, Minigame, disposa d"un Dictionary <int, bool> no valid per 'arbre JSON.

S’han creat noves classes, SaveData, associades a cadascuna de les dades mencionades
anteriorment, permetent aixi la persistencia dels atributs no valids pel format JSON.

1. Es reformulen els parells <int, bool> en una nova classe SaveDataFigurelnWave que té
com a atributs el nombre associat al nivell i el boolea de si ha obtingut la figura o
no.



. S’assigna una llista de SaveDataFigurelnWave en les classes dels minijocs per subs-
tituir el Dictionary <int, bool> no valid. Per tant, en el moment de serialitzar un
Minigame es crea un objecte de tipus SaveDataMinigame que omple la llista a partir
dels parells del diccionari.

. La MissionPlayer té associada una SaveDataMissionPlayer on els atributs Tatami i Foot-
ball queden substituits per dos de tipus SaveDataMinigame.

. De manera similar, una MissionDesigner es vincula amb la nova classe SaveDataMis-
sionDesigner que reemplaca el Dictionary <string, MissionPlayer> per List <Save-
DataMissionPlayer>.

. Finalment, es generen els objectes SaveDataDesigner i SaveDataPlayer, els quals tenen
una llista de SaveDataMissionDesigner i de SaveDataMissionPlayer respectivament.

4.3.2 Esquema de SaveData i arbre JSON

Les classes de tipus SaveData i atributs d’aquesta queden guardats en parelles de tipus
<key>:<value>, amb el nom de la variable i el seu valor respectivament. Tenint en compte
les estructures exposades a les seccions 4.2.1 i a 4.3.1, es mostra a les Figures 4.3, 441 4.5

un exemple de Player serialitzat en 1’arbre JSON.

6Ghz16HAT7MmLIiznbvXouDf9hD3
account: "Player”
email: "o@o.com"
=) listOfMissions
8-0
=1
@- characteristics
@ cubePositions
designerOfMission: “a@a.com”
Q- footballGame
inventory: 7
missionName: "2822-01-18T28:41:33"
numberOfFigures: 7
playerName: "Oriol"

- tatamiGame

- usemame: '0riol

Figure 4.3: Player [SON.

). characteristics
0: “Convexity"
------- 2: "Faces’
4: "vertices
6: "Faces per vertex
10: "Duality"
cubePositions
-0

z: 8.5

Figure 4.4: Dades de missi6.

4.3.3 Processos de comunicaci6

Quan es vol llegir/escriure dades de la Firebase s’ha de solucionar un problema de sin-
cronia: els metodes associats a la recuperacié de dades o a l'autenticacié sén tasques
asincrones i sovint és necessari esperar a que finalitzin per continuar amb el flux general
d’execuci6. Per tant, cal afegir a la capgalera dels metodes asincrons l'etiqueta async i
indicar que l'objecte de retorn és de tipus Tusk<>. En la crida d’aquests metodes s’ha
d’afegir 'operador await, el qual permet esperar a que la tasca finalitzi i poder usar aix{ el

seu resultat.

5 footballGame
5. isFigureCollectedinWave
L isCollected: false

------- waveNumber: 3

------- isCollected: false

------ waveNumber: 2

Figure 4.5: Football



Seguidament es mostren els procediments que involucren la persistencia de dades:
autenticaci6, assignacié de missions i persistencia de les dades del joc.

Autenticacié d’usuari

Per a gestionar 1'autenticacié dels usuaris s’ha aplicat el patr6é Singleton al controlador
AuthController, amb crides provinents tant del RegisterScript com del LoginScript del paquet
de la vista, que estan associats a les pantalles de registre i de Log In.

Per a registrar i logejar un nou usuari cal passar per dos metodes de la Firebase Authen-
tication: CreateUserWithEmail AndPassword Async(email, password) i SignlnWithEmail AndPass-
wordAsync(email, password) respectivament. Aquests metodes, perdo, només s’encarreguen
de registrar o autenticar un correu electronic amb contrassenya per evitar duplicats
d’usuaris, tot proporcionant un identificador aleatori format per nombres i lletres. Cal
dir que en cap moment s’estan escrivint a I'arbre JSON les dades de 1'usuari.

Per a registrar un nou usuari a la Realtime Database cal fer una crida d’escriptura i se-
rialitzar en format JSON. Per tant, després de fer el registre i I'inici de sessi6 a la Firebase
Authentication, el AuthController instancia un User i fa cridar el metode abstracte Write-
NewUserToDB() implementat a les classes filles, el qual crea un objecte SaveDataDesigner
o SaveDataPlayer segons el tipus. S'hi aplica la funcié ToJson(Object) convertint els noms
dels atributs i els seus valors en parelles <key>:<value> per després fer l'escriptura amb el
metode SetRaw]sonValueAsync(string json), que queda guardat com a valor dins una fulla
de I'arbre JSON que té com a clau I'identificador de 1'usuari autenticat.

Per a iniciar sessié amb un usuari escrit a la Realtime Database, cal deserialitzar les dades
de tipus JSON a SaveDataDesigner o SaveDataPlayer i assignar-les a una instancia que hereti
del tipus User. Després del Sign In explicat abans, s’obté 'identificador de l'usuari actual
de la Firebase Authentication i es demana a l’arbre el valor associat a aquesta clau amb
la funcié asincrona GetValueAsync() i les dades en format JSON amb GetRaw]sonValue().
Aleshores, es crida al constructor alternatiu de Player o Designer que té com a parametre
un objecte de tipus SaveDataPlayer o SaveDataDesigner, i s’assignen aquestes noves dades
a l'atribut currentUser de tipus User del AuthController, tenint a disposici6 en totes les
escenes les dades de 1'usuari actual. Tot aquest procediment es pot veure a la figura 4.6.

Assignaci6é de missions

En el cas que un Designer/professor vulgui assignar la missié6 que ha construit, I'script
NewMissionManager de I'escena de I'Editor 3D es posa en contacte amb el MissionController.
Li passa el nom de la missio, el currentUser, la llista de posicions de la construcci6 i
un diccionari amb el nom d’usuari de cada player i la llista de caracteristiques que se
li han adjudicat. El controlador fa una instancia de MissionDesigner i un diccionari de
MissionPlayer amb cada alumne com a clau, i ho delega en el UserController.

Com l'usuari actual és el dissenyador, aquest controlador li pot afegir la nova missié
directament a la llista. El currentUser fa novament el procés d’escriptura de l'usuari a



( AuthControlier w (

RegisterScript Firebase Authentication ‘W
RegisterNewUser()
+Username: string LeginUser() CreateUserWithEmailAndPasswordAsync()
+Email: string *| CreateNewUser() SigninwithEmailAndPasswordAsyne()
+Password: string SetCurrentUser()
+AccountType: siring +CurrentUserlD: siring
Ccurrenluser‘ User

A w

WriteNewUserToDB() .
+Email: string N Realtime Database
+Password: string +Email: string +Email: string )
+Password: string _

SetRawJsonValueAsync()
GetRawdJsonValue()
GetValueAsync()

r User SaveDataPla ysr/Dsngneq "

Figure 4.6: Diagrama de classes relacionades amb el procés d’autenticaci6é. A cada classe
només es mostren aquells metodes essencials en el procés.

la Realtime Database a la fulla amb clau l'identificador actual, que és sempre accessible
després de I'autenticacio.

En canvi, per assignar als estudiants els objectes de tipus MissionPlayer, el UserCon-
troller ha de fer la lectura asincrona a la base de dades de tots els usuaris que siguin de
tipus Player amb els seus identificadors i, per cadascun d’aquests, afegir la missi6 a la
llista i fer el procés d’escriptura d’usuari usant aquests id’s. Es pot veure a la Figura 4.7.

MissionPlayer

+MissionName: string

NewMissionManager +Designer: string
MissionController +Posilions: List<Vestor3>
+MissionName: string +CI Listestring>
+Auth.CurrentUser: User CreatMissionDesigner()
+Positions: List<Vector3> CreateMissionPlayer() ‘MisolonDesl
+Players: Di , Li lissionDesigner
“+MissionName: string
+Designer: string
+Pasitions: List<Vectors>
+Players: Dictionary<string, MissionPlayers
Player
UserController UpdateUserToDBY(} ( SaveDataPlayer/Designer W
+Missions: ListeMissionPlayers +Email string
AddNewMissionDesigner Missions: ListcSaveD, Desigrers
( Designer
UpdateUserToDB() /
“+Missions: List<MissionDesigner> " Realtime Database <.

Figure 4.7: Diagrama de classes relacionades amb l’assignaci6é de missions. A cada classe
només es mostren aquells metodes essencials en el procés.

Persisténcia del joc

Un cop els jugadors recullen figures als Minigame, ja sigui de manera continuada en el
GeoCollect o bé seguint el diccionari d’onades a GeoTatami / GeoFootball, on les preguntes de
tematica geometrica s’han llegit de manera asincrona, cal actualitzar aquesta informacié

tant a nivell de Player com a nivell de Designer. En aquest cas, pero, l'usuari actual és un/a
estudiant.



En la selecci6é de missi6, el MissionListPlayerScript de la vista fa una crida a Mission-
ListController (on s’ha aplicat també el patré Singleton) per a fer una lectura del llistat de
missions i mostrar-les. Un cop seleccionada, aquesta s’assigna com a valor de l'atribut cur-
rentMissionPlayer del controlador. Quan es recullen figures en els minijocs, s’actualitzen
les dades de I'inventari i del diccionari d’onades accedint a aquesta variable i, finalment,
se’n fa la serialitzacié. Primer, es copia aquesta missi6 actual a l'associada a la llista del
currentUser que encara roman amb les dades antigues, i es torna a fer una escriptura de
l'usuari a la base de dades.

Pero es necessita l'identificador de 1'usuari dissenyador per a actualitzar-ne les dades.
Es delega en UserController la lectura asincrona del Designer i 'id, a partir de l'atribut
email del professor de la currentMissionPlayer. A continuacid, el controlador fa una crida
a UpdateMission(player, currentMission, designerID) de la classe Designer, actualitzant aixi
el diccionari de MissionPlayer amb 1'usuari actual i la currentMissionPlayer. Finalment, es
fa el procés d’escriptura a la base de dades ajudant-se de l'identificador obtingut abans.
S’observa a la Figura 4.8.

MissionListController w ( Player W
MissionListPlayerScript GetAllMissionPlayer()
aveC i

MissionPlayer

+Inventory: int
+TatamiGame: Minigame
+FootballGame: Minigame

GetAlMissionPlayer()
UpdateMission()

layer(
FillMissions() UpdateMissionPlayer()

+Missions: List<MissionPlayer>
+CurrentMission: MissionPlayer

;
T o B N ey

tnc reaselnventory() J U\c reaselnventory() J

SaveDataPiayer/Designer W “_ Realtime Database <
L+M\ssions‘ List<SaveDataMissionPlayer/Designers - e

UpdateMission()
+Missions: List<MissionDesigner> —

t

UserControlier

GetDesignerByEmail()
ReplaceDesignerMission()

Figure 4.8: Diagrama de classes relacionades amb la persistencia del joc. A cada classe
només es mostren aquells metodes essencials en el procés.

4.4 Principals algorismes dels escenaris

Es mostren a continuacié els algorismes més rellevants a cada escena principal del joc:
I’Editor i el Constructor 3D, i els minijocs de Collect, Tatami i Football. S’exposen els com-
portaments de la camera en els diversos escenaris, la creacié de la matriu associada a les
graelles en el Sudoku 3D i, finalment, la tria de desafiaments.

4.4.1 Edicié i construccié 3D

La primera dificultat que s’ha trobat en el moment de realitzar una construccié 3D, ja sigui
al dissenyar-la o al replicar-la, és saber gestionar la rotacié de la camera i posicionar-la a
cada frame quan s’afegeixen figures noves. Per tant, la soluci6 passa per aplicar el concepte
d’interpolaci6 explicat a l'apartat 2.5.4, tot usant dades de la capsa minima contenidora
que engloba la construccié. Es tenen els segtients parametres:



® Pus, Prox, Vip, Pvrp € R® s6n la posici6é de la camera, el punt més proxim de la
capsa minima, el vector VUP i el punt d’observaci6 de la camera, respectivament,

* ILion € [—1,1] Vinput de la rodeta del ratoli de 1'usuari,
* R,ps € H la rotacié actual de 1'observador, detallada a la secci6 2.5.1,

* t, 7, dyin, Amax € R4 el temps entre I'anterior frame i 'actual (deltaTime), la distancia
entre figures, i una cota inferior i superior de distancia de posicionament amb la
construcci6, respectivament.

A cada frame, doncs, s’empra 1’Algorisme 1 per a posicionar la camera i suavitzar-ne
la rotacié.

Algorithm 1: Recalcul de posicié6 i rotacié: Editor/Constructor 3D

Data: pol?sr pl?ox/ VUP/ PVRP S RS/ Robs € H/ Iscrull € [71/ 1]/ t,r, dmim dmax € ]R+
Result: void
d < Hpobs - PboXH;
VpN < PyrpPops;
Riarger < Quaternion.LookRotation(—Vpy, Vup);
Rops < Quaternion.Slerp(Rops, Riarget, t);
if Lo > 0and d > d,y,, then
‘ Pops < Pops — rVpN;
else if Lo < 0and d < dy,a, then
‘ Pops = Povs +1VpN;

S’observa de l'algorisme que la rodeta del ratoli gestiona el zoom de 1'observador dins
dels limits d,,,;, i dyax, amb salts de distancia .

Es veu també l'aplicacié de la interpolaci6 esférica entre el quaternié que representa
la rotaci6 actual i la rotacié objectiu, la qual té la direccié de visi6 cap al centre de la
capsa minima i esta generada gracies a la funcié LookRotation(), i ve donada per la funcié
ja implementada Slerp explicada a la secci6 2.5.4. Ambdés metodes es troben a la llibreria
Quaternion [15].

Un cop construida la figura geometrica, queden determinades les posicions de cada
pega i es poden agrupar en el conjunt V C IR3. Aleshores, per a comprovar la validesa de
la construccid, es genera el graf G explicat a la seccié 2.2.1 considerant d = 0.5, que és la
distancia on es situen els cubs entre ells dos a dos i, mitjangant els algorismes exposats en
l'apartat mencionat, es verifica la connexi6é o no del graf.

En el projecte actual, les construccions estan formades per cubs situats a distancia 0.5
en coordenades globals de mén. Per tant, en qualsevol eix es pot comptar el nombre de
solids platonics que hi ha usant Z(maxpositim — minmsition) + 1. Seguint aquesta idea, en
I'escenari del Constructor 3D de I'alumne, es planteja un algorisme per generar les matrius
de projecci6 (XY, ZY, XZ) de mateix tamany totes elles. A 1’Algorisme 2 es veu el cas per
a projectar la construccié en la matriu associada al pla XY, tot indicant a cada posici6 el
nombre de figures que hi ha a cada parell de coordenades (x, y):



Algorithm 2: Matriu de projeccié XY: Constructor 3D
Data: V
Result: M

D + max ¢ max {Vi.k} — min {V,'.k}};
k=xyz (0<i<#V 0<i<#V

N<«2D+1;
fory < 0 to N do

y : .
my, 5 +Ogg}v{vz.y},

for x + 0to N do
S, +0;
x
2
forv € Vdo

if v.x == my and v.y == m, then

S, «+ S, +1;
end

My +Ogi1ér#‘/{V,~.x};

end
MN—y—l,x — Sz

end

end
return M

Si s’analitza I'algorisme, es pot veure que té complexitat O(n%) ja que es fa un recor-
regut per una matriu n X n, perd comprovant per a cada parell (x, y) el nombre de peces
que hi ha en la construcci6 de dimensi6 n també. De manera analoga es generen les
matrius de projecci6é ZY i XZ.

4.4.2 Tatami i Football

Si s’analitza ara els escenaris dels minijocs com el GeoTatami/GeoFootball, es pot observar
que el comportament de la camera no és el mateix que 1'exposat a I’Algorisme 1. Aix0 és
degut a que ara es busca afegir una angle determinat a la camera ja que és el propi usuari
I'encarregat de controlar-la. En canvi, en I'anterior escena es volia suavitzar la rotacié
automatica de la camera en el moment d’afegir noves figures en la construccié. Per tant,
es tenen els segiients parametres:

* Pplayer € R3 la posici6 del jugador a 'escena,

* Loerticals Tnorizontar € [—1,1] Vinput al clickar WS o AD del teclat, respectivament,

Rops € H la rotacié actual de 1’observador,

t, m € R4 el temps entre 'anterior frame i I'actual (deltaTime), la massa associada a
la component Rigidbody del jugador, respectivament.

I a cada frame s’aplica l'algorisme 3 per a afegir rotaci6 a I'observador.

En aquest cas s’ha aplicat la funcié Rotate() de Unity on l'input horitzontal de 1'usuari
simbolitza I'angle de gir a cada frame, i el vector forward del quaternio R, és la direcci6 de



Algorithm 3: Recalcul de posici6 i rotaci6: Tatami/Football

Data: Ppgyer, Vup € R, Rops € H, Inorizontats lvertical € [-L1], mteRy
Result: void
if Tnorizontal 7é 0 then

Rops ROtﬂt@(VuP/ Iharizonml);

Vpn  —Rgps-forward;
end
if Lertical 7? 0 then

vertical .

U tT Vpn;

Pplayer — Pplayer +0t;
end

visi6 de la camera. Per a modificar la posicié del jugador s’aplica les férmules de mecanica
classica, considerant 1'input vertical com la forca en Newtons que s’aplica al personatge.

4.4.3 Challenges

S’exposa a la Figura 4.9 com estan estructurats els desafiaments relacionats amb les carac-
teristiques geometriques que permet treballar el primer minijoc.

Desafiament 1 —L Selid 1

Propietat geométrica

Desafiament 2

Sbiid M,

Solid 1

Desafiament N —J—b

Solid My

Figure 4.9: Estructura dels desafiaments. Implementats a la classe Challenges del Model i
escollits mitjancant el controlador ChallengesListController.

A més, s’ha considerat necessari esmentar l'algorisme de tria de caracteristiques
valides pel professor a 1'hora de generar la missi6. En el minijoc de GeoCollect es ne-
cessita classificar els objectes que apareixen en pantalla segons tres atributs associats a
tres caracteristiques geometriques diferents. Pot passar facilment que els solids que pos-
seeixen una propietat geometrica estiguin inclosos en el conjunt de solids que en tenen
una altra. Aix0 provocaria una partida no resoluble i es requereix la necessitat de desen-
volupar I’Algorisme 4 per a comprovar si son compatibles les caracteristiques escollides
pel professor. Partint de la base que cal escollir-ne un minim de tres, els parametres
d’entrada son:

* Nattempt € IN el nombre d’intents d’execuci6 de l'algorisme,



* Sprop la llista de caracteristiques escollides pel professor,

® Schallenges €l diccionari de desafiaments relacionats amb propietats geometriques de
les figures.

Algorithm 4: Selecci6 de propietats geometriques

Data: Nutfempt eN, Spmp/ Schallengfs

Result: bool found

found < false;

Sfigures —Q;

while not found and Nstenpr 7 0 do

S <= Sprop-Random(3);

forp e Sdo
€< Schallenges(p)'Random(l);
Sfigures A Sfiglu‘es U {C.figlll’@s};

end

if not TherelsSubset (Sfigures) then

‘ found < true;
end
Nattempt <~ Nattempt -1;

end
return found

D’aquesta manera es limita la ineficiencia que provocaria fer una cerca de totes les
combinacions de tots els desafiaments de totes les caracteristiques disponibles, compro-
vant per a cada cas si hi ha subconjunts de figures inclosos 1'un amb els altres. Es tracta
d’una combinacié sense repeticié que provocaria una complexitat de O(("3")), amb m el
nombre de propietats i n el nombre de desafiaments associats. La crida a TherelsSubset fa
referéncia a 1’Algorisme 5 per a comprovar la no inclusi6é dels conjunts de figures entre

ells.

Algorithm 5: Comparacié de subconjunts de figures

Data: Sfigures

Result: bool subset

subset < false;

for S; € Sfigures do

W+ @;

for S] (S Sfigures —S; do

| W« Wus;

end

if S; C W then
subset < true;
break;

end

end
return subset




Capitol 5

Simulacions 1 resultats

5.1 Resultats

S’han desenvolupat les pantalles de Register i Log In, on 'usuari es registra i s’autentica
amb un correu electronic, un nom d’usuari i una contrassenya de minim 6 caracters. Es
pot veure a la Figura 5.1.

er new email

enter new password RS (i & charactrs)

e

Figure 5.1: Pantalla de registre.

5.1.1 Vista del Designer / professor

S’ha realitzat 'escena que mostra la llista de missions dissenyades pel professor. Ho
podem veure a la Figura 5.2.

Es poden veure també les estadistiques de cada alumne a la Figura 5.3.

Amb l'editor 3D s’ha assolit satisfactoriament l'objectiu principal, perd permetent
només la construccié amb hexaedres regulars. Per afegir o eliminar un cub es fa mit-
jangant click esquerra o dret del ratoli respectivament. Per a girar al voltant de la figura
que es construeix s'utilitzen les tecles WASD, i per fer zoom s’usa la rodeta del ratoli. El
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Mission List

User
Statistics

New construction

207112404 Oriol 100%
2022-01.057200809.

2022-01-10T204133

Figure 5.2: Missions del professor. Figure 5.3: Estadistiques dels usuaris.

professor pot fer Reset si ho troba convenient, o0 bé comprovar que l'estructura que ha
construit és valida i passar a la segiient escena. S’observa a les Figures 5.4 i 5.5 respecti-

vament.

SET CAMERA SET CAMERA

OBJECTS LEFT RESET

SAVE

OBJECTS LEFT RESET

SAVE

Figure 5.4: Construccié valida. Figure 5.5: Construcci6 invalida.

S’ha implementat la pantalla de crear missi6 com havia estat pensada inicialment. Es

mostra aquest menu a la Figura 5.6.

PROPERTIES CREATE

Player chosen:
2. Set individual properties! Oriol

Convexity WRegularity

®Faces ®Edges ®Vertices

WEuler Faces per vertex Vertices perface

BSymmetry WUniformity @Duality

Figure 5.6: Creaci6 de la missi6.

5.1.2 Vista del Player / estudiant

La llista de missions que té assignades un alumne es poden veure a les Figures 5.7 i 5.8,

on si es pressiona la tecla TAB, el jugador pot veure 'inventari de figures que porta.



Mission List

INVENTORY

-" Number of cubes
0

2022.01.057200809.
2022-01.05720:0809.

Mission:  2022-01-05T20:08:09

Status: 0%

Hold TAB to view inventory

Figure 5.7: Missions de 'alumne. Figure 5.8: Inventari.

Start collecting
figures!

GeoCollect

GeoTatami

GeoFootball PLAY

Figure 5.9: Selecci6é de minijoc.

Si se selecciona una missio, es dirigeix cap a la tria de minijoc. Aquesta pantalla és la
mateixa independentment del repte triat anteriorment, pero el farmeig que s’obtingui dins
les 3 opcions anira enllacat amb la construccié que hi té assignada. Es pot observar a la
Figura 5.9.

S’han assolit els requeriments funcionals de GeoCollect, on el player ha d’intentar recollir
les figures amb el cami, tenint en compte la perspectiva i controlant amb les tecles WASD.
Es pot veure a la Figura 5.10.

Scorestreak +1 Scorestreak +0
Pick all figures that have 12 vertices Pickallfigures that have 8 faces.
Figures feed

e ] =
- - e
SCORESTREAK SCORESTREAK
80 [ . | 8 [ oo |
’ .

Figure 5.10: GeoCollect. Figure 5.11: Indicador de figura daurada.

Hold TAB to view
- challenges

‘o,
s 0

Figures feed

L’alumne pot veure en tot moment a 1’'esquerra de la pantalla la llista de figures que
va recollint fins esperar a que caigui el cub daurat, tal i com s’observa a la Figura 5.11.

En el cas de GeoTatami els controls sén novament amb les tecles WASD, pero en aquest
cas les tecles A i D estan destinades a rotar la camera i amb W, S es mou endavant i
endarrere en una sola direccié. Es veu a la Figura 5.12.



PLAYER PLAYER

How many faces does a cube
have?

Figure 5.12: GeoTatami. Figure 5.13: Pregunta test de geometria.

S’ha aconseguit també la lectura correcta de les qiiestions geometriques a partir del
bonus ressaltat de color lila (vegeu la Figura 5.13). A GeoFootball els controls sén els
mateixos i en tot moment 1'usuari pot veure el marcador a dalt a I'esquerra (vegeu la
Figura 5.14).

SCOREBOARD
s
I o
- - =

PLAYER &

OBJECTS LEFT : |' RESET

CHECK EXIT

Figure 5.14: GeoFootball. Figure 5.15: GUI de construcci6 de I'alumne.

En completar l'inventari associat a una missi6, en comptes d’apareixer un percentatge
al costat d’aquesta a la pantalla de Player Mission List (Figura 5.7), apareix un boté daurat
que condueix al Sudoku 3D. Aquest s’ha implementat segons l'esperat, mostrant les tres
graelles objectiu i les tres graelles de guiatge per I'alumne. Vegeu la figura 5.15.

5.2 Test de competéncies

S’ha provat el videojoc amb un noi de 4t de la ESO per tal de comprovar la millora que
s’assoleix en els conceptes de la geometria i en la percepci6 espacial de 1'estudiant. El test
i els resultats es poden veure a I’Apendix B.

Consisteix en dos apartats: el reconeixement i la construcci6 de figures. En el primer,
es demana que s’'ompli la Taula 2.1 amb les caracteristiques exposades a 2.1.1. Després, es
realitzen 5 partides a GeoCollect i es torna a fer el mateix test. En el segon, es planteja a
I'estudiant que intenti construir 2 vegades una figura usant el GeoSudoku.



Capitol 6
Conclusions 1 treball futur

El projecte tenia inicialment dos objectius ben clars: la creacié6 d'un videojoc en 3D que
serveixi com a eina en I'aprenentatge de la geometria tridimensional a Secundaria, i que el
professorat sigui capag de personalitzar aquesta experiéncia de joc segons les necessitats
de cada alumne, tot visualitzant el progrés de cadascun.

En el primer cas, s’ha assolit satisfactoriament 1’objectiu: s’han implementat 3 minijocs
que permeten solucionar reptes de reconeixement de solids geometrics, i s’ha desenvolu-
pat un constructor 3D a partir de proporcionar-li a 'alumne 3 projeccions de la figura
objectiu.

En el cas de l'edici6 per part del professor, s’ha aconseguit gairebé de manera completa.
S’ha creat un editor 3D on es pot generar la figura objectiu i una interficie de selecci6 de
propietats geometriques per assignar a cada estudiant de manera individualitzada. Tot i
aixi, I'editor actualment només disposa de la possibilitat de construir mitjangant cubs i no
amb tots els solids platonics.

La comunicaci6 entre els dos usuaris s’ha assolit correctament, permetent I’autenticacio
d’aquests i mantenint les dades persistents en remot, de tal manera que l'estudiant rep
les missions assignades pels professors i, aquests, al seu torn, reben el percentatge de
progrés dels alumnes. Tot i aixi, s’ha observat que actualment la vinculacié de Firebase
amb Unity per aplicacions d’escriptori esta en fase beta, cosa que dificulta per exemple el
seu funcionament en MacOS.

L’exploraci6 dels conceptes matematics treballats al capitol 2 han estat imprescindibles
per a la consecuci6é del desenvolupament, permetent comprendre el funcionament dels
quaternions de Unity i com generar una capsa que recobreixi la construcci6.

En quant a treball futur, una direccié a seguir és complementar 1’editor 3D amb la
resta de solids platonics, entre d’altres poliedres senzills com els prismes. En un altre
sentit, seria bona idea que el professor pogués escriure bancs de preguntes noves en el
moment de la creacié de la missi6 i no tan sols seleccionés les propietats geometriques a
treballar. Finalment, es podria adaptar el videojoc a una xarxa local, de tal manera que no
es requereixi la connexié a internet i les dades quedin persistents en una mateixa classe.
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Apendix A
Manual d’execucid

S’exposen a continuacié les necessitats que ha de tenir 'entorn per a fer funcionar el
videojoc i el procediment de descarrega i execucio.

A.1 Requisits

* Es requereix de Windows 10 per a poder fer ts de les caracteristiques de la Firebase.
* Es requereix de connexi6 a internet per a poder registrar-se i iniciar sessi6 en el joc.

* El dispositiu ha de tenir un hardware estandard sense necessitat de tenir prestacions
d’alta gamma.

A.2 Descarrega i execuci6

1. Descarregar 'arxiu .zip en la release del segiient enllag:

https://github.com/OriolSors/Geometry-Videogame-Exe/tree/main.

2. Descomprimir-lo: s’obté un arxiu README.txt, 'executable Unity i altres arxius
necessaris.

3. Executar el videojoc desde la mateixa carpeta. Si salta 1’avis "Aplicaci6 desconegu-

Zn

da", fer click a "Més informacié" i permetre 1’execuci6 de totes maneres.

El codi font es pot trobar a 1’enllag:

https://github.com/OriolSors/Geometry-Videogame
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Apendix B
Test de competencies

S’explica a I'estudiant les nocions formalitzades a la secci6 2.1.1 de manera adaptada, se
li mostren imatges dels 5 solids platonics i, posteriorment, se li proporciona la graella de
la Figura B.1 a l'inici de 'exercici sense cap recurs informatiu disponible.

C i i Cares Arestes Vertexs |Caracteristica d'Euler| Veértexs per cara | Cares per vértex Simetria Uniforme | Poliedre dual

Tetraedre
Cub
Octaedre
Dy

Icosaedre

Figure B.1: Graella de solids platonics.

Se li permet un temps de 10 minuts per provar d’omplir-la i s’obtenen els resultats de
la Figura B.2.

Convexitat | Regularitat | Cares Arestes Vertexs |Caracteristica d'Euler| Vértexs per cara | Cares per vértex Simetria Uniforme Poliedre dual
Tetraedre SI Sl 4 Axial, Especular Sl
Cub SI SI 6 Axial, Especular SI
Octaedre SI 8 Axial, Especular
Dodecaedre Sl 12 Axial, Especular

Icosaedre Sl 20 Axial, Especular

Figure B.2: Graella previa de solids platonics.

Es pot extreure que d’un inici ha entes rapidament les simetries i la regularitat dels
solids abans de jugar, perd no ha detectat la convexitat de tots els solids platonics. Per
altra banda, ha entes el concepte de dualitat d"un poliedre pero els resultats sén incorrectes
degut a una acumulacié d’errors en quant a nombre de vertexs i arestes.

Tot seguit es deixa a l'estudiant fer 5 partides a GeoCollect amb totes les caracteristiques
disponibles (aproximadament 20 minuts). Posteriorment, se li demana omplir des de zero
un altre cop la graella i s’'obtenen els resultats de la Figura B.3.

S’observa que ha corregit la classificacié de convexitat dels solids perd ha confés els
poligons que formen el dodecaedre i l'icosaedre, en contraposici6 al resultat correcte que

55



_ Ci if i Cares Arestes Vertexs |Caracteristica d'Euler| Vértexs per cara | Cares per vértex Simetria Uniforme | Poliedre dual
Tetraedre S| S| 4 6 4 2 3 3 Axial, Especular S|
Octaedre

Cub S| S| 6 12 8 2 4 Axial, Especular Sl

Octaedre Sl Sl 8 12 6 2 3 Axial, Especular SI Cub
Dodecaedre Sl Sl 12 Axial, Especular S
Icosaedre S| S| 20 30 Axial, Especular Sl

Figure B.3: Graella posterior de solids platonics.

ofw|s]w

havia obtingut préviament. El concepte de dualitat 1’'ha mantingut present perd novament
el resultat és incorrecte degut a errors previs.

La segona activitat consisteix en fer la construcci6 de la Figura B.4 dues vegades i
mesurar el temps que es triga. Com la posici6é del cub inicial és aleatoria, I’alumne ha de
tornar a orientar-se i no és immediata la soluci6.

i
gh
i

OBJECTS LEFT

CHECK EXIT

Figure B.4: Figura objectiu a construir.

En el primer intent, s’ha assolit satisfactoriament la construccié en un temps de 5.22
minuts. En el segon, s’ha reduit considerablement fins a 1.47 minuts.

Observacions:

® S’ha hagut de traduir a l'inici de cada partida de GeoCollect les caracteristiques bona,
neutral i incorrecta ja que aquestes apareixen en anglées, com tota la resta del video-
joc. El noi ha tingut problemes amb la perspectiva al recollir les figures (algunes les
perdia degut a un mal control del personatge). Les primeres 2 jugades s’han hagut
de repetir ja que han durat un temps curt: s’ha perdut la partida per recollir objectes
incorrectes al principi.

* La primera construcci6 realitzada ha trigat for¢a degut a la dificultat d’adaptar-se
als controls de la camera (li costava posicionar-se) i a 'intent de situar cubs fora de
I'escenari (l'indicador de "posici¢ incorrecta” ha sortit amb freqiiéncia al llarg del
primer intent). A la segona partida ja no ha tingut problemes i senzillament ha anat
posant i eliminant els cubs que considerava.
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