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PROLOGO

Nota sobre la nueva definicion de planeta

Cuando este libro estaba ya en fase de impresion se produjo una importante
modificacion en la definicion del concepto de planeta por parte de la Union Astro-
némica Internacional (UAI). En la XXVI Asamblea General celebrada en Praga en
agosto de 2006 la UAI ha adoptado las siguientes resoluciones:

Los planetas y el resto de los cuerpos a excepcion de los satélites dentro del
Sistema Solar se definen en tres categorias diferentes de la siguiente manera:

1. Un planeta es un cuerpo celeste que (a) esta en oOrbita alrededor del Sol, (b)
tiene suficiente masa para que su gravedad supere las fuerzas asociadas a un s6lido
rigido de manera que asuma una forma (casi) esférica en equilibrio hidrostatico, y (c)
que sea el objeto gravitatoriamente dominante en el entorno de su 6rbita. Los ocho
planetas son: Mercurio, Venus, La Tierra, Marte, Jupiter, Saturno, Urano y Neptuno.

2. Un "planeta enano" es un objeto celeste que (a) esta en orbita alrededor del
Sol, (b) tiene suficiente masa para que su gravedad supere las fuerzas asociadas a un
solido rigido de manera que asuma una forma (casi) esférica en equilibrio hidros-
tatico, (c) que no sea el objeto gravitatoriamente dominante en el entorno de su orbita,
y (d) que no sea un satélite. Pluton es un planeta enano segun la definicion anterior-
mente dada y se reconoce como el prototipo de una nueva categoria de objetos Trans-
Neptunianos.

3. Todos los otros objetos orbitando el Sol deberian ser llamados colectivamen-
te como "Pequefios Cuerpos del Sistema Solar". Esta categoria incluye actualmente la
mayoria de los asteroides del Sistema Solar, la mayoria de los objetos Trans-
Neptunianos (TNOs), cometas y otros cuerpos pequefios.

Aunque la UAI no ha dado la lista de los considerados como planetas enanos (a
excepcion de Pluton), a esta lista se afadiran, probablemente, Ceres (el mayor
asteroide) y Eris (objeto trasneptuniano mayor que Pluton descubierto en 2003) asi
como otros objetos que se reclasifiquen o se descubran en el futuro.

Aunque las resoluciones citadas afectan ligeramente al contenido del capitulo 5
del presente libro, dado que las definiciones citadas han levantado cierta controversia
y podrian modificarse en el futuro, hemos preferido mantener el contenido de dicho
capitulo utilizando las definiciones antiguas e incluir en este prologo dichos cambios.

Presentacion

La presente obra esta dirigida tanto a estudiantes universitarios que necesiten un
texto para sus estudios, basicos o avanzados, de Astronomia como a profesores
universitarios o investigadores que necesiten un texto de las presentes caracteristicas
para su docencia o investigacion. El libro es el resultado de una dilatada experiencia
docente de sus autores en la ensefianza de la Astronomia en la Universidad de
Barcelona en un principio en la Facultad de Ciencias (secciones de Matematicas y
Fisica) y posteriormente en la Facultad de Fisica. El origen del libro son las
asignaturas de Astronomia General y Astronomia Esférica (cada una de caracter



anual) por lo que la mayor parte de su contenido se puede encuadrar en la Division |
(Astronomia Fundamental) de la UAL

Con respecto a la faceta de texto docente, el hecho de tratarse de un libro
mayoritariamente de Astronomia Fundamental hace que pueda utilizarse como texto
para el desarrollo de cursos tanto basicos como avanzados de Astronomia tanto en las
licenciaturas de Fisica como de Matemadticas o de Ingenieria Topografica y Geodé-
sica. Por otro lado parte de su contenido puede utilizarse como base para alumnos que
cursen la especialidad de Astrofisica que sin duda necesitan s6lidos conocimientos de
Astronomia fundamental. Igualmente, el investigador en Astronomia o Astrofisica
encontrara en el presente libro una obra rigurosa de consulta. A lo largo de toda Ila
obra, los autores hemos intentado dar a todas las formulaciones el rigor matematico
necesario asi como incluir los pasos intermedios necesarios para una facil compren-
sion de las mismas por parte del lector.

El presente libro viene a cubrir un hueco en la literatura docente en Espaiiol
dado que aunque existen magnificos tratados sobre Astronomia Fundamental en
Inglés como, por ejemplo, los de Green, Murray, Smart, Woolard and Clemence, etc.
e incluso en Espafiol como el Curso de Astronomia de Abad, Docobo y Elipe,
ninguno de ellos coincide en su contenido con el presente texto en el que se incluyen
numerosos temas no desarrollados en ninguno de los anteriores. El lector encontrara,
igualmente, que determinados temas como, por ejemplo, las estrellas dobles, tratadas
magnificamente en el libro de Abad, Docobo y Elipe no se han incluido. Ello es
debido a que el presente libro no es un tratado exhaustivo sobre Astronomia
Fundamental y se ha preferido desarrollar todos aquellos temas que, desde el punto de
vista docente, pueden formar un curso basico y otro avanzado de Astronomia.

Con respecto al contenido del libro, el lector encontrara en los cuatro primeros
capitulos un curso basico de Astronomia General que incluye la Esfera Celeste
(coordenadas, movimientos diurno y anuo y tiempo), la descripcion de la Tierra
(elipsoide, paralaje diurna, potencial, rotacidon, precesion, nutaciéon y posiciones
medias y verdaderas), el problema de los dos cuerpos (Orbitas, ecuacion de Kepler,
movimiento eliptico, parabolico e hiperbdlico y calculo de efemérides) y la traslacion
de la Tierra (Orbita de la Tierra, aberracion, paralaje dnua, posiciones aparentes, afios
y estaciones y escalas de tiempo).

Los capitulos a partir del quinto describen un curso avanzado de Astronomia
Esférica con elementos de Mecdanica Celeste. Los capitulos incluyen los planetas
(descripcidon, movimientos heliocéntrico y geocéntrico y las efemérides para las
observaciones fisicas), la determinacion de orbitas (Métodos de Laplace, Gauss y
Olbers), el problema de los N-cuerpos (integrales clasicas, teorema del virial, el
problema de los tres cuerpos y puntos de Lagrange), la teoria de perturbaciones con
aplicacion tanto a los planetas como a los satélites artificiales (Ecuaciones de Gauss,
perturbaciones debidas al potencial, resistencia atmosférica, presion de radiacion y
accion de otros astros), el movimiento de la Luna (libraciones dpticas y fisicas, fases y
movimiento orbital) y un capitulo sobre eclipses, ocultaciones y pasos (calculo de
circunstancias y mapas de los eclipses de Sol, célculo de eclipses de Luna, ocul-
taciones de estrellas por la Luna y pasos de Mercurio y Venus por delante del Sol).

Finalmente, los autores queremos expresar nuestra gratitud a la Universidad de
Barcelona por la edicion de la presente obra tanto en su faceta de libro como su
acceso informatico a través de Internet.

Barcelona, Octubre de 2006



Capitulo 1
LA ESFERA CELESTE

1.1 Movimiento diurno de la esfera celeste

La esfera celeste es una esfera imaginaria de radio arbitrario y centro en el
observador, sobre la cual se proyectan las estrellas para estudiar sus posiciones relativas.

Movimiento diurno es el movimiento aparente de rotacion de la esfera celeste, de
levante a poniente, debido al movimiento real de rotacion de la Tierra de poniente a
levante. De ¢€l, por tanto, participan todos los cuerpos celestes.

Eje del mundo es el diametro alrededor del cual parece girar la esfera celeste. Su
localizacion varia con el tiempo.

Polos celestes son los puntos de interseccion del eje del mundo con la esfera
celeste. Son, por tanto, los Unicos puntos del cielo que no participan del movimiento
diurno. De éstos el que vemos desde Barcelona (por hallarse sobre nuestro horizonte) es
el polo norte, P, y el diametralmente opuesto es el polo sur, P’ (Fig.1.1).

Vertical de un lugar es el diametro de la esfera celeste dado por la direccion de la
plomada. Su punto de interseccion con la esfera celeste situado en el hemisferio visible
para el observador se denomina cenit. El situado en el hemisferio invisible se denomina
nadir (Zy Z' en Fig. 1.1).

Horizonte astronomico o verdadero es el plano diametral ortogonal a la vertical.
La interseccion de dicho plano con la esfera celeste es un circulo maximo denominado
también horizonte. EL horizonte astronémico divide a la esfera celeste en dos
hemisferios, situados por encima y por debajo del mismo, que se denominan visible e
invisible respectivamente (Fig. 1.1)

ESFERA CELESTE

ZZ' vertical, Z cénit, Z' nadir

PP’ eje del mundo, P polo norte, P’ polo sur
N,S,E, W puntes cardinales

NWSE horizonte astronémico, NS meridiana
QEQW ecuador celeste

PZP'Z' meridiano del lugar, ZWZ'E primer vertical
PAP* circulo horario

aAa almicantarat, b b b paralelo celeste

FIG 11
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Horizonte sensible o aparente es el circulo menor que se obtiene al situarnos a
una cierta altitud sobre el nivel del mar y trazar un cono con vértice en el observador y
generatrices tangentes a la superficie de la Tierra. El angulo formado por una generatriz
del cono y el horizonte verdadero se denomina depresion del horizonte. Si llamamos o
a dicho angulo, R al radio medio de la Tierray % a la altitud sobre el nivel del mar, se
verifica (Fig. 2.1):

R ,
cosg=—— ycomo 2sen —=I1-cosax
R+h 2

tenemos 2 sen?Z = h :ﬁ
2 R+h R
de donde: o = %
R

FIG 21

Ecuador celeste es el plano diametral ortogonal al eje del mundo o, también, el circulo
maximo determinado por la interseccion de dicho plano con la esfera celeste (Fig.1.1).

Plano meridiano es el plano diametral determinado por el eje del mundo y la
vertical. Su interseccion con la esfera celeste es el meridiano del lugar (Fig.1.1).

Meridiana es el diametro determinado por la interseccion del plano meridiano con
el horizonte verdadero. Sus intersecciones con la esfera celeste constituyen los puntos
cardinales norte y sur (N'y S en la Fig.1.1).

Latitud del lugar es el angulo formado por la meridiana y el eje del mundo (¢ en
la Fig.1.1). Su complementario (90°- ¢) se denomina colatitud.

Perpendicular es el diametro determinado por la interseccion del ecuador celeste
con el horizonte verdadero. Sus intersecciones con la esfera celeste constituyen los
puntos cardinales este y oeste (E'y Wen la Fig.1.1).

Primer vertical es el plano diametral determinado por la vertical y la perpen-
dicular. También se denomina asi el circulo médximo determinado por la interseccion de
dicho plano con la esfera celeste.

Linea del medio cielo es el didmetro determinado por la interseccion del ecuador
celeste con el plano meridiano. Su punto de interseccion con la esfera celeste situado en
el hemisferio visible se denomina medio cielo (Q en la Fig.1.1)

Verticales son los planos que pasan por la vertical. Los circulos maximos
interseccion de dichos planos con la esfera celeste reciben también el nombre de
verticales. Son verticales tanto el plano meridiano como el primer vertical.
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Almucantarates son los circulos menores de la esfera celeste paralelos al
horizonte.

Planos horarios son los planos diametrales que pasan por el eje del mundo. Los
circulos maximos determinados por su interseccion con la esfera celeste se denominan
circulos horarios.

Paralelos celestes son los circulos menores de la esfera celeste paralelos al
ecuador.

1.2 Coordenadas horizontales y horarias

En cualquier sistema de coordenadas la localizacién de un punto de la esfera
celeste viene dada por las componentes de su vector de posicion expresadas en carte-
sianas (coordenadas rectilineas) o bien en esféricas (coordenadas esféricas). En el
primer caso las componentes no son independientes, dado que sélo existen dos grados
de libertad al ser el radio de la esfera celeste arbitrario, pero constante una vez fijado.

1.2.1 Coordenadas horizontales

La vertical, la meridiana y la perpendicular de un lugar determinan un triedro
trirrectdngulo con vértice en el observador. Tomaremos este triedro como sistema de
referencia de coordenadas cartesianas y elegiremos los ejes de la siguiente forma: x en
la direccion de la meridiana, sentido creciente hacia el sur; y en la direccion de la
perpendicular, sentido creciente hacia el oeste; z en la direccion de la vertical, sentido
creciente hacia el cenit. El triedro estara orientado en sentido retrogrado.

Las componentes del vector de posicion de un astro 4 en dicha base constituiran
las coordenadas rectilineas horizontales del mismo A(x,y,z).

Por otra parte, por cada punto de la esfera celeste, distinto del cenit y del nadir,
pasan un Unico vertical y un Unico almucantarat que nos permiten definir las
coordenadas esféricas horizontales (Fig. 3.1).
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Acimut, angulo diedro que forman el vertical que pasa por el astro con el plano
meridiano. Se mide sobre el horizonte, desde el Sur, en sentido retrogrado, de 0° a 360°.
Si lo designamos por a tenemos:

0° <a<360°

Altura, distancia esférica del horizonte al astro. Se mide en grados desde el
horizonte; es positiva si el astro se halla en el hemisferio visible y negativa si en el
invisible. Designandola por /4 tenemos:

—90° <h<90°

Distancia r es el modulo del vector de posicion 7 ; es decir, el radio de la esfera
celeste.

Distancia cenital es el arco complementario de la altura; esto es, la distancia
esférica del cenit al astro. Designandola por z tendremos:

z=90°-h 0°<z<180°

Las relaciones entre las coordenadas horizontales rectilineas y esféricas vienen
dadas por (Fig.3.1):

xX=rcos h cos a
F=|y=rcos hsena

z=rsenh

reAx+y 420
a =arctan(y/ x)
h=arcsen(z/r)

1.2.2 Coordenadas horarias

El eje del mundo, la linea del medio cielo y la perpendicular determinan un triedro
trirrectangulo con vértice en el observador. Tomaremos este triedro como sistema de
referencia de coordenadas cartesianas, eligiendo los ejes de la siguiente forma: x' en la
direccion de la linea del medio cielo, en sentido creciente hacia el medio cielo; y’ en
la direccion de la perpendicular, en sentido creciente hacia el oeste; z' en la direccion del
eje del mundo, en sentido creciente hacia el polo celeste norte. El triedro estara orien-
tado en sentido retrogrado.

Las componentes del vector de posicion de un astro 4 en dicha base constituiran
las coordenadas rectilineas horarias del mismo A(x', y', z).

Por otra parte, por cada punto de la esfera celeste, distinto de los polos, pasan un
unico paralelo celeste y un nico circulo horario que definen las coordenadas esféricas
horarias (Fig. 4.1).
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FIG 4.1

Angulo horario, angulo diedro que forman el plano horario que pasa por el astro
con el plano meridiano del lugar. Se mide sobre el ecuador desde el medio cielo, en
sentido retrégrado, de Oh a 24 h.

Si lo designamos por H, tenemos:

0" <H <24
Declinacion, distancia esférica del ecuador al astro. Se mide en grados desde el

ecuador; es positiva si el astro se halla en el hemisferio celeste norte y negativa si en
el sur. Si la designamos por D, tendremos:

-90° < D<90°
Distancia polar es la distancia esférica del polo al astro; es decir, es el

complemento de la declinacion,
Si la designamos por p, tendremos:

0° < p<180°
Las relaciones entre las coordenadas horarias rectilineas y esféricas son (Fig. 4.1):

x'=rcosDcos H
7 =|y" =rcosD senH
z'=r senD

r= [x/2+y12+212
H =arctan(y'/ x")

D =arcsen(z'/r)
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1.2.3 Paso de coordenadas horizontales a horarias y viceversa

Los triedros de referencia de los sistemas de coordenadas horizontales y horarias
tienen el eje y comiin y ambos estan orientados en sentido retrogrado, por lo que podra
efectuarse el cambio de un sistema al otro por un simple giro alrededor del eje y=y’
(Fig.5.1), de angulo 90°-¢ en valor absoluto (¢ latitud del lugar).

FIG 5.1

Recordemos que las matrices que definen un giro de angulo i son:

1 0 0
alrededor del eje x: R (i))=|0 cosi seni
0 —seni cosi

cosi 0 -—seni
alrededor del eje y: R,(i)=| 0 1 0
seni 0 cosi

cosi seni O

alrededor del eje z: R,(i)=| —seni cosi 0
0 0 1

Estas matrices son ortogonales; por tanto, sus inversas coinciden con sus
traspuestas:
R'=R" (h=1,2,3)
y ademas
R/ (i)=R,(-i)

Lo que hemos de hacer es pues un cambio de base expresado por donde R,(i) tiene
las propiedades indicadas.

!

X X
V=R y (L)

'
z z
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Para pasar de coordenadas horizontales a horarias tomaremos i=¢ - 90°, ya que el
angulo estd contado en sentido contrario al de la orientacion del triedro. Por tanto,
siendo:

R,(¢~90°) = R, (90" ~ ¢) @.1)

y recordando el valor de las componentes de 7 en las bases horizontal y horaria, segun

(1.1).

rcos Dcos H seng 0 cos¢ || rcoshcosa
rcosDsenH |=| 0 1 0 |{rcoshsena
rsen D —cos¢p 0 seng rsenh

y operando:
cos Dcos H =sengcoshcosa+cosgsenh

cos Dsen H =coshsena 3.1

sen D =—cos¢@coshcosa+sengsenh

Para pasar de coordenadas horarias a horizontales, aplicando la matriz inversa de
R, en(1.1).

R™,($-90°) =R, (¢—90") = R,(90° - )

y por tanto:
rcoshcosa seng 0 —cosg || rcosDcosH
rcoshsena |=| 0 1 0 ||rcosDsenH
rsenh cosg 0 seng rsen D
y operando:

coshcosa =sengcos Dcos H—cos@sen D
coshsena =cos Dsen H 4.1

sen i =cos¢@cos Dcos H +sen¢@sin D

Las formulas (3.1) y (4.1) de cambio de base también pueden obtenerse por
aplicacion de la trigonometria esférica al triangulo de posicion polo-cenit-astro.

1.3 Movimiento anuo del Sol

1.3.1 Generalidades

El movimiento aparente del Sol es el resultado de dos movimientos aparentes: el
movimiento diurno, retrégrado, debido al movimiento de rotacioén de la Tierra, y el mo-
vimiento anuo, directo, debido al movimiento de traslacion de la Tierra alrededor del
Sol y 365 veces mas lento que el anterior. El Sol participa del primero como todo objeto
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celeste; el segundo es un movimiento propio (es decir, que no experimentan los demaés
astros) sobre la esfera celeste.

La trayectoria aparente del Sol sobre la esfera celeste es la ecliptica. Dado que el
Sol describe, aparentemente, una elipse con la Tierra en uno de sus focos, la ecliptica es
un circulo madximo cuyo correspondiente plano diametral se denomina plano de la
ecliptica.

Oblicuidad de la ecliptica es el angulo que forman el plano de la ecliptica y el
plano del ecuador (Fig.6.1). Se representa por € y su valor actual es &= 23° 26'. La
oblicuidad de la ecliptica no es constante, sino que disminuye a razén de 0”47 por afio.

Eje de la ecliptica es el diametro perpendicular al plano de la ecliptica. Sus
extremos constituyen los polos de la ecliptica y se denominan norte y sur segun su
proximidad a los polos celestes norte y sur respectivamente (P, y P’ en la Fig. 6.1).

P’
FIG 6.1

Linea de los equinoccios es el diametro determinado por la interseccion del plano
del ecuador y el plano de la ecliptica (°Y’£en la Fig. 6.1).

Equinoccios son los extremos de la linea de los equinoccios. Se denomina punto
Aries, punto vernal o equinoccio de primavera y se representa por Y, el punto en el
cual el Sol pasa del hemisferio celeste sur al hemisferio celeste norte. El punto
diametralmente opuesto se denomina punto Libra, punto autumnal o equinoccio de
otorio y se representa por £,

Linea de los solsticios es el diametro de la ecliptica perpendicular a la linea de los
equinoccios (Yo Zoen la Fig.6.1).

Solsticios son los extremos de la linea de los solsticios. Se denomina punto
Cancer o solsticio de verano, y se representa por 95, el solsticio situado en el
hemisferio celeste norte; se denomina punto Capricornio o solsticio de invierno, y se
representa por Y, el situado en el hemisferio sur.

Tropicos de Cancer y de Capricornio son los paralelos celestes que pasan por los
puntos Cancer y Capricornio, respectivamente.

Circulos polares Artico o norte y Antdrtico o sur son los paralelos celestes que
pasan por los polos de la ecliptica, norte y sur, respectivamente.
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Coluros de los equinoccios y de los solsticios son los meridianos celestes que
pasan por los puntos equinocciales y solsticiales, respectivamente.

Maximos de longitud son los circulos maximos (o sus correspondientes planos
diametrales) que pasan por los polos de la ecliptica (P.4 P,’ en la Fig. 6.1).

Menores de latitud son los circulos menores paralelos a la ecliptica.

Zodiaco es la zona de la esfera celeste, de 17° de amplitud, limitada por dos
menores de latitud a 8,5° a ambos lados de la ecliptica. Sobre el zodiaco se observan los
planetas de nuestro sistema solar y las constelaciones zodiacales. Los antiguos dividian
el zodiaco en doce regiones de 30° de amplitud, medidos sobre la ecliptica a partir del
punto Aries y en sentido directo, correspondiendo a cada region o signo del zodiaco una
constelacion zodiacal. Partiendo del punto Aries y recorriendo el zodiaco en sentido
directo, dichos signos son:

Aries Y Leo 8 Sagitario P4
Tauro g Virgo 117 Capricornio )
Géminis I Libra Q Acuario o
Cancer s Escorpio m Piscis X

Hace unos 2.000 afios los signos del zodiaco se correspondian con las
constelaciones homonimas. Pero, debido a que el punto Aries retrograda sobre la eclipti-
ca a razéon de 507,29 por afio (fendmeno conocido como precesion de los equinoccios),
en la actualidad no se da esta correspondencia y las constelaciones ocupan el signo del
zodiaco siguiente, en sentido directo, al que les correspondia.

1.3.2 Ecliptica media y verdadera

En realidad, el Sol no describe un circulo maximo de la esfera celeste sino que se
desplaza segtin una linea sinuosa cuyo valor medio constituye la ecliptica definida en el
apartado anterior. Dos son las causas principales de dicho comportamiento: En primer
lugar, no es la Tierra la que describe una elipse con el Sol en uno de sus focos sino, con
mucha aproximacion, el centro de gravedad G del sistema Tierra-Luna, alrededor del
cual giran a su vez la Tierra y la Luna. Si M es la masa de la Tierra, 7, y m la de la
Luna, L; D y d las distancias del centro de gravedad G a la Tierra y a la Luna,
respectivamente y A la distancia Tierra-Luna, siendo M = 81 m y debiéndose de verifi-
car (Fig. 7.1).

M-D=md
D+d=A

se tiene
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FIG 71

Como que A = 380.000 km, resulta D = 4.700 km, distancia que es menor que el
radio medio de la Tierra (6.400 km), es decir: el centro de gravedad del sistema se
encuentra dentro de la Tierra. Por otra parte, si i es el angulo que forma el plano del
sistema Tierra-Luna con el plano de la ecliptica, £, mientras que el centro de gravedad
del sistema describe la ecliptica, la Tierra y la Luna oscilaran a uno y otro lado de la
misma, lo cual dara lugar a un efecto paraldctico que variara periédicamente, con una
amplitud del orden de 0”,6.

FIG 8.1

En efecto, siendo la distancia Tierra-Sol de unos 150.000.000 km e i = 5°9',
podemos evaluar la separacion maxima, Buux. (Fig.8.1) que constituye la amplitud de la
oscilacion, sustituyendo el seno por el arco:

Dseni B = & ~0".6

a a

senB,;,, =

El periodo de oscilacion es el del sistema Tierra-Luna: 27,5 dias.

En segundo lugar, los planetas, en especial Jupiter por su gran masa y Venus por
su proximidad, originan perturbaciones sobre el movimiento de la Tierra. Las variacio-
nes a que dan lugar son también periodicas, dependiendo el periodo del planeta de que
se trate. Al pertubar el movimiento de la Tierra producen desviaciones del Sol respecto
a la ecliptica media, cuyo maximo es también, en valor absoluto, del orden de 07,6.

En definitiva, dicha desviacion es la resultante de varios movimientos periodicos,
de tal forma que, cuando se suman las amplitudes maximas de estos movimientos, tal
desviacion puede llegar a ser de 1°°,2 en valor absoluto. Como que dicha variacion es
muy pequeiia, en muchos problemas podemos considerar que el Sol describe un circulo
maximo, sin incurrir en grandes errores.



La esfera celeste 23

1.4 Coordenadas ecuatoriales y eclipticas

En los sistemas de coordenadas ecuatoriales (o uranograficas) y eclipticas los
triedros de referencia estan orientados en sentido directo y son solidarios a la esfera
celeste.

1.4.1 Coordenadas ecuatoriales

En el sistema de coordenadas ecuatoriales se define el triedro de referencia tomando
como eje x la direccion de la linea de los equinoccios, en sentido positivo hacia el punto
Aries, el eje y situado sobre el ecuador, a 90° del anterior, en sentido directo y el eje z en
la direccion del eje del mundo y en sentido positivo hacia el polo celeste norte.

Las componentes del vector de posicion de un astro £ en dicha base constituyen
las coordenadas ecuatoriales rectilineas del mismo E (x, y, z).

Un punto de la esfera celeste, distinto de los polos, también queda completamente
determinado por un Unico meridiano y un unico paralelo celestes, que permiten definir
las coordenadas ecuatoriales esféricas (Fig.9.1)

P

P
FIG 9.1

Ascension recta, A, es el angulo diedro que forman el plano meridiano que pasa por el
astro y el coluro de los equinoccios. Se mide en tiempo, sobre el ecuador, desde el punto
Aries hasta el pie del meridiano que pasa por el astro, en sentido directo de 0 h a 24 h:

0"<A4<24"
Declinacion, D, es la distancia esférica desde el ecuador hasta el paralelo que pasa

por el astro. Se mide en grados desde el ecuador, de 0° a 90°; es positiva si el astro se
encuentra en el hemisferio celeste norte y negativa si en el sur:

-90° <D <90°

Distancia, r, es el modulo del vector de posicion.
Distancia polar, p, es la distancia esférica del polo celeste norte al astro:

0° < p <180°
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Las relaciones entre las coordenadas ecuatoriales rectilineas y esféricas vienen
dadas por (Fig. 9.1):

x=rcosDcos A
7=|y=rcosDsen A4

z=rsenD

reAx+y 427
A =arctan(y/ x)

D =arcsen(z/r)

1.4.2 Coordenadas eclipticas

En el sistema de coordenadas eclipticas definiremos el triedro de referencia
tomando el eje x' idéntico al anterior x, el eje y' en la direccion de la linea de los
solsticios, sentido positivo hacia el punto de Cancer, y el eje z' en la direccion del eje de
la ecliptica, en sentido positivo hacia el polo ecliptico norte.

Las componentes del vector de posicion del astro E en dicha base constituyen las
coordenadas eclipticas rectilineas E(x', y', z').

Pe

FIG 10.1

Por cada punto de la esfera celeste, distinto de los polos eclipticos, pasan un tinico
maximo de longitud y un tinico menor de latitud que nos permiten definir las coordina-
das eclipticas esféricas (Fig.10.1).

Longitud celeste, L, es el angulo diedro que forman el maximo de longitud que
pasa por el astro y el maximo de longitud que pasa por el punto Aries, contado a partir
del punto Aries, sobre la ecliptica, en sentido directo, de 0° a 360°:

0° < L <360°

Latitud celeste, B, es la distancia esférica desde la ecliptica hasta el menor de
latitud que pasa por el astro. Se mide en grados y es positiva si el astro se encuentra en
el hemisferio norte y negativa si en el sur:

—90° < B<90°
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Distancia, r, es el radio de la esfera celeste.
Las relaciones entre las coordenadas eclipticas rectilineas y esféricas son

(Fig.10.1):
x'=rcosBcosL

F=|y =rcosBsenL

z'=rsenB

r= /xr2+y!2+Z!2
L =arctan(y'/ x")

B =arcsen(z'/r)

1.4.3 Paso de coordenadas ecuatoriales a eclipticas y viceversa

Los triedros de referencia de los sistemas de coordenadas ecuatoriales y eclipticas
tienen comun el eje x, y ambos estan orientados en sentido directo, por lo que podra
efectuarse el cambio de un sistema al otro por una simple rotacion R; alrededor del eje

x de angulo ¢ o -¢ (Fig. 11.1).

P
(E
z y' D
NG
'ﬁs
7 7
X=x'

FIG 11.1

Si queremos pasar de coordenadas ecuatoriales a eclipticas, procediendo de
manera analoga a como hicimos en la seccion 1.2.3, tendremos:

rcosBcosL 1 0 0 rcosDcos 4
rcosBsenL |=|0 cose seng ||rcosDsen A

rsen B 0 -—sene cose rsenD
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es decir:

cos Bcos L =cos Dcos 4
cos Bsen L =cose&cos Dsen A+sen gsen D (5.1

sen B =—sen&cos Dsen A+ cosegsen D

El cambio inverso sera:

rcosDcos A 1 0 0 rcosBcosL
rcosDsinA4 |=|0 cosg -—sing || rcosBsinL
rsin D 0 sine cose rsin B

es decir:

cos Dcos A=cos Bcos L
cos Dsen A =cosgcos Bsen L —sen gsen B (6.1)

sen D =sen&cosBsen L +cosesen B

Estas formulas (5.1) y (6.1) también pueden obtenerse aplicando el grupo de
Bessel al triangulo polo del ecuador-polo de la ecliptica-astro.

1.4.4 Variacion de las coordenadas del Sol en su movimiento dnuo

De acuerdo con la ley de las areas de Kepler, aunque la longitud aparente del Sol
sea siempre creciente, su variacion no es uniforme. Si consideramos que el Sol, S,
describe la ecliptica, B es nula; las demas coordenadas varian seglin la tabla adjunta

obtenida al resolver el tridngulo yS,S donde yAS = longitud, ')(ASI = ascension recta y éTS
= declinacion (Fig. 12.1).

T S
A

FIG 12.1
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TABLA I

Situacion del Sol L A D
Y 00 0 h 0 o

o 90° 6" +g

& 180° 12" 0°

Yo 270° 18" €

Y 360° 24N 0°

Se observa que 4 es siempre creciente y D toma sus valores maximo y minimo en
los puntos Cancer y Capricornio, respectivamente.

En un dia las variaciones de 4 y de D son pequefias, suponiendo el movimiento
uniforme, por lo que en muchas aplicaciones, a lo largo de un dia, tanto la ascension
recta como la declinacion pueden considerarse constantes e iguales a su valor medio en
dicho dia.

ad =38 it = 4 dia?
365°
23726’ ' e -l
AD = W =15'dia

4

Del mismo tridngulo yS,S (Fig.12.1) determinado por la posicion del Sol, S, el
punto Aries, vy, y la interseccion del meridiano celeste que pasa por el centro del Sol
con el ecuador, S, deducimos también las relaciones:

tan A =cosetan L
sen D =sen&sen L

1.5 Tiempos sidéreos medio y aparente

Como ya se ha comentado en apartadas anteriores, el punto Aries no es un punto
fijo en la esfera celeste sino que, debido a la precesion de los equinoccios, retrograda
sobre la ecliptica a razon de 507,29 por afio. Por lo tanto, por definicion, retrograda
también sobre el ecuador unos 3s por afio:

50",29cos & 24
36

h

=3 aiio”

0

Ademas, debido al fendmeno de la nutacion, el punto Aries oscila alrededor de la
posicion media dada por la precesion con una semiamplitud de 17" sobre la ecliptica (Is
sobre el ecuador) con un periodo de 18,6 afios.

El punto Aries que se obtiene al considerar solo el fendmeno de la precesion es el
punto Aries medio; si ademas tenemos en cuenta el de la nutaciéon obtenemos el punto
Aries verdadero. Segin consideremos uno u otro obtendremos, respectivamente, la
ascension recta media verdadera de un astro.
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En primera aproximacion la ascension recta verdadera de una estrella ecuatorial
sera:
A=A, +at+bsen(wt)

Con 4, la ascension recta para ¢ = 0, a = 3% afio”’, b=1°%, w= (27/18.6) afio™" (¢ en
aflos).

Dia sideral es el intervalo de tiempo transcurrido entre dos pasos consecutivos de
un punto fijo de la es fera celeste por un mismo meridiano. Coincide, por tanto, con el
periodo de rotacion de la Tierra.

Dia sidéreo es el intervalo de tiempo transcurrido entre dos pasos consecutivos
del punto Aries por un mismo meridiano. Si consideramos el punto Aries medio,
obtendremos el dia sidéreo medio; si consideramos el verdadero, obtendremos el dia
sidéreo aparente.

Como que el punto Aries medio retrograda 3° afio”! sobre el ecuador, el dia sideral
sera 3°/365=0°,01 mas largo que el dia sidéreo.

Tiempo sidéreo medio, 6, es el angulo horario del punto Aries medio.

Tiempo sidéreo aparente, 6,, es el angulo horario del punto Aries verdadero.

Ambos son locales. Solo el primero es uniforme con mucha aproximacion y es
el que miden los relojes de tiempo sidéreo.

Ecuacion de equinoccios es la diferencia entre el tiempo sidéreo aparente y el
sidéreo medio:

N=6,-0, |N<I’

(el término "ecuacion" procede de la palabra arabe que significa "diferencia"). Se de-
signa por N por coincidir con la nutacién en ascension recta, segiin veremos en el
préximo capitulo, y soluciona el paso de un tiempo sidéreo al otro mediante una simple
suma algebraica. El concepto de tiempo sidéreo permite relacionar los sistemas de
coordenadas solidarios al observador con los solidarios a la esfera celeste. En efecto,
siendo la declinacién una coordenada comun a los sistemas de coordenadas horarias y
ecuatoriales, para las otras dos, angulo horario H 'y ascension recta 4 de un astro £

P

FIG 13.1

(Fig.13.1), observando los sentidos en que se miden los angulos, se tiene la relacion
fundamental: que se verifica tanto para los valores medios 6, y 4,, como para los
verdaderos 6,y 4,.

O0=A+H (7.1)
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1.6 Movimiento diurno del Sol

1.6.1 Generalidades

Decimos que un astro esta en su orfo cuando atraviesa el horizonte, pasando del
hemisferio invisible al visible. Decimos que un astro estd en su ocaso cuando atraviesa
el horizonte, pasando del hemisferio visible al invisible. El orto y el ocaso son
simétricos con respecto al plano meridiano, por lo que sus acimutes seran opuestos.

Culminacion es el paso de un astro por el meridiano del lugar. Si el paso ocurre a
altura maxima la culminacién se denomina superior y si a minima inferior.

En el caso del Sol la culminacion superior marca el mediodia y la inferior la
medianoche. El intervalo de tiempo que transcurre desde el orto del Sol hasta su
culminacién superior recibe el nombre de mariana y al que transcurre entre el mediodia
y el ocaso le llamamos tarde.

Arco semidiurno, H, es el angulo horario del ocaso. Su opuesto es el angulo
horario del orto. Si el arco semidiurno es H, 2H sera la duracion del dia de luz (desde el
orto al ocaso del Sol), de ahi el nombre.

Muchas veces en lugar de considerar el acimut del orto o del ocaso, se considera
la amplitud, que se define como la distancia angular del orto (o del ocaso) al punto £ (u
W) contada negativamente cuando el orto esta entre el £ y el S, y positivamente cuando
el orto estd entre el E y el N; negativamente cuando el ocaso estd entre el Wyel S,y
positivamente cuando el ocaso esta entre el W'y el N. La amplitud del orto se denomina
amplitud ortiva y la del ocaso, occidua, siendo ambas iguales.

1.6.2 Duracion del dia segun la época del aiio

En el dia del equinoccio de primavera (o del equinoccio de otofio), el Sol esta en
el punto Aries (o en el punto Libra) y su declinacion es nula. Este dia, siguiendo el
movimiento diurno, el Sol saldra exactamente por el este y se pondrd exactamente por
el oeste, describiendo el ecuador. Permanece 12 horas por encima y 12 horas por debajo
del horizonte, es decir, la duracion del dia de luz, es la misma que la duracion de la
noche (12 horas) de ahi el nombre de "equinoccio" (Fig.14.1).

FIG 14.1
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En dias posteriores a su paso por el punto Aries, la declinaciéon del Sol va
aumentando debido al movimiento dnuo directo sobre la ecliptica. Entonces, siguiendo
el movimiento diurno, el Sol saldrd y se pondra cada vez mas hacia el punto norte,
aumentando la amplitud y el arco semidiurno.

Cuando, en su movimiento anuo, el Sol llega al punto Céancer (solsticio de verano)
alcanza su maxima declinacion (Fig.15.1). En este instante, tanto la amplitud como el
arco semidiurno son maximos. Es el dia del afio con mas horas de luz y el Sol, en su
movimiento diurno, describe el tropico de Cancer. Desde el punto Cancer al punto Libra
se invierte el proceso anterior: la declinacion del Sol disminuye, saliendo y poniéndose
cada dia menos hacia el norte, hasta llegar a salir otra vez por el este y ponerse por el
oeste (equinoccio de otofio).

FIG 15.1

Cuando el Sol, en su movimiento anuo, se encuentra entre el punto Libra y el
punto Capricornio, la declinaciéon es negativa y aumenta su valor absoluto. El Sol sale y
se pone cada vez mas hacia el sur, disminuye la amplitud y el arco semidiurno. En el
solsticio de invierno la declinacion del Sol es minima, asi como la amplitud y el arco
semidiurno. Es por tanto, el dia con menos horas de luz. El Sol describe el tropico de
Capricornio en su movimiento diurno (Fig.16.1). Desde el punto Capricornio hasta el
punto Aries se invierte el proceso anterior. La declinacion del Sol aumenta, saliendo y
poniéndose cada dia menos hacia el sur hasta llegar a hacerlo nuevamente por el este
y el oeste (equinoccio de primavera). Resumimos lo dicho en la tabla II.

FIG 16.1
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Segun lo que acabamos de exponer, la duracion del dia de luz en el solsticio de
verano deberia ser la misma que la de la noche del dia del solsticio de invierno y en los
equinoccios el dia de luz deberia durar igual que la noche. Sin embargo, no es asi,
debido a la refraccion causada por la atmosfera sobre la imagen del Sol, la cual implica
una variacion entre las coordenadas verdaderas del Sol y las que observamos o
aparentes como veremos en el capitulo siguiente.

TABLA 11
Punto Estacion Recorrido D Amplitud Arco
anuo (180°-a) semidiurno
Y Equinoccio 0° 0° 12"
primavera De Ya 5 crece crece crece
g Solsticio +g Maxima Maximo
verano DeSsaf: dismin. dismin. Dismin.
2 Equinoccio 0° 0° 12
otoflo DefaYy dismin. dismin. dismin.
Y Solsticio -€ Minima Minimo
invierno De Yo a Y’ crece crece crece

1.6.3 Refraccion astronomica

Debido al fendmeno de la refraccion la atmoésfera influye sobre las posiciones de
los astros. En esta seccion se procedera a una primera introduccion al tema, que se
ampliara en secciones posteriores.

Consideremos la Tierra plana. Las superficies de igual densidad serdn planos
paralelos al suelo y coincidiran con las superficies de igual indice de refraccion (tanto la
densidad como el indice de refraccion disminuyen con la altitud). Segun la ley de Snell,
cuando un rayo luminoso pasa de un medio a otro de mayor indice de refraccion el rayo
se acerca a la normal. Entonces, teniendo en cuenta que en la atmoésfera la variacion del
indice de refraccion con la altura es una funcién continua, tendremos que la trayectoria
de un rayo de luz procedente de un astro E serd una curva plana, con su con cavidad
dirigida hacia el suelo, cuya asintota nos determina la direccion del astro. La tangente a
la curva en el observador O nos determinara la direccion aparente £’ del astro (Fig. 17.1).
£
i E

FIG 17.1
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La diferencia:
R=h-h

donde 4’ es la altura aparente y h la altura verdadera, se denomina refraccion
astronomica.
También puede expresarse en funcion de las distancias cenitales verdadera z y
aparente z":
R=z-Z

Asi pues, a consecuencia de la refraccion aumenta la altura aparente de los astros
y disminuye su distancia cenital; sin embargo, no varian sus acimutes. Para z=0°, R=0 y
para z = 90°, R es maxima. Para el Sol en las Efemérides Astronomicas se toma el valor
34' para la R maxima.

1.6.4 Crepusculos

La difusién por la atmosfera de los rayos luminosos del Sol da lugar a que veamos
luz solar cuando el Sol no ha salido todavia, aurora o crepusculo matutino, y sigamos
viéndola cuando el Sol ya se ha puesto, crepusculo vespertino. Dicha difusion alarga
pues el dia de luz.

Distinguiremos tres clases de crepusculos:

Crepusculo civil, tiempo que media desde la puesta del Sol hasta que la altura de
su centro es de -6°. Al finalizar el mismo empiezan a ser visibles las estrellas de pri-
mera magnitud.

Crepusculo nautico, tiempo que media desde que la altura del centro del Sol es de
-6° hasta que es de -12°. Al finalizar el mismo empiezan a ser visibles las estrellas
de segunda magnitud.

Crepusculo astronomico, tiempo que media desde que la altura del centro del Sol
es de -12° hasta que es de -18°. Al finalizar el mismo empiezan a ser visibles las
estrellas de sexta magnitud (las visibles a simple vista).

Estas mismas definiciones nos pueden servir, invirtiéndolas, para los crepusculos
matutinos.

1.6.5 Semidiametro aparente

Dado que el Sol es un objeto celeste extenso, podemos definir su didmetro
aparente, s, como el angulo bajo el cual se ve desde la Tierra el radio del Sol (Fig.

18.1).
mhﬂ"“'
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FIG 18.1
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Sean:
T el centro de la Tierra, S el centro del Sol, p el radio del Sol, » la distancia entre
los centros del Sol y de la Tierra.

De la Fig.18.1 se desprende:
sens =-—

Y por ser s muy pequeio:

Como que la Tierra describe una elipse con el Sol en uno de sus focos,  y, en
consecuencia, s variaran en el transcurso del afio; pero, como que la excentricidad de
dicha elipse es muy pequefia, con mucha aproximacion, s puede considerarse constante.
Se suele tomar s = 16'.

Se dice que el Sol sale (o se pone) cuando su borde superior aparece (o desa-
parece) por el horizonte. Recordando que el valor de la refraccion en el horizonte es de
R = 34", resulta que la distancia cenital del centro del Sol, tanto en los ortos como en los
ocasos aparentes del mismo, sera de:

z=90°+R+5=90°+34"+16"'=90°50"
y por tanto su altura de (Fig. 19.1):

h=-50

HORIZONTE ASTRONOMICO

50°

== POSICION APARENTE

POSICION VERDADERA

FIG 19.1

Tanto la refraccién como el semidiametro solar alargan la duracién del dia de luz.
En consecuencia, la duracion del dia de luz del solsticio de verano es mayor que la de la
noche del dia del solsticio de invierno.

1.6.6 Movimiento diurno desde distintas latitudes

Hasta ahora hemos considerado la latitud fija. Veamos que ocurre desde distintas
latitudes.

Observador en el ecuador (¢ = 0°): El eje del mundo y la meridiana coinciden,
asi como los polos celestes y los correspondientes puntos cardinales Norte y Sur. EI Sol
sale y se pone segun una trayectoria perpendicular al horizonte todos los dias del afio
(de ahi la menor duracién del crepusculo en zonas de baja latitud). El dia de luz tiene
siempre la misma duracion que la noche, despreciando la refraccion y el semidiametro.
El dia del equinoccio, el Sol recorre el primer vertical. El dia del solsticio de verano la
amplitud vale ¢ y el dia del solsticio de invierno vale —¢ (Fig. 20.1).
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FIG 20.1

Observador en el polo (¢ = 90°): La vertical coincide con el eje del mundo y el
horizonte coincide con el ecuador. Asi pues, no estan definidos ni el plano meridiano ni
la perpendicular; es decir, en el polo no estan definidos los puntos cardinales El Sol en
su movimiento diurno describe almucantarates (que coinciden con los paralelos
celestes) y su altura es igual a su declinacion. En su movimiento diurno, el dia de luz
dura desde que el Sol se encuentra en el punto Aries hasta que se encuentra en el punto
Libra (despreciando la refraccion y el semidiametro). En los equinoccios el Sol describe
el horizonte. El dia del solsticio de verano, alcanza la altura maxima ¢ (oblicuidad de la
ecliptica) y el dia del solsticio de invierno alcanza la altura minima -¢ (Fig. 21.1).

P=Z

Pr=z’

FIG 21.1

Observador en el tropico (¢ = &): En el tropico de Cancer el Sol pasara por el
cenit solo el dia del solsticio de verano. En el tropico de Capricornio pasara por el cenit
el dia del solsticio de invierno.

Observador en la zona torrida (@ < €): El Sol pasara por el cenit dos veces al
afo. En primavera y verano, si 0 < ¢ < ¢ y en otofio e invierno, si —& < ¢<0.

Observador en un circulo polar (|@ = 90° ¢€): En el circulo polar artico el Sol no
llega a salir, pero roza el horizonte, en el solsticio de invierno. En el solsticio de verano
el Sol describe un paralelo celeste tangente al horizonte; asi pues, a media noche el Sol
se encontrara en el horizonte (Sol de media noche). Efectivamente, en el dia del
solsticio de verano, la declinacion del Sol vale €, y su distancia polar 90°-¢, que es la
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latitud del circulo polar artico. En el circulo polar antartico dicho fendmeno ocurre en el
solsticio de invierno (Fig.22.1).
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FIG 22.1

Hay que sefialar que existen lugares de la Tierra en los cuales, al menos una noche
al afio, no habrd noche cerrada. Para ello bastara con que la depresion del Sol en la
culminacién inferior sea menor de 18° (crepusculo astrondmico). El caso mas favorable
sera el de altura maxima (solsticio de verano en el hemisferio norte) y asi, para D=g,
sera (Fig.23.1):

P+18" +£=90°
$=90"-18"—¢=48",5

18

©-

Z

FIG 23.1

Es decir, para ¢ > 48°,5, como es el caso de Paris, por ejemplo, no habra noche
cerrada el dia del solsticio de verano.
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1.7 Tiempos solares verdadero y medio

Dia solar verdadero es el intervalo de tiempo que transcurre entre dos pasos
consecutivos del centro del Sol por el meridiano del lugar.

Tiempo solar verdadero es el angulo horario del centro del Sol. Ahora bien,
hemos visto anteriormente que, debido a la ley de las areas, el Sol no recorre la ecliptica
con velocidad angular constante. La falta de uniformidad en la longitud se refleja en la
variacion de su ascension recta, tampoco uniforme, lo cual implica que los dias solares
verdaderos no tengan igual duracién. Por consiguiente, el dia solar verdadero no cons-
tituye una buena unidad de tiempo.

Para evitar este inconveniente y poder utilizar las observaciones del Sol para la
medida del tiempo, se define un Sol ficticio como un sol imaginario (una direccion) que
describe la ecliptica con velocidad angular constante en un tiempo igual al que tarda el
Sol verdadero en recorrerla. Coincide con el Sol verdadero en el perigeo y, por tanto,
también en el apogeo, segun la ley de las areas.

Se llama ecuacion del centro a la correccion que hay que aplicar a la longitud L
del sol ficticio para obtener la longitud © del Sol verdadero:

C=0-L 8.1

Si P es la duracion del afio, la velocidad angular con que el sol ficticio describe la
ecliptica, o movimiento medio, seré:

n :2—7[:—36(10 :00,98 dia_l
P 365924

No obstante, el sol ficticio tampoco nos sirve para definir la unidad de tiempo:
hemos de componer dos velocidades angulares, la del sol ficticio sobre la ecliptica y la
de la esfera celeste alrededor del eje del mundo; las dos son constantes, pero su
composicion no lo es al estar referida a ejes distintos. Ello hace que el angulo horario
del sol ficticio no crezca proporcionalmente al tiempo, lo cual nos lleva a introducir un
Sol medio, sol ideal que recorre el ecuador, en sentido directo, con velocidad angular
constante e igual al movimiento medio, coincidiendo con el sol ficticio en el punto
Aries (y por tanto también en el punto Libra). Por definicion el sol medio gira alrededor
del eje del mundo, por lo cual el angulo horario del sol medio crece proporcionalmente
al tiempo. Abatiendo el sol ficticio sobre el ecuador, obtenemos el sol medio (Fig. 24.1).
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L=4 9.1)

Llamamos reduccion al ecuador a la correccion que hay que aplicar a la
longitud © del Sol verdadero para obtener su ascension recta A,:

0=4-0 (10.1)

Dia solar medio es el intervalo de tiempo transcurrido entre dos pasos
consecutivos del sol medio por el meridiano del lugar.

Tiempo solar medio es el angulo horario del sol medio. A pesar de todas las
consideraciones anteriores, el dia solar medio no se toma actualmente como unidad de
tiempo, por razones que veremos mas adelante.

Som Ton

FIG 25.1

Es facil establecer la relacion que existe entre el dia solar medio y el dia sidéreo
medio. Consideremos que un dia determinado el sol medio y el punto Aries culminan al
mismo tiempo. En este instante son las O" tanto de tiempo sidéreo medio como de
tiempo solar medio. Ambos puntos avanzan debido al movimiento diurno; pero, debido
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al movimiento propio del Sol en sentido directo, éste se retrasa respecto al punto Aries,
de modo que el dia siguiente llegara al meridiano después que dicho punto, de tal forma
que cuando el sol medio se encuentre sobre el meridiano, el punto Aries habra recorrido
ya el arco S, Y%. El dia solar medio se compone pues de un dia sidéreo mas una
fraccion de dia equivalente al arco S,, ), (Fig.25.1), incremento de una ascension recta
del sol medio en un dia solar medio, es decir:

ld,sol.m _ ld,sid,m +Aa

m

Como que el afio tiene 365,2422 dias solares medios, el adelanto diario de Aries
sobre el Sol sera

o, =—22 356 s5m

365,2422

Dicho de otro modo: el punto Aries sale cada dia solar medio 3m 56s t.s.m. antes
que el dia anterior; de ahi la antigua denominacién de "aceleracion de las fijas" (las
estrellas) con que se designaba el Aa,.

1.7.1 Tiempo civil y longitud geogrdfica
Llamamos tiempo civil al &ngulo horario del sol medio aumentado en 12 horas.
t.=H, +12" (11.1)

Empezamos a contar el tiempo civil doce horas antes de que el sol medio pase por
el meridiano superior del lugar. Serd mediodia medio a las doce horas de tiempo civil.

Longitud geogrdfica de un lugar es el angulo diedro que forma el meridiano del
lugar con el meridiano de Greenwich. Se mide en horas para usos astronémicos y en
grados para usos geograficos, habiéndose tomado negativa desde el meridiano de
Greenwich hacia el este y positiva hacia el oeste, hasta el afio 1982 en que la Asamblea
General de la Union Astronoémica Internacional que tuvo lugar en Patras (Grecia)
recomendd que "todas las efemérides nacionales y otras publicaciones astronomicas
adoptasen tan pronto como fuera posible el convenio segun el cual la longitud terrestre
fuera contada positivamente hacia el este". Asi pues, desde entonces, se toma positiva
desde el meridiano de Greenwich hacia el este y negativa hacia el oeste. También se
suele indicar con las iniciales de dichos puntos cardinales. Por ejemplo:

1 Observatorio Fabra = 0" 8™ 30°,2 = 0" 8™ 30°2 E

Para hallar la relacién existente entre la longitud de un lugar y el tiempo civil en
¢l, supongamos dos lugares cualesquiera 4 y B y proyectemos sus planos meridianos
sobre el ecuador terrestre (Fig. 26.1).Sean /4, y [z las longitudes de 4 y B,
respectivamente, S, la direccion del sol medio, Hy y Hp los tiempos solares medios en
AyB.
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FIG 26.1

Se verifica:
1, +H,+12" =1, +H,+12"

es decir,
1+1¢, = Cte.

1.7.2 Tiempo Universal

Por definicion, llamamos tiempo universal, T.U., a dicha constante para todo el
globo, en un instante dado:

TU.=¢ +1 (12.1)

Evidentemente, el T.U. es el tiempo civil en el meridiano de Greenwich.

Hora legal es la que resulta de la division del globo terrestre en 24 husos
horarios. La hora legal de un lugar es el T.U. mas un nimero entero de horas
correspondiente al huso en que se encuentra dicho lugar respecto al de Greenwich.
Dichas horas se tomaran positivas desde Greenwich hacia levante y negativas hacia
poniente.

Hora oficial es la hora del huso rectificada segun las conveniencias de cada pais.
Espaia pertenece al huso de Greenwich y su tiempo oficial lleva una hora de adelanto al
T.U. en invierno y dos horas en verano. Es el tiempo por el que se rige la vida civil de
un pais.

1.7.3 Ecuacion de tiempo

Recibe el nombre de ecuacion de .tiempo la diferencia entre el angulo horario del
Sol verdadero y el dngulo horario del sol medio:

E=H —-H, (13.1)
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También se puede definir en funcion de las ascensiones rectas, teniendo en cuenta
la relacion (7.1) entre el tiempo sidéreo, la ascension recta y el angulo horario aplicada a
cada uno de los soles:

E:HV -Hm :0)71 -Hm -(HV -HV):A)W -4’
y por tanto, segun (8.1), (9.1) y (10.1), sustituyendo, también:
E=4 -4 =L-0+0-4,=-(C+0Q) (14.1)

es decir: la ecuacion de tiempo cambiada de signo es el resultado de sumar la ecuacion
del centro y la reduccioén al ecuador.

La ecuacion de tiempo viene tabulada en los Anuarios Astronémicos, dia por dia,
y, como se vera mas adelante, es

|E| < 16™24%t.s.m.

A partir de la ecuacion de tiempo podemos hallar la diferencia entre la duracion
del dia solar medio y la del dia solar verdadero. En efecto, dado que, segun (13.1):

AE=AH —-AH,
para un dia solar medio:
AH, = AE +24"

donde
|AE| < 30°

segun veremos mas adelante. Luego, la maxima diferencia que puede haber entre un dia
solar medio y un dia solar verdadero es de unos 30s.

Estudiemos ahora la influencia de la ecuacidon de tiempo en la duraciéon de la
mafana y de la tarde. Transcurre la manana desde el orto del Sol verdadero hasta el
paso del sol medio por el meridiano del lugar (mediodia medio). Transcurre la tarde
desde el mediodia medio hasta el ocaso del Sol verdadero.

Recordemos que el arco semidiurno de un astro es el angulo horario de su ocaso.
Si el Sol verdadero y el Sol medio coincidiesen, dada la simetria del movimiento diurno
con respecto al plano meridiano, las duraciones de la mafiana y de la tarde serian iguales
al arco semidiurno. Pero, segtn (13.1):

H,=H, —E

y cuando el Sol verdadero pasa por el meridiano, H, = 0, falta E para que sea mediodia
medio:

Por tanto, si H es el arco semidiurno del Sol verdadero, tendremos:

Duracion de la mafiana: D,=H+FE
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Duracion de la tarde: D/=H-FE

Ademas, restando ordenadamente: el dia que la ecuacion de tiempo es maxima la
mafiana dura 32™ 48° mas que la tarde.

Dy-D;=2E

y, por tanto:
|D,—D,| < 32748 t.s.m

A medida que transcurre el otoflo, H disminuye y, por tanto, D, también
disminuye. A partir de primeros de diciembre, la tarde va alargando a pesar de que el
Sol todavia no ha alcanzado su declinacion minima (momento en el cual el arco
semidiurno es minimo). Ello es debido a que a partir del 3 de noviembre la ecuacion de
tiempo va disminuyendo y, al principio, la disminucién del arco semidiurno es mayor
que la disminucién de E, pero a partir de primeros de diciembre sucede lo contrario y la
tarde se alarga. De idéntica manera se explica que al empezar el invierno, siga acortando
la mafiana: el aumento del arco semidiurno es menor que la disminucién de la ecuacion
de tiempo.

1.8 Problemas del movimiento diurno

1.8.1 Paso por un vertical de acimut a

Datos | ¢ D a
Incognitas | H h

Para determinar H consideraremos las férmulas de paso de horarias a horizontales
(Fig. 27.1):

cos hcosa = cos D cos H sen ¢ —sin D cos ¢

coshsena =cos Dsen H
que divididas ordenadamente dan:

cotasen H =sen ¢cos H —cos ¢gtan D

Podemos resolver esta ecuacion tranformandola en una algebraica de segundo
grado en senH o cosH, o bien mediante la introduccion de un angulo auxiliar M, ha-
ciendo:

mcos M =sen¢

msenM =cota

con lo que se obtiene

mcos(H + M) =cos¢gtan D



42 Astronomia esférica y mecanica celeste

es decir:

cos(H + M) =cotgtan Dcos M
(15.1)

cotM =sengtana

formulas que permiten resolver el problema. Obtenemos asi dos determinaciones no
simétricas (segun corte el vertical hacia poniente o hacia levante), a partir de las cuales
podemos calcular el tiempo sidéreo de paso recordando (7.1).

Para determinar / procederemos andlogamente a partir de la formula de paso de
horizontales a horarias:

sen D =—coshcosacos¢+sen hsen ¢

Introduciendo el angulo auxiliar N mediante las formulas:

ncos N =sen ¢

nsen N =cos¢@cosa

obtenemos:

sen(h— N) = cosec@sin Dcos N
(16.1)

tan NV = cot¢cosa

resultando, también, dos determinaciones.

FIG 27.1

Para conocer la correspondencia entre las determinaciones de H y las de 4,
usaremos la relacion:

coshsena =cos Dsen H

Discusion: El problema no tiene siempre solucion. Si en el triangulo esférico
polo-cenit-astro de la Fig. 27.1. aplicamos la analogia de senos, siendo# el dngulo

paralactico tendremos:

senn _ sena
cos¢ cosD
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es decir:

cosg@sena <
cosD

desigualdad que solo se verificara si el problema tiene solucién. Para comprender esto
hemos de tener en cuenta que si el astro culmina al sur del cenit, el paralelo que describe
corta a todos los verticales (en los dos hemisferios, visible e invisible); pero, si culmina
al norte del cenit, su paralelo solo cortara a los verticales de acimutes comprendidos
entre unos valores minimo y maximo, correspondientes a los verticales tangentes al
paralelo del astro (Fig. 28.1). Si a,, es el acimut minimo y ay el acimut maximo, el
problema tendra solucion si el acimut dado, a, verifica la acotacion:

a,<a<360°-a, =a,,

m m

por simetria con respecto al plano meridiano.

€N 7
A
$ 7
i Q
I
an/ =N B
X 5 3S
am
04
=
ZJ
FIG 28.1

Casos particulares

a)Maxima digresion: Decimos que un astro presenta maxima digresion occidental
(oriental) cuando pasa por el vertical de acimut minimo (maximo). Por lo tanto, solo
pueden presentar maxima digresion los astros que culminan al norte del cenit.

Cuando tiene lugar la maxima digresion es recto el angulo paralactico y aplicando
al tridngulo polo-cenit-astro las formulas de los tridngulos rectangulos deducimos (Fig.

27.1):

cos H =tangcot D
sena =secgcos D (17.1)

sen /1 =sin g cosecD
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relaciones que nos dan el angulo horario a, H, el acimut, y la altura, %, correspondientes
a la maxima disgresion. También podremos conocer el tiempo sidéreo local en esta
posicion a partir de H'y de 4.

Si la maxima digresion ocurre cerca del meridiano, H es pequefio y queda mal
determinado por el coseno. Es conveniente, entonces, efectuar la transformacion:

2sen’ H/2 1-cosH sen(D—¢)
2cos’H/2 l+cosH sen(D+¢)

tanH/2=+ M
sen(D + ¢)
Con la determinacién positiva obtenemos el horario de la méaxima digresion
occidental y con la negativa el de la oriental.

Por otra parte, si una estrella presenta maxima digresion (culmina al norte del
cenit), se verifica:

tan’ H/2 =

por lo que

p=90°—D <90°—¢

Pero sabemos que las estrellas circumpolares, perpétuamente visibles, cumplen
que p=90°-D<¢. Por tanto, si ¢<45° (caso de Barcelona) todas las estrellas cirumpolares
presentan maxima digresion. Si ¢>45° sucede al revés; ambos conjuntos coinciden si ¢
= 45° (como ocurre, aproximadamente en Paris).

b ) Paso por el meridiano: En este caso H=0" y a=0° 6 180°, segin que el astro
culmine al sur o al norte del cenit, respectivamente. En cuanto a las alturas se tiene
(Figs. 29.1):

Culminacidn al sur Culminacién al norte
1 b
C
P
%0°-p
N #ln
7 4 N <
h =90° - ¢ + D h =90° -D + 8
FIG 29.1

Los pasos por el meridiano se observan con el circulo meridiano, anteojo que solo
puede moverse alrededor de un eje que coincide con la perpendicular. E1 tiempo sidéreo
local del paso nos proporciona la ascension recta del astro y la altura la declinacion.

c) Paso del Sol por el meridiano: Consideremos ahora un caso ligeramente
distinto del anterior, dado que el Sol presenta didmetro aparente. Por este motivo, se
mide el paso del borde del Sol por el meridiano y se reduce posteriormente al paso de su
centro.
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FIG 30.1

Para efectuar dicha reduccion se considera el tridngulo PBA como esférico
(Fig.30.1); en €l, P es el polo celeste, A el centro del Sol y B el punto de tangencia del
circulo PB. Se verifica:

sens =cos Dsen H (18.1)

con s, semidiametro aparente del Sol, aproximadamente igual a 16'. Sustituyendo en
(18.1) los senos por los arcos, resulta:

H =ssecD

Si g, es el tiempo sidéreo de paso del centro del Sol por el meridiano y € es el
tiempo sidéreo de paso del borde del Sol por el meridiano, del H hallado por las
formulas anteriores, se desprende:

0,=0+H

con el signo mas o menos segun consideremos el paso del borde anterior o posterior.
Esta reduccion se aplicara siempre que el astro considerado presente didmetro aparente
(caso de la Luna y de los planetas).

Dado que la declinacion del Sol es variable, no presenta la maxima altura cuando
pasa por el meridiano. Se demuestra que el angulo horario de su culminacion viene dado
por:

dD
H=(t —tan D)—
(tan ¢ —tan )dH

En nuestra latitudes ¢>D y, por lo tanto, tang-tanD>0. Cuando dD/dH>0 (invierno
y primavera) la culminacion se verifica después del paso por el meridiano y cuando
dD/dH<0 (verano y otoilo) la culminacion se verifica después de dicho paso.

d) Paso por el primer vertical: En este caso consideramos el paso por el vertical
de acimut 90°. Del triangulo polo-cenit-astro, rectangulo en Z, obtenemos (Fig. 31.1):

cos H =cot¢tan D
(19.1)

sen /1 = cosec gsen D

formulas que nos proporcionan dos determinaciones opuestas para el angulo horario,
pero una unica determinacion de la altura en los pasos oriental y occidental.
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FIG 31.1

En el caso de que H sea pequeilo, podemos transformar la formula (19.1) como
hemos hecho en a) y obtener una mejor aproximacion de su valor:

tan E == —sen(¢ —D)
2 sen(¢+ D)
Conocida la declinacion del astro, los pasos por el primer vertical permiten hallar
la latitud, ¢, mediante la formula (19.1) (método de Struve).

1.8.2 Paso por un almucantarat de altura h

El problema tendra solucién bajo las siguientes condiciones segun que el astro
culmine al sur o al norte del cenit (Fig. 32.1):

Culminacién al sur Culminacidn al norte

h=290° -¢ + D h=d¢ + D - 90°

FIG 32.1

Datos | ¢ D hoz
Incégnitas | H a
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FIG 33.1

Aplicando la formula de Borda:

tanézi sen(p —b)sen(p—c)
sen psen(p—a)

2p=a+b+c)

al tridangulo polo-cenit-astro (Fig. 33.1), tendremos:

nz+D—¢Senz—D+¢

se
tanﬁzi 5 5
2 cosz_ _(écoszJr ¢
2 2
) OSZ+12)+¢SGHZ_§+¢
cot—==
2 cosZ_D_¢senZ+D_¢
2 2

donde las dos determinaciones, positiva y negativa, se corresponden ¢ indican que el

paso es occidental u oriental, respectivamente.

Casos particulares

a) Paso por el horizonte: En este caso se suelen considerar como incognitas el
arco semidiurno, H, y la amplitud, a' (recordar (1.6.1). Para un astro de declinacion fija
las amplitudes ortiva y occidua son iguales. E1 tridngulo polo-cenit-astro es rectilatero y

permite resolver el problema (Fig. 34.1):

sena’ =secgsen D
cos H =—tangtan D
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FIG 34.1

Procediendo como en casos anteriores, si H es pequeio:

tan E == —COS(¢ —D)
2 cos(g+ D)
Si el problema tiene solucion, la raiz nunca es imaginaria. En efecto, si el astro no
es circumpolar, 90° - D > ¢ por lo que cos (¢+ D) > 0. Y como:

90°> ¢ > 0°
0°< D <90°
restando ordenadamente, resulta:

90°> ¢— D > —90°

y, por tanto,
cos(¢p—D)>0

Ademas, como que 90° - D > ¢, tomando cosenos y recordando que el coseno es
una funcién decreciente:

a’ s6lo posee una determinacién (Ia menor de 90°) y H posee dos, segun se considere el
orto o el ocaso (negativa o positiva respectivamente).

FIG 35.1
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b) Orto y ocaso del Sol: Para el caso del Sol (como para el caso de la Luna) es
necesario considerar una correccion AH al arco semidiurno H, debido a que cuando el
Sol estd en su orto o en su ocaso la altura de su centro es de -50' (Fig. 35.1) (recordar
1.6.5). Para obtenerla diferenciaremos la formula de conversion de coordenadas horarias
a horizontales,

sen i =sengsen D+ cos@cos Dcos H

con lo cual obtendremos:

cos hdh = —cos ¢ cos Dsen Hdh

Considerando la dh como un incremento, teniendo en cuenta que cos # =1y que
50" = 200s, resulta:

~ 200°

cosgcos Dsen H

habiéndose obtenido H mediante la formula hallada en el apartado anterior, Dicha
correccion siempre es aditiva, dado que su signo ya viene dado por sen H.

1.9 Refraccion astronomica

1.9.1 Primera aproximacion

La luz se propaga en linea recta en el vacio o en los medios transparentes
homogéneos. Como que la atmosfera terrestre no es homogénea, al propagarse en ella,
la luz experimenta una desviacion. La direccion segin la cual observamos los astros
forma con la direccion en la que deberiamos observarlos, si no existiera el fenémeno de
la refraccion, un angulo llamado refraccion astronomica (ver 1.6.3).

Podemos dar una teoria de la refraccion, suficiente en la mayoria de las aplica-
ciones, suponiendo:

1°) que la densidad del aire decrece con la altitud y no depende mas que de la
altitud.

2°) que las superficies de igual densidad, también superficies de igual indice de
refraccion, son planos horizontales. Se desprecia la curvatura de la Tierra.
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! z+dz

n +« dn

FIG 36.1

Para simplificar el razonamiento sustituyamos esta atmoésfera, cuyo indice de
refraccion decrece de manera continua, por una atmosfera formada por capas homogé-
neas muy delgadas, separadas por superficies refringentes planas y horizontales. La
capa indice n tiene encima una capa de indice n+dn (siendo dn negativo) y el rayo
luminoso que procede del suelo y va a parar al punto B de la superficie de separacion,
formando un 4ngulo de incidencia z, se refracta con un angulo de refraccion z+dz (Fig.
36.1). Apliquemos la ley de Descartes:

nsenz = (n+dn)sen(z +dz)

La cantidad nsenz se mantiene constante a lo largo del rayo luminoso y esta
propiedad se conserva si se aumenta indefinidamente el nimero de capas. Admitiremos
que dicha constancia se mantiene aun con una variacion continua del indice de
refraccion.

FIG 37.1

Cuando nos separamos del suelo siguiendo el rayo luminoso, n decrece y por
consiguiente z aumenta: el rayo vuelve su concavidad hacia el suelo (Fig. 37.1). Supon-
gamos que parte de un punto O en el cual el indice de refraccion es n, y que forma con
la vertical en O un angulo z,. El rayo se mantiene siempre en el plano vertical que
contiene su tangente en O: No hay refraccion en acimut. Sigamos al rayo luminoso
hasta su salida de la atmoésfera refringente, es decir, hasta donde la curvatura se hace
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despreciable y el indice de refraccion del medio es la unidad. La tangente al rayo
luminoso, que se confunde con su asintota, forma entonces un angulo z; con la vertical
en el punto O (Fig. 37.1). Se llama refraccion astronomica la diferencia:

R =2z -z
Supongamos ahora que el rayo proviene de un astro £ cuya distancia cenital
verdadera es z;. E1 observador situado en O ve este astro en la direccion de donde le
llega la luz, es decir en la direccion de la tangente en O al rayo luminoso, siendo z, la

distancia cenital observada: la refraccion astrondmica acerca los astros al cenit. Puesto
que el producto nsenz es constante, tenemos:

Isenz, =n,senz,

de donde:
sen(z, + R) =n,sen z, (19.1)

R es lo suficientemente pequefio como para que, en primera aproximacion, se
pueda confundir su seno por el arco expresado en radianes y reemplazar su coseno por

la unidad. La ecuacién (19.1) es entonces:

senz, +Rcosz, =n,senz,

y haciendo
ny—l=a,

también:
R=a  tanz, (20.1)

formula aproximada para zy < 60°.
En condiciones normales de temperatura y presion (0°C, 76 cm de mercurio), el

indice de refraccion del aire es n, = 1,00029255 para una longitud de onda de 0",575,
para la cual en general las lentes son acromaticas. Se tiene pues, en tales condiciones:

a ,=0,00029255=60",343
valor de la refraccion normal para zy = 45°.

A la temperatura ¢ y a la presion P, se tiene, admitiendo la Ley de Gladstone:

P 273
07076 1 +273°

[0‘0 ],,p = [0‘0]
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En estas condiciones, para un lugar de observacion a la temperatura ¢ (en grados
centigrados) y la presion P (en centimetros de mercurio), la refraccion valdra, segiun
(20.1):

R=60"3431- 27" an 21.1)
76 t+273°

1.9.2 Formula de Laplace

La formula (21.1), valida con buena aproximacioén cerca del cenit, no puede
utilizarse para astros que se hallen cerca del horizonte. Entonces no pueden despreciarse
la curvatura de la Tierra ni la de las superficies de igual indice de refraccion, ya que el
rayo luminoso recorre una distancia mucho mayor por la atmosfera refrigente.

Se demuestra que el invariante de la refraccion adopta ahora la forma nrsen
z=cte., donde r es la distancia al centro de la Tierra, y que la refraccién viene dada por
la formula de Laplace:

R=a0(1—,80)tanzo—ao(ﬁo—%)taf Z, 22.1)

con fo=lyry, donde /, es la latitud que tendria una atmoésfera homogénea cuyo peso
especifico fuera el del aire en O y que ejerciera en O la misma presion que la atmosfera
real y ry es el radio del observador. Calculando los valores de los coeficientes de tan z) y
tan’ z, de la formula (22.1), en condiciones normales se obtiene para R:

R =60",27 tanz, —0",0669 tan’ z,

0°,76¢cm
formula valida hasta alrededor de los 80° de distancia cenital.

1.9.3 Refraccion en las proximidades del horizonte

Con una buena aproximacion, la formula de Laplace nos da la refraccion
astronomica para valores no muy grandes de la distancia cenital, sin hacer ninguna
hipétesis sobre la ley de distribucion de las densidades en la atmoésfera. Si se diera a
priori una tal ley, se podria prolongar la formula de Laplace y obtener un desarrollo
alternado segun las potencias impares de tan z, (que dejaria de ser convergente en el
horizonte) de la forma:

R=a,1-p)tanz, —a (S, —%)tan3 z,+
(23.1)
+3a,(B, —%)2 tan’ z, —3.5a (B, —%)3 tan’ z, +...

La refraccion normal vendria dada entonces por la formula:

R=60",27tanz,—0",0669 tan” z, +0",000222 tan’ z, —0",00000123 tan” z, +...
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Los dos primeros términos de (23.1) nos dan la formula de Laplace (22.1) valida
para la astronomia meridiana, pues las medidas precisas de las distancias cenitales no se
realizan mas allé de los 60°.

Hay formulas finitas que permiten establecer la refraccion cerca del horizonte. Por
ejemplo:
cosz,

J2a

R= ao(l——) —senz oY (——)

donde

y ¥ representa la funcion
Y(x)= e’ r e dx

Si en ella tomamos o = 60",343 y a = 0,0011078 obtenemos, en condiciones normales:

Ry 760m =2563",5sen z"W(21,244 cos z,)
siendo en el mismo horizonte:
R, =37'52"

La ley empirica, puesta en evidencia con ocasion de la formula de Laplace, segiin
la cual la refraccion astrondmica es practicamente independiente de la ley de densidad
de la atmosfera se verifica de una manera muy satisfactoria hasta la distancia cenital de
85°. Es solamente a partir de observaciones realizadas de 2° ¢ 3° del horizonte cuando
se podra esperar deducir la ley de densidad. Pero, entonces, las refracciones anormales
que se manifiestan con tanta frecuencia a la salida y puesta del Sol, que deforman el
disco de un modo tan aparente, restaran mucha precision a las mediciones.

En el Anuario de San Fernando se da para la refraccion la formula:

R=R,(1+ Aa)(1+ Bp)

donde el factor R'= Ry (1 + Acx) se denomina refraccion corregida de temperatura y donde Roy
es la refraccion normal calculada para una latitud de 45°, una altitud de cero metros, una
temperatura de cero grados centigrados, una presion de 1 tor (a 0°C) y una presion de vapor de
agua de 6 mm de mercurio. R, estd tabulada en funcion de la distancia cenital. Los parametros
A, B, o, p, también tabulados, son tales que: 4 es funcion de la temperatura, B es funcion de la
presion, « es funcion de la distancia cenital zj si 45° < zy < 81° y ademas de la temperatura si zy
> 81° (sizg<45° se toma a= 1), b es funcion de R'si zyp> 60° (si zp < 60° se toma f=1).

1.9.4 Correccion de refraccion en coordenadas horizontales y horarias

En coordenadas horizontales la refraccion sélo modifica la altura, no el acimut. Si
el indice o designa las coordenadas observadas y el 1 las corregidas tenemos:

a, =da,

z,=z,+R
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FIG 38.1

Esta situacion cambia al considerar un sistema de coordenadas horarias. Sean £ la
posiciéon real de un astro y £y la posicion aparente debida a la refraccion. E y Ej se
encuentran sobre un mismo vertical y la diferencia de sus alturas constituye la refrac-
cion astronomica R (Fig.38.1) . Si trazamos por Ej un paralelo celeste, y llamamos F a
su interseccion con el horario que pasa por E, obtenemos dos triangulos no esféricos (un
paralelo no es, en general, un circulo maximo). No obstante, al ser R pequeio, podemos
considerar PFE) como un triangulo esférico y FEE, como un triangulo plano, con lo
que si llamamos:

AH=H-H,
AD=D-D,
obtenemos (Fig.38.1):
senl’*fE\0 =cos D, sen AH

y como AD y AH son pequefios:

FE, = cos(D,)AH

y también:
1'715\0 =RsenQ
—AD = RcosQ

siendo Q el angulo paralactico. En definitiva, pues:

AH =+Rsec Dsen QO
AD =—-RcosQ



Capitulo 2
LA TIERRA

2.1 Elipsoide terrestre

Debido a las irregularidades que presenta la superficie fisica de la Tierra, se hace
necesario asimilarla a una cierta superficie mds o menos ideal que reproduzca ciertas
magnitudes fisicas; es lo que corrientemente denominamos un "modelo".

A. — Modelo geométrico

Desde un punto de vista geométrico, la Tierra puede considerarse, en primera
aproximacion, como una esfera de radio 6.371 km y, en segunda aproximacion, como
un elipsoide de revolucion. La esfera y el elipsoide son equivalentes, tanto en area como
en volumen, y el radio de la esfera, llamado radio medio de la Tierra, es la media
aritmética de los tres semiejes del elipsoide (aproximada al km).

Los elementos del elipsoide de revolucién que fue adoptado como "elipsoide
internacional” por la Asamblea General de la Union Geodésica y Geofisica Inter-
nacional (U.G.G.1.), celebrada en Madrid en 1924, son:

radio ecuatorial: a =6.378,388 km
aze_ 1
a 297

achatamiento: f =

de los que se deduce:
radio polar: ¢ =6.356,912 km

Como consecuencia de los resultados obtenidos mediante la observacidon de
satélites artificiales, en la Asamblea General de la Unién Astrondémica Internacional
(U.A.L), celebrada en Hamburgo en 1964, se recomendo trabajar con los siguientes
elementos:

a=6.378,160 km

1
/= 298,25

Ultimamente, en la Asamblea General de la Unidén Astrondémica Internacional que
se celebré en Grenoble en 1976, se adoptd un nuevo sistema de constantes astrono-
micas, designado por IAU (1976), que entrd en vigor el 1 de enero de 1984. En €l se
toma:

a=6.378,140 km
1

/= 298,257
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B.- Modelo dindmico

El potencial creado por la Tierra no es de revolucion. Ello se intenta explicar
considerando que la Tierra, desde un punto de vista dinamico, se aproxima mediante un
elipsoide de tres ejes cuyos elementos son:

a=6.378.2 km
a—c 1

/= a 2983
a—>b

Jo= a  30.000

donde fy f. son el achatamiento polar'y el achatamiento ecuatorial, respectivamente.

Desde 1958, por observacion de las anomalias orbitales del satélite artificial
Vanguard 1958 f,, se sabe que, en cuanto se refiere a la distribucion de masas, la Tierra
tiene forma de pera. En la figura 1.2 la comparamos con el elipsoide.

FIG 1.2

El elipsoide de revolucion es una sencilla figura geométrica de referencia, pero
que se aparta algo de la forma real de la Tierra. Por eso se define el geoide relativo a un
punto como la superficie ortogonal en cada punto a la direccion de la gravedad. Difiere
en £100 m del elipsoide de referencia. La figura tedrica que se obtiene es una superficie
que, coincidiendo con la superficie media de los mares (hecha abstraccion de mareas y
corrientes), se prolonga hipotéticamente por debajo de los continentes. Para ajustar el
geoide real al tedrico se ha de efectuar una compensacion de masas.
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FIG 2.2

Consideremos el elipsoide como figura de referencia y un observador O situado
sobre dicho elipsoide. Para este observador O, llamaremos (Fig. 2.2):

Vertical geodésica, Z4, a la direccion normal al elipsoide en O.

Horizonte geodésico, H,, al plano tangente al elipsoide en O.

Vertical astronomica, Z,, a la direccion normal al geoide que pasa por O (la
direccion de la plomada).

Horizonte astronomico, H,, al plano tangente al geoide en O.

Desviacion de la vertical, 6, al angulo que forman las verticales geodésica y
astronomica. Su valor varia desde fracciones de segundo a un minuto de arco, lo que
provoca errores de medida desde decenas de metros a 2 km.

La Tierra gira alrededor de un eje de rotacion instantanea, o eje del mundo, que no
coincide ni con el eje de figura del elipsoide ni con el tercer eje del elipsoide central de
inercia. Sean (Fig. 3.2): O el centro del elipsoide, T el centro de gravedad de la Tierra, i
el eje instantineo de rotacion, e el eje de figura del elipsoide y ¢' el tercer eje del
elipsoide central de inercia. Se definen los siguientes elementos:

Qm
Qv

FIG 3.2

Ecuador instantaneo, Q,, plano que pasa por el centro de gravedad de la Tierra y
es ortogonal al eje instantaneo.
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Ecuador medio, O, plano que pasa por el centro del elipsoide y es ortogonal al
eje de figura.

Latitud astrondmica, angulo que forma la vertical astronémica con el ecuador
instantaneo.

Latitud geodésica, angulo que forma la vertical geodésica con el ecuador medio.

En lo que sigue se considerara que el centro del elipsoide coincide con el centro
de gravedad de la Tierra (O=T) y que el eje de figura coincide con el tercer eje del
elipsoide central de inercia (e=e’). Esto equivale a despreciar los desplazamientos de 7'y
de ¢’, debido a movimientos de masas interiores, y a considerar un eje y un ecuador
medios que contienen los tres ejes del elipsoide central de inercia.

2.1.1 Posicion sobre la superficie de la Tierra

Entre los diversos autores, no hay un criterio unanime para definir las
coordenadas geograficas. Unos consideran como geograficas las astronémicas medias
mientras que otros toman como geograficas las geodésicas. Asi lo haremos nosotros,
llamando coordenadas geogrdficas a las geodésicas, considerando los meridianos y los
paralelos sobre un elipsoide de revolucion cuyos ejes mayores estén situados en el
ecuador medio y cuyo eje menor sea el eje polar medio. La longitud geogrdfica ya ha
sido definida en el apartado 1.7.1.

Para fijar la posicion de un lugar O situado sobre la superficie de la Tierra, es ne-
cesario conocer sus coordenadas rectangulares o polares con respecto a la elipse seccion
del elipsoide por el meridiano del lugar. Representemos, pues, la seccion meridiana del
elipsoide terrestre junto con su circunferencia principal (Fig. 4.2).

FIG 4.2

Sean T el centro de la Tierra, a el radio ecuatorial y ¢ el radio polar. Consideremos
un sistema de coordenadas cartesianas con origen en 7'y ejes X sobre a y Z sobre c. Sea,
ademds, O un punto cualquiera del elipsoide. Si trazamos la vertical geodésica Z,
(ortogonal al elipsoide) en O, ¢ representard la latitud geogrdfica. Asimismo, @',
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angulo del vector de posicion de O con el eje X, se denomina latitud geocéntrica de O.
La diferencia:

v=g-¢

se llama dngulo de la vertical y, como se demostrara, es siempre v<12'.

Sea Q la interseccion de la ordenada por O con el circulo principal. El angulo u
que forma TQ con el eje X se denomina latitud reducida.

Se trata de hallar las coordenadas cartesianas (x,z) y las coordenadas polares (a, p,
¢' ) del punto O, siendo ap el radio vector 7O del punto O medido en unidades del

semieje mayor ( p <1), y, posteriormente, relacionarlas con ¢ .

Recordando que la elipse y su circunferencia principal son afines, segun una
afinidad ortogonal de eje el mayor de la elipse y razén c¢/a, podemos escribir:

£ ¢
M0 a
y teniendo en cuenta que:
M_Q = @sen u
obtendremos:
X=acosu
} (1.2)
z=csenu
Como, ademas:
=apcosg'
x=apeosd } 2.2)
z=apseng'
de (1.2) y (2.2), dividiendo ordenadamente z entre x e identificando los coeficientes:
tang'=c/atanu 3.2)

Por otra parte, recordando la pendiente de la normal a una curva, segin (1.2), por
definicion de latitud geografica:

tan¢:_ﬁ:_m@:a/ctanu (42)
dz ccosu du

Comparando con la anterior igualdad (3.2), obtenemos ¢' en funcién de ¢:
tang'=c*/a’tang =(1— )’ tangp = (1—e*) tan ¢ 5.2)

segun se sigue de las definiciones de achatamiento, f, y de excentricidad, e.
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Si hacemos:

x=aC(¢p)cos ¢} 62)

z=aS(g4)sen ¢

donde C(¢) y S(¢ ) son ciertas funciones de ¢y calculamos dichas funciones a partir de
(1.2) y (6.2), tendremos:

1
cosu _(l+tan’u) >

@)= cos¢ - cos¢
y, segun (4.2):
)~ 0+0-1) ;an §° 1 :
cos (cos? g+ (1— f)?sin® §)?
y operando:
()= 1 . (7.2)
(1=(2f = f*)sin’ §)?
Efectuando los cocientes z/x en (1.2) y (6.2) e identificando, se deduce:
c/atanu = S() tan ¢
(9)
y, segun (4.2):
S(@)=(c/a)C(¢)=(1~ 1) C(¢) (8.2)

es decir, S(¢) y C(¢) son proporcionales. Las formulas (6.2), (7.2) y (8.2) permiten
hallar las coordenadas cartesianas de O(x,z) en funcién de ¢ .

Para hallar el radio vector de O en funcion de ¢, sumemos los cuadrados de x y z
en (2.2) y (6.2) e identifiquémoslos:

p° =C*cos’ ¢+ S*sen’ ¢
y, teniendo en cuenta (8.2):
p> =C*(cos’ ¢p+(1— )" sen’ @)

de donde, finalmente:

p=C(cos’ p+(1—f)*sen® ¢)"* (9.2)
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Para hallar el angulo de la vertical en funcion de O escribiremos:

B _ ., _ tang—tang’
tany = tan(g ¢)_1+tan¢tan¢'

y segun (5.2):

tan¢—(1—ez)tan¢:ezsen¢cos¢

tanv =
1+(1-e*)tan’¢  1—e’sen’ ¢

. 1
y teniendo en cuenta que 2sen ¢cos @ =sen2¢ y que sen’ ¢ = E(l —cos2¢), sera:

1/2¢”sin2¢ e’ sin2¢
tany = 2 = —
l-e"/2(1—cos2¢g) 2—e +e cosgp

y haciendo
eZ
"= 2-¢
queda finalmente:
tany =520 (10.2)
1+ mcos2¢

Para hallar el valor maximo de v expresaremos su tangente en funciéon del angulo
auxiliar u; por (4.2) y (3.2) tendremos:

tan v tan ¢ —tan ¢ =(a/c—c/az)tanu=l(a/c_c/a)sen2u
1+ tan ¢ tan ¢' I+tan"u 2

v sera maximo cuando lo sea sen2u, es decir, cuando u=x /4. En tales circunstancias
tanu =1,y (3.2) y (4.2) se reducen a:

tang', =c/a (11.2)
tang,, =alc (12.2)

de donde:
tang',, tang,, =1

lo que implica
, T
Pyt Py = 5
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Recordando que c¢/a =1-f'y sustituyendo fpor su valor en (11.2) y en (12.2), resulta:

#) =45°5'48"
@', =44°54'12"

y finalmente:
v=g,—¢', =1136"

2.1.2 Correccion de coordenadas por altitud

AZ 0

FIG 5.2

Si el observador se encuentra sobre un punto O’ situado a una altitud % sobre el
elipsoide de referencia, veamos cuales seran las correcciones , Ax, Az, 4dp, 49" que
aplicadas a las coordenadas de O nos daran las coordenadas de O' (Fig. 5.2). Sea T el
centro de la Tierray 7Q la proyeccion de 70" sobre TO. Tendremos:

O_Q=ap+A(ap)—ap=aAp

y también
OQ = hcosv
de donde
Ap = ﬁ cosv
a

Si sustituimos la tangente de A¢’ por el arco (v < 12', por lo que es una
aproximacion razonable), resulta:

a(p+Ap)A¢' = hsinv

y despreciando términos de segundo orden:

apAg' = hsinvy
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Si definimos la altitud reducida H=h/a, obtenemos las correcciones en
coordenadas polares:
Ap =H cosv

13.2
A¢':£senv (13.2)

En coordenadas cartesianas la correccion sera:

Ax=hcos¢ =aH cos¢
Az = hsen¢ = aH sen ¢

y seguin (6.2) tendremos:
x+Ax=a(C(¢)+H)cos¢} (14.2)
z+Az=a(S(p)+ H)sen g

2.2 Paralaje diurna

Las distancias a que se encuentran los astros del sistema planetario de la Tierra no
pueden considerarse como infinitas respecto a las dimensiones de ésta, y, por ello, las
visuales dirigidas a un mismo astro desde lugares distintos de la Tierra no pueden
considerarse paralelas. De ahi se deduce la necesidad de reducir todas las observaciones
a un mismo punto con objeto de hacerlas comparables. Este punto es el centro de la
Tierra. A las coordenadas asi obtenidas se las llama geocéntricas, mientras que las
relativas a cada observador se denominan fopocéntricas. La correccion que hay que
aplicar para pasar de coordenadas topocéntricas a geocéntricas recibe el nombre de
correccion de paralaje diurna.

2.2.1 Coordenadas horizontales

FIG 6.2
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En primera aproximacion, para comprender el fenomeno, consideremos la Tierra
esférica de radio medio R y estudiemos la correccion de paralaje diurna en coordenadas
horizontales. Sea O el centro de la Tierra, O’ el observador y M y M), el astro cuando se
encuentra en una posicion cualquiera y cuando se encuentra sobre el horizonte de O’
respectivamente (Fig. 6.2). El plano de la figura es el plano que pasa por O, O'y M; es
decir, el vertical que pasa por M. Dicho plano contiene el cenit del lugar de observacion
y por consiguiente la paralaje afectara inicamente la altura y no el acimut. Sea » la
distancia de M al centro de la Tierra (supuesta constante en el transcurso del dia); z la
distancia cenital geocéntrica de M y z' la distancia cenital topocéntrica. Sean, ademas, p
la paralaje en altura o 4ngulo bajo el cual se ve desde M el radio de O"y py la paralaje
horizontal o dngulo bajo el cual se ve desde M), el mismo radio. En el triangulo OO'M se
verifica:

p:Z’—Z:h—h( (152)
y en el OO'M,,
R
sen p, =— (16.2)
r
o aproximando por el angulo:
mp, =R

Aplicando el teorema de los senos al tridangulo OO'M, tenemos:

R
senp senz'
es decir,
R '
sen p=—senz
F
y por (16.2):
sen p =sen p, senz’ (17.2)

Si exceptuamos los satélites artificiales y la Luna, dada la pequefiez de p y p;, en
(17.2) podemos sustituir los senos por los arcos:

p=p,senz
y por (15.2):

=z'—p,senz’
EEETD Z} (18.2)

a=a

igualdades que constituyen la correccion de paralaje diurna en coordenadas
horizontales.
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2.2.2 Coordenadas horarias

Consideremos ahora la Tierra como un elipsoide de revolucion y estudiemos la
correccion de paralaje diurna en coordenadas horarias.

Se llama paralaje horizontal ecuatorial py de un astro M el angulo bajo el cual el
radio ecuatorial de la Tierra.

Se verifica:

. a
SIn py = P, :7

(recordemos que a = 6.378,140 km).

En el caso del Sol, se designa por /7, su paralaje horizontal ecuatorial cuando se
encuentra a una unidad astronoémica de distancia (1 u.a.=149,6:10° km). Si se toma
como unidad de longitud dicha distancia media, /7, en segundos valdra:

0 = &’148-206265 "=8"79
149,6:10
Si medimos 77, en radianes y las distancias en u.a., el radio del observador sera,
evidentemente //)p. Para la deduccion de la correccién representamos la traza del
elipsoide terrestre por el plano meridiano que pasa por el observador O’, y trasladamos
su sistema local de coordenadas horarias X’,Y’,Z’, al centro de la Tierra, conservando
fijo el plano X"Y". Tendremos el sistema X,Y,Z, donde XZ define el mismo plano que
X'Z' (Fig. 7.2). Sean (r,H,D) las coordenadas horarias geocéntricas de un astro My
(r’,H’,D") las coordenadas horarias topocéntricas del mismo. ¢’ y p se obtienen de ¢, A,
h, supuestas conocidas.

A Zo
1
1
1
|
I
vl
x*
% N |
I
NSP' Y|
: 1
. \D !
el : 1

FIG 7.2
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Es evidente que
F=r'+I1,p (19.2)

donde p estd contenido en el plano meridiano de O'. Expresando (19.2) por sus
componentes obtenemos las relaciones

rcosDcosH =r'cosD'cos H'+11,pcos ¢’
rcosDsen H =r'cosD'sen H' (20.2)
rsenD =r'sen D'+I1 pseng’

que constituye un sistema de tres ecuaciones que nos permite determinar las tres
incognitas », H, D. Si el astro M se encuentra muy alejado (II p <7 ), pueden

simplificarse los calculos mediante el empleo de férmulas diferenciales.

Consideremos el anterior sistema de coordenadas X, Y,Z, de centro O, y un sistema
de coordenadas X, Y’’, Z*” (Fig. 8.2) con centro en el astro M definido de la siguiente
forma:

Z

1]
N

FIG 8.2

Eje X" tangente al meridiano de M creciente en el sentido de las declinaciones
decrecientes; eje Y” tangente al paralelo de M creciente en el sentido de los horarios
crecientes; eje Z" en la direccion y sentido creciente del radio vector 7, estando los dos
triedros orientados en sentido retrégrado. Podemos pasar de una base a otra mediante un
numero finito de rotaciones.

Si definimos:

Ar=r'-r, AH=H'-H

21.2
AD=D'-D, @1.2)
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siendo las magnitudes con tilde las topocéntricas y las otras las geocéntricas, segiin
(19.2):
F=rF'-r=-I1,p

y segun (20.2):
cosg'
AF=-I1,p| O

seng' v

Si consideramos a A7 como un vector libre, lo podemos situar con origen en el
astro M y hallar sus coordenadas con respecto a la base X” Y” Z" que obtendremos en
funcién de las correcciones (21.2). Representando las dos expresiones de A7 en esta
misma base X" Y" Z" e identificando obtendremos un sistema de ecuaciones cuyas
incognitas seran las correcciones (21.2).

Para ello descompongamos A7 segun sus componentes diferenciales en X” Y" Z”

—rAD
A¥ =| rcos DAH
Ar

xX"y"z"

(la primera componente es negativa al considerarla en el sentido de las declinaciones
decrecientes). Pasemos las componentes de A7 segun XYZ a las componentes segun
X"Y"Z", para lo cual se precisan dos giros: uno de amplitud H alrededor de Z que
transforma X Y Z en X'Y'Z’, y otro de amplitud 90°-D alrededor del eje Y’ que
transforma X Y Zen X’Y"Z".

El primero tiene lugar alrededor del tercer eje, en sentido positivo, luego se
consigue aplicando R;(H); el segundo alrededor del segundo eje y también en sentido
positivo, es decir, se consigue aplicando la matriz R,(90° - D). Luego, tendremos:

—rAD —I1,pcos¢’
rcos DAH =R,(90°-D)R,(H) 0
Ar Xz —Ilypseng'|
senD 0 —cosD || cosH senH 0| -II,pcos¢g'
0 1 0 —-senH cosH 0 0
cosD 0 senD 0 0 1] -IT,pseng'|

y operando e identificando:

—rAD =—-I1,p(cos ¢'sen D cos H —sen ¢'cos D)
rcos DAH =1I1,pcos¢'sen H (22.2)
Ar =-TIIp(cos ¢'cos Dcos H +sen ¢ 'sen D)
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En Astronomia de posicion sélo se consideran las dos primeras igualdades.
Teniendo en cuenta que 6=4+H, por lo que AH =-A4, y que II,viene expresado en

segundos de arco, tenemos:

_II,p(cos@'sen D cos H —sen ¢'cos D)
- r

1 II;pcos¢'sen Hsec D

T1s r

AD

(23.2)

donde r se mide en unidades astronémicas y A4 vendra expresado en segundos de
tiempo. Dichas igualdades también se escriben:

ap=-To
r

L,

r

donde
P, =-11,p(cos@'sen D cos H —sen ¢ 'cos D)

IT,pcos¢@'sec Dsen H
15

P =

denominandose Pp factor paraldctico en declinacion y Pa factor paraldctico en
ascension recta.

Por definiciéon de A4 y AD es:

a=arta

; (24.2)
D=D'+-2

r

Los factores cos¢ y sen¢ se pueden obtener de los Anuarios para distintas
latitudes en funcion de S, C y ¢ (ver, por ejemplo, "Efemérides Astronomicas",

Instituto y Observatorio de Marina, San Fernando (Cadiz)). Para hallar r se parte
observaciones simultaneas de M desde dos puntos distintos de la Tierra. En un mismo
instante sera:

P, P,
A=A+ =4+
r r

P, P,
D=D'+—"L=D"+-—2
r r

debiéndose obtener la misma » a partir de las ascensiones rectas y declinaciones. En el
calculo de los factores paralacticos es indiferente tomar coordenadas topocéntricas o
geocéntricas.
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2.3 Potencial terrestre

2.3.1 Expresion del campo gravitacional terrestre bajo la forma de un
desarrollo en polinomios de Legendre

Sea P un punto de la superficie de la Tierra o exterior a ella, sometido a la a-
traccion de la particula de masa dm situada en el interior de la Tierra. Sea O, centro de
gravedad de la Tierra (la cual suponemos de momento de forma cualquiera y de masa

M) el origen de un sistema de coordenadas cartesianas rectangulares X, Y, Z; d el vector
de posicion de dm y 7 el vector de posicion de P, con respecto a O; sea ademas 7' el
vector con origen en el elemento de masa dm y extremo en el punto Py el angulo

Zz
[}

P(XYZ)

(]

d dm(XYZ)
|

FIG 9.2

que forman los vectores 7 y d (Fig. 9.2). El potencial en el punto P debido a dicha
masa es:

dv = Gd_”’f (25.2)
r

donde G es la constante de la gravitacion universal y
r?=r*+d>—2rdcosy =r*(1-2hcosy +h*)

con

h=—<1
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Se tiene, sustituyendo en (25.2):
dm .
dV =G—(-2hcosy+h~) ? (26.2)
r

La expresion entre paréntesis puede ser desarrollada en serie convergente de
polinomios en y , llamados polinomios de Legendre [1].

(1-2hcosy +h*)"* = Zh”Pn(cos W)

n=0

polinomios cuya expresion general es:

1 d"(x-1)
P(x)=—"—""—"— X =cos
) =5 (x = cosy)
siendo los primeros:
P =1
PB=x
P, :EXZ _l
2 2
P, =§x3—§x
2 2
H=35x4—ﬁxz+E
8 8 8

El potencial V' debido a la masa total M de la Tierra sera, pues:
G =(dY
V=—1I]| |1+ — | P.(cosy) |dm 27.2
FJM{ ZU 2 ://)} (27.2)

Integraremos el segundo miembro de (27.2), para lo cual procederemos término a
término:
M
v, = G J' dm = MG
r M r
Gd G
4 = IM7c0sy/a’m = IMdcoswdm =

G =7 G
:r_2 Ld?cosy/dm :r_2 JM (xl+ yp+zn)dm

siendo (L, p, n) las componentes del vector L y (x,,2) las del vector d .
r
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Pero, si el origen del sistema de referencia esta situado en el centro de masas de la
Tierra, es:

Idemszydmszzdmzo

y por tanto,
V=0

G R R (28.2)
Vz_ﬁ.[wd (3cos“w—1)dm

Para obtener esta nueva integral, teniendo en cuenta que [>+p’+n’=1,
hagamos:

d’(Beos’ w—1)=3(xl+yp+zn) —(x’ +y* +2°) =
=3x"(1-p* =n*)+3y*A-1*-n*)+
+32°(1-1* = p*)—x* —y* — 2% + 6lpxy + 6lnxz + 6 pnyz

Sustituyendo en (28.2) tendremos:

G

“27
L )3 () (e
+ JZM 6(Ipxy +nixz + pnyz)dm}

=%{A+B+c—3(/u2 +Bp* +Cn* )+ 6(Hlp + Gl + Fpn)
r

v, {L(2x2+2y2+222)dm+

habiéndose tenido en cuenta, para integrar, las relaciones que nos dan los momentos de
inercia con relacion a los ejes coordenados:

_ 2, 2 _ 2, 2 _ 2, 2
A—jM(y +z )dm B—IM(x +z )dm C—IM(x +y )dm
y los momentos centrifugos con relacion a los planos coordenados:
F=J.Myzdm G=J;szdm H=IMxydm
siendo el tensor de inercia:

A -H -G
I=\-H B -F
-G -F C
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Sustituyendo en (27.2) tendremos:
V=Vy+V, +V,+..

es decir, teniendo en cuenta que la traza del tensor de inercia es:

I =A+B+C

y que

’_; 2

I-[—j = AI> + Bp> + Cn> —=2Hlp - 2Gnl - 2Fpn

r

resultara
~\2
V — G_M +£37_3_C§1££j R
r 2r 2r r
o también:
v :%_%(iz o= _Tj (29.2)
r 2ri\r

2.3.2 Simplificaciones

Si la Tierra presentase una distribucion esférica de masas, seria:

A=B=C F=G=H=0
y entonces:
%172—110
»
y por tanto
M
y=GM
r

Si como caso particular tomamos como ejes coordenados X,Y,Z los principales de
inercia de la Tierra con respecto a su centro de gravedad, los momentos centrifugos F,
G, H son nulos y s6lo quedan los momentos principales 4,B,C. Si ademas suponemos
que la distribuciéon de masas de la Tierra es de revolucion alrededor del tercer eje
principal de inercia (eje Z), los momentos principales de inercia seran iguales (A=B) y
entonces / adoptara la forma

~

Il
S O
S O

0
0
C
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con lo que

y el potencial sera:

GM—2—G3[3A(12+p2)+3Cn2—2A—C]=
r r

_GM_G

r 271

[3A(12 +p*+n*)+3Cn* =3An* -24 - CJ

y recordando que I* + p* +n’ =1:

_GM _%(c—A)(3n2 -1) (30.2)

r 2r

V

Para astros suficientemente alejados podemos suponer que el ecuador terrestre es
el plano determinado por los dos ejes principales iguales X,Y. Entonces, el angulo
formado por la recta que une el centro de masas O con el punto P(X,Y,Z) y el ecuador es
la declinacién D de P, siendo

senD = g =n
r
Haciendo ademas
3C-4
GM = - =
H 2 Md*

donde a representa el radio ecuatorial de la Tierra, y sustituyendo en (30.2), tenemos:

V= ﬁ{1 _é(ﬂj (3sen2D—l)} (31.2)

r r

Si hubiésemos considerado mas términos de la serie (27.2), hubiésemos obtenido

V= ﬁ{l - i.}n (ﬁj P (sen D)} (32.2)

7

donde P, son los polinomios de Legendre y J, son los armonicos o momentos de orden
n de la Tierra.

Comparando la formula (31.2) y la (32.2) escrita para n=2, deducimos que
J>=2/3J , es decir:
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J, recibe el nombre de factor de la forma dinamica de la Tierra y es una de las
constantes primarias de la Astronomia y Geodesia. Su valor actual (sistema de
constantes AU (1976)) es:

J>=10,00108263
Los arménicos J; y J; son negativos y del orden de -2.10°. El primer arménico
que denota la “forma de pera" de la Tierra es el J3, lo cual es debido a que P; es impar

en sen D y, por tanto, en D. Dicha forma implica que el plano ecuatorial no sea de
simetria del potencial.

2.3.3 Aceleracion j de la gravitacion

De la expresion (31.2) podemos deducir las componentes de la aceleracion total J:

. oV u aY 2
J,=———=5|1-J| —| (3sen” D-1) (33.2)
or r r
1V u (aY
]p :—;6—D=r—2J(7\J sen2D

Si la Tierra presentase una distribucion esférica de densidades seriaJ =0y

=t =0
[}
. -
fr -
fp
; f
D
0 -
FIG 10.2

Pero, J es distinto de cero, y en un punto simétrico, con declinacion -D, la acele-
racion radial j. es la misma y la aceleracion perpendicular j, varia de signo pues en ella
figura el sen 2D. En cambio, si la declinacion es complementaria la componente
perpendicular es la misma:

sen 2(90°-D) = sen (180°-2D) = sen 2D

A igualdad de distancia », la componente perpendicular de la aceleracion es
méxima a los 45°. Por otra parte j, se anula en el ecuador y en los polos.
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Si tenemos en cuenta (29.2):

;':—gradV:‘:sz/[ _igs(izl-fz—i)}ﬁﬁ (34.2)
r 2r r r

El primer término es central. El tensor / aplicado al vector r de componentes
(X,Y,Z) es:

AX -HY -GZ
I'¥r=|-HX+BY-FZ
-GX-FY+(CZ

2.4 Potencial de la gravedad

Si un punto P esta situado sobre la superficie de la Tierra, ademas de expe-
rimentar una aceleracion debida a su atraccion experimenta una aceleracion debida a

su rotacion. Gravedad g es la resultante de la aceleracion de la gravitacion ; y de la

aceleracion centrifuga j_ .

g=j+].
A
I"mn P .-
oot stoas - de
r e
- s
r
b
pf 9
0 -
FIG 11.2

1
[1] si desarrollamos por la férmula del binomio de Newton (1—(2/kcosy —h*)) 2 los

coeficientes de /" son los polinomios P,(cosy) .
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EnlaFig. 11.2 r= a; , D = ¢’ (latitud geocéntrica). El radio de giro es » cosD y, por
tanto, si llamamos  a la velocidad angular de la Tierra, la aceleracion centrifuga vale

J.=w’rcos D
y deriva de un potencial centrifugo

V'=;12ra)2r2 cos’ D (35.2)

El potencial de la gravedad sera la suma de los potenciales gravitatorio terrestre y
centrifugo:

W=V+V" (36.2)

Llamando q al cociente entre la aceleracion centrifuga y la atraccion en el
ecuador, suponiendo la Tierra esférica de radio ecuatorial a

a)za 0)2612
q = =
HoH
aZ

se tiene, sustituyendo (31.2) y (35.2) en (36.2), teniendo en cuenta este valor de g:

W:ﬁ[l—é(gj (3sin2D—1)+%(£j cos? D} (37.2)

r

El geoide es una superficie equipotencial de la gravedad, es decir que ® se
mantiene constante sobre la superficie del geoide. En consecuencia, si igualamos la
expresion (37.2) a una constante, tendremos en forma aproximada (pues hemos escrito
para el potencial V' s6lo los términos hasta 2° orden), la ecuacion del geoide (W = Cte.).
Pero, esta ecuacion es dificil de manejar, por lo que se aproxima al geoide por el
elipsoide. Dado que el elipsoide difiere del geoide en = 100 m, supondremos que coinci-
den, es decir, consideraremos la superficie del elipsoide como una superficie
equipotencial de la gravedad. En particular, el potencial sera el mismo en el ecuador que
en el polo.

En el ecuador,

r=a, D=0
I/Va :ﬁl:1+i+1:|
a 3 2
en el polo,
r=c, D=90°
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e igualando ambas expresiones:

2
1+§+%:£{1—§J(£j } (38.2)
C C

y recordando que el achatamiento es
r=1-<
a

se tiene
a

=1+ f (despreciando términos a partir de f?)

L
1-f
y sustituyendo en (38.2):

J q 2 2
I+—+=-=1+f)|1-=J(1+
32(f){ 3(f)J

operando y despreciando términos a partir de £°:

A 2 14 f-2
1+3+2_(1+f){1 3J(l+2f)} 1+ f 3J(1+3f)

y, como segun la observacion, Jy f'son del mismo orden:
1+i+1=1+f—zJ
3 2 3

de donde
J:f—% (39.2)

formula que nos dice que J puede conocerse a partir de f mediante triangulaciones
geodésicas.
Por ser W el potencial de la gravedad se verifica:

éz—gradW

siendo § ortogonal al elipsoide en cada punto, por lo que su componente en la
direccion del radio vector sera

gcosv= —aa—I;V (40.2)
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donde v es el angulo de la vertical (radio vector normal) cuyo desarrollo en funcidon de
la latitud geodésica es

2

v=¢—¢'=msen2¢—m7sen4¢+...

donde
m=ra+dy=1
2
luego,
v= fsen2¢

y desarrollando en serie cos v:

2
1
cosv:1—%+...=1—§f2sen2 20+..=1+0(f?)

L 1 14+ 0(f?)

cosv 1—%f2 sen” 2¢ + ...

Por consiguiente, segin (40.2):

2 3
g:—a—WL—a—Wzﬁ2 1—J[3J (3sen2D—l)—q(Lj cos’ D 41.2)
or cosv or r r a

Tengamos en cuenta que » y D no son independientes sobre el elipsoide y veamos
como varia g con la declinacion. Para ello, vamos a hallar una relacién entre  y D. A
partir de la ecuacion cartesiana de la elipse

r*cos’D r’sen’D

+
2 2
a C

1

operando y considerando errores en f°:
2 2

r a r’ r
—{(l—sen2 D)+c—zsen2 D =?[(1—sen2 D)+(1+2f)sen’ DJ :?(1+2fsen2 D)=1

2
a

Por tanto
= (1 +2fsen’ D)fl/2 =1- fsen’ D

1/2

=(l+2fsen2D) =1+ f'sen’ D

ST
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y sustituyendo en (41.2) obtenemos:

3

g :%[I—J(1+fsen2 DY (3sen* D~1)~¢(1- fsen’ D) cos’ D]:
=rﬁ2[1—J(1+2fsen2 D)(3sen’ D-1)-¢(1-3/sen’ D)cos’ D |
que puede escribirse en la forma
g=g,(1+ksen’ D)+O(f%) (42.2)

En esta expresion (42.2) debemos determinar el valor de &, para lo cual tenemos
en cuenta que en el polo D=90° ,sen D=1y

g. =g, (1+k) (43.2)
por consiguiente:
k=51 (44.2)
8.

Conoceremos, pues, k& cuando calculemos el valor de la gravedad en el ecuador y
en el polo.
El valor de la gravedad en el ecuador es:

g.="45(1+7-q)

N}

y sustituyendo J por su valor (39.2), tendremos:
3
g, = %(1 +f- —qJ
a 2

expresion llamada formula de Jeffreys. Observemos que si la Tierra no girase, ¢ = 0, y
no fuese achatada, f'= 0, seria

A
8=

Procediendo, analogamente que en la deduccion de la formula de Jeffreys,
podemos deducir, a partir de (41.2) el valor de la gravedad en el polo

r=c, D=90°
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g =5[1-27(1+21)

2

o

£fe{r-yenf -3

:ﬁz‘c’—zu—2f+q):§(1+2f)(1—2f+q):§(1+q)

S}

y sustituyendo g, y g. en (44.2) y operando:

ﬁ(l+q)

2 3 5

k=9 (14q)|1-f+2q|-1=2¢-

ﬂz(l+f—3qJ (+q)( f+2qj 20
a

y llevando a (42.2) el valor de £, finalmente:
5 2
g=g, [1+(Eq—fjsen D} (45.2)

expresion llamada formula de Claireaud, gracias a la cual podemos conocer futilizando
unicamente mediciones gravimétricas. Es decir, midiendo la gravedad con un péndulo
en distintos puntos de la Tierra podremos determinar su forma.

En la practica la formula de Claireaud suele darse en funcion de la latitud

geografica ¢
g=g, {HGq—fjsenz 4

Veamos el error que cometemos con esta aproximacion. Recordemos que

¢'=¢g—msen2¢d+..=¢— fsen¢p+...
Luego:

seng'=sen(¢— f'sen2¢)=sengcos( f sen2¢)—cos@sen( f sen24)
y desarrollando en serie:

sengb'zsenqﬁ(l—j;sen2 2¢+...j—cos¢(fsen 2¢—...)

y como que D = ¢’
senD=sen¢—fcos¢sen2¢+0(f2)

Elevando al cuadrado y considerando errores en £ como hasta ahora:

sen’ D=sen” ¢ —2 f sen ¢ cos gsen 2¢=sen’ ¢ — f sen’ 2¢
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si introducimos sen” D en (45.2), vendra multiplicado por un término lineal en /'y por
tanto, el término — f sen’ 2¢ sera del orden de £ y lo podremos despreciar. Vemos pues

que al sustituir sen” D por sen” ¢ cometemos un error del orden de /° que es el error en
que nos movemos.

Si no desprecidsemos dichos términos obtendriamos:

g =978,0318(1+0,0053024sen”  —0,0000059sen’ 24 (46.2)

(segun acuerdo de la Asamblea General de la Unidén Internacional de Geodesia
celebrada en Moscu el afio 1971).

2.4.1 Correccion por altitud

La expresion (46.2) ha de corregirse de varios factores, entre los cuales el mas
importante es la altitud del observador. Suponiendo que la Tierra no gira (¢g=0) y que es
una esfera de radio r (no es achatada) se tiene, segtin (41.2):

y diferenciando:

por lo tanto a la gravedad que hemos obtenido se le tiene que restar la correccion debida
a la altitud. Si llamamos /4 a la altitud expresada en metros, el término correctivo vale
-0,0003090 / cm/seg’.

2.5 Rotacion libre

Consideremos la Tierra como un s6lido rigido e introduzcamos dos sistemas de
referencia directos: uno inercial X, Y,Z 'y otro solidario a la Tierra x,y,z ambos con origen
en el centro de gravedad de la misma. Interesa estudiar, en los dos sistemas, la rotacion
de la Tierra libre de fuerzas exteriores.

Sean

= el momento cinético de la Tierra respecto al sistema inercial,
Q la velocidad angular de la Tierra respecto al sistema inercial,
H el momento cinético de la Tierra respecto al sistema movil,
7] la velocidad angular de la Tierra respecto al sistema moévil,

I el tensor de inercia de la Tierra,

N el momento de las fuerzas exteriores.
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En la rotacion libre de un cuerpo se considera que, sobre el mismo, no actuan
fuerzas exteriores al sistema, por lo que

N=0
2.5.1 Movimiento respecto al sistema inercial

En el sistema inercial se verifica

derivando esta expresion respecto al tiempo, teniendo en cuenta que al considerar la
Tierra como un solido rigido es / = cte., tenemos:

[x]t-

10 (47.2)

pero en un sistema inercial (y s6lo en un sistema inercial)

=N

[1]s-

por tanto, en la rotacion libre, Z = 0. Es decir, e/ momento cinético se mantiene
constante con respecto al tiempo. Ademas, seglin la expresion (47.2)

10 =0 (48.2)

que constituye un sistema homogéneo de tres ecuaciones con tres incognitas (las

componentes de ), cuya matriz de los coeficientes es I. Como que el determinante de
I no es nulo, la Gnica solucidn del sistema (48.2) es la trivial:

por lo que Q también es constante. En conclusion, la velocidad angular de la Tierra se
mantiene constante y su eje de rotacion permanece fijo en el espacio.

2.5.2 Movimiento respecto al sistema no inercial

Sabemos que la relacién entre las variaciones respecto al tiempo de un vector
genérico G en los ejes inerciales y en los ejes moviles es:

— =|—| +onG
dt dt
XYz xyz
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por lo que en particular se verificara:

d_::d_H_Faj/\H
t dt

Pero,

[1]s-

=N y H=1Id

y por tanto:

1&+dAID=0

que es la ecuacion diferencial de la rotacion libre llamada ecuacion de Euler.

Sabemos que si suponemos coincidentes los ejes x,y,z con los ejes principales de
inercia de la Tierra y, ademds, suponemos que la distribucion de masas presenta
simetria de revolucion alrededor del eje z (hipotesis muy proxima a la realidad), el
tensor de inercia adopta la forma diagonal

I =

S ©

0 0
A4 0
0 C

Si designamos por p,q,r las componentes de @ en el sistema movil, la ecuacion de
Euler se escribe:

Ap p Ap 0
Ag |+| q |A| Ag |=|0
Cr r Cr 0

O también:
Ap (C—A)gr 0
Ag |+| —(C=A)pr |=|0
Cr 0 0

que equivale al sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden:

Ap+(C—-A)qr =0
Ag—(C—-A)pr=0 (49.2)
Cr =0

De la ultima ecuacion se deduce directamente que la componente r de @ segun el
eje z es invariable.
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Si 7 es constante, también lo serd u = r y sustituyendo en (49.2) tendremos

(50.2)

p+#q=0}
q—pp=0

Derivando la primera de las ecuaciones (50.2), obtenemos:

pP+uqg=0
pero, segun la segunda
q=HpP
por lo que
p+u’p=0

cuya solucioén es
p=Ce" +Ce™
Pero, por el teorema de Euler:
p=acos(ut+b) (a y b ctes.)
y tomando convenientemente el origen de tiempos:
p=acos(ut)
Sustituyendo en la segunda de las ecuaciones (50.2):
q = pacos ut

cuya solucion es:
g =asen ut

En definitiva, la solucién del sistema (49.2) es:

p=acos ut
g =asen ut

¥ = constante

por lo que
o=d=p +q>+r’=cte

es decir, @ es de modulo constante.



La Tierra g5

Por otra parte, que la componente » segin z de @ sea constante significa que el
extremo de @ se mueve siempre sobre un plano ortogonal al eje z. Ademas, el extremo
de la proyeccion sobre el plano x,y de @, de coordenadas p,q describe una
circunferencia de radio a, parametrizada en z, con una velocidad angular . Se deduce,
por tanto, que @ describe con velocidad angular p, un cono de revolucion alrededor
del eje z (tercer eje central de inercia o eje de figura) de semiabertura @ constante
puesto que como se puede observar en la figura 12.2

X X
FIG 12.2
tan @ = a

r

En suma, el eje instantdneo de rotacion describe un cono de revolucion alrededor
del eje de figura con un periodo

Experimentalmente se ha comprobado que € es del orden de dos décimas de

segundo de arco, lo que implica que / p° +¢° < r y, por tanto, que » = @ , es decir:

y dado que
2

a) = . .
1 dia sidereo
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(realmente es un dia sideral pero la diferencia es despreciable) y del valor teérico

L=305
c-4

se deduce
P =305 dias sidéreos

Dicho periodo tedrico, llamado periodo euleriano difiere del real observado por
Chandler que es de 430 dias sidéreos. Newcomb explico dicha discrepancia suponiendo
que la Tierra no era rigida, por lo que los momentos centrifugos no son nulos (I no es
diagonal). En el célculo utilizd los mddulos de elasticidad (de Young y de Poisson)
obtenidos mediante el estudio de la propagacion de las ondas sismicas. Ademads, existe
otro movimiento periddico, de periodo un afio y semiamplitud de una décima de
segundo de arco, debido a causas meteorologicas. Como que los dos periodos no son
conmensurables, ello motiva que, para un observador terrestre, el polo instantaneo P; se
desplace dentro de un cuadrado de lado 0"6 (unos 20 metros), centrado en el polo medio
Py, (extremo del tercer eje del elipsoide central de inercia o eje de figura), siguiendo una
trayectoria irregular abierta llamada polodia (Fig. 13.2).

Pm o/ Joz2 043

FIG 13.2

2.5.3 Variacion de la longitud y de la latitud instantineas de un lugar

Debido al desplazamiento del polo instantdneo variaran las coordenadas instan-
taneas A, ¢ de todos los puntos de la Tierra.

El eje instantdneo de rotacion de la Tierra no se mantiene fijo y, por tanto, el
ecuador instantaneo, plano normal a aquél, también variara con el tiempo. Al medir
el angulo formado por la vertical con el ecuador medio y con el ecuador instantaneo, se
obtiene, respectivamente, la latitud astrondmica media ¢, y la latitud astronémica
instantanea ¢.
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Interesa conocer las correcciones A¢g, A4 que deberan aplicarse a las coordenadas
medias ¢, 1, que pueden considerarse constantes, para obtener las instantaneas:

$=4¢,+A¢
A=4,+AL

Se trata ahora de expresar A¢g y A\ en funcion de la posicion del polo instantaneo
P;, sobre la superficie terrestre. Para ello consideraremos dos sistemas de coordenadas
cartesianas rectangulares, ambos de orientacion inversa, x,y,z y x,y'z', definidos de la
siguiente forma: El eje z dirigido hacia el polo medio; los ejes x e y sobre el ecuador
medio, de tal modo que el plano zx sea el plano meridiano de Greenwich; el eje z’
dirigido hacia el polo instantaneo; el eje x’ tomado en la interseccién con el ecuador
instantaneo del plano determinado por el eje x y el polo instantaneo; el eje y’ ortogonal a
los anteriores (Fig. 14.2).

Z
L z
£
o
MR, ¥ 54
Pi
’
£/
1/
e/
4
X=X,
/’0 hﬁ‘h"""--.._,__ -
’f --hxu

FIG 14.2

Las coordenadas esféricas de un punto genérico M situado sobre la superficie
terrestre seran (7, ¢y, A,) en el primer sistema y (+, ¢, 4) en el segundo.

Sabemos que el angulo € formado por el eje z y el z’ es muy pequefio, por lo que
podemos considerar que el polo instantaneo se encuentra en el plano tangente a la Tierra
trazado por el polo medio. Si en dicho plano tangente introducimos unos ejes de co-
ordenadas ¢ 7, paralelos, respectivamente, a los ejes x e y, podremos identificar las
coordenadas (& ,7) del polo instantaneo en este nuevo sistema con los angulos que
subtienden desde el centro de la Tierra O.

Para pasar del triedro x,y,z al x',y’,z" es preciso realizar una rotaciéon de angulo -7
alrededor del eje x (con lo que el eje z pasa a ser z; y el eje y, y;), seguida de una rota-
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cion de angulo & alrededor del eje y; (con lo cual z; pasa a coincidir con el eje de
rotacion instantanea y el eje X x; pasa a ocupar la posicion x'), es decir:

7'=R (R (=7

que matricialmente, teniendo en cuenta que la pequefia magnitud de &y 7 permite
sustituir el seno por el arco y el coseno por la unidad, se expresa:

1 0 =&Y1 0 0 1 —&n =& 1 0 =¢
Fl=l0 1 00 1 —p|F=|0 1 -—p|F=|0 1 —p|F
& 0 1 )0 7 1 & o1 & n 1

al ser £y 7 infinitésimos de segundo orden. Ademads, podemos escribir:

0 0 ¢ £z
Fl=lF+|0 0 —-n|F=r+| -nz
s n 0 Sx+1y
X

siendo / la matriz unitariay 7 =| y | por lo que

z
_§Z
AF=F'-F=| -nz
Sx+ny

Recordemos ahora las férmulas de la paralaje diurna en coordenadas horarias
(2.2.2)

—rAD senDcosH senDsenH —cosD
rcosD-AH |= —senH cos H 0 A¥
Ar cosDcosH cosDsenH senD

Como que los sistemas de coordenadas que hemos definido son de orientacion
inversa, al igual que el de coordenadas horarias, podemos aplicar dichas féormulas
directamente haciendo en ellas

con lo que obtenemos:

—rA¢ =—sengcos A-&z —sengsend-nz —cos@(Ex+11y)
rcosg-ALl = send-&z—cosA nz
Ar =—cos@cos A-Ez—cos@send iz +seng-(Ex+1ny)

relaciones de las que s6lo nos interesan las dos primeras.
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Teniendo en cuenta que
x=rcosgcosi

7 =| y=rcosgsenl

z=rseng
podemos escribir dichas relaciones de la forma:

—rA¢ = r|:§(—sen2 gcos A —cos2 ¢cos/1)+ 77(—sen2 gsen A —0052 @dsen /1):| = r(—§ cos A —7sen /1)

reosg-AL =r(Esen Aseng—ncosAseng)=rseng(Esenl—ncos i)

y, en definitiva:

Ap=EcosA+nsend
AL =(&Esen A —ncosA)tan ¢

En particular, de la segunda formula se deduce que la longitud instantanea de
Greenwich no es nula, aunque si muy pequeiia, lo que nos autoriza a tomar sen A =0,
cosA=1,ycomo ¢, =53°, se tendra:

AA=-ntang, = —ntan53°
de lo cual es una cota superior

|Aik<0ﬂ3mn5ykg":03027<0ﬂ03

2.6 Rotacion forzada

Hemos visto en el apartado anterior que tomando como origen el centro de
gravedad de la Tierra, podemos considerar dos sistemas de referencia: uno de ejes
méviles con la Tierra x,y,z, y otro X,Y,Z, fijo en el espacio. Segin el teorema del

momento cinético, designando, como antes, por N el momento cinético de las fuerzas
exteriores en el sistema movil, se tiene ahora

H+dnH=N (51.2)

donde supondremos que N no es nulo y que, en particular, es debido a la interaccion
gravitatoria con un astro, que consideraremos puntual, de masa m'y radio vector R .
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FIG 15.2

Sobre cada elemento de masa dm de la Tierra de vector de posicion p y distancia
p al astro, actia una fuerza

dF =" 5 dm
p

Asi pues, sobre la Tierra actiia un sistema de fuerzas que sabemos que siempre
puede reducirse a una resultante general y a un momento resultante. La resultante sera:

B, . .G
F=[aF=],

' - 1 .
n31 pdm=—-m 'GI grad—dm =—m'gradV (V potencial terrestre)
)4 Meop

y el momento resultante
N=RAF
es decir

N =-m'RAgradV (52.2)

Sustituyendo en (52.2) la expresion (34.2) que obtuvimos para el gradiente del
potencial terrestre
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y teniendo en cuenta que RAR=0, obtenemos para el momento de las fuerzas
exteriores en el sistema movil:

N= 3?’5" RALR
Sustituyendo en (51.2)
Fl+@AH=3i§” RALR

peroH = 1@ y, si suponemos la Tierra rigida, / es constante, por lo que H =I@, es
decir:

@:3?5" RALR

ecuacion diferencial que recibe el nombre de ecuacion de Euler generalizada. Para
resolverla procederemos analogamente al apartado anterior. Consideraremos que los
ejes x,y,z son los ejes principales de inercia de la Tierra y que la distribuciéon de masas
de ésta presenta simetria de revolucion alrededor del eje z. Con esto reducimos el tensor
I a su forma diagonal con los dos primeros elementos de la diagonal principal iguales

FIG 16.2

0 0
A4 0
0 C
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x p
Si las componentes de R en X,y,Z son R= y|ylasde @ son @=|gq |, la
z r
ecuacion generalizada de Euler adopta la forma:
. 3Gm'
Ap+(C—A)gr = S (C—A)yz
. 3Gm'
AGg—(C—-A)pr=- S (C—A)xz (53.2)
Cr =0

Como en la rotaciéon libre, también ahora es constante la componente r de la
velocidad de rotacion @ .

Realicemos ahora un cambio de la base x,y,z a la base x'y’z’ definida de la
siguiente forma:

x" determinado por la interseccion de los planos XY y xy; z'=z; y' ortogonal a los
anteriores en sentido directo. Para ello efectuaremos un giro de angulo -¢ alrededor del
eje z=z'

cosp —seng 0

®=R,(-¢)=|seng cosp 0

0 0 1
de manera que si
pY x'
d=|q' y  R=|y
r' z')
x'y'z x'y'z
se verifica, por ejemplo, que
p r'
q |=R,(+0)| ¢'
r 7'

es decir:

p=p'cosp+q'seng
g=—-p'senp+q'cosp

r=r'
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y derivando:

p=p'cosp+qg'senp+p(—p'seng+q'cosp)
q :_P'Sen(ﬁ'C}'COS(/J+(/')(—p'COS(/)—q'sen(p)

=

0 sea:
p=p'cosp+q'senp+qw
g=—p'senp+q'cosp— pw
F=r'

dado que como ya se ha visto en el apartado anterior, el eje instantdneo de rotacion es
muy préximo al eje z y, por lo tanto, » = @ resultando w = ¢

Sustituyendo en las dos primeras ecuaciones de (53.2) las expresiones anteriores,
resulta:

3Gm'

A(p'cosgo+q'sen(p)+C(—p'sen(p+q'cosq))a}:—S(C—A)(—x'sen(/)+y'cos¢))z'
R
' (1.0)
A(—p'sen(p+zfcosqo)—C(—p'cos¢7+q'sen(p)a):—3G—;n(C—A)(x'cos¢)+y'sengo)z'
R
sistema que es equivalente a:
. 3Gm'(C—A)
Ap'+Cq'o=——F—=y'z'
R (55.2)
. 3Gm'(C—A)
Aq'—Cp’a)z——R5 x'z'

que resulta de multiplicar primero la primera ecuacion de (54.2) por cos¢ y la segunda
por sen@ y restar de la primera la segunda y después multiplicar la primera por sen ¢y
la segunda por cos ¢y sumar.

Experimentalmente se demuestra que p y ¢ varian muy lentamente, por lo que
también variardn muy lentamente p' y ¢', y en una primera aproximacion, podremos
considerar nulas sus variaciones p'=0, ¢'=0, obteniendo

pEKx'Z} (56.2)

qV=KyVZ|

que constituye la solucién buscada y donde
_3Gm'
Rw

¢

con § =

, constante que recibe el nombre de achatamiento dinamico de la Tierra.
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2.6.1 Angulos de Euler

La posicion del triedro mévil x,y,z con respecto al inercial X Y,Z suele darse
mediante los angulos de Euler. De entre las diversas convenciones existentes la mas
comun en Astronomia es la indicada en la Fig. 17.2, donde:

= angulo de precesion
6= angulo de nutacion
@ = angulo de rotacion propia

FIG 17.2

Si el tnico movimiento fuese el de rotacion de la Tierra alrededor del eje z,
variaria sélo ¢, ¢ =@ seria su velocidad angular y yy 6 se mantendrian constantes.

Pero, supongamos que varian los tres angulos: o serd la rotacion instantanea del triedro
p

x,y,z (ligado a la Tierra) cuyas componentes en dicho triedro mévil son | ¢ |, las cuales
r



La Tierra 95

expresaremos en funcion de los angulos v, 8y @ . @ sera la suma de las rotaciones
debidas a cada angulo: v, 8 y@. Proyectaremos 7,6 y@ sobre los ejes x,y,z y
sumaremos las proyecciones:

p=ysenfseng+6cosp
w=| g=ysenfcosp—Oseng (57.2)
r=ycos@+¢@

como que 1< ¢ y 0 < ¢, laultima componente queda reducida a
r=@=w

1

p

1

Nos interesa obtener @'=| ¢' | en la referencia x',y',z'. Para ello proyectaremos

rl

v, 6 y ¢ sobre estos ejes y sumaremos. Obtendremos:

p'=0

o'=| q'=ysend
r'=ycosf@+¢

Sustituyendo estos valores en (56.2) queda finalmente el sistema
0=Kx'

s (58.2)
wsenf=Ky'z

2.7 Precesion y Nutacion

2.7.1 Movimientos de los planos fundamentales a los que se refieren las
coordenadas de los astros

La accion perturbatriz del Sol, la Luna y los planetas sobre la Tierra da lugar a
que, en el transcurso del tiempo, cambien de posicion en el espacio los planos
fundamentales, ecliptica y ecuador, definidos por los movimientos de traslacion y
rotacion de la Tierra con respecto a un sistema de referencia fijo.

Para definir las posiciones de la ecliptica £ y el ecuador Q en una cierta época,
suelen referirse éstos a un plano de referencia x, y, y una direccion origen en ¢l (que
puede ser, por ejemplo, la ecliptica y el punto Aries en una época determinada) dando la
longitud del nodo 'y la inclinacion K de E respecto a x, y,, y la longitud del nodo -@y
la inclinacién - de O con respecto a £ (Fig. 18.2).



96 Astronomia esférica y mecanica celeste

Zo

A :

0 = Yo
YA
o \-

X / £ Q

T

FIG 18.2

La teoria del movimiento de traslacion de la Tierra alrededor del Sol suministra
y K por las relaciones

senKseny =p=p,+pt+pt +.+P
senKcosy =q=q, +qt+q,t" +..+ Q0

cuyos segundos miembros constan de una parte de variacion secular, en potencias

crecientes de ¢, y de otra parte periddica Py Q.
Asimismo, la teoria del movimiento de rotacion de la Tierra suministra

directamente oy £en la forma:

a)—t//:h:h0+hlt+h2t2+...+Pl}

o 2
E=g=¢g +Et+et +..+0,

cuyos segundos miembros constan también de una parte secular y una parte periodica P;

y O

Tomando como plano de referencia xy yy el de la ecliptica Ey en la época en que se
empieza a contar el tiempo, y despreciando los términos periddicos P y Q, dada su
pequefiez, las relaciones anteriores toman la forma:

senKseny =p=pt+pt +..
senKcosy=qg=qt+q,t*+...
o-y=h=ht+ht’+..+P,

e=g=¢g,+&t+..+0,

ya que, en efecto, ello equivale a hacer K=0, sen K=0 y para =0, despreciando Py O,
queda py=0, gp=0, siendo ademas, para =0, o=y por tanto, también, /,=0.
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En términos generales, recibe el nombre de precesion las variaciones de la
ecliptica, el ecuador y el equinoccio representadas por los términos seculares de (59.2)
y el de nutacion las variaciones de la ecliptica, el ecuador y el equinoccio representadas
por los términos periodicos P;y Q.

En particular, los términos seculares de / reciben el nombre de precesion general
en longitud y los de & la denominacion de oblicuidad media de la ecliptica. El
coeficiente h; es la constante de precesion general en longitud y su valor por siglo
juliano en la época J 2000,0 es h = 5029",0966. El valor de & en la época J 2000,0 es &
=23°26'21",448.

Los términos periddicos P; y Q; se denominan, respectivamente, nutacion en
longitud y nutacion en oblicuidad.

2.7.2 Precesion y nutacion solares

Como hemos indicado, la precesion y la nutacion son debidas a la accidén que
sobre la Tierra producen los momentos de los astros perturbadores. Pueden ser de
origen solar, lunar o planetario.

Estudiaremos en primer lugar la precesion y la nutacion de origen solar.

x'(7)
FIG 19.2

Consideraremos un sol ficticio © que describa la ecliptica con velocidad angular n
constante y con un radio R igual a la distancia media de la Tierra al Sol:
2 .1

R=149,610°km

La longitud L de este sol ficticio crece proporcionalmente al tiempo, siendo L = nt
si empezamos a contar el tiempo cuando el Sol pasa por el punto Aries.
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Consideremos dos sistemas de coordenadas cartesianas rectangulares con, origen
comun en el centro de gravedad de la Tierra: X,Y,Z tal que el plano fundamental X,Y
sea el plano de la ecliptica y Z en la direccion del polo de la ecliptica; x',y',Z' tal que x',y'
sea el plano del ecuador, con x' hacia el punto Aries (Fig. 19.2), los dos orientados en
sentido directo. Las coordenadas ecuatoriales del Sol son:

x'=RcosL
y'=RcosesenL (60.2)
z'=RsengsenL

Sustituyéndolas en las relaciones (58.2) del apartado 2.6.1 teniendo en cuenta que
ahora @ =-¢, tendremos:

&=—KR*sengsen Lcos L
(61.2)

ysene=—KR>sengcosesen” L

Como que ¢ varia muy lentamente podemos considerarla constante (=&) en los
segundos miembros de (61.2) y con L=n¢

de__ sen &, sen 2nt
a L
Tl/t/ =—y cos &, (1—cos2nt)
donde
2
= Kf = 351213; (m=masa del Sol)

Al integrar tendremos:

=% sen g,cos2nt+c
2n

W =—xtcosg, +§cosg0 sen2nt +¢,

Con c;=p.

Observemos que &, oblicuidad de la ecliptica, varia periddicamente con un periodo
de medio afio (7=365,25/2 , ya que 2n=27/T)

El término <-sen &, cos2nt recibe el nombre de nutacion en oblicuidad.

n

En y aparece un término lineal en ¢ que es la precesion en longitud y uno
periddico que es la nutacion en longitud. Esto implica que, con el tiempo, el punto Aries
va retrogradando sobre la ecliptica, ya que el coeficiente del término secular es
negativo, y que al mismo tiempo que retrograda, va oscilando alrededor del Aries medio
que es el obtenido teniendo en cuenta sélo la precesion en longitud.
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Naturalmente las hipotesis admitidas de que la distancia R del Sol a la Tierra
permanece constante, como también que la longitud L del Sol varia uniformemente con
el tiempo, estan muy lejos de la realidad, y ello hace que la nutacion debida a la
atraccion  solar no quede perfectamente expresada por los términos

lsengo cos2nt y lcosgo sen2nt. A estos términos es preciso agregarles otros,
2n 2

también de caracter peridodico, en que intervendra la posicion del Sol respecto al apogeo;
términos que, aunque de menor importancia que los citados, no son completamente

despreciables.

2.7.3 Precesion y nutacion lunares

La Luna sigue una orbita media con una inclinacion / respecto a la ecliptica que
oscila entre 5°y 5° 18, es decir, en media /=5° 9'. Se denomina /irnea de los nodos a la
interseccion del plano de la orbita lunar con el plano de la ecliptica. Al punto N por el
cual la Luna pasa del hemisferio celeste sur al hemisferio celeste norte se le llama nodo
ascendente y al punto diametralmente opuesto nodo descendente.

En primera aproximacion, la érbita de la Luna es una elipse con una excentricidad
del orden de 1/20. Supongamos que es una circunferencia de radio R; igual a la
distancia media de la Tierra a la Luna, recorrida con velocidad media constante #;:

R, =0,3810° km

dias™

n =
27,3

Procederemos andlogamente al apartado anterior, tomando como plano x,y el del
ecuador (que llamaremos x’, y') y como plano x’, y' el de la érbita lunar (que llamaremos
x;', y1") con x;' dirigido hacia 1a interseccion de la orbita lunar con el ecuador, y;. Si R;
es el radio vector de la Luna, L, los angulos de Euler seran (Fig. 20.2):

Z
X’ §
3 i
5
R L
0 Y
L
1
N 3 ecuﬂw
‘ecliplica T/l ¥ T
X (C
X
T

FIG 20.2
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v=uw medido sobre el ecuador
0= -&1
o=L=yL medido sobre la 6rbita lunar

La longitud media de la Luna crece proporcionalmente al tiempo, siendo L; = n;t
si empezamos a contar el tiempo cuando la Luna pasa por .

Estamos pues en una situacion completamente paralela a la del apartado anterior,
por lo que sustituyendo en las mismas formulas (58.2) obtendremos:

‘le =—y,seng, sen2mt (62.2)
Wy == €os & (1—cos2nt)
con
_3Gmg
= 2R,3
siendo la razén entre y1y ¥
3
L _mlRY_ 5
x m(R

Integrando (62.2) obtendremos:

£ =8 + 2 sen £, cos2mt
n
1

W, =Wy — X COSEyt + 4 cos &, sen2nt
1

formulas que suelen darse en funcion de Q2 y ¢ siendo (Fig. 20.2)

2z

—t t en anos
18,60 ( )

Q= 77]\\7 = longitud del nodo lunar Q= -

¢ = ﬁ = longitud de la Luna sobre su 6rbita = 2—”t (t en dias)

El1 nodo ascendente retrograda a lo largo de la ecliptica dando una vuelta
completa en 18,6 afios, fendmeno que recibe el nombre de retrogradacion de la linea de
los nodos de la orbita lunar y es debido a las perturbaciones gravitatorias que ejerce la
Tierra sobre la Luna.

Al poner L;=n;t en funciéon de Q y ¢ se obtiene en & una suma de términos
periodicos (cos€, cos2Q), cos2¢ ) que constituyen la nutacion lunar en oblicuidad. En
w1 se obtiene un término secular en ¢, la precesion lunar en longitud y una suma de
términos periddicos (senQ2, sen2¢, sen2Q ), la nutacion lunar en longitud.
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2.7.4 Precesion y nutacion luni-solares

Como su nombre indica, son debidas a la accioén gravitatoria combinada del Sol y
la Luna. Se obtienen sumando término a término (precesion con precesion, nutacion con
nutacion) las precesiones y nutaciones solar y lunar:

Wis= W+ w1 precesion y nutacion luni-solar en longitud.
fs= &+ g nutacion luni-solar en oblicuidad.

obteniéndose:

W, =W, —50"39¢+...-17",23senQ2 —-1",27sen2L +0",21sen 2Q0—0",21sen 25 +...
&5 =& +9",21c0sQ+0",55c0s2L-0",09c0s2€2+0",09 cos 25 +...

donde ¢ viene dado en afios de 365,25 dias.

Al factor 50",39 se le llama constante de la precesion luni-solar y al factor 9",21
constante de la nutacion (no se especifica que sea luni-solar dado que es el término
nutacional en oblicuidad mas importante de todos los que seguirdn).

2.7.5 Precesion y nutacion planetarias

Los planetas, en especial Japiter (por su masa) y Venus (por su proximidad),
producen un avance del punto Aries de 0",11 por aflo, precesion planetaria en longitud.
Ademads, aparece una precesion planetaria en oblicuidad de -0",47 ¢ + ... que
corresponde, realmente, al primer término del desarrollo en serie de una nutacion de
periodo muy largo (40.000 afios). También aparecen términos nutacionales en /"y 7~
(longitudes de los perigeos solar y lunar, respectivamente). Como era de esperar, los
efectos son mucho menores que los debidos al Sol y la Luna.

2.7.6 Precesion y nutacion generales
Son debidas a la composicion de todos los efectos anteriormente estudiados:

v=p-50"29 ¢+ ...+ (términos nutacionales)
=& -0",46815 ¢ - 0",00000059 7 + ... + (términos nutacionales)

Al término secular en longitud -50",29 se le llama constante de la precesion
general. Implica que el punto Aries retrograda sobre la ecliptica a razon de 50",29 por
afo, recorriéndola, por tanto, aproximadamente, en unos 26.000 afios.

2.7.7 Correcciones

Existe una correccion relativista de la precesion en longitud de +0",02 por aflo,
que se considera englobada en la luni-solar.

Por otra parte, el suponer constantes € y € en los segundos miembros de las
ecuaciones diferenciales, se ha introducido un error que provoca que las constantes de
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precesion y nutacion no sean realmente constantes. Teniendo en cuenta este hecho, tales
"constantes" valen para la época J 2.000,0:

constante de la precesion general = 50",291 + 0",00022 ¢
constante de la nutacion = 9".206 + 0",000009 ¢
(t en afios de 365,25 dias).

2.8 Posiciones medias y verdaderas

Debido a la precesion, en longitud y en oblicuidad, la ecliptica se desplaza
girando y variando el angulo que forma con un plano fijo. Considerando Unicamente
estos movimientos precesionales, obtenemos la ecliptica media: plano definido por el
centro del Sol, el centro de gravedad del sistema Tierra-Luna y la velocidad de este
centro de gravedad.

Si corregimos de nutacion la ecliptica media, obtenemos la ecliptica verdadera:
plano determinado por el centro del Sol, el centro de la Tierra y la velocidad de la
Tierra.

También el ecuador experimenta variaciones debidas a la precesion y nutacion
lunisolares. En cada instante cabe considerar un ecuador verdadero, que pasa por el
centro de gravedad de la Tierra y es ortogonal al eje instantineo de rotacion en dicho
instante. Este plano se obtiene corrigiendo de precesion y nutacion.

Si so6lo corregimos de precesion obtenemos un ecuador medio.

La interseccion del ecuador medio y la ecliptica media es la linea de los equinoc-
cios media y el nodo ascensional de la ecliptica es el punto Aries medio o equinoccio
medio.

En cambio, si consideramos el ecuador verdadero y la ecliptica verdadera,
obtenemos el Aries verdadero o equinoccio verdadero.

Se suelen considerar como elementos de referencia medios los relativos al
principio de un afio astrondémico. El afio astrondmico, como veremos mas adelante,
empieza cuando la longitud media del Sol, corregida de aberracion, es igual a 280°. Se
indica en la forma 1950,0 o 2.000,0.

El 4ngulo que forma el ecuador medio con la ecliptica media en una fecha es la
oblicuidad media en dicha fecha. La oblicuidad media de la ecliptica, contada en afios
de 365,25 dias a partir de la época J 2.000,0 vale:

£=123°26'21"448 - 0",46815 £ - 0",00000059 7 + 0",00000000181 7
(para la época actual 7 es negativo)

La oblicuidad verdadera en una fecha es el angulo que forma la ecliptica
verdadera con el ecuador verdadero en dicha fecha.

Si referimos la posicion de un astro a la ecliptica y al equinoccio medios tenemos
las coordenadas celestes medias del astro. De andloga forma se definen las coordenadas
celestes verdaderas. Asi, las coordenadas ecuatoriales medias son las referidas al
ecuador medio y las ecuatoriales verdaderas las referidas al ecuador verdadero.
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2.8.1 Variacion de los polos celestes

A consecuencia de los movimientos de precesion y de nutacion el polo celeste se
desplaza. Despreciemos la pequefia variacion secular de la oblicuidad de la ecliptica, es
decir, consideremos que las eclipticas verdadera y media coinciden. Debido a la
precesion, el punto Aries medio, yn, retrograda a lo largo de la ecliptica, por lo que, al
ser la linea de los equinoccios media siempre perpendicular al plano que determinan el
centro de la esfera celeste, el polo de la ecliptica P, y el polo celeste medio Py, el eje del
mundo describira un cono de revolucion alrededor del eje de la ecliptica, de
semiabertura igual a la oblicuidad de la ecliptica, en sentido retrogrado y con una
periodicidad de unos 26.000 afios.

Debido a la nutacion, el punto Aries verdadero oscila a uno y otro lado del Aries
medio y ademas, la oblicuidad de la ecliptica varia periddicamente. En consecuencia, el
polo verdadero describe una pequeia elipse alrededor del polo medio; si nos limitamos
a su parte principal, los semiejes de dicha elipse son la constante de la nutacion 9",21 y
6",84.

Resumiendo: el eje del ecuador medio describe un cono de revolucion alrededor
del eje de la ecliptica y el eje verdadero un cono eliptico alrededor del eje medio (o lo
que es lo mismo, el polo del ecuador medio describe un circulo menor alrededor del
polo de la ecliptica y el polo verdadero una elipse alrededor del polo medio).

Estudiemos con detalle estos desplazamientos. En la Fig. 21.2 tenemos:

FIG 21.2
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g-

FIG 22.2

EE' ecliptica media de una época

QQ' ecuador medio de una época

Q.Q,’ ecuador verdadero de una época

P. polo de la ecliptica media

P polo del ecuador verdadero

Ym Aries medio

y Aries verdadero (aunque no lo hemos definido exactamente asi, consideraremos
la interseccion de la ecliptica media con el ecuador verdadero dada la poca variacion de
la primera).

Consideremos las coordenadas eclipticas de los polos ecuatoriales medio y
verdadero:

=2
Polo medio 2 (63.2)
V4
B=—-¢
2
L'= £+;j;;\/ = Z+A;//
Polo verdadero 2 2 (64.2)
B':%—g’:——($+Ae)

donde Ay es la nutacion en longitud, & la oblicuidad verdadera y Ag la nutacion en
oblicuidad.



La Tierra 105

Estudiemos la variacion del polo verdadero en el plano tangente a la esfera celeste
por el polo medio y en el sistema de referencia (& 7) de la Fig. 22.2 El angulo diedro
formado por los maximos de longitud del polo medio y del polo verdadero es L’-L.
Debemos reducirlo al circulo menor multiplicando para ello por cos B. De (63.2) y
(64.2) obtenemos:

(L'-L)cos B =(L'—L)cos(%—ej=(L'—L)seng=Ag//seng

Como que en latitud trabajamos sobre un circulo maximo, no es necesario hacer
ninguna reduccioén, y por tanto:
B'-B=-A¢

Por consiguiente, las coordenadas (£ , 77) del polo verdadero P' en el sistema
considerado seran:

e (65.2)

E=Aysen g}
Sabemos que los términos principales de los efectos nutacionales causados por la
Luna, son:
Ay =-17",23sen Q +---

Ae=9",21cosQ+---

Sustituyendo en (65.2) y refiriendo € a J 2.000,0 se tiene:

E=-17",23sengsenQ =—-6",84sen Q)
n=9",21cosQ

ecuaciones paramétricas de una elipse de semiejes 6",84 y 9",21. El eje mayor es el que
tiene la direccion del méximo de longitud. El periodo con que se realiza este
movimiento es de 18 2/3 afios.

Si tenemos en cuenta que el Aries medio se mueve a lo largo de la ecliptica de
modo que en un afio retrograda de 507,29, en el mismo intervalo de tiempo el polo
medio se desplazara a lo largo del circulo menor correspondiente de

50",29sen ¢ = 20",0

Y asi, mientras que en un afio el polo medio se ha desplazado 20,0 sobre el eje & el polo
verdadero habrd descrito s6lo una pequefia parte de la elipse, aproximadamente 1/18.

De acuerdo con lo que acabamos de decir, la estrella polar no sera siempre la
misma. Todas las estrellas que tengan una latitud de alrededor de 67° seran, alguna vez,
polares en el transcurso de unos 26.000 afios. Actualmente la estrella polar es la  de la
Osa Menor y su distancia al polo es de alrededor de 1°. Esta distancia va disminuyendo
en la actualidad y alcanzara su valor minimo en el afio 2.105. Dentro de 12.000 afios la
estrella polar sera « Lirae (Vega), estrella de primera magnitud Hace 6.000 afios era y
Draco, de tercera magnitud, que era la que usaban como polar los astronomos chinos.
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FIG 23.2

2.8.2 Correccion de precesion y nutacion de las coordenadas ecuatoriales

Los catdlogos nos dan la posicion de los astros referida, usualmente, a la base
media (ecuador y equinoccio medios) del 1950,0 o del 2000,0. Si interesa conocer la
posiciéon media de la fecha es necesario corregirla de precesion y, si lo que interesa
obtener es la posicion verdadera (referida al ecuador y equinoccio verdaderos)
deberemos corregir ademds de nutacion.

Para deducir la correccion consideraremos, al igual que en el apartado anterior, que
las eclipticas verdadera y media coinciden y son fijas (realmente la ecliptica media varia
muy lentamente, con términos en ¢ ); por tanto, las latitudes de las estrellas se
mantendran invariables y s6lo deberan corregirse de precesion y nutacion las longitudes:

AB=B'-B=0 }
(66.2)

AL=L'-L=pr+Ay

donde las coordenadas B'y L' son las verdaderas finales y las B y L las medias iniciales.
El término Ay es debido a la nutacion y el término p7 a la precesion, siendo p la
constante de la precesion general en longitud:

p=50"2910 + 0",000222 ¢

y 7, medido en afios, la fraccion de afio transcurrida desde el comienzo del afio
astrondmico en cuestion. El término precesional es aditivo, pues al retrogradar Aries,
aumenta la longitud de los astros. Ademas, debido unicamente a la nutacion, varia la
oblicuidad de la ecliptica en Ae.

Para hallar
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partiremos de las ecuaciones (6.1) que nos dan el cambio de coordenadas eclipticas a
ecuatoriales:

cosDcosA=cosBcosL
cosDsen A=cose&cos Bsen L —sen&sen B

sen D =senecosBsen L +cosesen B

Diferenciando la tercera:

cos D dD =(cosecos Bsen L —senesen B) de +(senecos Becos L) dL

y teniendo en cuenta las otras dos:

cosD dD =cosDsen Ade+senecosDcos AdL

y dividiendo ambos miembros por cos D, expresando las diferenciales por incrementos:

AD =sen A As+senegcos A AL (67.2)

Diferenciando ahora la primera:

—senDcos AdD—cosDsen AdA=—cosBsenL dL
sustituyendo dD por (67.2) y operando:

cosDsen A dA=—sen Dsen Acos A de —sen esen Dcos® A dL +cos Bsen L dL

Teniendo en cuenta la relacioncos’ A=1-sen” 4 y la ecuacion del cambio de
coordenadas inverso:

cos Bsen L =cos&cosDsen A+sen&sen D
obtenemos:

cosDsen AdA=—-senDsen Acos Ades—senesen D dL +

+sengsen Dsen’ A dL +cosecos Dsen A dL +
+senesen D dL

simplificando y haciendo igual que antes d=A
AA = (cose+senetan Dsen A) AL —tan Dcos A Ae (68.2)

Teniendo en cuenta (66.2) e introduciendo para simplificar la precesion general
en ascension recta

m=psene =46",1244+0",000279¢
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y la precesion general en declinacion
n=pseng=20",0431-0",000085¢

(67.2) y (68.2) pueden escribirse en la forma:

AA =(ﬁ+senAtanDJ(nr+At//sen5)—cosAtanD Ag

n (69.2)

AD =cos A(nt+Aysine)+sen 4 Ae

Introduzcamos ahora los llamados niumeros de Bessel o besselianos que son
generales para toda la esfera celeste y vienen dados en los Anuarios dia por dia:

A=nt+Aysine
B=-A¢

y las constantes estelares , dependientes de la estrella de que se trate

m .
a=—+sinAtan D

n
b=cos Atan D
a'=cos A4
b'=-sin 4

con lo que las formulas (69.2) pueden escribirse en la forma:

Kﬂ =[§ ! ﬂm (70.2)

Estas ecuaciones (70.2) nos permiten calcular las coordenadas verdaderas (A',D")
para una fecha dada, cuando se conocen las coordenadas medias (A,D) para el principio
del afio.

Si quisiéramos obtener las coordenadas medias de la fecha no considerariamos los
términos nutacionales:

Ay =As=0
obteniendo:

AA = (m+nsen Atan D)z

(71.2)
AD=nr7tcos A4

formulas que nos darian las posiciones medias de la fecha a partir de las posiciones
medias de principio de afio.
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Esta transformacion se efectia en dos fases: recordemos que el catalogo de
estrellas nos da las coordenadas medias del comienzo de un afio astronémico. Primero
se obtienen las coordenadas del principio del afio astronémico en curso, o sea se hace la
llamada reduccion al ario, y luego, a partir de las coordenadas reducidas al afio, se
obtienen las coordenadas de la fecha o reduccion al dia (t es en este caso la fraccion de
anio transcurrida desde el principio del afio astronémico).

Para obtener las posiciones verdaderas de la fecha, se hallan las posiciones medias
al principio del afio astrondmico en curso (igual que en el caso anterior), reduciéndose
posteriormente al dia, considerando ahora los términos nutacionales, mediante las
formulas (70.2).

Las férmulas (71.2) nos sirven también para hallar las coordenadas medias al
principio de un afio conocidas las coordenadas medias al principio de un afio anterior
siendo ahora 7 el nimero de afios transcurridos (m y n estan dados en los Anuarios y se
toman para el afio de partida). Ahora bien, esto solamente es correcto si el intervalo de
tiempo T es pequefio (poco menos de 5 afios).

En la obtencion de las posiciones medias en una época 7, conocidas las posiciones
medias en una época T, (reduccidon por precesion) suele emplearse otro método: sean

%o
¥, | las componentes del vector de posicion 7 de un astro S en el sistema de

Zy

coordenadas ecuatoriales medias en la época Ty, (Xy, Yy, Zy), estando el eje Xy dirigido
hacia el punto Aries medio, el eje Zy hacia el polo celeste medio Py y el eje ¥y formando
triedro directo con los anteriores.

FIG 24.2
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Consideremos, por otra parte, el sistema de coordenadas ecuatoriales medias en la

X
época T, (X,Y,Z) con el mismo origen, y sean | ¥ | las componentes del vector de

z

posicién del astro S en dicho sistema. El paso del sistema Xy, Yy, Zy al X,Y,Z se realiza
mediante tres rotaciones, en funcion de los elementos precesionales &, ,z siendo 90°-&
la ascension recta del nodo ascendente N del ecuador £ de la época T sobre el ecuador
Ey en la época Ty calculada desde el equinoccio de Ty, &1a inclinacion del ecuador en la
época T sobre el ecuador en la época T y 90°+z la ascension recta del nodo contada
desde el equinoccio de 7. De modo que:

X X,
y|=P Mo
zZ ZO

donde la matriz de precesion P es
P= R3(—900—Z) R](H) R3(900—§())
cuyos elementos son:

B, =cosé cos@cosz—sené, senz

P, =-sené cosfcosz—cosé, senz

P, =-senfcosz

P, =cos& cosOsenz+senl, cosz

P,=-sen& cos@senz+cosé cosz (72.2)
P,=—-senfsenz

P, =cos& send

P, =-sené send

P, =cosf

estando los parametros &y, € y z definidos por:

£ =(2306",22+1",369T )T +0",3027° +0",0187"
0 =(2004",311-0",853T,)T —0",426T° —0",0427" (73.2)
z=& +0",729T7

Para su calculo se han tenido en cuenta las constantes astrondmicas del sistema
IAU(1976) y estan referidos a la época J 2000,0. Ty es la fraccion de siglo del catalogo
inicial y T es la fraccion de siglo transcurrida desde el afo a que esta referido el
catalogo. En el caso particular de tomar como é€poca inicial el afio J 2000,0 (o que
sucedera al utilizar el catdlogo fundamental FKS5), deberan usarse las expresiones que
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resulten de hacer Tp= 0 en las (73.2) donde T sera el numero de siglos julianos de 36525
dias que separan la fecha en cuestion del afio J 2000,0 cuya fecha juliana
correspondiente es 2451545,0 y que equivale a 2000 enero 1,5.

Los valores numéricos de los elementos de la matriz de precesion han sido
calculados, para pasar de 7;,=B 1950,0 a 7= J 2000,0 , entre otros autores por J.H.
Lieske (1979), obteniendo:

+0,9999257079523629 -0,0111789381377700 —0,0048590038153592
+0,0111798381264276 +0,9999375133499888 —0,0000271625947142
+0,0048590038414544 —0,0000271579262585 +0,9999881946023742

En enero de 1998 la Unién Astrondmica Internacional (IAU) adoptd el nuevo
sistema de referencia ICRS (Internacional Celestial Reference System). Como
consecuencia de ello, actualmente los elementos de esta matriz de precesion estan
siendo revisados por varios autores.

2.8.3 Ecuacion de equinoccios
Segun vimos en el primer capitulo (1.5), la ecuacion de equinoccios es:
N=6 - 6y,
Es decir, proyectando sobre el ecuador (Fig. 25.2) vemos que representa la

nutacion en ascension recta, puesto que, la ascension recta del Aries medio es cero,
mientras que la del Aries verdadero es V.

FIG 25.2

Si consideramos como plano el triangulo y 5%, C de la Fig. 25.2 b) teniendo en
cuenta que Ay es muy pequefio:

N=Ay cos ¢
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y tomando en Ay el término de mayor contribucion:

N=-17",23cosesen 2 =-15",9sen Q2

que implica que la parte principal de la ecuacién de equinoccios oscila con una
periodicidad de 18,6 afios y una amplitud de algo mas de 1°.

2.9 Variaciones de la velocidad de rotacion de la Tierra

A lo largo de todo este capitulo hemos supuesto que la velocidad angular o de
rotacion de la Tierra era constante. Ello es valido en primera aproximacion pues, si bien
® varia con el tiempo, la magnitud de la variacion es muy pequefia. Para apreciar esta
variacion han sido precisos los relojes de cuarzo y los atémicos.

En un sistema inercial se verifica que:

C=M

donde C =1-® es el momento cinéticoy M el momento de las fuerzas exteriores. Si se
supone que la distribucion de masas de la Tierra presenta simetria esférica, es

I1=4U

siendo U el tensor unidad y A el momento de inercia respecto cualquier diametro,
obteniéndose:

% d -
C="(4d)=M
- (40)

Si ademas consideramos que M y @ tienen la misma. direccidn, la anterior
ecuacion podra escribirse:

%(Aw) M (742)

expresion que nos permitird analizar las causas de la variacion de la velocidad angular
de la Tierra.

2.9.1 Distintos tipos de variaciones

Las causas de la variacion de la velocidad angular de la Tierra pueden ser
regulares, irregulares y periddicas. Analizaremos cada una de ellas.

a) Regulares: Debido a las mareas provocadas por el Sol y la Luna, la superficie
del mar adopta la forma de un elipsoide de revolucion de eje mayor dirigido hacia el
astro en cuestion. El consiguiente rozamiento causado por las aguas genera una fuerza,
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en mares poco profundos, que origina un momento que tiende a oponerse a la rotacion
de la Tierra. Si consideramos que la ecliptica, la orbita lunar y el ecuador coinciden,
dicho momento (que llamaremos K) sera de la misma direccion y de sentido opuesto a
pudiéndose aplicar, por tanto, (74.2):

d
—(dw)=-K
- (40)

Si suponemos que K es constante y que la Tierra es rigida (4=cte.) obtenemos:

Ao =-K
e integrando:
K
w=0,——t1
A

es decir: @ disminuye proporcionalmente al tiempo. O lo que es lo mismo, el dia solar
medio aumenta su duracion en el transcurso del tiempo. Dicho aumento es del orden de
0°,00164 por siglo.

b) Irregulares: también puede variar debido a cambios bruscos e imprevisibles en
la distribucion de masas del interior de la Tierra que provoquen una variacion de A.
Efectivamente, en ausencia de momentos exteriores (74.2) nos queda:

d
—(Aw)=0
- (40)
es decir:
Aw = cte. (75.2)

por lo que una variaciéon de 4 se traducirda en una variacion de o, en el sentido de
mantener invariante el producto anterior. Por ejemplo, en 1955 la rotacion de la Tierra
se retrasoO repentinamente en 41°,

c) Periodicas: Son debidas a variaciones periodicas de origen estacional del
momento de inercia de la Tierra que, también segun (74.2) causan una variacion
periodica de @. Desde noviembre hasta junio la velocidad angular de la Tierra aumenta
respecto a la media, por lo que los relojes se retrasan. Dicho retraso es maximo a
ultimos de mayo y alcanza 0°,042. El resto del afio el efecto es inverso, adelantando,
a ultimos de septiembre, 0°,023.

De lo dicho se desprende que el movimiento de rotacion de la Tierra no es
uniforme, por lo que dia solar medio y, por tanto, el tiempo universal, no es constante.
La buisqueda de una unidad astronémica de tiempo que sea constante lleva, como
veremos en el capitulo 4, a sucesivas correcciones (T.U.1, T.U.2) al tiempo universal
(T.U.O) y a la definicion de tiempo de efemérides (T.E.), sustituido en 1984 por el
tiempo dinamico terrestre (T.D.T.)






Capitulo 3
PROBLEMA DE LOS DOS CUERPOS

Recibe el nombre de problema de los dos cuerpos la descripcion del movimiento
de un sistema de dos masas puntuales que se mueven de acuerdo con su atraccion
gravitatoria mutua.

3.1 Conservacion del momento lineal

Sea O un punto fijo del espacio del movimiento: m; y m, las masas de los dos
puntos materiales moéviles. Si m; > m,, llamaremos przmarzo al punto de masa m; y

secundario al punto de masa m,. Sean por otra parte 7 y 7, sus posiciones respecto a O

y r el vector, de médulo 7, de posicion de m; respecto a m;. Se verifica:

r=n—m (1.3)

De acuerdo con la ley de la gravitacion, las particulas se atraen mutuamente, segun
la recta que las une, con una fuerza de modulo

mn,

2
7

F=G

2.3)

donde G es la constante de la gravitacion (G=6,67.10"° c.g.s.).

Segtin el principio de accion y reaccion el primario atrae al secundario con una
fuerza cuya expresion vectorial es:
m1m2

3
r

Fi=-G

r (3.3)
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y el secundario atrae al primario con una fuerza:

F =—Fi=G™M;
r

(4.3)

y como suponemos que sobre los puntos de masas m; y m, no actuan otras fuerzas que
las de atraccion mutua, podemos escribir sus ecuaciones de movimiento en la forma:

4 mm, -
m,r, =—G—>=r
r3

(5.3)
—3 r
Si R es el vector de posicion del centro de gravedad O' del sistema de las dos
masas, se verifica:

R= my,tmyr,

con M =m; + m;.

Si sumamos miembro a miembro las ecuaciones (5.3), obtenemos:
mr +m,r, =0
y de (6.3):
MR=mr,+m,r, (7.3)
y derivando dos veces:

MR =mr, + m,r,

de donde
R=0
e integrando:
R=a (8.3)
R=dt+b

donde a y b son vectores constantes determinados por las condiciones iniciales del
problema.

La relacion (8.3) nos da el principio de conservacion del momento lineal: “el
centro de masas se mueve en una linea recta con una velocidad uniforme”.
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3.2 Ecuacion del movimiento relativo

Derivando dos veces la expresion (1.3):

= 2 _71
y sustituyendo (5.3):
LR Y
r
0 sea:
= 7
F=-u— (9.3)
r

habiendo hecho para simplificar x =G(m, +m,)

La ecuacion (9.3) es la ecuacion del movimiento relativo del secundario con
respecto al primario. Es equivalente a tres ecuaciones escalares diferenciales de segundo
orden, que requieren seis constantes de integracion para su solucion completa.
Establecer e interpretar estas constantes constituye el nucleo del problema de los dos
cuerpos. El movimiento definido por (9.3) se llama kepleriano por verificar las leyes de
Kepler que se deducen de su integracion.

La expresion (9.3) es un caso particular de la ecuacion del problema de la fuerza
central el cual consiste en describir el movimiento de una particula de masa m que es
atraida hacia un punto fijo O (centro) por una fuerza de médulo

F =mf(r)

que es proporcional a la masa y depende de la distancia » entre la particula y O. La
funcion f'se llama ley de atraccion. Se supone que es una funcion continua entre 0 e o,
es decir para 0 < r < oo,

)

FIG 2.3

Si indicamos la posicidon de la masa m por un vector 7 dirigido de O a m, de
acuerdo con la ley de Newton, el movimiento de la particula esta regido por la ecuacioén

mr = -mf (r)r" (10.3)
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En el caso de fuerza newtoniana que es el que nos afecta, es

F)=pr

y la ecuacion (10.3) se reduce a la (9.3)

3.3 Integral de las areas. Segunda ley de Kepler

Hallemos una integral primera de (9.3) que llamaremos integral de las dreas,

buscando una combinacion integrable: Si designamos por v =7 la velocidad relativa
del secundario, segun (9.3):

v=i=-LF (11.3)

y si calculamos

—(F AV =;7/\17+;7/\\7=é+17/\(—ﬁ Fo_ M, 720
3 3
r r
es decir:
d
—(FAv)=0
dz( )
e integrando
(FAv)=¢ (12.3)

relacién que constituye la integral de las areas. La constante vectorial de integracion ¢
es la constante de las dreas que equivale a tres constantes escalares.

Veamos su significado: recordemos que el area elemental del tridngulo de lados
¥, F+dr, dr,puede expresarse en la forma

di=L7inar
2
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=4

FIG 3.3

y definimos como velocidad areolar la derivada con respecto al tiempo del area barrida
por el radio vector:

lo que nos dice que la constante de las dreas es el doble de la velocidad areolar:
G=24 (13.3)
Integrando (13.3) se obtiene:

A==¢t+K (14.3)

que constituye la segunda ley de Kepler o ley de las dreas: "Las areas barridas por el
radio vector en tiempos iguales son iguales".

3.4 Ecuacion de la orbita relativa. Primera y tercera leyes

De la integral de las areas (12.3), multiplicando ambos miembros escalarmente por
7, deducimos:
(FAV)F=cr=0

que nos dice que el vector 7 se mantiene perpendicular al vector constante ¢ y se
mueve en el plano ortogonal a ¢ por el primario; luego, deducimos que "el secundario
describe una orbita plana alrededor del primario." Veamos cual es la ecuacion de dicha
orbita, pero antes hallemos otra integral primera y, por consiguiente, otra constante de
integracion.

Calculemos %(\7 AC) teniendo en cuenta (9.3) y (12.3) y utilizando ademas las

relaciones
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Tendremos

S AD) =V AC= =P A AT) == [P - (FTIV] =

M . o vV —Fr d(F
=—F(rrr—r2v)=y = =,u—(—)

e integrando se obtiene:
\7/\E=,u(lf+éj (15.3)

siendo (15.3) la integral buscada y xé la constante vectorial de integracion. Parece, a
primera vista, que € va a englobar las tres constantes de integracion que nos hacen falta
para resolver el problema; pero, sus componentes no son independientes de las de ¢
como luego veremos. La integral (15.3) recibe el nombre de integral de Laplace.

Si ahora calculamos ¢’ teniendo en cuenta (12.3) y (15.3), tendremos:
2

c =E'E=(;7/\\7)E=F(\7/\E)=,u?(li7+éj=,u(?+;7-é)

y haciendo

(9}
(S

=p (16.3)

= |

obtenemos finalmente:
p=r+r-e (17.3)

que es la ecuacion de la orbita relativa del secundario alrededor del primario.
Expresada en componentes y racionalizada, constituye la ecuacion de una cuddrica de
revolucién alrededor del eje dado por ¢ . La interseccion de dicha cuédrica con el plano
en el que se mueve el secundario, perpendicular al vector constante ¢ nos dard la
trayectoria que describe el secundario, que serd, en consecuencia, una conica.
Efectivamente, € se encuentra en el plano orbital, ya que al multiplicar escalarmente
los dos miembros de la integral de Laplace por ¢ resulta

cé=0 (18.3)

Para expresar la ecuacion (17.3) escalarmente, tomemos coordenadas polares de
eje polar €, polo en el primario y argumento el angulo V, que llamaremos anomalia
verdadera, que forman los vectores € y 7.
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b
v
v
my = i
€2
FIG 4.3
Tendremos:
p=r+recosV
y despejandor :
S (19.3)
I+ecosV

que es la ecuacion polar focal de una coénica de pardmetro p y excentricidad e. El
primario ocupa uno de los focos de la conica y el vector € tiene la direccion del radio
vector del vértice principal mas proximo al primario, punto que recibe el nombre de
periastro. Podemos pues enunciar la primera ley de Kepler: "en su movimiento relativo
el secundario describe una conica en uno de cuyos focos se encuentra el primario".

La naturaleza de la conica (19.3) depende del valor de su excentricidad e: Si e<l,

es una elipse; si e=1, es una parabola; si e>1, es una hipérbola.

Para los casos de elipse e hipérbola, si llamamos a y b a los semiejes, el valor del

parametro es p=b"/a. En efecto, si V=0° es, para la elipse:

r=a-c=-—

2 2
a —c¢

p=(+e)a—c)=1+)Na-c)= -
a a a

y para la hipérbola:

2 2
c —a

p=(c—a)l+e)=(c—a)1+S) = _
a a a

y analogamente, si =180° es, para la elipse:

r:a+c=—p
l1-e
a —

p=(a+ei-o)= ="
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y para la hipérbola, como veremos en el estudio del movimiento hiperbdlico, no tiene
sentido considerar V=180°.
También podemos escribir el parametro p en la forma:

p=a(l-¢’) en el caso de la elipse

p=a(e’ -1) en el caso de la hipérbola

Si la conica es una elipse, el semieje a recibe el nombre de distancia media, pues,
en efecto, es la media aritmética de las distancias maxima y minima al secundario.

Por la segunda ley de Kepler, el movimiento eliptico sera periddico, de periodo P,
con un movimiento medio

n= 2?” rad/unidad de tiempo (20.3)

Tomando médulos en (13.3):

c=2A=27[—61b:nab
P

y segun (16.3):

a = a (21.3)

3.4.1 Forma de Newton de la tercera ley de Kepler

Hagamos aplicacion de la formula (21.3) para calcular los periodos de revolucion
de dos masas m, y m'; que describen orbitas elipticas de semiejes a y a’ alrededor de un
primario comin m;. Llamando Py P’ a los periodos respectivos, tendremos:

3
P2 =47 (“—j (22.3)
U
Donde
u=G(m +m,)
y
a 3
P” =4r° (—’] (23.3)
U
con

u'=G(m +m'y)
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Dividiendo miembro a miembro (22.3) y (23.3), obtenemos:
PY (aY y7 aY m, +m,'
Sl R e (P e e e 2 (24.3)
P a') u' \a') m+m,

que nos dice que "para todas las elipses cuyo valor de p sea el mismo (m', = my), los
cuadrados de los periodos son proporcionales a los cubos de los semiejes". La tercera
ley de Kepler sin tener en cuenta el valor de y se escribiria

pY aY

La unica diferencia entre las ecuaciones (24.3) y (25.3) es el factor

k:m1+m2'

m, +m,

Dividiendo en él numerador y denominador por m; obtenemos:

Suponiendo, por ejemplo, que el primario es el Sol y los cuerpos m, y m’> son
Mercurio y Jupiter, respectivamente, tendremos:

my' 1 m, 1

m 1047,3 > m, 6200000
resultando ser k= 1.

La tercera ley de Kepler (25.3) es s6lo una aproximacion de la verdadera ley que
relaciona los periodos con los semiejes (24.3).

3.4.2 Constantes de integracion

Consideremos las constantes de integracion ¢ y €, cada una de las cuales
equivale a tres constantes escalares. Como ya hemos indicado, estas constantes no son
independientes ya que ¢ y € son dos vectores perpendiculares (ver 18.3). Se tienen,
pues, cinco constantes independientes, que corresponden a las cinco condiciones que en
el espacio determinan una conica con un foco prefijado. Recordemos que para resolver
completamente el problema necesitamos seis constantes arbitrarias. La sexta aparecera
cuando expresemos 7 y V en funcioén del tiempo; puede tomarse como constante la
época de paso por el periastro, T.
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En funcién de dicha constante 7, y contando las areas a partir del periastro, de la
ley de las areas (14.3) se deduce, parat=T:

O= lET +K
2
de donde
g=—Lar
2

y por tanto,

- 1.

A :Ec(t_T) (26.3)

relacion que fija la posicion del secundario sobre su orbita.
3.4.3 Hodografa del movimiento

Recordemos que recibe el nombre de hodografa el lugar geométrico de los
extremos de los vectores velocidad de un movil, trazados, en cada instante, desde un
punto dado, exterior a la trayectoria, llamado polo.

Para hallarla en nuestro caso, multipliquemos vectorialmente (15.3) por ¢.
Obtendremos:

UE A (%F +8)=C AT AC) = (EC)V — (EV)E =7V

y despejando v :

y recordando que p=c’/u
N (27.3)

relaciébn que nos dice que podemos descomponer v en suma de dos vectores no
ortogonales:

1. 7 , L, -

—CA— de modulo constante ¢/p y direccion normal a 7.

4 r

1. , L, . o 1. =
—Cc e de moédulo constante ce/p y direccion la del eje menor, a 90° de € en
p

el sentido del movimiento.
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Componiendo ambos vectores se obtiene una circunferencia como hodografa del
movimiento. Su radio es ¢/p y su centro C es el extremo del radio vector cuyo modulo
es ce/p, normal por el foco a €. De la figura 5.3 deducimos las componentes radial y
perpendicular de la velocidad en funcion de la anomalia verdadera.

FIG 5.3

c
vy =—esenV

”

P (28.3)

v, =£(1+ecosV)

3.5 Integral de la energia

Multiplicando escalarmente por v ambos miembros de (9.3) se obtiene:

resulta: 1 d(v2) d ( 1 j
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e integrando:
Loty (29.3)

relacion que constituye la integral de la energia y que nos indica que el médulo de la
velocidad del secundario s6lo depende de su distancia al primario, pues u y h se
mantienen constantes durante el movimiento. La constante escalar # de integracion se
denomina constante de la energia. Su interpretacion fisica se halla haciendo tender » a
infinito, con lo que v es v, y
hzlv2
2

©

Es decir: 4 es la mitad del cuadrado de la velocidad en el infinito.

Evidentemente 4 ha de ser funcion de las constantes de integracion ¢ y €.
Podemos explicitar dicha dependencia multiplicando escalarmente por si misma la
ecuacion (27.3)

2 2 3
v2=w=[lm(17+éﬂ =i2c2(1f+éj =C—2(1+e2+217-5j
p\r p\r p r

y teniendo en cuenta las igualdades (16.3) y (17.3)

2
vzzﬁ(1+ez+21(p—r)):,u(%+e 1]
p r r..p

Si identificamos con (29.3) se deduce:

2_
h:lﬂe 1
2 p
oen funciondecy e :
L,
h=="—(e" -1 30.3
2CQ( ) (30.3)

2

Ahora bien, % >0, y seglin que la drbita sea eliptica ( e<l), parabdlica (e=1) o
c
hiperbolica (e>1), sera #<0, /=0 o k>0, respectivamente y, por tanto, segun (29.3) la
velocidad en el infinito sera imaginaria, nula o real, respectivamente.
Ademas, en el caso de la elipse y la hipérbola el parametro p es b/a, por lo tanto:

1 pa, ,
h=——(e -1
2 b )
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donde b’ =a’(1 -¢°) para la elipse y b°= a’(e’-1) para la hipérbola. Sustituyendo dichas
expresiones en la integral de la energia (29.3) y operando podemos obtener, en cada
caso, el modulo de la velocidad a la distancia r:

2 1
v2:,u[———j (31.3)
roa
para la elipse, y
V= ,u(z+lj (32.3)
r oa
para la hipérbola.
En el caso parabdlico tendriamos (a = «):
V= ,uz
r

La velocidad correspondiente a una orbita circular de radio r es:

b2 :y(z_l):ﬁ
r r r

es decir:

VvV =

¢

ad
r

que recibe el nombre de velocidad circular.
Si la orbita es parabolica, la velocidad a la distancia r vale:

v, = \/z (33.3)
r

valor que recibe el nombre de velocidad de escape a dicha distancia.
Comparando ambas velocidades, observamos que

v, =2y, (34.3)

que nos dice que cuando para una orbita circular de radio r, la velocidad sea \/EVC, la

velocidad tomaréd el valor de la velocidad de escape y la trayectoria pasard a ser
parabodlica.

3.5.1 Velocidades cosmicas. Satélites geoestacionarios

La minima velocidad que se debe imprimir a un cuerpo para que entre en 6Orbita
circular alrededor de la Tierra, despreciando el rozamiento del aire, se denomina
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velocidad de satelizacion o primera velocidad cosmica. Su valor se halla sustituyendo
en la expresion de v, el radio R y la i de la Tierra:

v, = /% =7,9%m/s

Llamamos velocidad de escape o segunda velocidad cosmica a la minima velo-
cidad que se debe imprimir a un cuerpo para que abandone la Tierra. La minima
velocidad se obtendra si el cuerpo "llega al infinito" con velocidad nula, por lo que su
valor se podra hallar sustituyendo la x y el radio de la Tierra en la expresion de la ve-

locidad parabdlica:
v, = /Zﬁ =11,2km /s
R

Por ultimo se denomina tercera velocidad césmica a la minima velocidad que se
debe imprimir a un cuerpo para que, partiendo de la Tierra, abandone el Sistema Solar.
Dicha velocidad se calcula igual que la anterior, pero considerando la g del Sol y
tomando como r la distancia de la Tierra al Sol, D:

2
vy =, Hs — 42km /s
’ D

Si el cuerpo se lanza en la direccion del movimiento de la Tierra en torno al Sol
(unos 29,7km/s, supuesta la 6rbita de la Tierra circular), dicha velocidad se reduce a
12,3 km/s.

A menudo interesa, especialmente para telecomunicaciones, que un satélite
artificial se mantenga ubicado sobre la vertical de un cierto lugar. Ello equivale a decir
que la velocidad angular del satélite (supuesto en Orbita circular) sea la misma que la de
la Tierra (®).

v, =or
elevando dicha expresion al cuadrado:

v =w'r
es decir:

H_ 0

r

Segun la tercera ley de Kepler:
2.3
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por lo que

r =344 = 42.200km
w

donde @ es la duracién de un dia sidéreo en tiempo solar medio (86.164 segundos de
t.s.m.). Si £ es la altura del satélite sobre la superficie de la Tierra y R es el radio de la
Tierra es

h=r-R=42.200-6.000 km =35.800 km

Los satélites situados a dicha altura se denominan sincronicos o geoestacionarios.

3.6 Movimiento eliptico

El estudio del movimiento eliptico de un astro se simplifica notablemente
introduciendo los angulos o anomalias que definimos a continuacion:

Anomalia verdadera : Es el angulo V=P/O\Q formado por el radio vector del
astro Q y la direccion del periastro P (la teniamos ya definida).

Anomalia excéntrica: Es el angulo E =P/C\Q formado por la direcciéon del
periastro y el radio CQ’, siendo C el centro de la elipse y Q' la interseccion con el
circulo principal de la elipse, de la normal por el astro Q al eje mayor de la elipse.

Anomalia media: Es el angulo M descrito con vértice en el foco O, en sentido
antihorario y a partir de la direccion del periastro, por un astro ficticio que gira con
velocidad angular igual al movimiento medio n=27/P (P=periodo del movimiento). Si
empezamos a contar el tiempo en el instante de paso del astro por el periastro, la
anomalia media valdra nt. En general sera:

FIG 6.3

M =n(t-T) (35.3)
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donde T es la época de paso por el periastro.

Es comodo expresar las coordenadas polares de un astro en funcion de la anomalia
excéntrica; para ello, tomemos un sistema de ejes cartesianos &, 77 con origen en el foco
O,y sean (&, i) las coordenadas del secundario Q en dicho sistema. Se verifica:

E=rcosV =CQO,—CO=acosE—ae=a(cosE—e)
n=rsenV =bsenE =a1-e’ sen E
(Obteniendo esta segunda ecuacion teniendo en cuenta la razoén de afinidad de la

elipse y la circunferencia).
En resumen, pues:

E=rcosV =a(cosE—e)
(36.3)
n=rsenV =a\l—-e’ senE
y tomando como unidad a, en el mismo sistema de ejes
xzézlcosV =cosE—e
a a (37.3)
Y=1=Zseny =\1-¢* senE
a a

que son las llamadas coordenadas reducidas del secundario.
De las relaciones (36.3) elevando al cuadrado y sumando ordenadamente,
tenemos:

r*=a*(1-ecosE)’
y siendo a>0, e<l, |cos E | <1, extrayendo la raiz cuadrada:
r=a (1-ecoskE) (38.3)

formula que suministra el radio vector en funcién de la anomalia excéntrica. Si
queremos relacionar las anomalias verdadera y excéntrica consideremos la primera de
las formulas (36.3) y la (38.3):

rcosV =a(cos E —e)

r=a(l—ecoskFE)
restando miembro a miembro:

r(l—cosV)=a(l—ecos E—cos E +e)
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o0 sea:
2r sen2%= a(l+e)(1-cosE)=2a(l+e) senzg (39.3)
y sumando miembro a miembro:
r(l+cosV)=a(l—ecos E+cosE—e)
o0 sea:

2rcos’ % =a(l-e)(1+cos E)=2a(l—e)cos’ % (40.3)

Dividiendo ordenadamente (39.3) y (40.3) y extrayendo la raiz cuadrada:

tanK = Ite tanE (41.3)
2 l-e 2

formula que suministra la anomalia verdadera en funcidn de la anomalia excéntrica.
3.6.1 Ecuacion de Kepler

Relacionemos, finalmente, las anomalias media y excéntrica. Partiendo de la ley
de las areas en su forma polar

r a =c 42.3)
dt
y recordando que ¢ =24 = nab , se tiene:

2dA = nabdt = r*dV

e integrando entre O y V, valores que corresponden respectivamente a la época T de
paso por el periastro ya una época ¢ cualquiera, tenemos:

J;ndtzi frde

0O sca:

n(t-T) =a—1b [ rav (43.3)

Para efectuar la integracion indicada, calculemos dV diferenciando en (41.3):

1 ar _ |l+el dE
2 oV l-e2 L FE

cos” — cos
2
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de donde:

2V
[l+e S 5

dv = |— dE
l-e o E

COS

y teniendo en cuenta (40.3), sustituyendo y simplificando:
v =2\1=ae =2 ar
r r

Sustituyendo en la integral (43.3), recordando que r=a(I-ecosE), resulta:

M= ﬁ J: (rdV) = al—b fa(l —ecos E)bdE = f (1—ecos E)dE

o0 sea:
M =FE-esenE (44.3)

relacion buscada que recibe el nombre de ecuacion de Kepler.
3.6.2 Métodos de resolucion de la ecuacion de Kepler

Observemos en primer lugar que si en (44.3) damos a M un valor comprendido
entre kzy (k+1)x, con k entero, dicha ecuacion admite una unica raiz entre tales limites.

En efecto, si ponemos
F(E)=E-esenE-M

se tiene:
Flkn)=kr-M <0
y
F((k+D)m)=(k+)r—-M >0
Ademas,
M=l—ecosE >0 siempre;
dE

luego, la funcién F(E) es creciente en el intervalo (k7 (k + 1)z) y toma en sus extremos
valores de signos contrarios. Luego tiene una tnica raiz en dicho intervalo.
Entre el gran nimero de métodos para resolver la ecuacion de Kepler citaremos:
a)Método grafico (o de Dubois). Dibujada una sinusoide, expresando el
argumento en radianes, por P tal que OP=M se traza una recta que forme con el eje de
abscisas un angulo ¢, tal que
cota=e
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sinE
A
A
M
4 -
0 P Q \- E
FIG 7.3

La abscisa OQ del punto A4 de interseccion de dicha recta con la sinusoide es
OQ=E. En efecto,

E =00=0P+PQ=0P+QAcota=M +esenE

Si la escala es grande, en la mayoria de los casos, este método permite obtener £
con una aproximacion de 1°, sirviendo este valor aproximado como argumento inicial
para aplicar otros métodos.

b) Método numérico (o de Newton). Sirve para corregir el valor de la anomalia
excéntrica dada por el procedimiento anterior.

Supongamos que por el método grafico hemos encontrado una anomalia Eop.
Sustituyendo en la ecuacion de Kepler tenemos:

M, =E -esenk, (45.3)

Si M es el valor exacto de la anomalia media y E el valor exacto de la anomalia
excéntrica, tenemos:

AM, = M -M,
o lo que es lo mismo:
M=M,+ AM,
y
E=E +AE, (46.3)

Sustituyendo estos valores en la ecuacion de Kepler:

M, +AM = E +AE —esen(E, +AL)) =
=E,+AE,—esen E,cos AE; —ecos E, sen AE,

y siendo 4E, muy pequefio y teniendo en cuenta (45.3)

AM, = AE —eAE cos E,
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O sea:
AE AM,

0:—
l1-ecos E,

donde e esta expresado en radianes. Conocido AE, con (46.3) tendremos el valor de E.
Llamémosle E;. Podemos hallar el correspondiente valor de M;. Si en el orden de
aproximacion requerida M;=M daremos por terminado el proceso; si no, seguiremos.

Existen tablas que suministran directamente £ en funcion de e y de M. Este valor
de E es aproximado y se corrige con el proceso que acabamos de exponer.

¢) Método de Kepler. De la ecuacion de Kepler, tenemos:
E=M+esenE
con e y M dados. Tomando en el segundo miembro como E aproximada el valor de M,

resulta:
E =M +esenM

Tomando ahora, como E aproximada el valor E; obtenido:

E, =M +esenE,

Repitiendo el proceso iterativamente, podemos obtener la anomalia excéntrica con
la precision deseada.

En general:
E =M+esenE , (i = 2,3,4...)

d) Método del desarrollo en serie. Consiste en expresar £ por desarrollo en serie
de Mac-Laurin de potencias de e, considerando M como parametro. Lo estudiaremos en
el apartado siguiente formando parte de un contexto mas general.

3.7 Desarrollos en serie

Obtendremos ahora los desarrollos en serie de las anomalias excéntrica y
verdadera y del radio vector en funcion de la anomalia media y la excentricidad.

3.7.1 Desarrollo en serie de la anomalia excéntrica
Expresaremos E por desarrollo en serie de Mac-Laurin de potencias de e,

considerando M como parametro. Para hallar los distintos términos del mismo,
derivaremos sucesivamente la ecuacion de Kepler:

M =E—-esenE; parae=0, E,=M

0=d—E(l—ecosE)—senE; parae=0, (d—EJ =sen M
de de ),
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2

2
0= d E(l—ecosE)+(i—Ej esenE—Zd—EcosE;
e

2
e de
2

E
para e=0, (i—zj =2senM cos M =sen2M, etc.
e

y aplicando la férmula de Mac-Laurin:

2 3

E:M+esenM+%sen2M+%(3sen3M—senM)+... (47.3)

3.7.2 Desarrollo en serie del radio vector

Derivando la ecuacion de Kepler y recordando la expresion del radio vector
r=a(l-ecos E), obtenemos:

M
d—zl—ecosE:L
dE a
y de aqui:
a_dE
r dM

E . .
Calcularemos 5? a partir de (47.3), considerando e constante:

3

—=d—E=1+ecosM+e2 c0s2M + < (9cos3M —cos M)+ ... (48.3)
r dM 8

de donde, desarrollando en serie por division:

2
r= a{l—ecosM +%(1—cos2M)+%e3(cosM—cos3M)+..} (49.3)

3.7.3 Desarrollo en serie de la anomalia verdadera
Teniendo en cuenta la ley de las areas:

ZdV 2
r-—=na"+l-e
dt

y que
M=n(t-T) y dM =ndt
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sustituyendo dt y despejando dV, se deduce:
a 2
av = (—j Vi-e*dM
r

De (48.3) se obtiene, elevando al cuadrado y ordenando segun las potencias de e:

2 2 3
(ﬁj =1+ 2ecos M +%(500s2M+1)+%(130053M+3005M+...)
r

y desarrollandov/1—¢” :

Multiplicando estas dos series se obtiene:

3
dv :{1+2ecosM +%e2 cos2M +%(l3cos3M—cosM)+...)}dM

e integrando y observando que para V=0, M=0 (por lo que la constante de integracion
sera nula), finalmente:

3

V=M +2esen M +%e2 sen2M+1e—2(13sen3M—3senM)+... (50.3)

3.7.4 Desarrollo en serie de las coordenadas reducidas
Hemos definido como coordenadas reducidas

X =cosE—e
Y=+1-¢’senE

Recordando una vez mas que r=a(l-ecosE), despejando cosE y teniendo en cuenta
(49.3):

- ,

cosE=—24 :COSM—g(l—COSZM)-F%(COS.’iM—COSM)+...
e

y restando e de esta ultima expresion:

2

X:cosM—§(3—c0s2M)+3%(cos3M—cosM)+... (51.3)
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Por otra parte, de la ecuacién de Kepler, despejando senE y teniendo en cuenta
(47.3):
2

-M =sen M +§sen2M+%(3sen3M—senM)+...
e

sen £ =

y multiplicando por el desarrollo de +1—e” obtenido anteriormente:

2

Y:senM+§sen2M+%(3sen3M—SSenM)+... (52.3)

3.8 Movimiento hiperbdlico

En el caso de que la trayectoria sea una hipérbola es e>1 y de la ecuacion

_ p
1+ecosV

teniendo en cuenta que 7 debe ser positivo y p=c’/u, se deduce que ¥ debe variar entre

-]
*tcos | ——
e

de modo que el cuerpo so6lo describe una rama de hipérbola, precisamente la que dirige
su concavidad hacia el foco.

FIG 8.3
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Consideremos ahora un sistema de coordenadas rectangulares &, 77 con origen en
el foco O. Se verificara:

E=rcosV =a(e—ChF) }
(53.3)

n=rsenV =ave* —1ShF
donde F es el parametro de la representacion (hiperboélica) de la hipérbola equilatera por

X =—aChF

Y = aShF } (origen en C)

Observamos que las formulas (53.3) se pueden obtener, por analogia con las del
movimiento eliptico, sin mds que tomar FE=iF, cosFi=ChF, isenFi=-ShF,

VJ1-e* =ivJe’ —1 y tener en cuenta que a es negativo.

Si elevamos al cuadrado y sumamos los dos miembros de (53.3), tendremos:

r* =a*(e’ +1-2eChF +e’Sh’F) =
=a’(1-2eChF +&’Ch’F) = a’(eChF —1)

De donde:
r=a(eChF —1)
Si queremos relacionar la anomalia verdadera con F, consideremos

rcosV =a(e—ChF)

r=a(eChF —1)
restando:
r(1—cosV)=2r sinzgz a(ChF —1)(e+1) (54.3)
y sumando:
2 V
r(1+cosV)=2rcos 5" a(ChF +1)(e—1) (55.3)

y dividiendo (54.3) y (55.3):
2V e+l ChF—l_Tth e+l
2 e—1 ChF+1 2 e-1

tan~ = /e—”ThE (56.3)
2 Ve-1 2

tan

de donde:



Problema de los dos cuerpos 139

Si queremos relacionar F con la anomalia media, escribiremos, de la expresion

polar de la ley de las areas:
AV =cdt  c=y pa(e® 1)

r—L V=arc cosp_r

1+ecosV er

dv = P dr
r\/ezr2 —-(p- r)2
y sustituyendo

P dr =cdt

Jer —(p=ry

o también:

ra(e’ —1) dr = m

Jert —(a(e -1)—r)’

y desarrollando y simplificando:
[#go__ rdr
a Ja+r)y —a*e

y si hacemos el cambio de variable a+r=aeChF la integracion nos da una ecuacion que

corresponde a la de Kepler:
eShF — F = /%(t— 7) (57.3)

3.9 Movimiento parabdlico

En el caso de que la trayectoria sea una parabola es e=1 y por tanto su ecuacion
sera

=P (58.3)
1+cosV

o también, teniendo en cuenta que en la pardbola es p=2¢g siendo ¢ la distancia del foco

al periastro y que 1+cosV = 2cos’ g tenemos:

y=—A" (59.3)
2 V
COS —

Consideremos ahora un sistema de coordenadas rectangulares &, 77 con origen en
el foco O (Fig. 9.3).
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FIG 9.3

Se verificara:

q 2V 2V 2V
=rcosV =———|cos"——sen"— |=¢| 1—-tan" —
g V( 2 2) q( 2)

cos® —

n=rsenlV = 2se:anosK=2qtanZ
cos? L 2 2 2

y haciendo
tan—=ys
2
queda
=qg(l-s°
£=q(l-s )} 60.3)
n=2qs
o0, también, en polares:
=g(l+s°
r=q(+s) (61.3)
V =2arctans

Se trata pues de determinar s, ya que una vez calculada tendremos inmediatamente
las coordenadas cartesianas y polares del astro en su oOrbita.
Partiendo de la ley de las areas en su forma polar y teniendo en cuenta el valor del

parametro p=c’/u , tenemos:
dv
riem=e=up =\2uq
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de donde, teniendo en cuenta la ecuacion de la Orbita relativa:

1 1 q’
di =V =————9_qy
\2ug V2HG gt 14
2
3/2
di = dv

e integrando entre T y t, teniendo en cuenta que para t = T (época de paso por el
periastro) es V =0:
far=[ 4
2

H COS

3/2 V
[1], == ’
T oN2u 2 cosZK
2

es decir:

3/2
t-7=4 2[tanK 1tan3 K} = gq”z[tanz 1tan3 K]
N2u 2 3 2 y7, 2 3 2

El movimiento parabolico viene pues regido por la ecuacion

/ (t—T)— s+ (62.3)

que constituye la llamada ecuacion de Barker. Dicha ecuacion tiene siempre una unica
solucion. Efectivamente, si

f(s) =%s3 +s

como
f'(s)=s"+1>0

f{(s) es una funcion mondtona creciente que pasa por el origen, por lo que presenta un
unico punto de interseccion (que es la solucion) con la recta

f(s)= [%(1 —T') =k (Constante en cada problema).
q
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La soluciéon puede hallarse, por ejemplo, aplicando el algoritmo de Cardano, con
lo que resulta:

\/ N

donde D es el discriminante

2
b1 K

que es positivo, lo cual indica que la ecuacion de Barker tiene una raiz real y dos
complejas conjugadas, como ya hemos demostrado.

La ecuacion (62.3) ha sido también tabulada para diversos valores del primer
miembro.

Si en (62.3) se expresan g y ¢ en unidades astrondmicas, se tiene, en dias medios,

{—T =277403895¢2 (35 +5°)

Se suele escribir
M(V)=T755+255

y se tabula M(V) (tablas de Barker). El tiempo transcurrido desde el paso por el
perihelio, conocida ¥V, se obtiene de la formula

t—T =190961558 72 M (V)

en la cual el coeficiente de ¢*” resulta de dividir 279,403895 por 25.

Para ¢g=1, el tiempo necesario para que la anomalia V" pase de 0° a 90°, variando
entonces M(V) de 0 a 100, es igual a 109°,61 , de donde el nombre de cometa de 109
dias dado por los antiguos a un cometa ficticio cuya distancia al perihelio fuera de 1 u.a.

3.10 Movimiento casi-parabdlico

El calculo del movimiento parabodlico es mas sencillo que el de los movimientos
eliptico e hiperbdlico.

Por otra parte, cuando la excentricidad de una orbita eliptica es proxima a la
unidad, la resolucion de la ecuacion de Kepler necesita aproximaciones muy laboriosas.
Hay un procedimiento de calculo, que exponemos a continuacion, que se aplica, con
¢€xito, a todo movimiento sobre una orbita cuya excentricidad sea préoxima a la unidad,
sea por defecto o por exceso, se aplica pues a las orbitas hiperbdlicas de poca
excentricidad ya las drbitas elipticas de gran excentricidad. Unas y otras se reunen bajo
el nombre de orbitas casi parabolicas.
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Si ponemos
__P
1 I+e
L= (63.3)
I+e
14
s =tan—
2

tendremos, cualquiera que sea el valor de e:

_p_q+sY)
l+ecosV 1+ As?

c=up =uq(i+e) =\/12%11

y la ley de las areas se escribe:

/zﬂdt:rzdl/z qz(l+s2)22 2a’s2 _ 2q° (1+s2)2ds 643)
1+4 (1+/1s2) I+s (1+/1s2)

El parametro A es positivo en el caso de una orbita eliptica, nulo en el caso de la
parébola, negativo en el caso de una 6Orbita hiperbdlica.
Integrando la ecuacion (64.3) obtendremos:

2
Z(IIL-l}-/I) t_yT: fE“_S )za)lj: J:ds[1+s2—2/1(s2+s4)+3/12(s4+s6)—4ﬁ3(s5+s8)+...]
q”? 1+ s
e L AP Y E AN R PP E
2(1+/1) q% _s+3 2/1(3+5]+3/1 [5+7] (65.3)

Para 4=0 hallamos la ecuacion correspondiente a la parabola.

Cuando A#0, pero pequefio en valor absoluto, la ecuacion (65.3) permite
determinar el tiempo transcurrido desde el paso por el perihelio, dados V, g y e.

Para resolver el problema inverso, es decir hallar V dados ¢-T, g y e, basta resolver
(65.3) con relacion a s. Para ello escribiremos, introduciendo una nueva variable S:

3 3 3 5
RS (S (66.3)
3 3 35
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y la ecuacion (65.3) sera ahora:

M(S)=L(t—T)

3

7220+ 2)

que se puede resolver a partir de las tablas para el movimiento parabolico.
Invirtiendo (66.3) se tiene:

s=S+adl+bA* +cA’ +... (67.3)

donde los coeficientes a, b, ¢ son funciones de S que pueden hallarse tabulados.
Hallados éstos, de (67.3) se obtiene s, y de dicho valor:

V =2arctans

q(l+s2)
y=—-=
1+ As?
1_ 2
rcosV:—q( SZ)
1+ As
rsenV = 2qs2
1+ As

3.11 Elementos de una orbita

Sabemos que para determinar completamente la solucién del problema de los dos
cuerpos necesitamos seis constantes de integracion y, ademds, un dato: la masa del
secundario que nos permite conocer . Por tanto, para definir la posiciéon de un astro en
una cierta época, en general, es necesario conocer siete cantidades denominadas
elementos de la orbita, si bien en algunos casos particulares son suficientes seis
elementos (caso de los satélites artificiales y de los pequefios planetas, en que su masa
es despreciable frente a la del primario), o, ain, cinco elementos (caso de los cometas de
orbita parabdlica, en que ademas, e=1). Dichos elementos orbitales no tienen porque
coincidir con las constantes de integracion originales ¢, e, T, puesto que pueden
sustituirse por un mismo niumero de expresiones independientes entre si que involucren
a dichas constantes.

3.11.1 Angulos de Euler

La posicion de la orbita con respecto a un triedro fundamental de referencia X, Y,
Z, queda determinada por medio de tres de dichos elementos, los angulos de Euler (2 i,
o (Fig.10.3). La interseccion del plano de la orbita con el plano fundamental de
referencia X, Y recibe el nombre de linea de los nodos. Hay un nodo ascendente, N,
extremo en el que el astro pasa de la region de las Z negativas a la de las Z positivas, y
otro diametralmente opuesto o nodo descendente.
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FIG 10.3

Qes el argumento del nodo o angulo formado por el eje X'y la direccion del nodo
ascendente.

i es la inclinacion de la orbita, o angulo formado por los planos de la orbita y
fundamental.

Si 0° <i<90° el movimiento se llama directo, y si 90° <i< 180° retrogrado.

w es el argumento del periastro dngulo que forman la linea de los nodos y la
direccion del periastro, contado en el sentido del movimiento a partir del nodo
ascendente: 0° <.w< 360°.

Cabe destacar dos casos particulares importantes:

a) Si el primario es el Sol y el secundario un planeta o un cometa, el plano
fundamental es el plano de la ecliptica media y la direccion del eje X la direccion del
Aries medio, {2 se denomina longitud del nodo ascendente y w argumento de latitud del
perihelio.

b) Si el primario es un planeta y el secundario un satélite, natural o artificial, del
mismo, el plano fundamental es el plano del ecuador del planeta y el eje X viene
definido por la interseccion del plano orbital del planeta en su traslacion alrededor del
Sol con el plano del ecuador. En el caso de la Tierra, la direccion del eje X coincide con
la direccion de Aries. 2 se denomina ascension recta del nodo ascendente y @
argumento de declinacion del perigeo.

Algunas veces se trabaja con el angulo

o=Q+w

llamado longitud del periastro; se cuenta primero sobre el plano fundamental (ecliptica
o ecuador) y después sobre el plano de la 6rbita en la direccion del periastro.

3.11.2 Los restantes elementos

Los tres elementos que acabamos de estudiar determinan la orientacion del plano
de la orbita. Son necesarios, en general, otros dos elementos para determinar la
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magnitud y forma de la orbita. Suelen ser el semieje mayor a y la excentricidad e. En
algunos casos estos dos elementos se sustituyen por la distancia del periastro:
q =a(l-e) y la distancia del apoastro:q'=a(l+e).

Si se trata de una 6rbita parabolica basta con un solo elemento, la distancia del
periastro g = p/2.

Finalmente, para definir la posicion del astro en una determinada época, ain son
necesarios otros dos elementos: el periodo de revolucion, P, o el movimiento medio
n=27/Py la época de paso por el periastro, T, o la anomalia media, Mo, en una época
to.

P es necesario si no se conoce 4 en caso contrario, la tercera ley de Kepler nos
suministra facilmente el valor de n y, por tanto, de P. Tal es el caso de un satélite
artificial o de un pequefio planeta.

3.11.3 Constantes vectoriales P,Q, R

Los tres angulos de Euler se sustituyen frecuentemente por tres constantes
vectoriales, P, 0, R , tres vectores unitarios ligados a la 6rbita y definidos como sigue:

R perpendicular al plano de la 6rbita.

P en el plano de la orbita y en el sentido del periastro.

O en el plano de la 6rbita y perpendicular a P, de modo que: O = RA P

Los vectores asi definidos (Fig. 10.3) son ortogonales dos a dos
(PO=P-R=0R=0) y como ademas son unitarios (P’=0°=R’=1), de las nueve
constantes escalares que originan sélo tres son independientes, como era de esperar.

Consideremos un sistema de coordenadas rectangulares cuyos ejes coincidan con
las direcciones de los vectores P,Q, R, ejes que designaremos con estos mismos
nombres, y veamos cual es la matriz de cambio de base para pasar del sistema P,Q,R, al

sistema X,Y,Z. Efectuaremos en primer lugar un giro de angulo (-w) alrededor del eje R
que vendra definido por la matriz

cosw -senw 0
R,(-w)=|sen®w cosw 0
0 0 1

Con ello el eje P pasa a ocupar la posicion de la linea de los nodos, el eje Q sigue
en el plano de la orbita perpendicular a P y el eje R queda en la misma posicion. A
continuacion efectuaremos un giro de angulo (-7) alrededor de la linea de los nodos, giro
que vendra definido por la matriz

1 0 0
R (=i)=|0 cosi -—seni

0 seni cosi

Con ello abatimos el plano de la orbita sobre el plano fundamental X, Y. El eje P
queda sobre la linea de los nodos y el O, perpendicular a ella sobre el plano
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fundamental; el eje R toma la posicion del Z. Finalmente, giraremos alrededor de Z=R
un angulo (-£2), siendo la matriz correspondiente

cosQ —senQQ 0
R, (-Q)=|senQ cosQ 0
0 0 1

con lo cual llevamos a coincidir P con X'y Q con Y.
Efectuando el producto de las tres matrices tendremos la matriz de cambio de base
buscada:

M = R,(-Q) R () R, (-) (68.3)

y observando, que si aplicamos esta matriz M al vector P
obtenemos dicho vector en la base X, Y,Z, y analogamente aplicandolaa Q y R,
podremos escribir:

] [ 0] [o R] o
P |=M|0], 0, |=M|1], R, |=M|0
P 0 0. 0 R, 1
Es decir:
PO, R,
M=\P, O, R, (69.3)
PO R

de donde, identificando con el resultado obtenido de (68.3) obtenemos:

cosQcosw—sen Qcosisen w

~l
1

sen €2 cos w + cos QA cosisen @

L s€nisen @ Xr.z

[—cosQsenw —sen Qcosicos®
O =| —senQsenw+ cos Q2 cosicos® (70.3)

L S€nicos w Xr.z

[ senQseni

=i
1

—cosQseni

cosi xrz

En virtud de la forma (69.3) que presenta la matriz M y las propiedades
mencionadas de los vectores P, 0, R, resulta que M es ortogonal. Ademas, por ser los
triedros P,Q,R y X,Y,Z de igual orientacion el determinante de M es |M|=1. Observamos
también que las constantes P,Q, R dependen tGinicamente de los angulos de Euler.
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Los elementos P, Q, R,a e pueden ser sustituidos también por ¢ y e. En efecto,
sabemos que p = ¢/, y en el caso de una elipse p= b’/a =a(1-¢°), por lo que:

2
C

y, por otra parte, al ser unitarios los vectores P, 0, R,

é=eP =cR (72.3)

o)

lo cual nos dice que los angulos de Euler estan relacionados con ¢ y ¢é vy, en
consecuencia, podemos determinar completamente la trayectoria del secundario con
cualquiera de los sistemas de siete constantes mencionados.

3.11.4 Determinacion de los elementos orbitales a partir de v y v

Un importante proceso en el problema de la determinacion de orbitas es el calculo
de los elementos cuando se conocen la posicion y la velocidad en el mismo instante.
Supongamos, en efecto, que se conocen fi, 7, y V, en un cierto instante #,. En el

problema de los dos cuerpos la integral de las areas nos da

1

C =7, AV,

)

pudiéndose expresar esta relacion, segun la segunda de (72.3), teniendo en cuenta las

componentes de R, en funcion de Q¢ i (incognitas).
Por otra parte, en el mismo problema, se obtiene

. 1. _ 5
€=—V,ANC——
H Ty

y teniendo en cuenta la primera de (72.3) y las componentes de P podemos expresar
en funcion de 2, i, o.
Si suponemos el movimiento eliptico, tenemos

de donde:
q=__ToH .
2u—1v;
De la relacion
n*a’ = y7,

una vez determinada a deducimos #:
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Todavia de la expresion (38.3) que nos da el radio vector en funcion de a, e y E

podemos deducir E,:
cosE, = l(l _’”_oj
e a

y llevando el valor de e y de E, a la ecuacion de Kepler (44.3), obtenemos el valor de M,:
My,=E, -e sen E,

que con n 'y f, nos permite determinar la época 7" de paso por el periastro a partir de la
relacion

My=n(, -T)
Es decir:

Si el movimiento es parabdlico, ¢ se halla analogamente y la formula p=c*/1 nos

da, p=2g4.
De
r=gq (1 +5° )
obtenemos
Vo
s, = tan—
2

valor que llevado a (62.3) nos dara:

1
zicf(to_T):S(ﬁ'gsg

que nos permitira hallar 7.
Si el movimiento es hiperbdlico se aplica

r=a(e Ch F-1)

formula de la cual deducimos el valor de F que se sustituye en la ecuacion

7
\/;(to—T)zeShF—F

3.12 Calculo de efemérides

de la que se obtiene 7.

El calculo de una efemérides consiste en determinar, en funciéon de los elementos
de su orbita, la posicion de un astro en un cierto instante t.

El vector de posicion 7 de un astro, referido al sistema P,Q,R, puede
expresarse en la forma
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celeste

& reosV a(cos E—e)

F=|n|=|rsenV |=|aVl-e’senE
0 0 0

en el movimiento eliptico, y en la forma
El [reosV| |ql-s%)
r=|n|=|rsenV |=| 2¢qs
0 0 0

en el movimiento parabolico.
Si quisiéramos considerar movimiento hiperbolico bastaria cambiar E por iF.
Referido al sistema fundamental XY, Z el mismo vector tiene componentes

X

F=|y
z

Aplicando la matriz M de cambio de base obtendremos:

x S| |PE+0Onm o
y|=M|n|=|P&+0n|=P5+0n
z 0] |[PE+0.n

o también, utilizando las coordenadas reducidas:

y =a(13X+QY)

z

(73.3)

(74.3)

X e Y se tienen tabuladas (tablas de Innes) en funcion de la anomalia excéntrica £

y de la excentricidad e, o se pueden obtener por desarrollo en serie en funcion de
M (3.7.4).
Algunos autores utilizan las constantes vectoriales A , B , C:

A=aP B=b0=aJ1-¢#0Q C=aR

con lo cual obtenemos:
1

1-¢é°

F=XA+ Y B

o también, teniendo en cuenta (37.3):

7 =(cos E—e)A+senE B

eyde

(75.3)

(76.3)
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verificandose entre las constantes A y B las relaciones de comprobacion:
AAd =a*> BB=d*(1-¢) AB=0

Cuando se trata de calcular una efemérides parabodlica suelen introducirse las
constantes vectoriales m, n

obteniéndose entonces:
7 =m(l1-s%)+ 2iis (77.3)

En resumen, para el calculo efectivo de una efemérides, en el caso por ejemplo de
un movimiento eliptico, procederemos de la siguiente forma:

1.- Partiremos de los elementos orbitales, conocidos, a, e, i, £2, @, n, T'y el tiempo ¢.

2.- Calcularemos M=n(t -T) para la época .

3.- Resolveremos la ecuacion de Kepler M=E-e senE que nos dard E.

& a(cos E—e)

4.- Calcularemos 7 =| i |=| avl—e’sen E
0 0

5.- Una vez calculados P y O en funcion de los angulos de Euler (formulas

(70.3)), aplicaremos

x
y|=a(cosE—e)P+ayl—e*sen EQ
z

6.- Tendremos en cuenta que las componentes x,y,z del vector 7 estan expresadas
en la base X, Y,Z, de modo que si ésta es ecliptica sera:

x rcosBcosL
y |=| rcos Bsen L

z rsen B

Si la base fuera ecuatorial seria:

X rcosDcos A
y |=| rcos Dsen 4
rsen D

N

En este segundo caso los elementos ecuatoriales vendrian dados con referencia al
ecuador.






Capitulo 4
TRASLACION DE LA TIERRA

4.1 Orbita aparente del Sol

El movimiento de traslacién de la Tierra alrededor del Sol suele expresarse en
funcién de los elementos de la orbita aparente del Sol con respecto a la Tierra. Segun
vimos en el capitulo anterior, prescindiendo de la acciéon gravitatoria de los demas
astros, la Tierra describe una elipse en uno de cuyos focos se encuentra el Sol.
Consideremos que en un instante inicial la Tierra se encuentra en el punto 7' (Fig. 1.4) y
que en instantes sucesivos la posicion sobre su orbita alrededor del Sol viene dada por
los radios vectores ST, ST», ST3, ...En tal caso, podemos determinar la érbita aparente
del Sol con respecto a la Tierra, trazando por 7 sucesivos radios vectores 7S;, TS,, 1S3,
del mismo médulo y direccidn, pero de sentido opuesto a los ST, ST», ST3,...

La orbita aparente del Sol es, pues, una elipse simétrica de la de la Tierra
alrededor del Sol, con respecto al punto O medio del segmento 7S. En el plano de la
ecliptica, comin a ambas oOrbitas, cuando la Tierra se encuentra en el perihelio T; o en
el afelio T, (extremos del semieje mayor de la elipse o linea de los dpsides), el Sol se
proyecta sobre el perigeo S; 0 apogeo Sy de su Orbita aparente, respectivamente.

Asimismo, al entrar la Tierra en cada uno de los signos del zodiaco decimos que el
Sol entra en el situado a 180° de cada unos de ellos (por ejemplo, el Sol entra en Aries
cuando la Tierra lo hace en Libra, etc.).

Como ya indicamos en el apartado 1.3.2, en realidad quien describe una elipse
alrededor del Sol no es la Tierra, sino, con mucha aproximacion, el centro de gravedad
del sistema Tierra-Luna. Si prescindimos del efecto paralactico denominado desigual-
dad mensual y de las perturbaciones periddicas producidas principalmente por Venus y
Jupiter, todos ellos de muy pequefia amplitud, el centro de gravedad del sistema Tierra-
Luna, con una masa igual a la suma de las de ambos astros, describe alrededor del Sol
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una elipse con una aproximacion tal que la desviacion mas importante del movimiento
eliptico es un avance del perihelio de 77,7 por siglo. En Astronomia, al hablar del
movimiento eliptico de la Tierra alrededor del Sol (o de éste alrededor de la Tierra) se
sobreentiende, implicitamente, que se trata del centro de gravedad del sistema Tierra-
Luna y no del la Tierra propiamente hablando. Asi, en una cierta fecha, la ecliptica es el
plano de la elipse que en dicha fecha describe alrededor del Sol el centro de gravedad del
sistema Tierra-Luna. Las anomalias media o verdadera del Sol, al describir éste su Orbita
aparente, se refieren al centro de gravedad del sistema Tierra-Luna como foco, etc.

4.1.1 Elementos de la orbita aparente

Consideremos los elementos de la orbita aparente del Sol relativos a sus
dimensiones, forma y situacion. Sea, en primer lugar, el semieje mayor de dicha orbita
o distancia media de la Tierra al Sol. Su valor actual es

a=149,60-10° km

No debe confundirse este semieje mayor con la unidad astronomica de distancia
(u.a.). Segun resolucion de la Asamblea General de la Union Astronémica Internacional
celebrada en Grenoble en 1976, los Astronomos, utilizando su propio sistema de
unidades (IAU,1976), daran relaciones explicitas entre este sistema y el sistema
internacional (SI) cuyas unidades fundamentales son el metro, el kilogramo y el
segundo. En el sistema astronomico la unidad de tiempo es el dia, igual a 86.400
segundos internacionales. El siglo juliano consta de 36.525 dias. La unidad de masa es
la masa del Sol. La unidad de longitud es la unidad astronémica de distancia.

La unidad astrondmica de distancia se define aplicando la tercera ley de Kepler

n’a’ = K*(1+m)

a un planeta de masa despreciable (m = 0), siendo K = 0,01720209895 (constante
gaussiana), cuyo movimiento medio sea n=K. El periodo de este planeta serd, por tanto,

27 365,256898 dias
K

Sin embargo, en el citado sistema (IAU, 1976) es una unidad derivada que se
obtiene multiplicando la velocidad de la luz C por el tiempo de luz 74 para la unidad de
distancia (C= 299792458 ms™, 7, = 499,004782 s ). Es decir:

A=C-t, =149,597870-10° km
Comparando los valores de a y 4, observamos que
a=1,000014 4

La excentricidad e de la orbita aparente es

e=0,016709 (J2.000,0)
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disminuyendo a razén de 0,000042 por siglo. Realmente se trata de una variacion
periddica, con un periodo de unos 24.000 afios.

Por ultimo, la situacion de la elipse en su plano viene definida por la longitud
media del perigeo @ :

o =282°56'25,5 (J2.000,0)

aumentando a razén de 61°’,93 por afio, y, por consiguiente, dando el perigeo una vuelta
en unos 21.000 afios.

Dicho avance del perigeo solar de 61°°,93 por afio, con respecto al equinoccio
movil, es la suma de la precesion en longitud, de 50°°,29 por afio, y del avance
realmente experimentado por el perigeo, con respecto a un equinoccio fijo, de 11°°,64
por aflo, producido por las perturbaciones planetarias (no se tienen en cuenta los efectos
relativistas).

Debido a la accion perturbadora de los planetas, precesion planetaria , el plano de
la ecliptica se desplaza, de modo que, con respecto a la ecliptica fija, la longitud del
nodo de la moévil crece a razon de 32°°,89 por afio mientras que el angulo entre ambas
aumenta en 0°’,47 por afio.

En el movimiento eliptico, designando por M y L la anomalia y la longitud medias
del Sol, respectivamente, se tiene:

L=a+M (1.4)

Analogamente, designando por /'y O la anomalia y la longitud verdaderas del
Sol, respectivamente, se tiene:

O=a+V 2.4)

FIG. 24

Observando la Fig. 2.4 obtenemos:
C=0-L=VM

donde C es la ecuacion del centro.
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Para obtener los argumentos relativos al centro de gravedad del sistema Tierra-
Luna con respecto al Sol, basta sumar 180° a cada uno de los anteriores.

4.1.2 Movimiento geocéntrico del Sol

En este apartado consideraremos el movimiento del Sol con respecto al centro de
la Tierra (no con respecto al centro de gravedad del sistema Tierra-Luna como en
apartados anteriores). Teniendo en cuenta las desigualdades lunar y planetarias,

designando por ! y b la longitud y la latitud geocéntricas del Sol, por R su radio vector
y por ¢ la oblicuidad de la ecliptica, las coordenadas rectangulares ecuatoriales
geocéntricas del Sol. X, Y, Z, se obtendran considerando el radio vector R del Sol
referido, por una parte, a un sistema de coordenadas rectangulares ecuatorial x,y,z, v,
por otra, a un sistema de coordenadas rectangulares ecliptico, x'y"z", con los ejes x y x’
comunes y dirigidos hacia el punto Aries.

XzX'zy
FIG. 3.4
Se verificara:
R.x,y,z = M x\y'hz'
con
Rcosbcos!
I?}_.,y.!z, =| Rcosbsenl

Rsenb
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y M la matriz de cambio de base para pasar del sistema x',y"z" al x,y,z que se obtendra
efectuando un giro de angulo -¢ alrededor del eje Oy, por tanto:

X 1 0 0 Rcosbcosl Rcosbcosl
Y |=|0 cose —sene || Rcosbsenl |=| R(cosecosbsen/—sengsenb)
Z 0 sene coseg || Rsenb R(sen gcosbsen/ +cosesenb)

Teniendo en cuenta que b es muy pequefio, podemos sustituir cosb=1,
senb=b"/206265 y queda:

X =Rcosl!
Y = R(cos&senl—0,00000195") (3.4)
Z =R(sene&sen/—0,00000445")

tomando en el segundo sumando de los segundos miembros un valor medio para €.
Siendo por otra parte:

X =RcosDcos A
Y=RcosDsen 4 4.4)
Z=RsenD

en funcion de la ascension recta 4 y la declinacion D geocéntricas del Sol, identificando
(3.4) con (4.4), prescindiendo de 5" ( |b"| <1','2 ), obtenemos, finalmente:

cos Dcos A =cos/
cos Dsen 4 =cosesen/ 5.4

sen D =sen&sen/

4.2 Aberracion de la luz

Se entiende por aberracion de la luz el fenomeno, debido a la finitud de la
velocidad C de propagacion de la luz, por el cual los astros no se ven desde la Tierra en
la posicion que ocupan en el instante de la observacion.

Limitandonos a la interpretacion clésica del fendmeno (la relativista introduce una
correccion del orden de 0"001), sean (Fig.4.4) con respecto a un sistema inercial de
origen O: p la posicién de un astro cuando la luz sale de él; P la posicion del mismo
astro cuando dicha luz llega a la Tierra T. Sean, ademas, 7 y p los vectores de posicion

del astro y de la Tierra y ¥ y ,b sus respectivas velocidades, que consideraremos

constantes en el tiempo de luz dt que la luz tarda en pasar de p a T. El fenomeno es, en
realidad, el resultado de la superposicion de otros dos.
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FIG. 4.4

Por una parte, mientras la luz recorre el espacio PT a una velocidad C y en un

tiempo dt PT = Cdt, el astro p pasa a ocupar la posicion P, pP = Fdt . Por otra parte,

la Iuz incide sobre el observador T con una velocidad relativa C'= C — ,5 y éste observa

el astro en una posicion P’ tal que pP'= /3dt. Asi pues, distinguiremos entre

aberracion planetaria y aberracion estelar: Aberracion planetaria es el desplazamiento
de la posicion aparente observada P’ con respecto a la posicion geométrica P en el
instante de la observacion. Aberracion estelar es el desplazamiento de la posicion
aparente observada P’ con respecto a la posicién geométrica p en el instante en que la
luz sali6 del astro.

La aberracion planetaria puede considerarse como la resultante de dos efectos: la
aberracion estelar, debida a la velocidad instantanea del observador en el momento de la
observacion, y el desplazamiento geométrico del cuerpo celeste en el espacio debido a
su movimiento durante el tiempo que ha tardado la luz en llegar al observador. La
aberracion planetaria no se aplica generalmente a las estrellas porque se conocen mal
sus movimientos propios; en cambio, si se aplica la aberracion estelar.

Si designamos por 5 y 5 los vectores de posicion de P y P’ respectivamente,
segun lo expuesto, la correccion ds que hay que aplicar para pasar de la posicion
topocéntrica verdaderas a la aparente §' vale:

s'—s =ds = (ﬁ - ?)dt
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o siendo
T PT s
P << pT dt=—=—=—
p p y C cC C
también, finalmente:
| T
;ds=E(p—r) dt (6.4)

Hemos de advertir que si queremos tratar el problema con el maximo rigor hemos
de suponer que el origen O a que se refieren ¥ y p es el centro de gravedad del sistema

solar. En efecto, con respecto al sistema inercial de origen O, el vector ,B velocidad del

observador, es la suma de la velocidad debida a La rotacion de la Tierra, de la velocidad
debida al movimiento de traslacion de la Tierra alrededor del Sol (incluidas las
perturbaciones lunar y planetarias) y de la velocidad del Sol relativa al centro de masas
del sistema solar, pero excluido el movimiento del sistema solar entre las estrellas. Sin
embargo, para simplificar el calculo supondremos dt=ds/C y tomaremos como origen
de coordenadas el centro del Sol, lo cual supone, por ejemplo en el caso de planetas o
cometas, introducir un error de menos de 0°°,01.

4.2.1 Aberracion anua

Se acostumbra, por conveniencia, a separar la aberracion estelar en dos partes y
tratar la parte que depende del movimiento orbital de la Tierra alrededor del centro de
gravedad del sistema solar, como distinta de la parte debida a la rotacion de la Tierra
sobre su eje. La primera recibe el nombre de aberracion dnua y la segunda el de
aberracion diurna.

FIG. 54

Apliquemos ahora la formula (6.4) al estudio de la aberracion anua. Para la

mayoria de las estrellas es desconocido el término 7dt , aberracion secular, y por ello
su efecto se engloba en las posiciones medias de los catalogos.
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Segun esto, expresando el movimiento de la Tierra en funcion del aparente del Sol
alrededor de la Tierra, p=—R, la formula (6.4) se reduce a

Tas——Lk (7.4)
s C

Sea la circunferencia H la hodografa del movimiento (Fig.5.4). Sabemos que la

velocidad del Sol, R se descompone en dos vectores, uno perpendicular al vector &
(direccion del perigeo), de modulo ce/p donde ¢ es la constante de las areas, p el
parametro de la orbita y e la excentricidad, y otro perpendicular a R, de médulo ¢/p, de
modo que

Ql
>
!

R=—¢cA—+

= | =

SRE
==

y proyectando sobre los ejes de coordenadas eclipticas rectilineas (Aries, Cancer, Polo
norte de la ecliptica) cada una de las componentes de dicha velocidad, en funcién de las
longitudes del Sol ¢y del perigeo @ , tenemos:

. cos(g—270°)+ecos(@—270°) —(seng+esen @)
R=< sen(g—270°)+esen (@—270°) =& cosctecos@ (8.4)
P 0 P 0

y sustituyendo en (7.4) se tiene:

. seng+esen @
—ds =k |—(cosg+ecos@) (9.4)
s

0

habiendo introducido la constante de aberracio

¢ n a’Nl-é n oa

k:C_p_ Ca(1-¢) T oiee

=20','49552 (10.4)

Si la estrella en cuestion tiene coordenadas esféricas eclipticas L, B, s, tendremos:

X =scosBcosL
Y =scosBsenL
Z =ssenB
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Consideremos un sistema de ejes cartesianos con origen en la estrella considerada,
de eje x tangente al maximo de longitud en el sentido de las latitudes decrecientes, eje y

tangente al menor de latitud en el sentido de las longitudes crecientes y eje z el radio s.
Las coordenadas diferenciales de la posicion aparente s* en dicho sistema son:

—dB
cos BdL

la’s
s
y expresando el vector

| seng +sen@
—ds =k —(cosg+ ecos a_))
* 0
en este sistema, tendremos:
—dB senB 0 —cosB|l cosL senL 0 sen¢ +esenw
cosBdL |=k| 0 1 0 —senL cosL 0| —(cosg+ecos@)|(11.4)
1 cosB 0 senB 0 0 1 0
—ds
s

expresion que obtenemos efectuando un giro R3(L) alrededor de Z y otro R2(90°-B)
alrededor de y' (posicion de Y después del primer giro).
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Desarrollando (11.4) y operando, se obtiene:

dB=—ksenB[sen(c—L)+esen(@—L)]
dL =—ksec B[cos(¢c—L)+ecos(@—L)] (12.4)

lds =kcos B[sen (¢ —L)+esen(@—L)]
s

donde las diferenciales representan las correcciones que deben efectuarse a las
coordenadas verdaderas para obtener las aparentes.

Como que la longitud L y la latitud B de las estrellas son practicamente constantes
y ey @ varian muy lentamente, los términos en la excentricidad de (12.4) se engloban
en las posiciones medias de los catalogos, con lo que (12.4) adopta la forma:

dB=—ksenBsen(¢—1L)
dL =—ksecBcos(¢c—L) (13.4)

lds =kcosBsen(¢c—L)
s

Para interpretar geométricamente las ecuaciones (13.4), escribimos, en el mismo
sistema de coordenadas con origen en la estrella que hemos considerado,

x=kssenBsen(¢c—L)
ds=|y=—kscos(¢c—L) (14.4)
z=kscosBsen(¢—L)

(x,»,2)

donde £, s, L y B son practicamente constantes y solo varia ¢ con una periodicidad de un
afo. Ello significa que la posicion aparente del astro se desplaza respecto de la posicion
verdadera, segiin una linea cerrada alabeada con una periodicidad de un afio.

De (14.4) deducimos:
¥+ 4t =k

lo que significa que E’ (posicion aparente) se halla sobre una esfera de centro en E
(posicion verdadera ) y radio ks.

Ademas: z
—=cotB
X

es decir, E' se halla sobre el plano determinado por el menor que pasa por £ (Fig. 7.4).
Por tanto, la interseccion de la esfera con dicho plano nos dara la trayectoria de E'. Es
decir, la posicion aparente £’ de un astro describe, alrededor de la posicion verdadera E,
una circunferencia de radio ks contenida en el plano determinado por el menor de latitud
que pasa por E, con velocidad uniforme y periodicidad de un afio. Ahora bien, lo que
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vera un observador terrestre sera la proyeccion de dicha circunferencia sobre la esfera
celeste.

[ Z
xs/(a{ 3
\‘ B E B. Er
X ks
B
T
FIG. 7.4 FIG. 8.4
Como que
EE'_ ks g
TE s

podremos considerar dicha proyeccion oblicua (Fig.8.4) como una proyeccion
ortogonal, y la proyeccion ortogonal de una circunferencia es una elipse cuyo semieje
mayor es el radio de la circunferencia y cuyo semieje menor es la proyeccion de dicho
radio:

semieje mayor: a = ks dirigido segun y (15.4)
semieje menor: b=kssen B dirigido segun x ’
por tanto:
2 2
e= a—zb =cos B
a

Lo que realmente observaremos seran las semiaberturas «, f que subtendran los
semiejes a, b, respectivamente, desde la Tierra:

a

a=tana=—=k

p=tanf=—=ksenB

s
b
s

Las relaciones (15.4) nos indican que si la estrella se halla en el polo de la
ecliptica ( B=90° ), describe una circunferencia, y si se halla en la ecliptica (B=0°),
describe un segmento rectilineo. En cualquier otro caso describe una elipse, denominada

elipse de aberracion. Este fenomeno fue descubierto por Bradley en 1725.

La teoria expuesta sirve también para estudiar la aberracion dnua del Sol. En
efecto, como que el Sol se halla muy cerca del centro de masas del sistema solar, » es
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muy pequefio y también lo es 7dt, por lo cual vale la férmula (7.4) y las deducidas de
ella sin mas que hacer B=0, L=¢, s=R.

Luego:
dB=0
ds=—k[1+ecos(sc-a)| (16.4)
dR=—kResen(s—)

Sustituyendo valores numéricos en la segunda ecuacion obtenemos:
ds=¢—¢'=-k—kecos(g—@)=-20",50-0",34cos(c— )

lo cual nos indica que vemos el Sol con una longitud media, ¢, menor que la que
realmente tiene, ¢, es decir: lo vemos desplazado hacia poniente unos 20°°,50. Ademas,
el Sol aparente oscila alrededor de dicha posiciéon media con una periodicidad de un afio
y una amplitud de 0°’,34.

La tercera ecuacion puede escribirse:

R':R(l—kesen(g—a_)))

que nos dice que la aberracion en distancia es muy pequefia y oscila con una
periodicidad de un afio con una amplitud de 0.0000017 R.

4.2.2 Correccion de aberracion anua a las coordenadas ecuatoriales

Despreciando los términos en la excentricidad que, como dijimos, se engloban en

las posiciones medias de los catalogos, expresando R en coordenadas ecuatoriales
mediante la rotacion R;(- ¢ ) y aplicando las formulas diferenciales de paso de
rectilineas a esféricas, segun (7.4) se tiene, evidentemente:

—-dD sen¢
cosDdA |=kR,(90°-D) R,(A) R (—¢)| -cosg
1 ds 0

s

y operando, considerando sélo las dos primeras componentes:

dA =—ksec D[cos Acos & cosg +sen Aseng | }
(17.4)

dD =—k [(costen €—sen Dsen A cos s)cosg +sen D cos Asen g}
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Introduciendo ahora los nimeros de Bessel y las constantes estelares:

C =—kcosecosg D =—kseng
c=cos Asec D d =sen Asec D (18.4)
c'=tangcos D—sen Asen D d'=cos Asen D

las relaciones (17.4) pueden ponerse en la forma:

(19.4)

dA=Cc+ Dd
dD =Cc'+ Dd'

4.2.3 Aberracion diurna

Consideremos, por ultimo, la aplicacién de la formula (6.4) al estudio de la
aberracion diurna de las estrellas, debida, como sabemos, a la rotacion de la Tierra
sobre su eje. Como consecuencia de dicha rotacion, un observador situado en un punto
de coordenadas (o, ¢) describe durante un dia sidéreo la circunferencia de su paralelo
cuyo radio es pcosd, con una velocidad

pe 27p cos ¢ m/s
86164

Tomando p = 6378 km, resulta para dicha velocidad el valor v=0.465cos¢ km/s.
Por efecto de este movimiento se produce un desplazamiento aparente de todos los
astros hacia el punto este del horizonte, siguiendo circulos maximos que pasan todos
por dicho punto.

Veamos cual es dicho desplazamiento. Excluidas ya las aberraciones secular y
4nua y pudiendo suponer ahora la Tierra esférica de radio medio p, en coordenadas
ecuatoriales se tiene:

0 pcosgsend —send
a=| 0 p=| pcosgsend P=@DANp=wmpcosd| cosd
w pseng 0

y por tanto, sustituyendo en (6.4), introduciendo para cada observador su
constante de la aberracion diurna:

k’:leZO",32003¢ :OS021005¢
C C '

y aplicando las formulas diferenciales de paso de rectilineas a esféricas, operando en
forma analoga al caso de la aberracion anua:
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—-dD —send —senDsen(6 — A)
cos DdA |=k'R,(90°~D)R,(A)| cos@ |=k'|  cos(6—A4)
1 0 —cos Dsen(6— A)
s

y teniendo en cuenta que 6-4 = H,

dD =k'sen Dcos H
dA=k'secDcos H (20.4)

lafs =—k'cos DsenH
s

Dada su pequefiez, la correccion de aberracion diurna de una estrella so6lo se aplica
en observaciones de mucha precision (en general observaciones meridianas) y en tal
caso se efectiia simultaneamente con las de refraccion y paralaje diurna, para reducir a
verdaderas geocéntricas las posiciones aparentes observadas.

4.3 Paralaje anua

Debido al movimiento de traslacién de la Tierra alrededor del Sol, por un efecto
paralactico, las estrellas proximas parecen oscilar alrededor de sus posiciones medias en
el transcurso del afio. Este fenomeno, llamado paralaje anua de las estrellas, es mucho
menos notable que el de la aberracion anua, pues, dada la distancia a que se encuentran,
su semiamplitud no alcanza nunca 1°°, frente a los 20°°,5 de la aberracion anua.

E, E

T

FIG. 94

Supongamos, para simplificar el razonamiento, que la orbita de la Tierra es
circular. Sea S el Sol y a el radio orbital (Fig.9.4). Sea E la posicion de una estrella a la
distancia s del Sol, distancia que supondremos constante, 7" la posicion de la Tierra en
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una determinada fecha y 7; la posicion de la misma seis meses después. El segmento
TT; es la base de referencia para determinar la distancia de la estrella al Sol.

Tracemos por 7T una paralela TE; a SE y designemos por 8y 6; los angulos E; TSy
ETS. Del triangulo STE en el cual el angulo SET es 6-6;, deducimos:

sen (6-6,) _sen 6,
a s

sen (9—91)=£sen 6,
s

Por definicion, a/s =senl1 donde IT recibe el nombre de paralaje estelar o paralaje
anua. Por la forma como se ha definido, IT es siempre muy pequefio (menos de 1”° ) y
se puede escribir

0 -6, =I1lsend

donde &6,y IT estan medidos en las mismas unidades y 6; se ha sustituido por &en el
segundo miembro.

Por otra parte, también en virtud de la definicion, IT representa el angulo bajo el
cual se ve desde la estrella el radio de la orbita de la Tierra.

En la Fig. 9.4 SE es la direccion en la que se observa la estrella desde el Sol
(direccion heliocéntrica) y TE es la direccion en que se ve desde la Tierra en la época
dada (direccion geocéntrica). Si la estrella estuviera a distancia infinita se veria desde la
Tierra en la direccion TE; paralela a SE. Pues bien, vemos que la direccion geocéntrica
TE esta desplazada de la direccion heliocéntrica TE; hacia la direccion TS del Sol y que
este desplazamiento tiene lugar en el plano STE (Sol-Tierra-estrella).

Dicho desplazamiento angular 6-6; se puede considerar como un desplazamiento
lineal de vector

ds=5"-5=R

que resulta mas 1til para la teoria que vamos a desarrollar.
Si expresamos el movimiento de la Tierra en funcion del aparente del Sol, en el
triangulo 7SE se tiene:

ds=s5'-s=R

siendo R el vector de posicion geocéntrico del Sol. Por lo que hemos dicho, esta
formula suministra la correccion de paralaje ds que hemos de aplicar para pasar de
coordenadas heliocéntricas s (verdaderas) a geocéntricas §' (aparentes).

Tomemos ahora un sistema de coordenadas X, Y, Z con origen en el centro de la
Tierra, eje X en la direccion de Aries, eje Y en la ecliptica, en sentido directo, eje Z en la

direccion del polo de la ecliptica (Fig. 10.4). Tendremos para R :

Rcosg
R=|R seng
0
donde ¢representa la longitud del Sol.
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FIG. 104

Supongamos una estrella £ cuyas coordenadas esféricas eclipticas sean L y B'y
sean § y § sus posiciones heliocéntrica y geocéntrica respectivamente. Supongamos
que podemos expresar la posicion aparente de la estrella con respecto a la posicion
verdadera con el empleo de coordenadas diferenciales. Para ello tomemos con origen en
la estrella (posicion verdadera expresada por la direccion s desde 7) unos ejes de
coordenadas rectangulares de la siguiente forma: el eje x segiin el maximo de longitud
que pasa por ella, en el sentido de las latitudes decrecientes; el eje y tangente al menor
de latitud en el sentido de las longitudes crecientes, y el eje z en la direccion de § . Las
coordenadas de E’ (posicion aparente) con relacion a E, seran:

—sdB
ds =| scos BdL
ds

que podremos identificar con las del vector R expresado en el mismo sistema. Para ello
verificaremos un giro de angulo L alrededor de z, que vendra definido por la matriz
R3(L) y, a continuacion un giro de dngulo (90°- B) alrededor del eje y obtenido después
del primer giro, definido por la matriz R»(90° -B).

Tendremos, por tanto:

—sdB Rcosg
scosBdL |=R,(90°-B)R,(L)| Rseng
ds 0
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y operando y simplificando:

—sdB Rsen Bcos(c—L)
scos BdL |= Rsen(¢c—1L)
ds RcosBcos(¢c—L)

es decir:

dB =-IIsen Bcos(¢c—L)
dL=TlsecBsen(¢—L) (21.4)

l(/is =IlcosBcos(c—L)
s

R .
donde IT=senIl=— es la paralaje de la estrella.
s

Para interpretar geométricamente las ecuaciones (21.4) escribamos, en el mismo
sistema de coordenadas con origen en la estrella £ que hemos considerado,

x=-sdB = RsenBcos(¢c—L)
y=scosBdL = Rsen(¢—L) (22.4)
z=ds=RcosBcos(¢c—L)

que son las ecuaciones paramétricas de una circunferencia interseccion de la esfera
2+ 422 =R?
de radio R y centro en E con el plano
xcos B-zsenB=0

paralelo a la ecliptica.

Luego, como suponemos R constante, debido a la paralaje 4nua, la estrella parece
describir en un afo, alrededor de su posicion verdadera y con movimiento uniforme,
una circunferencia de radio R paralela a la ecliptica. Dicha circunferencia se proyecta
sobre el plano xy, tangente a la esfera celeste segiin una elipse de semiejes RsenBy Ry
excentricidad e = cos B, llamada elipse de paralaje.

Para un observador terrestre, los semiejes mayor y menor de la elipse subtendran
un angulo 'y Srespectivamente, cuyo valor es:

Con < a<1”.
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4.3.1 Correccion de paralaje anua a las coordenadas ecuatoriales

En coordenadas ecuatoriales se tendrd, pasando antes las eclipticas geocéntricas
del Sol a ecuatoriales mediante la rotacion R;(-£) y aplicando después las férmulas
diferenciales de paso de rectilineas a esféricas:

—sdD Rcosg
scosDdA |=R,(90°—D)R,(A)R,(—¢)| Rsing
ds 0

y operando e introduciendo la paralaje IT de la estrella, limitdndonos a la consideracion
de las dos primeras componentes:

dD = H[(costing—sinDsinAcos £)sing —sin D cos Acosg]

. . (23.4)
dA = HsecD[cos Acosgsing —sin Acos g]

En las "Efemérides Astronomicas" todavia se da otra forma a las ecuaciones
(23.4), expresandolas en funcion de las coordenadas rectangulares geocéntricas del Sol
X Y,Z, calculables mediante (3.4). La orbita aparente del Sol se supone ahora eliptica y
con foco en la Tierra (y no en el centro de gravedad del sistema Tierra-Luna), y
tomando como unidad la distancia media de la Tierra al Sol la paralaje de la estrella
vale, exactamente, IT= I/s.

Aplicando las formulas de paso se tiene:

—sdD X
scosDdA |=R,(90°-D)R,(4)| Y
ds Z

y operando y haciendo /s = I1 finalmente:

dD =TI(—X sin Dcos A—Y sin Dsin A+ Z cos D)
(24.4)

dA=TlIsec D(—X sin A+Y cos A4)

y siendo con mucha aproximacion Z=Ytane las formulas (24.4) suelen escribirse,
teniendo en cuenta las relaciones (18.4):

dA=TI(cY —dX) } 25.4)

dD=TI(c'Y —d'X)

4.3.2 Efecto combinado de la aberracion y la paralaje dnuas

En los desarrollos hasta ahora efectuados, la aberracion y la paralaje anuas se
encuentran expresadas por componentes en una misma base x,y,z, situada en el plano
tangente a la esfera celeste en el astro y definida segin coordenadas eclipticas.
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Por otra parte, la aberracion y la paralaje son fendémenos independientes, por lo
que su composicion serd, simplemente, la suma de (14.4) y (22.4):

x=ssinB [k sin(¢ — L)+ ITcos(¢— L)]
y= s[—k cos(¢c—L) +Hsin(g—L)]
z=scos B[ksin(¢c—L)+I1cos(gc—L)]

que efectuando el cambio:

k=mcos M
II=m sen M

puede expresarse:

x=sVk>+I1° sen Bsen(¢c — L+ M)
y=—sVk* +T1% cos(¢c — L+ M)
z=s\k*+T1* cos Bsen(¢c — L+ M)

donde x,y,z, son funciones periddicas de periodicidad un afio (debido a ¢) y representan

las ecuaciones para métricas de una circunferencia de radio svk” +I1° paralela a la
ecliptica. La proyeccion ortogonal sobre el plano tangente nos dara la trayectoria
aparente de la estrella alrededor de su posicion verdadera, recorrida en un afio, que sera
una elipse de:

semieje mayor a=svk® +I1° dirgido segun y
semieje menor b =s\k>+I1°sin B dirigido seglin x

excentricidad e=cosb

y angularmente:

o=k +I1°
B =k’ +I1" sin B

4.4 Movimiento propio de las estrellas

Las estrellas se mueven con respecto al Sol, pero las grandes distancias que nos
separan de ellas motivan que sus desplazamientos angulares sobre la esfera celeste sean
muy pequefios; de ahi que hasta hace pocos siglos se hablase de las "estrellas fijas". La
existencia de movimientos propios fue detectada por Halley en 1718.
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FIG. 114

Se denomina movimiento propio u de una estrella a su desplazamiento angular
heliocéntrico anual, debido a la componente perpendicular al radio vector Sol-Estrella
de su velocidad relativa. Existen unas 300 estrellas que presentan movimientos propios
comprendidos entre 1°° y 5°° por afio, y unas pocas entre 5’” y 10’ por afio (estrellas
"balisticas" o "proyectil"). En media, el movimiento propio de las estrellas visibles a
simple vista es del orden de 07,1 por afio.

En la Fig.11.4 representamos porD el desplazamiento en un afio, suponiendo
constante la velocidad relativa ¥ de la estrella E respecto al Sol, medido por el angulo s.

Podemos descomponer el movimiento propio 4 de una estrella segun los
desplazamientos angulares anuales en ascension recta, g4 y en declinacion, pp
denominados, respectivamente, movimiento propio en ascension recta y movimiento
propio en declinacion.

E M, cosD

FIG. 124

Para ello proyectamos el movimiento propio sobre el paralelo y el meridiano
celestes que pasan por la estrella £, en funcioén del angulo de posicion 8de z (angulo
que forma el vector con la direccion del Norte, medido de Norte a Este). Tendremos,
por tanto:

H,cosD=pusend

My = pcost
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Es decir:

(26.4)

M, = pusenfsecD
My = picost

y las correcciones a efectuar a las coordenadas ecuatoriales debidas al movimiento
propio seran:
A =pu,rt
A ~
(7 en anos) 27.4)
AD = u,t
Por lo general, hasta enero de 1984, las posiciones de las estrellas se corregian
simultdneamente de precesion y de movimiento propio y, a tal efecto, en los catdlogos
de posiciones medias figuran sendas columnas en las que se dan, para cada estrella, la
variacion danua en ascension recta y en declinacion, suma de los correspondientes
precesion dnua y movimiento propio:

V,=(P,+u,cosD)r
v, Z(PD+ﬂD)T

A partir de dicha fecha y de acuerdo con las resoluciones de la I.AU. a las que nos
hemos referido en el apartado 4.1.1, la correccién por movimiento propio se separa de la
correccion por precesion.

4.5 Posiciones aparentes

Se denomina posicion aparente de una estrella a su posicion geocéntrica deducida
de su posicion verdadera heliocéntrica (que se obtiene corrigiendo de precesion y
nutacion la posicion media dada por el catdlogo), teniendo en cuenta las correcciones de
aberracion y paralaje dnuas y de movimiento propio si se conoce.

En el apartado 2.8 ya indicamos como se reducian las posiciones medias a
verdaderas mediante la introduccion de los nimeros de Bessel y las constantes estelares.
También hemos visto como se procede para corregir de aberracion y paralaje anuas las
coordenadas ecuatoriales de las estrellas (4.2.2) y (4.3.1). Considerando, pues, las
formulas (9.2) del apartado (2.8), las expresiones de los numeros de Bessel y de las
constantes estelares que en ellas figuran, y las formulas (14.4), (25.4) y (27.4), la
reduccion de posiciones medias a posiciones aparentes se efectuard aplicando a las
primeras las correcciones:

dA=Aa+Bb+Cc+Dd+T1(cY —dX ) +1u, } 28.4)

dD = Aa'+Bb'+Cc'+Dd'+H(c'Y—d'X)+r,uD

0, también, utilizando notacion matricial:

R B S
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Para el Sol, la posicion aparente del mismo, materializada por el Sol aparente, se
obtiene aplicando a su posiciéon verdadera la correccion de aberracion anua. En
coordenadas eclipticas ésta viene dada por las formulas (16.4), obteniéndose
practicamente la correccidon en longitud (siempre negativa) dividiendo la constante de
aberracion £=20"",50 por el radio vector geométrico , no corregido de aberracion:

dgz—k(1+ecosV):—% (30.4)

(» =a (1 — &) = 1 ua). De las coordenadas eclipticas aparentes se pasa luego a las
ecuatoriales aparentes, referidas al equinoccio verdadero y al ecuador de la fecha,
aplicando las formulas de paso tomando la oblicuidad de la ecliptica de la fecha.

Para poner de acuerdo el calculo de las posiciones aparentes de las estrellas con
las Resoluciones adoptadas por la Union Astrondémica Internacional (I.A.U.) en las
Asambleas Generales XVI y XVII celebradas en Grenoble y Montreal los afios 1976 y
1979 respectivamente, se deberd tener en cuenta el nuevo sistema de constantes
astronomicas, la época standart J 2000 correspondiente al 1,5 de enero del afio 2000, las
modificaciones introducidas en la teoria de la nutacion 1980 y el nuevo sistema de
referencia estelar FK 5. Por otra parte, la aberracion estelar sera calculada a partir de la
velocidad de la Tierra referida al baricentro del sistema solar (apartado 4.2) y las
posiciones medias no contendran los términos £ (términos en e de (12.4), apartado
4.2.1). Las reducciones a posiciones aparentes se calcularan directamente sin el paso
intermedio a la posiciéon media para el comienzo del afio cuando se requiera mucha
precision. Para una mayor exactitud todavia se tendran en cuenta los términos
relativistas que intervienen en la aberracidén y se corregird la posicion estelar por la
deflexion producida en el haz luminoso por el campo gravifico del Sol.

Si D es el angulo entre la estrella y el Sol, visto desde la Tierra, se demuestra que
la desviacion del rayo luminoso viene dada por

1+cosD N sen 2D
sen D 4

f=0" 00407{

Existen numerosos trabajos donde se da cuenta, con detalle, de como debe
hacerse dicha transformacién (ver por ejemplo el Boletin n°8 del Instituto y
Observatorio de Marina de San Fernando). En las “Efemérides Astrondmicas 2001” se
dan los elementos necesarios para calcular las posiciones aparentes de las estrellas
partiendo de las medias en 2001.5 mediante las formulas (25.4). Evidentemente la
adopcidén del nuevo sistema de referencia ICRS (ver apartado 2.8.2) afectara al calculo
de las posiciones aparentes de las estrellas.

4.6 Aios y Estaciones

Se llama afio al intervalo de tiempo transcurrido entre dos pasos consecutivos del
Sol por un determinado punto de su orbita. Seglin sea dicho punto el afio recibe distintas
denominaciones, variando su duracion debido al movimiento relativo de tales puntos.

Afio sideéreo es el intervalo de tiempo transcurrido entre dos pasos consecutivos
del Sol por un punto fijo de la ecliptica, o tiempo necesario para que la longitud media
del Sol, referida a un equinoccio fijo, aumente en 360°.



Traslacion de la Tierra 175

Afio tropico es el intervalo de tiempo transcurrido entre dos pasos consecutivos del
Sol por el punto Aries medio, o tiempo necesario para que la longitud media del Sol,
referida al equinoccio medio, aumente en 360°. Debido al movimiento de precesion de
los equinoccios, el equinoccio medio retrograda 50°°,29 por afio respecto a un
equinoccio fijo y, por ello, el afio tropico es mas corto que el afio sidéreo.

Afio anomalistico es el intervalo de tiempo transcurrido entre dos pasos
consecutivos del Sol por el perigeo, o tiempo necesario para que la longitud media del
Sol, referida al perigeo, aumente en 360°.

Debido al giro de la linea de los apsides de la orbita solar, el perigeo avanza
11°’,64 por afio con respecto a un equinoccio fijo y, por ello, el afio anomalistico es mas
largo que el afio sidéreo.

Sean 7, S y A, las duraciones de los afios trépico, sidéreo y anomalistico,
respectivamente. Segtin las consideraciones anteriores se verificara:

r _5__ A (31.4)
360°-50",29  360°  360°+11",64

Determinando el numero de dias medios que separan dos equinoccios muy
alejados, Newcomb obtuvo la siguiente duracion del afio tropico, dada para el 1° de
enero de 1900:

T=365,242199 dias medios

Sustituyendo este valor en la formula (31.4) se obtiene:

A =365,259641 dias medios
S =365,256360 dias medios

Debido a la variacion secular de la constante de la precesion en ascension recta, la
duracion del afio tropico disminuye a razon de 0,°53 por siglo. Los afios sidéreo y
anomalistico aumentan su duracion a razon de 0,°01 y 0,°26 por siglo, respectivamente.

4.6.1 Calendarios juliano y gregoriano

El afio tropico, al regular la sucesion de las estaciones, es la base de nuestro
calendario. Desde un punto de vista historico, el actual calendario gregoriano proviene
del calendario romano de 365 dias, al cual se afiadia, cuando convenia, un mes adicional
para compensar la diferencia entre el afio civil y el afio tropico. En el afio 46 a. de J.C.
("afio de la confusion"), Julio César, con la llamada reforma juliana, reajustd el
calendario (existia un retraso de tres meses) e instaurd el afio de 365 dias, al cual se
afnadia, cada cuatro afios, un dia adicional (afio bisiesto).

En dicho calendario juliano el afio se componia de:

3653+3661 _ 365,25 diasmedios

siendo, por tanto, 0,0078 dias medios mas largo que el afio tropico. Su multiplo, el siglo
juliano, de 36525 dias medios, es el que se utiliza en los computos astronomicos.
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En el Concilio de Nicea (325 d. J.C.) se convino que el equinoccio de primavera
deberia coincidir con el 21 de marzo, como acontecia en aquel afio. En 1582 habian
transcurrido 1257 afios desde el Concilio de Nicea; existia, por tanto, un desajuste del
calendario de

1257 - 0,0078 = 9,8 = 10 dias medios

En dicho afio, el Papa Gregorio XIII efectud la llamada reforma gregoriana,
reajustando el calendario con la supresion de 10 dias, de manera que al jueves 4 de
octubre de 1582 le siguid el viernes 15 de octubre de 1582, y computando, cada 400
afos, tres afios bisiestos como comunes. Por tanto, en 400 afios civiles hay 303 afios
comunes y 97 bisiestos (aquéllos cuyas dos tltimas cifras dan un nimero divisible por
cuatro, excepto los aflos que empiezan siglo, terminados en dos ceros, y cuyas dos
primeras cifras den un niimero no divisible por cuatro) .La duracion del ario gregoriano,
nuestro ario civil , es pues de:

365303436697

=365,2425 diasmedios

400
lo cual representa un exceso de 0,0003 dias medios sobre la duracion real del afio
trépico. Dado que la reforma del calendario tuvo lugar hace unos 400 afios, dentro de
unos 3000 afios la acumulacion de dicho exceso arrojara un desajuste de un dia.

4.6.2 Las fechas en Astronomia

En determinados usos astrondmicos, para facilitar el calculo de largos intervalos
de tiempo, se utiliza el llamado periodo juliano (de Julio Scaliger) que empezo6 el 1° de
enero del 4713 a. de J.C. y en el cual se vienen contando los dias por orden correlativo,
comenzando en el uno y siguiendo sin interrupcion como los nimeros naturales. De esta
manera, sabiendo las fechas julianas en que ocurren dos fendomenos cualesquiera, el
intervalo entre los mismos se halla con una simple sustraccion. El dia juliano comienza
a las doce horas del dia civil correspondiente. El origen de la escala del periodo juliano
se designa por -4712 enero 1 a 12" de T.U. segln el computo astronémico. En aquellas
aplicaciones en que resulte incomodo el uso de la fecha juliana, se puede sustituir ésta
por la denominada fecha juliana modificada (MJD: Modified Julian Date) que se
obtiene restando 2400000,5 a la fecha juliana. Con ello no so6lo se reduce el nimero de
cifras a escribir, sind que, en la nueva-cuenta se traslada el origen de la escala a 0" de
T.U.

Aunque el periodo juliano se introdujo originariamente para medir el tiempo solar
medio, se puede aplicar, en general, a cualquier otra clase de tiempo. Asi, aplicado al
tiempo de efemérides, se obtiene el dia juliano de efemérides. Forman el periodo juliano
7980 anos, terminando el 31 de diciembre del afio 3257.

Asi como el afio civil, sea comun o bisiesto, empieza siempre a 0" de T.U. del 1 de
enero, el ario astronémico comienza cuando la longitud media del Sol(L) corregida de la
aberracion de la fecha es igual a 280°:

L-207,50=280°

(k(1 + e) = 20, 50) .Dicho instante se indica colocando un cero a la derecha del afio,
separado por una coma (p. €j. 1950,0 ; 2000,0).
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En los Anuarios se indica el instante del afio civil en que empieza el afio
astronomico. Un afio astronémico puede empezar dentro del 31 de diciembre del afio
civil anterior, el cual, a estos efectos, se considera dia cero de enero del afio en cuestion.
Esta diferencia debe tenerse en cuenta a la hora de calcular la fraccion de afio tropico
transcurrida desde el principio del afio astronémico, cuya duracién es de un afio tropico,
en la reduccion de posiciones medias a verdaderas y en la de éstas a aparentes.

Todavia se puede definir el afio ficticio de Bessel como el intervalo de tiempo
empleado por el Sol medio en aumentar su ascension recta en 24h a partir de un punto
del ecuador que alcanza cuando su ascension recta corregida de aberracion y contada
desde el equinoccio medio de la época es igual a 18" 40™ (= 280°). Este instante origen
es muy proximo al origen del afio astronomico. La duracion del afio ficticio es 0°,0014
menor que la del afio tropico.

Es curioso observar que Bessel no definid en realidad el comienzo del afio ficticio
que lleva su nombre siné el del afio astronomico al que ya nos hemos referido.

4.6.3 Estaciones

Por definicion, las estaciones comienzan exactamente en los instantes en los
cuales el Sol aparente entra en los signos de Aries, Cancer, Libra o Capricornio, o,
dicho de otro modo, cuando la longitud aparente del Sol vale 0°, 90°, 180°, 270°,
respectivamente. Tales instantes, debido a la sucesion de los afios comunes y bisiestos,
pueden tener lugar en dos fechas distintas para cada estacion y son, para el hemisferio
boreal:

Primavera: 20 o 21 de marzo
Verano: 21 o0 22 de junio
Otofio: 22 0 23 de septiembre
Invierno: 21 o 22 de diciembre

89

Z

a
FIG. 13.4

Si despreciamos la influencia de pequefas variaciones periddicas y seculares
(aberracion anua, desigualdad mensual, avance del perigeo solar, etc.), podemos
calcular, hasta la centésima de dia, la duracion de cada estacion limitandonos a la
consideracion del movimiento eliptico del Sol. Para ello se determina la porcion del area
de la elipse correspondiente a los valores de la anomalia verdadera al principio y al final
de cada estacion. Bastard entonces, segun la ley de las areas, dividir el afio en partes
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proporcionales a las areas que obtengamos. Teniendo en cuenta la forma polar de la ley
de las éreas:

Szlrde
2

se obtiene:

N 2 g 2 g
S:l Y2 gy =2 _r 2 AV 3 =L _r/ 2 (I—ZecosV+3e2cosZV—...)dV:
2¥ 2% (l+ecosV) 2

2 g2 (1-e?Y
=P |y _2esen V +3¢ KJrsenZV —.. =M z—2x/5ecos(V1+£)+3e2 z _sen 2, —
2 2 4 y 2 2 4 4 2

Designando por A4 el area de la elipse y por D la duracion de una estacion que se
inicie con una anomalia verdadera V; tendremos:

A=rab =ra*\1-¢é*
3
1-é* %
BZEZQ Z_zﬁecos[Vl +£j+3e2(...)—...
T A 2 2 4

y desarrollando en potencias de e:

1 42 ’ ,
D=—-Y%cos V1+£ —ge—sen2V1 +...  afios tropicos
4 r 4) 4r

Por ejemplo, al iniciarse la primavera en 1985, la anomalia verdadera era
Vi=77°17'55" y e = 0,01672. Sustituyendo en la formula encontrada este dngulo para la
primavera y V; + 90°, V; + 180° y V; + 270° para el verano, otoflo e invierno,
respectivamente, resultan las siguientes duraciones en dias medios:

Primavera: 91,31+ 1,47 - 0,01 = 92,77 dias medios
Verano: 91,31+ 2,32+ 0,01 =93,64 dias medios
Otono: 91,31 -1,47 - 0,01 = 89,83 dias medios
Invierno: 91,31 -2,32 + 0,01 = 89,00 dias medios

Dichas duraciones varian lentamente con el transcurso de los afios debido al
avance que experimenta el perigeo solar con respecto al equinoccio movil (apartado
4.1.1.). Y asi, partiendo, por ejemplo, del valor de la longitud media del perigeo para el
afio 2.000 (dada en el mismo apartado 4.1.1), se deduce facilmente que hacia el afio
1.250 el Sol pasaba por el perigeo en el solsticio de invierno y por tanto duraban igual la
primavera y el verano y, asimismo, el otoflo y el invierno.
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4.7 Ecuacion del centro y reduccion al ecuador

Como ya indicamos en el apartado 1.7, al describir el Sol su 6rbita aparente de
acuerdo con la ley de las areas, no es uniforme la variacion de su longitud. Aunque lo
fuese, no lo seria la variacion de su ascension recta. Para poder utilizar las
observaciones del Sol para la medida del tiempo y asi llegar a definir el Sol medio, se
impone estudiar con detalle tales hechos.

4.7.1 Ecuacion del centro

Segtin vimos al principio de este capitulo, y continuando con la misma notacion,
en la 6rbita aparente del Sol se verifica (formulas (1.4) y (2.4)):
L=o+M
_ (32.4)
s=wo+V

Llamamos ecuacion del centro a la diferencia entre las longitudes verdadera y
media del Sol:
C=¢-L=V-M (33.4)

y es, por tanto, la correccion que hay que aplicar a la longitud L de un so/ ficticio para
obtener la longitud ¢ del sol verdadero.

Recordando la férmula que suministra la anomalia verdadera en funciéon de la
media (apartado 3.6) :

V=M+2esen M +%e2 sen2M + ...

la ecuacion del centro puede expresarse, segun (32.4), en funcién de la longitud media L
del Sol:

C=2esen(L—a_))+%e2 sen2(L—@)+... (34.4)

Ceros de la ecuacion del centro: Segun (33.4) la ecuacion del centro se anula en los
extremos de la linea de los apsides (perigeo y apogeo), puesto que en este caso My V
toman el mismo valor ( 0°y 180° respectivamente).

Maximos y minimos de la ecuacion del centro: De las férmulas del movimiento
eliptico se desprende inmediatamente que la ecuacion del centro se mantendra positiva
entre el perigeo y el apogeo en la primera mitad de la elipse y negativa entre el apogeo y
el perigeo en su segunda mitad. Pasard, por tanto, por un méaximo en la primera mitad de
la elipse y por un minimo en la segunda, siendo simétricos respecto a la linea de los
apsides. Dichos valores extremos los podremos obtener suponiendo la anulacion de la
primera derivada de la ecuacion del centro, teniendo en cuenta que M =n(¢-T) y la

expresion de la ley, de las areas R’V =c¢ = nab , es decir:
a’\1-é*
& !

C=V-n=n =0
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Luego, en el maximo de la ecuacion del centro:

R*=da’\J1-¢* =ab (35.4)

O sea que el radio vector es media geométrica entre los semiejes mayor y menor.
Comparando (35.4) con la ecuacion polar de la elipse:

_a(i=¢)
" 1+ecosV

Y eliminando R entre ambas, tras sencillas operaciones se obtiene:

3
(1—e2y4—1
cosV =—-—— (36.4)
e
Analogamente, eliminando R entre (35.4) y la relacion
R=a(l-ecoskE)
facilmente se obtiene:
1
1—(L—8)A
cosf=—m——— (37.4)
e

Siendo, segin (36.4)y (37.4) V> w2 y E < /2, la ecuacion del centro pasa por su
maximo en un punto de la 6rbita comprendido entre los extremos del parametro y del
eje menor. Dicho maximo puede calcularse, conocidas las correspondientes /'y E por
(36.4) y (37.4), buscando M por la ecuacion de Kepler y efectuando la diferencia V- M.

Para el Sol, e = 0,0168, la aplicacion de las formulas anteriores suministra los
valores:

V'=90°43"'30"; £ =89°45'20" ; M=88°47'35"; C=1°55"55"

4.7.2 Reduccion al ecuador

Llamamos reduccion al ecuador a la correccion que hay que aplicar a la longitud g
del Sol verdadero para obtener su ascension recta 4, es decir:

O=4-¢ (38.4)

Dividiendo la segunda por la primera de (5.4), poniendo ¢ en lugar de /,
obtenemos la formula
tan A =cosetand
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con lo que, procediendo de manera analoga a como lo hicimos en 2.6,

tand—tang _ (l-cosg)tang  (1-cose)sengcosg

1+tan Atan¢ ~ l+cosetan’ < cos’ ¢ +cosesen’s

tanQ =tan(4—¢)=

22 39.4
(1-cos¢)sen 2¢ tan” = sen 2g (39.4)

- (I+cose)+(1-cose)cos2g -

1+tan? € cos2¢
2

Y, dado que Q es siempre un angulo muy pequefio, sustituyendo tanQ por O y
desarrollando el denominador en serie:

0 =—tan’ %sen Zg[l— tan’ %cos 2g+..1
resulta:

Q:—tanzgsen 2g+%tan4§sen 4c+... (40.4)

. L. £
desarrollo en serie que converge rdpidamente puesto que tan’ 5= 0.04

Ceros de la reduccion al ecuador: Segin (39.4) la reduccion al ecuador se anula
para tang = 0 y tang = o, es decir, cuatro veces en el transcurso de un afio, para ¢ = 0°,
¢=90° ¢=180° ¢=270° lo cual tiene lugar en los equinoccios y en los solsticios.
Como Q es una funcion continua, ello implica la existencia de cuatro extremos
(maximos o minimos).

Maximos y minimos de la reduccion al ecuador: Para hallar los méaximos y
minimos de Q con respecto a ¢, bastara hallar los de tanQ con respecto a tang al ser la
tangente una funciébn monoétona creciente. Derivemos, pues, respecto a tang la ecuacion
(39.4) e igualemos a cero. Tendremos:

1-cosetan’ ¢

d(tanQ) =(1—-cos¢) =
d(tan¢) (I+cosetan’g)’

y, por tanto, Q pasa por un maximo para:

1
tang = (41.4)
\Jcose
Segtin (39.4), para dicho maximo es
tanQ = L= 9958 (42.4)

2~/cos e

Haciendo &=23° 27" en (41.4) y (42.4) se obtiene:

c=1+46° 14' £ 180°
0=1+2°28
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4.8 Ecuacion de tiempo

De las definiciones (33.4) y (38.4) de la ecuacion del centro y de la reduccion al
ecuador, sumando ordenadamente, se deduce:

C+0=A4-L
y, por tanto:
A=L+C+Q 43.4)

Elementalmente, si pudiéramos introducir un So!/ medio cuya ascension recta Ap,
fuese igual a la longitud media L del Sol ficticio (ambas referidas al equinoccio medio
de la fecha):

A =L (44.4)
sustituyendo en (43.4) y recordando lo dicho en el apartado 1.7, el paso del tiempo
medio H,, al verdadero H ( = H, ) se efectuaria aplicando al primero una ecuacion de
tiempo:

E=H-H =4 -4=-(C+ Q) (45.4)

Dicha ecuacion de tiempo se calcula a partir de los desarrollos en serie de C'y QO
(34.4) y (40.4) y viene dada dia por dia en los anuarios astronomicos. Limitdndonos a
considerar los primeros términos de C y O y poniendo en esta Ultima ¢ = L para
simplificar, es

E = 2esin(L — &)+ tan’ gsin 2L (46.4)

Componiendo las graficas que representan la ecuacion del centro y la reduccion al
ecuador, se obtiene la grafica de la ecuacion de tiempo (Fig. 14.4).

Aproximando hasta el segundo, resumimos en el siguiente cuadro sus ceros y
extremos, con indicacion de las fechas en que tienen lugar (1985 a 0" T.U.):

febrero 11 E=-14" 17" minimo absoluto
abril 16 0" 0°

mayo 15 3" 43°  maximo

junio 15 0" 0°

julio 27 - 6™ 29°  minimo
septiembre 2 0™ 0°

noviembre 4 16™ 25°  maximo absoluto
diciembre 25 0™ 0°

De las relaciones ya conocidas
1V =1%+ A4
ldl'n — 1dS + AAm
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restando miembro a miembro se obtiene:
1Y =1+ (Ad - Ad,)

y siendo, segun (45.4)
AE = AA4,, - A

se tendra, finalmente:
1% =1"_AE

es decir, un dia verdadero equivale a un dia medio menos el cambio diario de la
ecuacion de tiempo.

20m

10m

-10m

-20m 1 n 1 ' L 1 L " " L 1
ENE FEB MAR ABR MAY JUN . JUL AGO SEP OCT NOV DIC

Fig. 14.4
Siendo segtin (46.4), en primera aproximacion:
AE = |:—2€ cos(L — @)+ 2 tan’ %cos 2L} AL
los ceros, maximos y minimos de AE daran las fechas en las cuales son iguales las

duraciones de los dias verdadero y medio y aquellas en que los dias verdaderos son de
maxima o minima duracion. Asi obtenemos el siguiente cuadro resumen:
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febrero 11 E= 0

marzo 28 19° maximo

mayo 15 0

junio 20 -13° minimo

julio 27 0°

septiembre 17 21° maximo absoluto
noviembre 4 0

diciembre 23 -30° minimo absoluto

4.9 Sol medio

Hoy en dia, con mayor rigor, se procede como sigue: en primer lugar, como ya
dijimos en 4.5, el tiempo solar viene dado por el movimiento geocéntrico del Sol
aparente, es decir del Sol que observamos corregido de refraccion, paralaje diurna y
aberracion diurna. Ello significa que la ascension recta 4 que figura en (43.4) debe
corregirse de aberracion anua y de las variaciones periddicas que diferencian las
longitudes baricéntricas y geocéntricas del Sol, a fin de obtener la ascension recta
geocéntrica 4’ del Sol aparente

A'=L+C+Q-k+ .. (47.4)
donde £ es la constante de la aberracion anua y donde los puntos indican los términos
periddicos de pequeia amplitud (desigualdad mensual, perturbaciones planetarias,
término anual de la aberracion &nua, etc.). Como que segun la Mecénica Celeste la
longitud media geométrica L del Sol, referida al equinoccio medio de una cierta fecha,
viene dada por una relacion de la forma

L=L,+Lt+Lt (48.4)
y el tiempo sidéreo medio viene dado por

0.=0,+0,t+0,t° (49.4)

siendo el tiempo sidéreo verdadero 8= 6, + N con N la ecuacion de equinoccios,
resultara para dicho tiempo sidéreo verdadero o aparente:

0=0,+0t+0,t> + N (50.4)
y para A', sustituyendo (48.4) en (47.4):

A'=L-k+ Lt+ Lt +C+0+... (51.4)
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Restando ordenadamente (50.4) y (51.4) el angulo horario A’ del Sol aparente, o
tiempo solar aparente sera:

H'=0-A4"= (0,- Ly+k) + (6,-L)t+(0,-L)t'-C-Q+N+...  (52.4)

y puede descomponerse en la suma:
H'=H +E (53.4)

del angulo horario H,, del Sol medio, o tiempo solar medio
H = 6,-Ly+k)+(6,-L)t (54.4)

y la ecuacion de tiempo
E=-C-Q+N+..+(6,-L) 1t (55.4)

El Sol medio definido por (54.4) es pues un Sol ideal que recorre el ecuador, en
sentido retrogrado, de modo que su angulo horario crece uniformemente. Eligiendo
convenientemente el origen y la unidad de tiempo t, en (49.4) puede hacerse:

0,=1L, —k}
(56.4)

6,=L+1

y (54.4) tomara la forma:
H =t (57.4)

es decir, con dicha eleccion el tiempo ¢ que figura en las formulas anteriores serd un
tiempo solar medio.
Restando ordenadamente (50.4) y (54.4) la ascension recta A del Sol medio valdra:

A =0-H, =L ~k+Lt+60,t’+N (58.4)
es decir, el Sol medio no recorre el ecuador con movimiento uniforme. Ademas,
prescindiendo de la ecuacion de equinoccios NV 'y considerando por tanto dicha ascension
recta referida al equinoccio medio de la fecha, ésta ultima no es igual a la longitud

media del Sol corregida de aberracion L-k, pues 6> # L, en contra de lo que
aproximadamente afirmaba (44.4). La diferencia, muy pequena:

(Am -N)—(L-k) :(92 _Lz)tz

que figura como término secular en la ecuacion de tiempo (55.4), llegaré a ser de unos
dos segundos dentro de mil afios.

4.9.1 Relaciones de conversion entre los tiempos sidéreo y medio

Definimos en el apartado 1.5 los tiempos sidéreos aparente y medio y en el 1.7, en
forma elemental, los tiempos solares verdadero y medio. Estudiamos también en el
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mismo apartado la relacion que existe entre un dia solar medio y un dia sidéreo,
encontrando:
19" = 1%+ 3" 56°,55 t.s.
0 sea
24" = 24" + (3™ 56°,55) t.s. (59.4)

De aqui:
24 = p4hm _(3m 568 55) t..

y el ultimo término de esta equivalencia se reduce a tiempo medio por la proporciéon que
resulta de (59.4):

24™ . x
24™ 13™56°, 55 3™56°,55

x=3"55,90 t.m
luego:
24" =24"_(3"55°,90) t.m. (60.4)

Estudiemos ahora la conversion de intervalos de tiempo medio en intervalos de
tiempo sidéreo y viceversa. Sean M y S un intervalo de tiempo expresado en tiempo
medio y en tiempo sidéreo, respectivamente. Segun las equivalencias que hemos
establecido, las formulas de conversion se deducen inmediatamente de las relaciones:

S _24"+3"56°,55 M _24"-3"55%,90

M 24" Y3 24"
O Sea.
S lJr236,55 y M=S 1_235,90
86400 86400
es decir:

S =M +0,00274M
(61.4)

M =5-0,00273S

relaciones a las cuales ordinariamente no es necesario recurrir puesto que todos los
anuarios astronémicos llevan tablas de conversion de intervalos de tiempo medio en
intervalos de tiempo sidéreo y viceversa.

4.9.2 Distintas clases de tiempo. Resumen.

Hasta ahora hemos ido introduciendo distintas clases de tiempo cuyas definiciones
damos aqui a modo de resumen:

Tiempo sidéreo es el horario del punto Aries medio o verdadero, segiin el tiempo
sidéreo sea el medio o el aparente. En un lugar son las 0" de tiempo sidéreo medio (o
aparente) cuando el punto Aries medio (o verdadero) pasa por el meridiano superior de
dicho lugar.
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Tiempo medio es el horario del Sol medio. En un lugar son las 0" de tiempo medio
cuando el Sol medio pasa por el meridiano superior de dicho lugar.

Tiempo civil es el horario del Sol medio aumentado en 12h. En un lugar son 0" de
tiempo civil cuando el Sol medio pasa por el meridiano inferior de dicho lugar. Se mide
en intervalos de tiempo medio, comenzando el dia civil 12h antes que el dia medio.

Estos tiempos son locales, es decir, dependen del meridiano del lugar en el cual se
encuentre el observador. No ocurre lo mismo con los que vamos a definir a
continuacion:

Tiempo universal T.U. es el tiempo civil del meridiano de Greenwich (introducido
en 1912). Es la base de la division del Globo en sus 24 husos horarios. El tiempo civil
de un lugar y el T.U. difieren en la longitud del lugar.

Tiempo oficial es aquel por el cual se rige cada nacioén (o parte de ella si es muy
extensa). Suele diferir un nimero exacto de horas (o medias horas) del T.U..
Actualmente en Espafia, aun perteneciendo al huso de Greenwich, llevamos una o dos
horas de adelanto con respecto al T.U. seglin sea invierno o verano.

Para pasar del tiempo oficial al tiempo sidéreo, pasaremos primero del tiempo
oficial al tiempo civil y, luego, de éste al tiempo sidéreo. Si designamos por 1 Ia
longitud del lugar respecto al meridiano de Greenwich (considerada positiva si es £y
negativa si es W ), la diferencia entre los tiempos civiles del lugar t. y de Greenwich tg
sera igual a 1 y, por tanto, tendremos:

t.=tg+1

El paso del tiempo civil al sidéreo puede llevarse a cabo de dos maneras, eligiendo
una u otra segun nos den el tiempo civil o el tiempo universal, como ocurre
frecuentemente.

Dado el tiempo civil se transformara en intervalo equivalente de tiempo sidéreo
A6, y a éste se le sumara el tiempo sidéreo a 0" en Greenwich 6 y la reduccion del
tiempo sidéreo en Greenwich al meridiano local, 7:

0=(6,+r)+A0
viniendo dado 7, evidentemente, por la proporcion

24" _3"56°,55

1 r
y teniendo el mismo signo que /.

Dado el tiempo universal, se transformard en intervalo equivalente de tiempo
sidéreo A@ y a éste se le sumara el tiempo sidéreo a 0" en Greenwich 6 y se le sumara
la longitud /:

0=0,+1+A0"

Los pasos inversos no ofrecen ninguna dificultad.
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4.10 Tiempo Universal y Tiempo de Efemérides

Segun hemos visto en el apartado anterior, el tiempo solar medio es el angulo
horario del Sol medio, luego, seria un tiempo uniforme si la Tierra girase con velocidad
angular constante. Como ya indicamos en el apartado 2.9, no ocurre asi y, por tanto, el
tiempo solar medio viene afectado por todas las variaciones del movimiento de rotacion
de la Tierra: es un tiempo terrestre, no uniforme. Evidentemente, lo dicho se aplica
también al tiempo universal T.U., tiempo civil en Greenwich.

Para evitar, dentro de lo posible, la falta de uniformidad del tiempo universal, se
corrige éste de las variaciones periddicas de la rotacion debidas al desplazamiento del
polo ya las fluctuaciones estacionales, ambas bastante bien conocidas. Reduciendo el
tiempo universal determinado por la observacion, T.U.0., al polo medio mediante la
correccion de longitud Al estudiada en el apartado 2.5 se obtiene un tiempo universal
mas uniforme:

T.U.1=T.U.0 +Al (62.4)

el cual, a su vez, se corrige de las variaciones periddicas estacionales As (apartado 2.9)
para dar lugar al llamado tiempo universal casi uniforme:

T.U.2=T.U.l +As (63.4)

Aunque el T.U.2 se habia utilizado en la trasmision de sefiales horarias,
actualmente se reduce su uso a determinaciones de precision en usos civiles, geodesia y
navegacion.

Dada la no uniformidad del tiempo universal, si tomamos éste como variable
independiente en la formula (48.4) suministrada por la Mecanica Celeste:

L=L,+Ljit+ L}t

la longitud media del Sol calculada mediante ella diferira, cada vez mas, de la
deducida de las observaciones directas. Desde hace ya bastantes afios se sabe que asi
ocurre, no solo para el Sol sino también para la Luna y los planetas (precisamente
fueron tales diferencias las que hicieron sospechar sobre la no uniformidad de la
velocidad de rotacion de la Tierra).Ante estos hechos se convino en llamar tiempo de
efemérides T.E. al tiempo uniforme de la Mecanica, o tiempo newtoniano, variable
independiente en las teorias gravitacionales del Sol, la Luna y los planetas. Mas
concretamente, tiempo de efemérides es el que figura en la formula de Newcomb:

L =279°41'27",54 + 129602768",13 ¢ + 1",089 > (64.4)

que suministra la longitud media geométrica del Sol (¢ en centurias julianas de 36525
dias), de modo que deducida ésta de la observacion en una cierta época T.U.2, pueda
obtenerse el correspondiente T.E. de la relacion implicita (64.4). Asi se obtiene la
diferencia:

T'=TE.-T.U2 (65.4)

que permite reducir el tiempo universal a tiempo de efemérides y que figura tabulada en

todos los anuarios astronémicos. AT fue nulo en el afio 1903 y actualmente es del orden
de +54°.
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Seglin (64.4) fue 0" T.E. del 0° de enero de 1900 cuando la longitud media del Sol
era exactamente de 279° 41' 27°°,54; dicho instante difiri6 s6lo en unos 4° de la época o"
T.U. del 0 de enero de 1900. Tomando como unidad de tiempo de efemérides la
duracién del afio tropico en 1900,0, la relacion (64.4) permite deducir, a través del
coeficiente de t, la duracion del dia medio de efemérides o, mejor, de su divisor el
segundo de efemérides (dia = 86.400 segundos), que fue adoptado internacionalmente
como unidad fundamental de tiempo en octubre de 1956.

Puesto que la duracién del afio tropico de 1900,0 (intervalo de tiempo transcurrido

1296000

ara que L se incremente en 360° = 1296000") equivale segin (64.4)a ——M
paraq )ed gin (644 & 0 602768.13

siglos Julianos, el afio tropico de 1900,0 valdra

1296000-36525-86400
129602768,13

segundos=31556925,975 segundos

de donde la nueva definicion de segundo: es la fraccion 1/31556925,975 de la duracion
del afio tropico en 1900,0. Este segundo de efemérides es constante por definicion y no
experimenta variaciones con la rotacién de la Tierra, como ocurria con el segundo de
tiempo medio = 1/86400 de la duracion del dia solar medio.

A partir de 1960 y hasta 1984, los anuarios publicaron sus efemérides
astronémicas mas importantes (eclipses, posiciones del Sol, la Luna, los planetas, etc.)
con argumento de tiempo de efemérides. Si se desea pasar a tiempo universal basta
aplicar (65.4) con el valor tabulado de AT.

La introduccion del tiempo de efemérides llevd consigo la consideracion de
nuevos conceptos, tales como el Sol medio de efemérides, tiempo sidéreo de
efemérides, etc. En particular, se define el meridiano de efemérides como la posicion
que ocuparia el meridiano de Greenwich si la Tierra hubiese girado uniformemente a
partir del instante en que coincidieron el tiempo de efemérides y el tiempo universal,
AT=0. Si recordamos que, segin vimos en el apartado anterior, para convertir un
intervalo de tiempo medio en intervalo equivalente de tiempo sidéreo basta multiplicar
el primero por el factor 1,00274 (61.4), a partir de dicho instante el meridiano de
efemérides habra girado un angulo (expresado en tiempo) igual a 1,00274 T.E., mientras
que, por la misma razén, el meridiano de Greenwich so6lo habra girado un angulo igual a
1,00274 T.U.2; seglin (65.4) ambos meridianos formaran entre si un angulo 1,00274 AT,
encontrandose el meridiano de efemérides 1,00274 AT al este del meridiano de
Greenwich (las estrellas pasardn por el meridiano de efemérides antes que por el
meridiano de Greenwich). El tiempo sidéreo de efemérides O es el horario del punto
Aries medio con respecto al meridiano de efemérides y, segun lo dicho, en funcion del
tiempo sidéreo medio Q valdra:

6, = 6+1,00274 AT (66.4)

Asimismo, se define la longitud de efemérides [r de un lugar referida al meridiano
de efemérides; si / es su longitud geografica, evidentemente, se tendra:

1, =1+1,00274 AT (67.4)
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4.10.1 Tiempo atomico internacional

En la préctica el tiempo de efemérides es de dificil determinacion y s6lo se conoce
con precision al cabo de unos afios de observacion de los movimientos del Sol y de la
Luna, principalmente. Debido a ello, mientras se llevan a cabo las reducciones, suele
sustituirse por el tiempo atomico T.A., tiempo uniforme suministrado por los relojes
atomicos, ajustados de modo que el segundo atomico coincida con el segundo de
efemérides.

Para que los relojes atomicos materializasen el segundo de efemérides debian
calibrarse, labor que realizaron, por métodos indirectos, entre otros, Markowitz y Hall
en 1957, encontrando como valor de la frecuencia del cesio el nimero que serviria en
1967 para definir el segundo del Sistema Internacional de Unidades (SI).

En octubre de 1970 se adoptd universalmente la escala de tiempo atdmico que
utilizamos hoy dia con el nombre de tiempo atomico internacional, T.A.l. Entre las
determinaciones efectuadas de la diferencia T.E. -T.A.L. el valor mas comunmente
adoptado es

T.E.-T.A.L =32%184

no habiéndose detectado hasta el momento variaciones notables de esta cantidad. Su
valor es debido a la eleccion del origen de la escala del T.A.L. que se intentd que
coincidiera con las 0" de T.U.2 del 1 de enero de 1958 en lugar de 0" de T.E., entonces
muy mal determinado.

El tiempo atdémico facilita también el llamado tiempo universal coordinado
T.U.C., tiempo uniforme (funcién lineal del tiempo atémico) que emiten las sefiales
horarias de modo que la diferencia entre la escala del T.U.C. y la del T.A.L. es un
nimero exacto de segundos, y la diferencia entre el T.U.1 y el T.U.C. no puede exceder
de 0,9 segundos. Debido a la no uniformidad del T.U.1 las sefiales horarias coordinadas
del T.U.C. se ajustan cuando es preciso para que se cumpla siempre la condicion
indicada. En 1972 se establece que el T.U.C. difiera exactamente un niimero entero de
segundos del T.A.L. y se implantan saltos de un segundo para que la diferencia U.T.1 -
U.T.C. no exceda de un determinado valor.

4.10.2 Tiempo dinamico terrestre. Tiempo dinamico baricéntrico

De acuerdo con las recomendaciones de la Uniéon Astrondmica Internacional
(Grenoble, 1976), la unidad de tiempo para las Efemérides a partir de 1984 es el dia de
86400 segundos, constando el siglo juliano de 36525 dias (ver 4.1.1). Ello ha conducido
a la adopcion, a partir de tal fecha, de una nueva escala dindmica para las Efemérides
geocéntricas aparentes la cual recibe el nombre de tiempo dindmico terrestre, T.D.T.,
siendo por definicion

TD.T.=T.AIL +32%184

La unidad de esta escala coincide con un multiplo del segundo SI (1 dia = 86400
segundos). La diferencia de 32°184 entre el T.D.T. yel T.A.L se ha establecido para
evitar discontinuidades en las tablas de las Efemérides que se han publicado
anteriormente a 1984 con argumento T.E. y las que se publican, a partir de 1984, con
argumento T.D.T.
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La U.A.L en su Asamblea General de Buenos Aires (1991) acord6 eliminar la
palabra “dinamico” del T.D.T. y denominarlo tiempo terrestre (T.T.), que se mantiene
con este nombre como argumento de las efemérides geocéntricas aparentes,
escribiéndose desde entonces:

T.T=T.A.1+32°,184

Para las ecuaciones del movimiento de los astros referidas al baricentro del
sistema solar se emplea actualmente la escala de tiempo dindmico baricéntrico, T.D.B.,
utilizandose fundamentalmente en las teorias relativistas.
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RELACION ENTRE LAS DISTINTAS ESCALAS DE TIEMPO

TAI

TE

TDT

TT

TDB

UToO

UT1

UT2

UTC
AT=TT-UT

TT -TAI

UT2 -UTC
DUTI=UTI-UTC
DTA =TAI-UTC

UTI-UTI

UT2 -UTO

TDB

Tiempo Atémico Internacional.
Tiempo de Efemérides.

Tiempo Dinamico Terrestre.
Tiempo Terrestre

Tiempo Dinamico Baricéntrico.

Notaciones de Tiempo Universal.

Tiempo Universal Coordinado.

=+ 65° para 2001

=+32',184

Obtener informacion.

Obtener informacion-(1)

=Numero exacto de segundos (+ 32° desde 1 de Enero de 1999,

para otras fechas obtener informacion)

= 0°,0220sen2nt-0°,0120c0s2nt-0°,0060send it +

+ 0%,0070 cos4nt (t en afios de Bessel).

_ (xsinA+ycosd)tang
15

(o: latitud; A: longitud del lugar positiva al E).

(x, y: coordenadas del polo instantaneo de rotacion de la Tierra)

aproximadamente igual a: TT + 0°,001658 sen (g+0,0167 sen g)

+ términos lunares y planetarios de orden 10 s + términos diarios

de orden 10°¢ S., siendo:

_ 27 (357°,528 + 35 999°,050 T )
& 360°
T = intervalo en siglos Julianos desde la época J 2000.0.

en segundos de tiempo.

La fecha de introduccion de un nuevo segundo intercalar se anunciara con varias
semanas de antelacion por medio de las circulares del Servicio Horario (SH).

(1) Informacién al décimo de segundo en codigos insertos en las sefiales horarias.

Efemérides Astronomicas 2001.
Real Instituto y Observatorio de la Armada
San Fernando (Cadiz).






Capitulo 5
LOS PLANETAS

5.1 El Sistema Solar

El Sistema Solar esta constituido por nuestra estrella el So/, nueve planetas con
sus correspondientes satélites, casi tres millares de asteroides, cometas, meteoroides,
polvo metedrico y gas interestelar.

Los planetas son cuerpos esferoidales y oscuros que reciben y reflejan la luz del
Sol, alrededor del cual giran describiendo oOrbitas elipticas. Se clasifican en ferrestres:
Mercurio, Venus, La Tierra, Marte y Pluton; y jovianos: Jupiter, Saturno, Urano y
Neptuno.

Los primeros tienen dimensiones, achatamiento y densidad media comparables a
los de la Tierra, estando rodeados de atmosferas transparentes que permiten observar los
detalles de su superficie, excepto en el caso de Venus debido al espesor de las nubes que
lo envuelven; sus periodos de rotacion, excepto el de Pluton, son de uno o mas dias.

Los segundos, también llamados gigantes por sus dimensiones, son mas
achatados y de pequefia densidad media, y presentan atmosferas opacas y de gran
espesor comparado con la parte sélida; los periodos de rotacion son del orden de medio
dia, creciendo en cada planeta dicho periodo al desplazarse del ecuador hacia los polos.

En la TABLA III damos los datos fisicos del Sol y de cada unos de los planetas
del Sistema Solar.

Los satélites acompanan a los planetas describiendo drbitas elipticas alrededor
de éstos. Algunos de ellos se conocen desde antiguo. Otros han sido descubiertos
recientemente gracias a la exploracion llevada a cabo con sondas y satélites artificiales.
En la TABLA IV damos el nombre y sus principales datos astronémicos. La mayor
parte de la informacion de los satélites pequefios es incierta, en particular los didmetros,
que estan sujetos a errores del 5 al 10%. La excentricidad de las 6rbitas de los satélites
de Jupiter I, II y III es variable (se indica la media). Para los satélites que no son
esféricos damos el valor del eje medio como diametro. Probablemente existen aun
satélites por descubrir. En la Tabla hemos consignado s6lamente los que se toman ya
como definitivos a partir del estudio de los datos obtenidos de las sondas Voyager 1y 2.

Los planetas Japiter, Saturno, Urano y Neptuno presentan anillos constituidos
por particulas so6lidas de tamafios variados. Desde los viajes de las sondas espaciales
Voyager 1 y 2 sabemos de la existencia de un sistema de tres delgados anillos que
rodean Jupiter extendiéndose hasta 359.000 km de la superficie del planeta. Estan
formados por particulas muy oscuras que les dan un brillo diez mil veces menor que el
de los anillos de Saturno, lo cual unido a su poco grosor (aproximadamente 1 km) hace
muy dificil la observacion desde la Tierra.

El sistema de anillos de Saturno es el mas espectacular. Entre los anillos existen
espacios con menor densidad de materia denominados divisiones que los separan en
segmentos denominados anillos E, G, F, A, B, C, D seglin nos acerquemos al planeta.

En la TABLA V damos una relacion de los anillos de Saturno y las divisiones
con la indicacion de su descubridor.

Observaciones de ocultaciones de estrellas por el planeta Urano efectuadas en
1977 pusieron de manifiesto la presencia de por lo menos 10 anillos alrededor de dicho
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planeta, cada uno de ellos con una anchura de pocos kilémetros y a distancia de 1 a 2
km uno del otro, anillos que son demasiado estrechos para poder ser observados
directamente. El paso del Voyager 2 a través del sistema uraniano permitié obtener
imagenes detalladas de los mismos.

Asimismo, a partir del analisis de ocultaciones de estrellas por Neptuno se llegd
a la conclusion de que este planeta posee un anillo de 10 a 15 km de anchura a una
distancia aproximada de 76400 km de su centro y que se extiende mas alla de tres radios
del planeta.

Los asteroides son pequeiios planetas telescopicos que describen sus orbitas
elipticas principalmente entre las de Marte y Jupiter. Presentan excentricidades e
inclinaciones mayores que las de los planetas y los que pasan cerca de la Tierra se
utilizan para determinar la paralaje solar.

Los cometas se caracterizan por su cabellera, mostrando también, muchas veces,
un nucleo o condensacion central y dos colas: una iénica y otra compuesta de polvo que
se va desarrollando conforme el cometa se acerca al Sol. La primera se orienta segun el
campo magnético solar y la segunda segliin la presion de radiacion. Los cometas se
clasifican en periodicos y no periodicos segiin que la conica que describen alrededor del
Sol sea una elipse o una parabola o hipérbola, respectivamente.

Los meteoroides son fragmentos rocosos que se ponen incandescentes al
penetrar en la atmosfera terrestre, originando los meteoros. Si el meteoroide o parte del
mismo, llega a la superficie de la Tierra, se llama meteorito y si es de gran tamafio y al
caer estalla, bolido.

Algunos grupos mas o menos numerosos de meteoroides o enjambres
meteoricos describen Orbitas elipticas alrededor del Sol y si éstas cortan a la de la
Tierra, al atravesar la atmosfera terrestre, dan lugar al fendmeno conocido vulgarmente
con el nombre de lluvia de estrellas fugaces. El punto de la esfera celeste del cual
parecen provenir los meteoroides, definido por la direccion de la velocidad relativa
geocéntrica de los mismos, es el punto radiante del enjambre.

El polvo metedrico, constituido por particulas pétreas y metalicas, se distribuye
concentrandose en torno al plano medio de las orbitas planetarias, es decir, en la banda
del zodiaco, con densidad decreciente segliin nos alejamos del Sol. Al difundir la luz
solar, puede observarse como /uz zodiacal unas horas antes de salir o después de
ponerse el Sol. También se manifiesta en una condensacion del mismo existente en
direccion opuesta al Sol, originando la llamada /uz antisolar (“‘gegenschein’).

Por ultimo, el gas interplanetario es, principalmente, una mezcla de hidrégeno, helio y
electrones libres.

5.2 Movimiento heliocéntrico

En primera aproximacion, cada planeta describe su orbita alrededor del Sol de
acuerdo con las leyes del movimiento eliptico estudiadas en 3.6. Tomando la ecliptica
como plano fundamental de referencia, con el eje X dirigido hacia el punto Aries
(recordar 3.11, Fig. 10.3), los elementos que definen la posicién de la érbita son ahora
la longitud del nodo ascendente Q, la inclinacion i con respecto a la ecliptica y el
argumento de latitud del perihelio o, este ultimo se sustituye a veces por la longitud
del perihelio sobre la orbita @ =Q+o.

En la TABLA VI figuran los elementos eclipticos de los planetas para la época J
2000.0 (es decir, calculados para el 1 de enero del afio 2.000 a 0" de T.U.). En ella, a es la
distancia media al Sol en u.a., e es la excentricidad, Q la longitud del nodo ascendente, @
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la longitud del perihelio (@ =Q+®), i la inclinacién con respecto a la ecliptica, P el
periodo sidéreo, L la longitud media del planeta (L, =@+ M )y & la oblicuidad.

Una vez obtenidas, a partir de los elementos eclipticos, las constantes vectoriales
eclipticas, P, O, R o A, B, C, las formulas (73.3) o (76.3) de 3.12, permiten calcular
una efemérides ecliptica heliocéntrica del planeta para una época determinada.

Si, conocida la posicion ecliptica heliocéntrica del planeta 7'=M7, nos
interesase su posicion ecuatorial heliocéntrica 7", bastaria efectuar, alrededor de la
linea de los equinoccios y en sentido retrogrado, una rotacion de angulo igual a la
oblicuidad de la ecliptica ¢ :

F'"=R (—&)r'=R(-e)Mr (1.5)
Z 7'
R Q
0 “‘ ‘(d ;’:Al\ P Y
Ql
AN
T € - Y:
X=X’ N
FIG. 1.5

Se consideran los elementos ecuatoriales (referencia X', Y "' Z' de la Fig. 1.5)
ascension recta del nodo ascendente ', inclinacion i' con respecto al ecuador y
argumento de declinacion del perihelio @' y a partir de ellos se obtienen las

constantes vectoriales ecuatoriales P', O', R' (recordar Form. 70.3).

cosQ'cosw'-senQ'cosi'sen @'
P'=|senQ'cosw'+cosQ'cosi'sen @'

seni'sen o'

—cosQ'senw'-senQ'cosi'cos @'

Q'=|—-senQ'sen®'+cosQ'cosi'cos@' 2.5)
seni'cosw'
senQ'seni'

R'=|—cosQ'seni’

cosi'
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Las componentes de los vectores (2.5) constituyen ahora los elementos de la
matriz de cambio de base:

R' Qx' Rx'
M'=\P, Q. R, 3.5)
Pz' Qz' Rz'
que permite calcular directamente la posicion ecuatorial heliocéntrica
F'=M'F (4.5)

sin necesidad de conocer la posicion ecliptica heliocéntrica 7'. En la practica el calculo
de una efemérides ecuatorial heliocéntrica se lleva a cabo pues, segun (4.5), mediante
una de las férmulas

F"=P'¢+0'n (5.5)
7"=A'(cosE—e)+B'senE (6.5)
donde en (6.5)es A'=aP', B'=a\J1-€*Q" (recordar 3.12).

Dados los elementos eclipticos Q, i, @ pueden deducirse facilmente los

ecuatoriales @ ' ,i',® ' observando que, segin (1.5) y (4.5), es
M'=R (—e)M (7.5)
es decir:
Px' Qx' Rx' 1 O 0 Px Qx Rx
P, Q, R.|=|0 cose¢ —sene| P, O, R,
P, 0. R. 0 sene cosg ||P O. R,
de donde:
R.=R
R.=R cose—R sene
R.=R sene+R_ cose (8.5)

P.=P ssene+P cose

0. =0, seng+(,. cos¢
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y por tanto, teniendo en cuenta (2.5):

er O
P .
| AR
Fﬁ' T
ci
R
S
FIG. 2.5
senQ'seni'= senQseni
cosQ'seni'= cosQsenicos&+cosicose
cosi'=—cosQsenisen &+ cosicos g 9.5)

seni'sen@'= (sechosa)+coch0sisena))seng+senisena)cosg

seni'cosw'= (—seanena)+cochosicosa))seng+senicosa)cosg

La posicion ecuatorial topocéntrica de un planeta se calcula mediante dos
traslaciones (Fig. 2.5). En primer lugar, la posicion ecuatorial geocéntrica 7" se obtiene
aplicando a la heliocéntrica 7", dada por (5.5) o (6.5), la traslacion

X
R=|Y
Z
posicién ecuatorial geocéntrica del Sol, cuyas componentes X, Y, Z son las coordenadas
rectangulares ecuatoriales geocéntricas del Sol que figuran dia a dia en los Anuarios:

F"=F"+R (10.5)
A continuacién se aplica la correccion de paralaje diurna AR que, en

coordenadas ecuatoriales y expresando el radio ecuatorial terrestre en u.a., vale (ver
2.2.2):

cosg' cos¢'cosf
AR=—-426 10°R,(-0)| 0 |=-4.26-10"cosg'send (11.5)

seng' seng'
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donde 4.26-107° :%, @' es la latitud geocéntrica del observador y & su
tiempo sidéreo local. Asi se obtiene la posicion ecuatorial topocéntrica 7' del planeta:
PV =F"+ AR =7"+ R+ AR (12.5)

5.2.1 Evolucion de los elementos orbitales

Debido al desplazamiento secular de los planos fundamentales, tanto los
elementos eclipticos Q2, i, @ como los ecuatoriales Q2', i, @' varian lentamente con el

transcurso del tiempo, siendo preciso establecer formulas que permitan calcularlos para
una época t conocidos para una época anterior to.

En cuanto se refiere a los elementos eclipticos, basta recordar (Fig. 3.5) que la
ecliptica movil E; se desplaza con respecto a la fija £ girando alrededor de su nodo
ascendente N mientras que el punto Aries Y’ retrograda. Sean Q £ la longitud del nodo
ascendente de la ecliptica movil con respecto a la fija, 7 la variacion anua del angulo de
la ecliptica movil con la fija, dw la distancia entre los nodos ascendentes N y N; de
la 6rbita del planeta con respecto a las eclipticas fija y moévil, respectivamente, p la
precesion general en longitud por afio, Q la longitud del nodo ascendente N de la orbita
del planeta con respecto a la ecliptica fija e i la inclinacion de la orbita del planeta con
respecto a la ecliptica fija.

FIG.3.5

Del tridngulo esférico NNN; (Fig. 3.5) se deduce:
dw =—-rcosecisen(Q—Q, ) dt
dQ—pdt=—cosidw = zcotisen(Q—-Q, )dt (13.5)
di =—mcos(Q-Q, )dt

y por tanto:
Q=0,+[ p+mcotiysen(Q,-Q,)|(t-1,)
i=iy —mecos(Q,-Q,)(1—1,) (14.5)

=, —rcoseciysen(Q,—Q,)(1—1,)
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formulas de cambio de equinoccio que suministran los elementos eclipticos Q, i, @
para una época ¢ conocidos Q, ip, @ para una época to.

5.2.2 Elementos ecuatoriales

Dado que la precesion luni-solar en oblicuidad es nula, la velocidad angular
instantanea del ecuador medio (comparar con la formula en @ ' de 2.6.1) valdra:

0 0
pseng |=| n (15.5)
—pcoseg —m

siendo m la precesion anua en ascension recta y n la precesion anua en declinacion; por
tanto, la ascension recta del nodo ascendente del ecuador movil con respecto al fijo
valdra 90°.

Segun esto, sustituyendo en (14.5) los elementos eclipticos por los ecuatoriales,
Qgpor90°ypy 7 por my n, respectivamente, se obtienen las formulas de cambio de
equinoccio de los elementos ecuatoriales:

Q'=Q'+(m—ncoti'ycos Q' )(t—1,)
i'=i'y —nsenQ' (t—1,) (16.5)

Vo .y '
w'=w'+ncoseci',cos Q' (1—1,)

5.3 Movimiento geocéntrico de los planetas

5.3.1 Introduccion

FIG. 4.5
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En una base ecliptica heliocéntrica X Y Z (Fig. 4.5), sean 7; y 7, los vectores de

posicion de la Tierra P; y de un planeta P, y ), =?1 y v, =?2 sus respectivas

velocidades. La posicion y el movimiento geocéntricos de dicho planeta, en una cierta
época, vendran definidos por los vectores:
} (17.5)

’_,.’
donde, como que la velocidad de un planeta depende s6lo de su vector de posicion
(27.3), r sera funcién sélo de r; y 15.
Llamaremos 7, y#, a los vectores de movimiento medio de P; y P,. En el

Il
|
|

S

|

I
<!

‘_)’

w

triangulo P, P,S, el angulo E recibe el nombre de elongacion y F el de dngulo de fase.

5.3.2 Configuraciones geocéntricas

Diremos que un planeta P, es inferior o superior con respecto a la Tierra Py, segun que
7, sea menor o mayor, respectivamente, que 7, (Fig. 4.5).

R
R
CONJUNCION CONJUNCION
INFERIOR SUPERIOR
FIG. 5.5
R
OPOSICION CONJUNCION

FIG. 6.5
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Un planeta inferior estd en conjuncion inferior o en conjuncion superior, segin que
su longitud heliocéntrica sea igual a la de la Tierra o a la de ésta mas 180° (Fig. 5.5).

Un planeta superior estd en oposicion o en conjuncion segun que su longitud
heliocéntrica sea igual a la de la Tierra o a la de ésta mas 180° (Fig. 6.5).

Para todas estas configuraciones se verifica:

i, (FAR)=0 (18.5)

En la orbita relativa del planeta, 7 serd minimo o maximo, es decir P, pasara por el
perigeo o apogeo, siendo maximos o minimos el semididmetro aparente y la paralaje, si:

Fv=0 (19.5)

Se dice que un planeta esta estacionario cuando su longitud geocéntrica no varia.
La proyeccion sobre la ecliptica de la velocidad areolar relativa es entonces nula y, por
tanto:

i, - (FAV)=0 (20.5)

Para un planeta superior (Fig. 7.5 (a)) la elongacién E puede tomar todos los
valores posibles, diciéndose en particular que el planeta esta en cuadratura cuando E =
90°, siendo ésta la diferencia entre las longitudes geocéntricas del planeta y del Sol.

P
Pz 1

7

(a) (b)
FIG. 7.5

En cambio, un planeta inferior presenta una mdxima elongacion, oriental u
occidental, (Fig. 7.5 (b)) que puede calcularse mediante la condicion:

iF : z}:o (21.5)

dt|r, r
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Para un planeta inferior (Fig. 8.5 (a)) el angulo de fase F puede tomar todos los
valores posibles, diciéndose en particular que tiene lugar la dicotomia cuando F=90°. Un
planeta superior, en cambio, presenta un mdximo angulo de fase (Fig.8.5 (b)) que puede
calcularse mediante la condicion:

d{li--f}:o (22.5)

dt\r, r

E B

(a) (b)
FIG. 8.5

5.3.3 Movimiento geocéntrico circular

Estudiemos ahora las configuraciones geocéntricas consideradas en 5.3.2 en la
hipotesis simplificativa de que los planetas describen orbitas circulares. Ademas de
(17.5) tendremos:

V=i AT
} (23.5)

V, =N, AT,

Sean Q, i, w los elementos eclipticos del planeta P,, V> su anomalia verdadera, /
la longitud heliocéntrica de la Tierra Py P, = Q +@®+V> la longitud del planeta P,
sobre su oOrbita (Fig. 9.5). Los argumentos u; y u; de P, y P, contados a partir del nodo
ascendente N (eje X), valdran

ulill—Q

w=hL-Q=w +71,
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FIG. 9.5

Segun (18.5) un planeta P, estard en conjunciéon o en oposicion si el triangulo
esférico NP; P, es rectangulo en P; y, por tanto:

(24.5)

relacion también valida aunque las orbitas no sean circulares.

En particular, si ademas de suponer las orbitas circulares las suponemos
coplanarias, es i =0 vy, segliin (24.5):
o u, = u, que corresponde a conjuncion inferior si el planeta es inferior o a oposicion

si el planeta es superior,
o u, = u,+180° que corresponde a conjuncion superior si el planeta es inferior o a

simplemente conjuncion si el planeta es superior.

En dicha hipétesis, el intervalo de tiempo S transcurrido entre dos configu-
raciones sucesivas del mismo nombre, denominado revolucion sinodica, vendra dado
por la condicién:

nSt2r=n,S

. : . o 2r . -
e introduciendo el movimiento medio sinddico n = ? se tendra, también:

n=x(n,—n) (25.5)
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debiéndose tomar el signo mas o el signo menos segun que el planeta P, sea inferior o
superior.

En la TABLA VII figuran las revoluciones sinddicas de los planetas, asi como las
distancias medias al Sol a y los radios rg de sus orbitas, supuestas circulares, calculados
a partir de la ley empirica de Bode

3-2"+4
T, = u.a.
10

Dado que las excentricidades y las inclinaciones de las oOrbitas planetarias son
realmente pequeias, las revoluciones sinddicas dan una idea aproximada de Ia
periodicidad con la cual, para cada planeta, se reproducen las distintas configuraciones.

Segun (19.5) un planeta P, pasard por el perigeo o apogeo, recordando (17.5) y
(23.5), si se verifica

(% ~7) - (i, A7y =i AT) =0
u operando:
(i =5) (7 A7) =0 (26.5)
Es decir, si generalizamos (25.5) y definimos el vector de movimiento medio

sinodico:
n=n,—, (27.5)

en el perigeo o apogeo, la Tierra P, y el planeta P, se encuentran sobre un plano que
pasa por 7 (Fig. 10.5).

|\ Z
n;
| f‘:
- w,
n .‘nl OY
i <
N N4
<]
g Y
[y
R\ 16
L
iy 2
N M !

X FIG. 10.5
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Siendo pues rectangulos en R los tridngulos NRP; y NRP; se tiene

tanu

=cos(i+J
tanuy, ( )
tanu

=C0S J
tanu,

FI1G. 11.5

y dado que, seglin se desprende de la figura 11.5 (detalle de 10.5),

. AB n seni
tan j=—=—7"—"—
BC n,—n cosi

también, finalmente, dividiendo:

tanu, n,—n, cosi

- (28.5)
tanu, n,cosi—n,

relacion entre los argumentos de P, y de P; en el perigeo o apogeo.

Si las orbitas fuesen ademas coplanarias, i=0, y (28.5) se reduciria a

tanu, ~1
tanu,
es decir, tales fendmenos tendrian lugar en las conjunciones u oposiciones.

Hemos visto que un planeta P, estard estacionario si se verifica (20.5), y
recordando (17.5), si
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u operando

(K AV, +7 =) =1,(5F AV, + 7 AV,)

o también, segun (23.5): (29.5)
(1.5)

FIG. 12.5

Puesto que en la hipdtesis de oOrbitas circulares, los argumentos de v, y v, valen

u;t90° y up+90°, respectivamente (Fig. 12.5), la relacion entre los argumentos de  P; y
P, serd ahora, segin (29. 5):
5 A A
1y 11, COS 1ty + M1, F, COS V|V, =
) 2 .
=n'1" +r nn,cosi
A

A
o también, dividiendo por n s, y sustituyendo los valores de cos#r, y coswv, :

n (cos U, COS U, + senu, sen i, cos i) +n, (sen U, Senu, + cos i, CoSi, COS i) =

o (30.5)
=n,—+n,—=cosi
n I

Si ademas de circulares las orbitas son coplanarias (i=0) y suponemos, con mucha
aproximacion, que se verifica exactamente la tercera ley de Kepler:

23_ .23 _
mr =mn =H

de la relacion (30.5) se deduce que hay estacion para:

cos(uz—ul)=M (31.5)
”1\/2“’2\/2
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El tiempo que tarda el planeta en recorrer el doble del angulo G=u, —u,

definido por (31.5) es decir, el intervalo de tiempo transcurrido entre dos estaciones que
comprendan la conjuncion inferior o la oposicion (segiin que dicho planeta sea inferior

o superior), es la duracion de la retrogradacion y vale @S, siendo S la revolucion
sinddica.
Dado que en el triangulo SP;P, de la Fig. 4.5 se verifica:

2 _

v =r"+r’=2nrcos E

segun (21.5) un planeta P, estara en la mdxima elongacion si

rz . rz _rz
icosE=—( : > 2 )f=0
dt 2nr
osea,siendo 7#0, si
rr=r - (32.5)

Para que se cumpla la condicion (32.5) el planeta debe ser inferior (1< 1) y, en
tal caso, el triangulo SP,P, de la Fig. 4.5 es rectangulo en P,, F = 90° la maxima
elongacion tiene lugar en la dicotomia (supuestas las orbitas circulares). Siendo ahora

senE =2 (33.5)

Ul

y, ademas, G=90°-E , obtenemos la siguiente relacion entre los argumentos de P,y P,:

. r
COSu, COSU, +senu, senu, cosi =cosG =sen £ = * (34.5)
-
1

Dado que en el triangulo SP P de la Fig. 4.5 se verifica:
wW=r +r’=2rrcos F
segun (22.5) un planeta P, presentard mdximo angulo de fase si

2 2 2
(1)

r=0
25,1’

icos F=
dt
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o, siendo 7 #0, si
r’= r22 —rl2 (35.9)

Para que se cumpla la condicion (35.5) el planeta debe ser superior (r;>1;) y, en
tal caso, el triangulo SP;P; es rectangulo en P;, E =90° el maximo angulo de fase tiene
lugar en la cuadratura (supuestas las orbitas circulares). Siendo ahora

sen F =11 (36.5)

)

y, ademas, G=90° - F , obtenemos la siguiente relacion entre los argumentos de Py P:
. r
COS U, COSU, +senu, senu, cosi =cosG =sen F = ' (37.5)

5.4 Efemérides para observaciones fisicas

5.4.1 Planetas

Conocidos el eje y el periodo de rotacion de un planeta, podemos orientarnos
sobre el disco que nos proporciona su imagen telescopica mediante un sistema de
coordenadas planetograficas analogas a las geograficas de la Tierra: longitud planeto-
grafica L, contada a partir de un cierto meridiano origen O en sentido contrario al de la
rotacion, y latitud planetogrdfica B.

Para calcular L y B se introduce un sistema de coordenadas planetocéntricas
ecuatoriales: ascension recta planetocéntrica A, contada a partir del punto vernal V del
planeta (nodo ascendente de su oOrbita con respecto a su ecuador) en el sentido de la
rotacion, y declinacion planetocéntrica D.

Para la reduccion de las observaciones se precisan las coordenadas planetogra-
ficas L, y B, del centro del disco geométrico del planeta (coordenadas planetograficas
de la Tierra T) asi como el angulo de posicion P de su polo norte. Para obtenerlos
calcularemos las coordenadas planetocéntricas Ag y Dg de la Tierra.

Sean (Fig. 13.5) Ag y Dk las coordenadas planetocéntricas de la Tierra T; a, y d, la
ascension recta y la declinacion geocéntricas del polo norte Po' del planetay ¢ la as-

cension recta planetocéntrica del nodo ascendente N del ecuador Q' del planeta sobre el
ecuador Q de la Tierra, que pueden considerarse constantes a lo largo del afio; ay d la
ascension recta y la declinacion geocéntricas del planeta, que figuran dia a dia en los
anuarios. Resolviendo el triangulo esférico definido por las direcciones del polo norte
Pq de la Tierra, del polo norte Py' del planeta y de la Tierra T vista desde el planeta,
tendremos:

cos Dy sen (A, —¢)=send, cosd cos(a,—a)—cosd,send
cos D cos( A4, —¢) =cosdsen(a, —a) (38.5)

sen D, =—cosd, cosd cos(a,—a)—send,send

cos D sen P =cosd, sen(a, —a) (39.5)
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Si designamos por A la longitud planetografica del nodo N en la época t de las
efemérides, dicho argumento viene dado por una relacion de la forma

=2, +o(t-t) (40.5)

FIG. 13.5

en la cual A, es el valor de A para una época t=¢, y @ la velocidad angular de

rotacion del planeta (en caso de presentarse rotacion diferencial se calculan A y A, para
cada sistema). Luego, si C es la interseccion del meridiano central Pq'T con el ecuador
Q' del planeta (Fig. 13.5), siendo

—_— o —

VC+0OC=VN+ NO
una vez calculados Ag -¢ y Dg mediante (38.5) y A mediante (40.5), obtendremos,

sustituyendo:
A+ OC = o+ NO
A, -¢=NO-0C=A-1I,
de donde
L =A—(A4, -
’ (4:=¢) (41.5)
Ba = DE

que son las coordenadas planetograficas del centro del disco geométrico.
Ademas (39.5) suministrara el angulo de posicion P del polo norte, completando
con ello el aspecto geocéntrico del disco aparente del planeta.
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Conocidas Ly, By y P para la época de la observacion, es ya inmediata la
determinacion de las coordenadas planetograficas L y B de un punto M de la superficie
en funcion de su distancia angular p al centro T del disco y de su angulo de posicion 6,
ambos medidos con el micrémetro (Fig. 14.5). Si s es el semidiametro aparente del
disco, en vista de la pequefiez de p y s, el angulo o que en el centro del planeta
subtienden los radios de My T (&ngulo de p) viene dado con mucha aproximacion por

senO'z£ (42.5)
s

FIG. 14.5

Por tanto, conocidos ¢ y @ del tridngulo esférico MTPq, se deduce:

cos Beos(L —L,)=sen B, sen o cos(d — P)—cos B, cos o
cosBsen(L—L,)=sencsen(6—P) (43.5)

sen B =cos B, senacos(é’—P)+ sen B, coso

5.4.2 Sol

Podemos aplicar la teoria desarrollada en el apartado anterior al caso del Sol, para
el cual se conocen también su eje y su periodo de rotacion. Andlogamente a cuanto
hemos hecho, se considera sobre el mismo un sistema de coordenadas heliograficas:
longitud heliogradfica L, contada a partir de un cierto meridiano origen O en el sentido
de la rotacion, y /atitud heliogrdfica B.

Las coordenadas heliograficas L, y B, del centro del disco solar y el angulo de
posicién P de su polo norte se obtienen en funcion de la longitud geocéntrica © del Sol
(que figura dia a dia en los anuarios) y de la longitud heliografica A del nodo ascendente
N del ecuador solar sobre la ecliptica:

A=2,—o(t-t,) (44.5)

donde A,=0 paraty=1.5 enero 1854y w=14°.184/dia.
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FIG. 15.5

Sean (Fig.15.5) Q la longitud heliocéntrica del nodo ascendente N, [ la
inclinacion del ecuador solar Q’ sobre la ecliptica E, Pg el polo de la ecliptica, Pq' el
polo del ecuador solar, Pq el polo del ecuador de la Tierra, C la interseccion del
meridiano central con el ecuador solar, T el centro del disco solar y ¢ la oblicuidad de
la ecliptica. En el tridngulo rectangulo NCT se tiene:

tan(LO—/l):tan(O—Q)cosl} 455)

sen B, =sen(O—-Q)sen/

Ademas , de los tridngulos rectilateros PePq'T y PePqT se deducen los angulos
pyq talesque p+gq=F:

tanpz—cos(O—Q)tanI} 46.5)

tang = —cosO tan €

Conocidos L,, B, y P para la época de la observacion, se procede como en el caso
de un planeta para determinar las coordenadas heliograficas L y B de una mancha solar
M, de coordenadas polares py 0 (Fig. 14.5); como antes, se aplican las formulas (42.5)
y (43.5), teniendo en cuenta que cambia de signo la segunda de las (43.5) por contarse
las longitudes heliograficas en sentido contrario a las planetograficas.

En particular, al observar una protuberancia en el borde solar es p=s y =90°, con
lo cual las (43.5) se reducen a:

tan(L—L,) = cosec B, tan(P—O)}

(47.5)
sen B = cos B, cos(P—0)
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5.4.3 Aspecto geocéntrico de la iluminacion de un planeta por el Sol

El aspecto geocéntrico de la iluminacién de un planeta por el Sol depende del
angulo que hemos llamado angulo de fase.

FIG. 16.5

La linea de separacion entre el limbo brillante y el limbo oscuro, llamada
terminador, se nos presenta como media elipse si despreciamos el achatamiento del
planeta. El angulo formado por los planos del terminador y el disco geométrico es el
angulo de fase F (Fig. 16.5); luego, si recordamos la razén de afinidad existente entre
una elipse y su circulo principal, la relacion entre las areas del limbo brillante y del
disco geométrico valdra

wa*  7wab a

= 2 + 2 _1+5_1+COSF_

ra’ 2 2

cos’ g (48.5)

Dicha relacion k es la fase del planeta y varia entre 1 y 0 mientras que el angulo
de fase lo hace entre 0° y 180°% para 2<k<l es 90°>F>0° (se ve de % a "2 disco
iluminado) y la parte iluminada tiene forma gibosa; para 0<k<'z es 180°>F>90° (se ve
de 0 a Y4 de disco iluminado) y la parte iluminada tiene forma de liznula; para k=% hay
dicotomia.

Segun vimos en 5.3.2 si el planeta es superior presenta maximo angulo de fase en
cuyo caso es por (36.5):
ry =t

cos F =
n

y por (48.5), teniendo en cuenta que al aumentar F disminuye k, obtendremos un valor

de la fase minima dado por:
PR L T VZFZZ i (49.5)
I

2

en el supuesto de orbitas circulares.
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Para completar la definicion de limbo brillante, ademas del angulo de fase F
debemos calcular también el angulo de posiciéon ® del Sol, que a su vez suministra el
angulo de posicion O+90° de la linea de los cuernos CC’ (Fig. 17.5) y el angulo de
posicion @+180° del defecto de iluminacion. En dicho calculo distinguiremos dos casos,
segun se conozcan o no el eje y el periodo de rotacion del planeta.

Si se conocen el eje y el periodo de rotacion del planeta, el angulo de fase F y el
de posicion @ se obtienen facilmente calculando el angulo de posicion P del polo norte
y las coordenadas planetocéntricas Ax y Dg de la Tierra y As y Ds del Sol; pues, en
efecto, una vez calculados, en el tridngulo esférico STPq' (Fig. 17.5b) se tiene:

sen F cos O =sen D, cos D cos (4, — Ag ) +cos D sen Dy
sen F'sen Q = cos Dg sen (A4, — A ) (50.5)

cos F = cos D, cos D cos (A4, — Ag ) +sen D, sen Dy

®@=P+0 (51.5)

Los primeros, P, Ag y Dg, se han deducido ya anteriormente mediante las
formulas (38.5) y (39.5) y las segundas, AS y DS, se determinan introduciendo como
angulo auxiliar la longitud planetocéntrica Ls del Sol, contada a lo largo de la orbita E’
del planeta a partir de su punto vernal V (Fig.18.5). Sean: Q e i la longitud del nodo
ascendente J y la inclinacion de la orbita E’ del planeta con respecto a la ecliptica E, ¥
la longitud planetocéntrica de dicho nodo, / y /' las longitudes heliocéntricas del planeta
sobre la ecliptica y sobre la 6rbita, respectivamente. Se tiene:

Q+u=["+180°
Y+u=L
y, por tanto, eliminando u:
Lo=1'-Q+¥+180° (52.5)

Pq’

FIG. 18.5
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Siendo i pequefio, /' suele calcularse en funcion de / (que figura en los anuarios)
mediante la férmula:

l'=l+tan%sen2(l—§2) (53.5)

reduccion a la orbita analoga a la reduccion al ecuador (recordar 4.7.2). Finalmente,
conocido Ls por (52.5), si llamamos j la oblicuidad de la orbita E' con respecto al
ecuador Q', del triangulo rectangulo VRS se deducen las coordenadas planetocéntricas
del Sol:

tan A¢ = tan L cos j } (54.5)

senD; =sen L sen j

Si no se conocen el eje y el periodo de rotacion del planeta, el angulo de fase F y
el de posicion @ se calculan recurriendo a los siguientes datos que figuran en los
anuarios: © longitud geocéntrica del Sol; A, B coordenadas eclipticas geocéntricas del
planeta; I, b coordenadas eclipticas heliocéntricas del planeta; o, & coordenadas
ecuatoriales geocéntricas del Sol; a ascension recta geocéntrica del planeta. En la esfera
geocéntrica de la Fig. 19.5, el tridngulo rectilatero PrPS proporciona la elongacion E:

cos E =cos fcos(O—1) (55.5)

FIG. 19.5

Anélogamente, siendo © + 180° la longitud heliocéntrica de la Tierra, en una
esfera heliocéntrica se obtendria el angulo G, Tierra-Sol-Planeta:

cost—cosbcos((D—l) (56.5)

Conocidos E y G mediante (55.5) y (56.5), el angulo de fase vale:
F=180°-(E+QG) (57.5)
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Por ultimo, del triangulo PoPS (Fig. 19.5) se deduce el angulo de posicion del Sol:

~ cosSsen(a—a)

(O] 58.5
e sen £ ( )
5.5 Brillos y magnitudes
p
F
A
<
T
o
S
F1G. 20.5

Como sabemos, los planetas no tienen luz propia y la que nos envian es la luz
solar reflejada. Cambiando algo las notaciones anteriormente utilizadas (Fig. 20.5) con
el objeto de ajustarlas a las empleadas en los anuarios, veamos algunas definiciones:

Intensidad luminosa I de un planeta P, situado a una distancia 7 del Sol S, es la
cantidad de luz que por unidad de superficie y de tiempo envia dicho planeta en una
direccion de angulo de fase F, y viene dada por la férmula:

F
I1=C % (59.5)

siendo C una constante caracteristica del planetay f(F) una cierta funcion de fase tal
que f(0)=1y f(m)=0.

Brillo aparente B de un planeta P, situado a una distancia A de la Tierra T, es la
cantidad de luz que por unidad de superficie y de tiempo recibimos de dicho planeta y
viene dado por la férmula:

(60.5)

Este brillo aparente B suele medirse por la sensacion que experimenta el ojo, bajo
la accion de la excitacion luminica, a través de la denominada magnitud aparente m.
Segun la ley fisiologica de Weber-Fechner, la variacion de la sensacion m es directa-
mente proporcional a la variacion relativa de la excitacion B:

dm=—k" (k>0
B
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e integrando:
m—m, :kln&:k'logi (k'>0) (61.5)
’ B B '

(obsérvese que cuanto mayor es el brillo menor es la magnitud). Para acomodar la
escala de magnitudes a la utilizada en la antigiiedad, se ha convenido en que a una
diferencia de magnitudes igual a 5 corresponda una razén entre los brillos igual a 100 y
,por tanto, segun (61.5):

5=k'logl00=2k"

Llevando a (61.5) el valor de £’ se obtiene la formula de Pogson:

B
m—m =2.5log—=
o g B

(62.5)

Si en la anterior formula (62.5) sustituimos B por su valor (60.5), englobando los
términos constantes, se tiene:

m=g+5log(rA)—2.5log f(F) (63.5)

siendo g la magnitud aparente que tendria el planeta para r=A=1 y F=0 (f(0)=1). En
el caso de los asteroides, dado que éstos se observan siempre en las cercanias de la
oposicion, suele tomarse F = 0 y, por tanto:

m=g+5log(rA) (64.5)

Si el objeto celeste se comporta como un espejo esférico (asi ocurre con algunos
satélites artificiales), se demuestra que en dicha reflexion especular la intensidad
luminosa no depende del angulo de fase y, por consiguiente, también puede aplicarse la
formula (64.5). Si se trata de un cometa se supone que su intensidad luminosa es
inversamente proporcional a una potencia 2x de su distancia » al Sol, y por tanto:

m=g+5(xlogr+logA) (65.5)

debiendo determinarse g y x por la observacion.
En primera aproximacién, durante mucho tiempo se ha venido tomando como
funcion de fase f(F) la propia fase £ definida por (48.5):

f(F)z#:coszg (66.5)

que cumple las condiciones f(0) = 1 y f(n) = 0. Dicha aproximacion constituye una
interpretacion muy elemental del fenémeno, pues equivale a suponer que el planeta se
comporta como un espejo plano en el cual vamos descubriendo un mayor o menor
porcentaje de su superficie. No obstante, en el caso de Venus, tomando circulares las
orbitas de la Tierra y del planeta, la hipotesis (66.5) conduce a unas condiciones de
maximo brillo aparente que concuerdan bastante bien con la observacion.
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En segunda aproximacion, suele suponerse que el planeta es esférico y refleja la
luz solar por reflexion difusa, en cuyo caso se demuestra que la funcion de fase vale:

f(F) :l[senFJr(;z—F)cosF] (67.5)
T

y cumple las condiciones f(0) = 1 y f(n)=0.

La constante C que figura en las formulas (59.5) y (60.5) es ahora directamente
proporcional al cuadrado del radio del planeta y a su albedo (véase Tabla III), razén
entre la energia luminosa que el planeta difunde en todas direcciones y la que recibe del
Sol. Si las orbitas se toman circulares, la hipdtesis (67.5) nos lleva ahora a una ecuacioén
trascendente en F y tan F para obtener el maximo brillo aparente.

I11

FIG.21.5

Empiricamente, si para cada planeta se representa, en un sistema de coordenadas
polares, la funcion f(F) tomando f como radio vector y F como argumento se obtiene
una curva llamada indicatriz de difusion del planeta (Fig. 21.5). Exceptuando la
correspondiente a Venus, las indicatrices I de todos los demas planetas presentan un
punto anguloso para F = 0; no asi la de Venus, comprendida entre las curvas II definida
por (67.5) y III definida por (66.5); obsérvese que en todas ellas aparece un punto de
retroceso para F' = 1. Llevando a (63.5) la funcion f(F) determinada experimentalmente
mediante la indicatriz, desarrollando el logaritmo, se obtienen, para cada planeta, las
formulas de Miiller que figuran en los anuarios:

m=g+5log(rA)+aF +bF’ +cF’ (68.5)

En el caso de planetas con anillo debe tenerse en cuenta ademas la influencia que
ejercen éstos sobre su brillo aparente.
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TABLA 1. DATOS FiSICOS DEL SOL Y DE LOS PLANETAS

Densidad Masa Periodo de
Nombre | Simbolo Radio Achatamiento rotacion Albedo
ecuatorial (agua=1) | (Tierra=1) [ q | h | M
(Km)

Sol @ 696000 0 14 333432 | 23|09
Mercurio 3 2500 0 5.1 1.05| 59|15 0.06
Venus 9 6200 0 53 0.81 | 243 0.76
La 5 6378 1/297 55 1.0 23| 56 0.39
Tierra
Marte o 3380 1/192 4.0 0.11 24 | 37 0.15
Japiter )4 71500 1/15 1.3 317.9 9|50 0.51
Saturno -|-2 60500 1/10 0.7 95.2 10 | 34 0.50
U 25500 1/44 1.3 14.6 17 | 14 0.66

rano #
Neptuno W 24700 1/58 1.7 17.3 151 50 0.62

1100 - 2.2 0.0024 6| 30 0.16

Plutén W
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TABLA III. ANILLOS DE SATURNO

ancho radial
(Km)

Distancia
al centro Rs

Observador

Anillo D (borde interior)
Anillo C (borde interior)
Divisién de Maxwell
Anillo B (borde interior)
Anillo B (borde exterior)
Divisién de Huygens
Division de Cassini
Anillo A (borde interior)
Divisién de Encke
Division de Keeler
Anillo A

Anillo F

Anillo G

Anillo E (borde interior)

Anillo E (borde exterior)

253

430

4540

328

31

1.23

1.45

1.52

1.95

1.95

1.99

2.02

221

2.26

227

233

2.8

Guérin-Voyager

Bond

Galileo

Voyager

Cassini

Encke

Voyager

Pioneer
Pioneer-Voyager
Feibel-Voyager

Voyager

Nota: 1Rs = 60330Km
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TABLA V - REVOLUCIONES SINODICAS DE LOS PLANETAS

Planetas n B a S
Mercurio -0 0.4 0.4 115488
Venus 0 0.7 0.7 583.92
La Tierra 1 1.0 1.0 -
Marte 2 1.6 1.5 779.93
Asteroides 3 2.8 - -
Jupiter 4 52 52 398.88
Saturno 5 10.0 9.6 378.08
Urano 6 19.6 19.2 369.66
Neptuno 7 38.8 30.1 367.48
Pluton 8 77.2 39.5 366.73







Capitulo 6
DETERMINACION DE ORBITAS

Entre los numerosos problemas que resuelve la Mecanica Celeste esta el de la
determinacion de las dorbitas que describen los cuerpos celestes, problema que consiste
en establecer una serie de férmulas que permiten hallar los elementos fundamentales o
parametros que definen la orbita. Su interés practico para la Astronomia se basa en el
hecho de que continuamente se descubren pequefios planetas y cometas cuyas orbitas se
han de calcular, de que sirve para el calculo de 6rbitas de meteoros y actualmente de
que se aplica al céalculo de orbitas de satélites artificiales y vehiculos espaciales.

Sabemos que, en primera aproximacion, los cuerpos del sistema solar se mueven
bajo la influencia de fuerzas gravitatorias que actian de acuerdo con la ley de Newton, y
decimos en primera aproximacion porque en realidad deberiamos introducir correc-
ciones relativistas, muy pequefias en la mayoria de los casos, o correcciones debidas a
otras causas, por ejemplo, en el caso de los cometas, a la presion de radiacion solar o al
descenso de su masa debido al desprendimiento de gases de su nucleo, producto de su
intenso calentamiento al acercarse al Sol, razones por las cuales el movimiento de
algunos cometas se desvia notablemente del predicho por una teoria basada tinicamente
en la ley de la gravitacion universal.

Por otra parte, la forma, la estructura interna y la rotacion de los cuerpos celestes
influye directamente en su movimiento de traslacion a lo largo de sus orbitas. En realidad,
s6lo si los cuerpos fueran esféricos y homogéneos o si estuvieran constituidos por capas
esféricas concéntricas de distintas densidades, se podria considerar que toda su masa esta
concentrada en su centro y que los cuerpos se atraen entre si como puntos materiales. Sin
embargo, las distancias entre los cuerpos del sistema solar son muy grandes comparadas
con sus dimensiones y por eso usualmente los consideramos como puntos materiales y en
una primera aproximacion se supone que se mueven Unicamente bajo la atraccion del Sol
sin estar sujetos a la influencia de ningin otro cuerpo. Si se quiere aproximar mas, es
necesario tener en cuenta las perturbaciones debidas a las atracciones de los grandes
planetas, sobre todo en el calculo de orbitas cometarias.

En general, para resolver el problema de la determinacion de orbitas se hallan, en
primer lugar, los elementos de una orbita preliminar sin tener en cuenta las
perturbaciones (solucion del problema de los dos cuerpos). Para ello se utilizan tres o
cuatro observaciones del cuerpo en estudio que cubran generalmente un intervalo de
varios dias o semanas. Es interesante obtener una Orbita preliminar de un cometa o de
un pequefio planeta, por ejemplo, cuando se han obtenido sus primeras observaciones,
para poder predecir su posicion para futuras observaciones. Obtenida la orbita
preliminar y después de una larga serie de observaciones, se puede corregir aquélla, lo
cual se lleva a cabo en la mayoria de los casos sin tener aun en cuenta las
perturbaciones. Finalmente, se calcula la drbita definitiva, entendiendo como tal aquélla
cuyos puntos coinciden, sin mucho error, con las observaciones (O-C muy pequeio).
Para calcular la orbita definitiva es casi siempre necesario tener en cuenta las
perturbaciones, sobre todo las causadas por los planetas principales.

Hallada la orbita de un cuerpo celeste no es dificil calcular sus efemérides, las
cuales pueden determinarse para una serie de afios a fin de prever la posibilidad de
redescubrir algun pequefio planeta o algiin cometa periddico, en cuyo caso es necesario
tener en cuenta las perturbaciones causadas por los planetas.
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Las ecuaciones diferenciales del movimiento perturbado correspondientes al
problema de tres 0 mds cuerpos, a diferencia del problema de dos cuerpos, no admiten
solucion en forma finita. Se resuelven en forma aproximada ya sea con la ayuda de
desarrollos en serie o por integracion numérica. La solucion en forma de desarrollos en
serie, que dan una expresion analitica para las perturbaciones, ofrece una representacion
completa del caracter del movimiento del cuerpo durante un tiempo razonablemente largo;
pero, en cambio, es de dificil aplicacion a la mayoria de pequefios planetas y a casi todos los
cometas. Los métodos numéricos para el calculo de las perturbaciones son faciles de aplicar
y seguros pero tienen el inconveniente de que las perturbaciones solo se pueden calcular
para el tiempo limitado por las observaciones de que se dispone; es decir, si se precisa hallar
perturbaciones para una serie de aflos el trabajo resulta extremadamente penoso. A pesar de
ello, los métodos numéricos para el calculo de perturbaciones constituyen una parte
importante de la teoria del movimiento de los cuerpos celestes.

En esencia casi todos los métodos analiticos utilizados en el calculo de orbitas derivan
de los de Laplace (1780), Olbers (1797) y Gauss (1809), que nos proponemos estudiar aqui,
teniendo en cuenta las modificaciones que han ido sufriendo en el transcurso del tiempo,
subsiguientes al desarrollo de la teoria de la determinacion de orbitas.

6.1 Introduccion

El movimiento de un planeta o de un cometa alrededor del Sol, en primera
aproximacion, depende de seis constantes que pueden ser las coordenadas rectangulares

del cuerpo en el tiempo ¢ y las derivadas primeras de estas coordenadas (7, 7) o
también cantidades ligadas a las precedentes como son los seis elementos que definen la
orbita ( £2 w, i, a, e, T), las constantes gaussianas 4, B, C, a, b, ¢, o los elementos
vectoriales P, O, R.

Tal solucion da una representacion satisfactoria del movimiento real del cuerpo en
cuestion durante un intervalo lo suficientemente corto de tiempo para que se pueda
despreciar la accion de los otros planetas.

Es facil ver que tres observaciones verificadas en tres instantes distintos, #;, ¢, 3,
son tedricamente suficientes para encontrar los seis elementos de la orbita.

Estas tres observaciones dan seis cantidades independientes, por ejemplo las
coordenadas ecuatoriales geocéntricas del cuerpo 4;, D; (i =1, 2, 3 ), que relacionamos
con dichos seis elementos. Sean, en efecto, S el Sol, T el centro de la Tierra y P el
cuerpo celeste (planeta, cometa, etc.) del cual queremos determinar su orbita (Fig. 1.6).

FIG.1.6
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Llamemos p a la distancia del centro de la Tierra a dicho cuerpo celeste, p al

vector unitario en la direccion de TP con origen en 7, R al vector de posicion
geocéntrico del Sol.

R viene tabulado en los Anuarios y p se obtiene por observacion, de tal manera

que, si suponemos, como hemos dicho, que trabajamos en coordenadas ecuatoriales
geocéntricas, es

cosDcos A
p=|cosDsen A4

sen D
Por otra parte de la Fig. 1.6 deducimos:
pp=F+R (1.6)

formula en la que quedan como incognitas py 7.
Supongamos que efectuamos tres observaciones p, en tres épocas distintas ; (i =

1,2, 3). Para cada época tenemos un ﬁi (x; yi, zi) y la ecuacion (1.6) da lugar a:

p.p. =F +R (i=1,2,3) (2.6)

i i 1

que constituye un sistema de nueve ecuaciones escalares

p;cosD,cos 4, =x,+X,
p;cosD,sen 4, =y, +7, (3.6)
p;sen D, =z, +Z,

con doce incognitas: tres p; y nueve x; y; z. Pero, estas Ultimas se expresan por los
elementos de la orbita (seis) y los instantes de la observacion (tres cantidades
conocidas), de modo que hay tantas incognitas independientes como ecuaciones.

Para resolver el problema es necesario, sin embargo, introducir otras relaciones.
La forma de introducirlas da lugar a los distintos métodos de calculo de 6rbitas .

6.2 Método de Laplace

El método de Laplace consiste en determinar por medio de las tres 4; y las tres D;
(i=1, 2,3 ) observadas, las coordenadas heliocéntricas 7 y las componentes de la

velocidad 7 del cuerpo en una época dada (por ejemplo, el momento de la segunda

observacion) y obtener después sus elementos orbitales a partir de 7 y 7, teniendo en
cuenta que se mueve bajo la accion de una fuerza conocida (atraccion solar).
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Supongamos realizada una observacion p y derivemos dos veces la relacion (1.6)
con respecto al tiempo:

F+R=pp+pp
FR=ppe2pp+ pp

=N

La Tierra y el cuerpo celeste en cuestion se mueven sujetos a la atraccion
gravitatoria del Sol y sus masas pueden despreciarse comparadas con la masa del Sol.
Por consiguiente (Ap. 3.2):

= 7 = R
I"Z—,Llr—3 R=- F (46)

donde p = GM ( G = constante de la gravitacion universal y M = masa del Sol ).
Sumando miembro a miembro las (4.6) obtenemos:

.o 7 R
F+R=—p| —+—

o lo que es lo mismo:
#+§:—y[g+£j:—yﬁ3+y(%—L)ﬁ (5.6)
r r r
Por otra parte, de la Fig. 1.6 obtenemos:
r’=p*+R*~2pRcosy (6.6)

donde w es el angulo entre los vectores pp vy R.
Pues bien, las formulas basicas del método de Laplace son:

(7.6)

Las ecuaciones (7.6) representan el aspecto geométrico y gravitacional del
movimiento. Contienen el valor p deducido de la observacion en un instante ¢ = #y y sus

derivadas primera y segunda en este mismo instante que deberemos calcular a partir de p .
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Designemos con el subindice “cero” el valor de p y sus derivadas en el instante ¢
= ty. Desarrollando en serie de Taylor el valor de p , tendremos:

— — g 1 =
p:po+p0t+5p0t2+0(l‘3) (8.6)

y despreciando los términos con potencias en t > 3, conocida la observacién p, en el

instante t; (i =1, 2, 3 ) pueden obtenerse p,, f)o, 1'30 mediante el sistema:

— - Y 1 i
D; = Do+ Dot; +5p0 tl.2 9.6)

Los valores que se obtienen son solo aproximados puesto que hemos truncado la
serie en los términos de segundo grado en t al necesitar s6lo derivadas de hasta el

segundo orden. Se podrian obtener valores més aproximados de p y p tomando més

términos en la serie (8.6) aunque no se necesiten derivadas de orden superior al segundo
en las ecuaciones (7.6). También si se dispone de mas observaciones, se pueden afiadir
ecuaciones y proceder a resolver el sistema por minimos cuadrados. Pero, como que
mas tarde habremos de corregir de aberracion, tomaremos, por comodidad, el sistema
(9.6) de tres ecuaciones con tres incognitas y lo resolveremos algebraicamente. Por otra
parte, es posible escoger #) de modo que el error sea minimo, pero se suele tomar ¢, de
forma que sea el tiempo de la segunda observacion.

Supongamos ahora que hemos encontrado 7 y p . Multipliquemos escalarmente

la tercera de (7.6) primero por p A b y después por p A /. Obtendremos:

u(r%——j[m,é}:p[ﬁ,ﬁ,ﬁ] (10.6)

I 1. =5 Y
ﬂ(;-;][p,p,ﬂ——w[p,p,p] (11.6)
Tomando la tltima ecuacion de (7.6) y (10.6) formaremos el sistema:
r*=p’ +R*-2pRcosy

ﬂ(%_%][ﬁnﬁaé]:p[ﬁaﬁaﬁ]

que resuelto algebraicamente nos dara las incognitas 7y p.
Es facil ver que la ecuacion que resulta al eliminar una de las incognitas en dicho
sistema es algebraica de octavo grado en la otra. Para simplificar su resolucion se suele

(12.6)

introducir el angulo auxiliar ¢ formado por los vectores SP y TP (Fig. 1.6) que la
reduce a una de cuarto grado. En efecto, en el triangulo PST de dicha figura 1.6
tenemos:

R r o

sen ¢ - sen - sen(g+y)

(13.6)
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Escrita la segunda de (12.6) en la forma

psz(%—:—J (14.6)

con o
a--PPR] (15.6)

[5.5.5]

y teniendo en cuenta (13.6), resulta:

Rsen(¢+1//)_A 1 sen’g
sen ¢ oV R’sen’ y

y desarrollando y agrupando términos:

4
Rsenl//cos¢+(Rcosy/—A—ﬁl)sen¢=—A’§Is—ens¢ (16.6)
R R sen’ v

Haciendo para simplificar

Nsenm=Rseny

Ncosmchosz//—I;—ﬁl (17.6)

R3

M=-

sen’ i

donde el signo de N se toma de modo que M sea positivo, y sustituyendo en (16.6) se
obtiene:

sen’ ¢ = M sen(g+m) (18.6)

que puede proporcionar a lo sumo dos soluciones @ en cuyo caso la discriminacion
suele hacerse tomando alguna nueva observacion.

El calculo de ¢ se efectua por aproximaciones sucesivas a partir de un primer
valor obtenido graficamente o por medio de tablas.

La discusion de la ecuacion (18.6) puede hallarse en cualquiera de los textos de
Mecanica Celeste que damos en la Bibliografia.

Si sustituimos el valor de ¢ obtenido de (18.6) en (13.6) obtendremos ry p.

Conr la ecuacion (11.6) nos dara p.

Hallados py p las dos primeras de (7.6) nos daran 7 y 7 a partir de los cuales
calcularemos los elementos de la 6rbita.
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6.2.1 Correccion de aberracion

FIG. 2.6

Recordemos que debido a la finitud de la velocidad de propagacion de la luz los
astros no se ven desde la Tierra en la posicion que ocupan en el instante de la
observacion (Ap. 4.2). Por tanto, obtenido un primer valor de p tendremos que corregir
de aberracion planetaria. Esta correccion afectara las coordenadas observadas y
tendremos que volver a plantear el problema a partir de (7.6). En la practica lo que se
hace es corregir los tiempos de las observaciones. Sean 7; (i = 1, 2, 3) las posiciones del
centro de la Tierra en los instantes #; de las observaciones. El cuerpo P pasa por los
puntos P;, P,, P; (Fig.2.6) no en los tiempos #,, t2, t;sino en dichos tiempos disminuidos
en el tiempo 7 en que la luz tarda en ir de P; a T; (i = 1, 2, 3). Para hacer estas
correcciones a los tiempos de observacion es necesario conocer las distancias T:P; = p;
(i=1, 2, 3). Teniendo en cuenta que conocemos un primer valor de py p, podremos

escribir con suficiente aproximacion
P, =p+prT, (i=12,3)

Supongamos que C representa la velocidad de la luz. Las épocas en que el cuerpo
P estaba en P;, P,, P; son:

P, PP, P (i=123)
C C C
Estas correcciones deben introducirse en el sistema (9.6) con lo cual obtendremos

unos nuevos valores de p y p que nos conduciran a nuevos valores de py p. Si éstos

no difieren mucho de los encontrados anteriormente se podra seguir el calculo. Si no,
deberemos realizar todavia una nueva correccion de aberracion.
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6.2.2 Correccion de los elementos. Método de Leuschner

Aunque efectuemos la correccion de aberracion a la que nos acabamos de referir,

una vez calculados los elementos orbitales a partir de los 7 y 7 correspondientes a la
época de la segunda observacion y calculada una efemérides para las épocas primera y
tercera, encontraremos discrepancias entre observacion y calculo para dichas épocas.
Esto es debido a las aproximaciones que conlleva el método que estamos empleando.
Deberemos pues, corregir los elementos de la drbita. Leuschner (1902) introdujo,
basadndose en trabajos realizados anteriormente por Harzer (1896), un procedimiento

para hallar 7, ;71 y %, 1, correspondientes a las épocas primera y tercera a partir de las

7, y 7, de la segunda observacion, y una vez hallados poder corregir 7,, 7, antes de

obtener los elementos orbitales, lo cual simplifica muchisimo el proceso de calculo.

Seguiremos indicando con el indice “cero” todos los valores correspondientes a la
segunda observacion. Si 7 es el vector de posicion en la época ¢, podemos expresarlo
mediante desarrollo en serie de potencias de ¢ en la forma:

. 1. 1.
F:F()+Foz+5?0z2+gfot3+... (19.6)

Definamos las cantidades o, 7; @ por

_hh _H
0=—"7%5 =73
o o
rn-r F
T=0—20=—0 (20.6)
I i
_h 5
2
%

hy=—pu—5 (21.6)
T
para eliminar 7, tendremos:
37
o=——=-307
Ty
BB+ 7)) =27 P
. 0o o™ o 0 A 5
F= > =0+—-21
"o T

y multiplicando escalarmente por 7, (21.6) y dividiendo luego por 7, :

L'to A
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con lo que 7 sera:
t=0w-0-27r
Finalmente:
.2 (’70 "70)_2’”0 (ro ro)
o= 5
Ty
multiplicando ahora por 2L°2 (21.6) obtenemos:
T
Pi R ;
220 =2yt =2 u—"-=2or
rO 0 r0r0
y por otra parte el segundo término de @ es
i (7 -7, ~
_20(0—30) = _2r_0a) =27tw
Ty Ty
con lo que:
& =-2t(c+w)
En resumen, pues, nos quedan las relaciones:
o =-3or
t=w—-0-21" (22.6)

&=-2t(c+w)

Entonces, a partir de la ecuacion (21.6) obtendremos, derivando sucesivamente y
teniendo en cuenta (22.6):

I |

EI’OZ—EO'VO

l.. 1 _ 1 -
gn):EGTI’O—gO'I"O

LF =—G(3a)—20'—152'2)17 +lO'T?
24 " 24 g

Sustituyendo estas expresiones en (19.6) obtendremos, finalmente:

F=fF+gr 23.6
0 0



240 Astronomia esférica y mecanica celeste

donde: 1
f=1-_ot’+ ort’+..
2 (24.6)

g=t— ot +..

B~ o —

Estas series, llamadas simplemente series f y g, convergen rapidamente para
valores pequefios de ¢ y nos permiten hallar 7 conocidos los valores 7 y 7
correspondientes a la segunda observacion.

Para mejorar los valores 7, y 7, podemos proceder de la siguiente forma: Con 7,
y 7, calcularemos o, 7, @ mediante las formulas (20.6). Sustituidos estos valores en

(24.6) haciendo ¢ =1t; y t = t; obtendremos los pares de valores f;, g/ y f3 g3, que
sustituidos en (23.6) nos proporcionaran 7 y 7.

Con 7, y 7, obtendremos p;y psde las férmulas

y hallados los médulos de p, y p,, podremos calcular:

WE D Yy B Ds
Il o]

Estos p, y p, son calculados. Nosotros teniamos los vectores p, ; proporcionados
por la observacion, de modo que si llamamos p, ;. a los primeros y p,,,, a los

segundos, tendremos:
(0=C),; = Proso = Prese
De aqui que, si llamamos, en general, Ap a este O—C serd
F+Ef+§:p(rp+ﬁ)

de donde
Ar = pAp
que podremos escribir para 1 y 3.

De esta forma tendremos unos nuevos valores de 7 correspondientes a la primera
y tercera observaciones:

Il
3

o

Il
il
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Por otra parte, si de

T{:ﬁﬁglfi} (25.6)
= fily + &0
despejamos 7, y ?0, tendremos:
’—,6 — g3 ;,;_ gl ;:3
L& -fg fig— 8 (26.6)
fee=h z _h
0 1 3
he&—feg Nhg-fe

ysien 7 y 7 en (26.6) escribimos ;71+El y 5 +Ar3, respectivamente, obtendremos
valores mas aproximados de 7, y 7, con los cuales volveremos a recalcular o, 7, , f;,
138183 p1. p3, 1 + Ar y A +Ars, y con el sistema (26.6) obtendremos nuevos valores,
mas aproximados, 7, y 7 .

Cuando observemos que los ultimos valores hallados no difieren sensiblemente de
los anteriores podemos ya proceder a calcular con ellos los elementos orbitales.

Para la obtencion de los elementos orbitales a partir de 7, y 7, remitimos al lector
al Apartado 3.11.4.

6.3 Método de Gauss

En el método de Gauss, al igual que hicimos en el de Laplace, distinguiremos dos
partes. En la primera, veremos como pueden calcularse tres posiciones heliocéntricas
del cuerpo cuya orbita tratamos de calcular a partir de tres posiciones geocéntricas. En
la segunda, estudiaremos la forma de obtener los elementos orbitales a partir de dos de
las tres posiciones heliocéntricas.

6.3.1 Determinacion de las dreas triangulares

Py

with

FIG. 3.6
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Sean (Fig. 3.6) T el centro de la Tierra, P; la posicion del cuerpo P en cuestion en
laépocat; (i=1,2,3),Sel Sol, p,el vector unitario en la direccion 7P; que obtenemos
por observacion (recordemos Cap. 6.1), RI. la posicién geocéntrica del Sol y 7 la

posicion heliocéntrica de P;.
Puesto que suponemos que la orbita es kepleriana, los vectores 7 (i=1,2,3)

son coplanarios, cumpliéndose:
of + e,y +ci =0 (27.6)

donde c¢;, ¢y, c3 son tres escalares no simultaneamente nulos.
Multiplicando vectorialmente (27.6) primero por 7 por la izquierda y después

por 7 por la derecha, tendremos:

617”3/\”1:02’”2/\’”3} (28.6)
GhADG =GhL AT
sistema que podemos escribir en la forma:
¢ c c
— =2 =3 (29.6)
nAL KA AL

Si tomamos como sistema de referencia el de coordenadas P, O, R, que hemos
considerado ya otras veces (Ap. 3.11.3), con origen el Sol, resulta que los productos
vectoriales que aparecen en los denominadores de (29.6) tienen, todos ellos, la direccion

y sentido de un vector unitario R tomado sobre el eje R en el sentido positivo del
mismo. Por otra parte, podemos expresar mediante los llamados corchetes de Gauss

[ri,rj] i# j el area del triangulo determinado por los vectores 7,7, (i, j= 1,2, 3).

En consecuencia, podremos escribir:

B AT, :2[V2,1’3]R
i Af=2[rn]R (30.6)

AT = 2[1’,,r2]ﬁ
y, por tanto, (29.6) se podra expresar en la forma:

-l ) G

= (31.6)

[nn]™ Tnn] [ron)

De la Fig. 3.6 deducimos

p.b,=F+R (i=12,3) (32.6)
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y multiplicando por ¢; y sumando teniendo en cuenta (27.6), obtenemos:
3 30
Depb=.cR, (33.6)
i=1 i=1

ecuacion vectorial que equivale a un sistema de tres ecuaciones escalares en las
componentes de p,, R, con las incognitas p;, ¢; (i = 1, 2, 3).

H

...-.'4

a0

S e |
FIG.4.6

Para determinar las ¢; (razones entre las areas) supondremos la orbita referida a
los dos ejes rectangulares heliocéntricos P,Q situados en su plano. Sean P y P; las
posiciones del cuerpo P en los tiempos £y ty + & 9 el area del triangulo PySP; y Xel
area del sector curvilineo limitado por los radios vectores 7, y 7 y el arco de orbita
PP (Fig. 4.6)

Tendremos:

29=2[r,r|R=7# AF
2% =cl

siendo ¢ la constante de las areas.
Escribiremos el desarrollo de ¢ en funcion del tiempo 6, basandonos en el
desarrollo de 7 en funcién del tiempo fen el entorno de 7, :

7:;0+?09+%'392+é'ﬁ;93+%'g'e4+o(05) (34.6)

Multiplicando vectorialmente por la izquierda por 7; :
iy a7 = (7 A?O)ml(fo N +l(70 INALG +i(f0 AT )0'+0(6°)  (35.6)
2 6 24

cuyos coeficientes calcularemos de la siguiente forma:
Para el primero, recordaremos que, segun la ley de las areas es

P AF =¢ (36.6)
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Para el segundo, multiplicaremos por 7, por la izquierda la ecuacion del movimiento:

AAR=LR AR =0 (37.6)
0

El tercero, lo calcularemos derivando esta ltima expresion:

ATy +1iy AT, =0

es decir:

ik =—tc (38.6)

Y, volviendo a derivar, obtendremos el cuarto:

NI
r()
de donde:
@Aﬁzﬂga—@Aﬁ) (39.6)

Derivando la ecuacion del movimiento y multiplicando por 7 :

S TN AN 3uc -

= = 0 0 _ 0 0= | =

AR = /u|: 3 7 r0:|_ el
N ) i

y sustituyendo en el segundo término del segundo miembro de (39.6), obtenemos,
finalmente:

buc (40.6)

AT =
Sustituyendo (36.6), (37.6), (38.6) y (40.6) en (35.6), tendremos:
2= nr=co|1-“ Lo AL g (41.6)
6 4r

Apliquemos este resultado a las areas triangulares determinadas por las tres
posiciones sucesivas de P, P, P, Ps, para las épocas f, t,, t3. Sean 7, 7/, y F los

respectivos vectores de posicion. Hagamos, por otra parte

t,—t, =06, t,—t,=0, t,—t=0,
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y tomemos como origen de tiempos t, con lo cual serd 6, <0 y 6, > 0. Tendremos:

1 1.
AR =c, {1—%—3012 —%79,3;3 +}

: ? (42.6)
AT =c0, {1—ﬁi3922 NERWE +}
2 2
y si ahora tomamos como origen t; con lo que serd &, >0, podremos escribir:
AT =c0, {1—ﬁi3032+ﬁi49;ﬁ+..1 (43.6)
1 1
6.3.2 Formulas aproximadas de Encke
f
FIG 5.6
Hagamos las hipdtesis simplificativas siguientes:
1) Supongamos que la velocidad entre P, y P, (Fig. 5.6) es 172
2) En la expresion dada por el teorema del coseno
(44.6)

2 2, -2pn2 -
=r"+56, —291(r2-r2)

h

despreciemos 7,°6,”.
3) Teniendo en cuenta que 7 -7 =77, de (44.6) obtendremos:

rlz = r22 [1—26—91}

)
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y elevando ambos miembros a -3/2, desarrollando el segundo miembro por la formula
del binomio de Newton y tomando sdlo dos términos del desarrollo:

%:L}(lﬁrz_‘glj (45.6)

non r

4) Sustituyamos (45.6) en (43.6) haciendo, ademads, r; = r; en los términos de cuarto
orden en el tiempo. Tendremos:

3
n ) 2

AT =c0, {1—§i{1+%]9; +§i4e;r'2 +} =

J7! U6}
=C03 |:1—€7032+Z 2r243 (93—201)—...:|

y teniendo en cuenta que
0,20, =t,—t,-2t,+2t, =6, -6,

podremos escribir, finalmente:

AT =c0, {1—%%6’32+ﬁi4f2032(02—91)+..1 (46.6)
2 2
Dividiendo las (42.6) por (46.6), habida cuenta de las razones (29.6), obten-
dremos:
a8 1+ﬁi(0j—912)—ﬁif292(9203—912)+...
c, 0, 6’ 4t
(47.6)
¢ _6 ul 2 M1 2
—— =2 1+=—(60," -6, |+ =—7/,6,(06,-6," ) +...
o L (007 0 00,-07)

expresiones que nos dan, a menos de un factor constante, los valores de las incognitas ¢;
en funcion de ;.

Las férmulas (47.6) son poco practicas al contener la derivada 172 Por este

motivo, se suelen despreciar los términos a partir del que contiene el factor 7,

c, 0 ul
-3 = —1|:1 +€rz—3(932 _912 ):|

inclusive, con lo que queda:

c, 06

S (48.6)
_i=& 1+£L3(€32_022)

c, 0, 6 r,

que son las llamadas formulas aproximadas de Encke
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6.3.3 Calculo de las p; y de las posiciones heliocéntricas

Multiplicando (33.6) escalarmente por p, A p, obtendremos:

—G,0, (131 A D, )133 = (]_51 A Dy )'(clRl +6,R, + R, )
dividiendo ambos miembros por -c; y sustituyendo los cocientes 5 y 4 por los

valores (47.6), resulta:

P, (131 N Z’z )ﬁ3 =

ecuacion de la forma

con
a=P0B (O g O g
(p1/\pz)'p3 o, 0,
DIADs M 2 R 2 N 5
B=—————"_"|(67"-6,")—=R +(0,”-6°")—R
(pl/\ﬁz)'ﬁ36|:(3 2) 1+(3 1)93 3}

Resolviendo el sistema formado por la ecuacion (50.6) y
R =R +p, =2p, (PR, (51.6)

se obtienen pr y 7, .

Al despejar una de las incognitas de una de las ecuaciones (50.6) o (51.6) y
sustituirla en la otra, se obtiene una ecuacion de octavo grado andloga a la que hemos
encontrado al estudiar el método de Laplace (Ap. 6.2, formula 18.6).

Hallados p;y 7, sustituyendo el valor de r, en (48.6) obtendremos -cs/c,y -c;/c».

Dividiendo (33.6) por -c2, obtendremos:

C, — — C. - C = =
__lplpl ~ PP _0_3,03173 = __1R1 -R,-—R, (52.6)

CZ 2 cZ c2

ecuacion vectorial que equivale a tres ecuaciones escalares de las cuales obtendremos p;

Y Ps.
Finalmente, sustituyendo sucesivamente p;, o> y p3 en

pP=F+R

obtendremos las tres posiciones heliocéntricas 7, 7 y 7 .
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6.3.4. Correccion de aberracion y de los parametros cy/ c;, c3/c;.

La orbita que calculemos a partir de las posiciones heliocéntricas que hemos
encontrado debera ser corregida. En primer lugar, tengamos en cuenta que una vez
hallado un primer valor de p deberemos corregir de aberracion (ver 6.2.1). Corregido el
tiempo de aberracion y obtenidos nuevamente c;/c; y ¢3/c; , una primera correccion de
dichos parametros puede obtenerse calculando las razones

_(n:1) _ (1) _M

lnes]l 7 [men] 7 ]

donde (rl.,rj) es el area del sector limitado por los radios vectores 7

i

7,y el arco de

orbita entre las posiciones P;y P;,y [ri, rj} el area del triangulo SP;P;. En efecto,

Lo [nn] (nn) [mor] (5n)

¢, [nn] () (5.n) [5on]

o0 sea:
_a Y
& Xy,
y, andlogamente:
¢ X . . . . .
-2 = 2—‘& Estos cocientes nos proporcionaran, a partir de (52.6) valores mas
=) 3 N

aproximados de p; y p;y en consecuenciade 7 y 7,.

(i

FIG. 6.6
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6.3.5 Calculo de los elementos de una orbita por dos posiciones
heliocéntricas

Supongamos conocidas dos posiciones heliocéntricas P; y P, en las épocas ;y 1
por sus coordenadas ecuatoriales heliocéntricas:

(%, AL Dy 1), (7, A2, Doy t2).

Si 1, es posterior a ¢; el movimiento sera directo respecto al plano ecuatorial si 4, >A4;
y retrogrado si 4> < A4;. En el primer caso sera i < 90°y en el segundo 90°<i < 180°.
Del triangulo P,P; N de la Fig.6.6 y su analogo para la posicién P,, deducimos:

tan D, = tani sen (4, — Q)
tan D, =tani sen(4, —Q)

sistema de dos ecuaciones en las incognitas i, 2 que nos daran estos dos elementos
orbitales sin ambigiiedad puesto que conocemos el cuadrante en que se halla i.

También es inmediato el calculo de los argumentos u, =]/V?ﬂ y u, =]/\f?2 por

cualquiera de las formulas
sen D, =senisenu,

cosu, =cos(4, —Q)cos D,

o sus analogas
sen D, =senisenu,

cosu, =cos( A4, —Q)cos D,

y puesto que se verifica
Vs =Vl =, — |

podremos calcular la diferencia entre las anomalias verdaderas de las posiciones P,y P;.
En resumen, el problema que tratamos de resolver quedara reducido, a partir de
ahora, a calcular los elementos a, e, @, T de una orbita de la que se conocen los radios
vectores 7; y 7, correspondientes a dos épocas ¢; y ¢,y la diferencia V> - V; de sus
anomalias verdaderas.
Supongamos que la 6rbita es eliptica: Sean E;y E, las anomalias excéntricas
correspondientes a 7, y 7, . Hagamos:

V,-V,=2f E,-FE =2g E +E =2G

y recordemos las siguientes formulas del movimiento eliptico:
n(t—T) =F—-esenk

a(l—ez)

r=a(l-ecosE)=
1+ecosV
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De la segunda, resulta:

2
1+ecosV =1—e
—ecos E
y despejando cos/V :
cosV = cosE —e
l-ecosE

Restando de 1 y sumando 1 a los dos miembros de esta ultima igualdad, resulta:

Zsenzgzl—cosV:I— cosE—e (I+e)(1—-cosE)

1—€COSE_ l—ecosE

- l-e)(l+cosE

2COSZK=1+COSV:1+ cosE e:( e)(1+cosE)
2 l—ecosE l—ecosE

Cambiando /- ecosE por r/a y extrayendo la raiz cuadrada nos queda para cada
una de las posiciones P,y Pa:

ﬁsen%: a(l+e) sen%

n=a(l-ecoskE,)
r,=a(l—ecosE,)
k(tl_T)
E - E =
 —esenE, 7
E,—esenk, :k(tz_T)

— k =
7 Y
formulas de las que se deducen, por simples transformaciones, las igualdades
| > Vi on 2
1, COS—-Cc0os—=+ /K7, sen—sen—= =
2 2
E E E E
=a(l-e) cos?‘cosjz+ a(l+e)sen—Lsen—=
es decir:

\JIiF, cos [ =acos g —aecosG (53.6)
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"2 cos D s enhi
1T, SEN —=COS—-— /1|7, COS—=Sen — =
2 2 2

2
=.ld’ (l—ez)senﬂcosﬂ—w2 (l—ez)cosﬂsen5
2 2 2 2

o sea:
Jrr sen f =.|lapseng p =a(1—e2) (54.6)
1 +r, =2a—ae(cos E, +cosE, )
o sea:
n+r =2a—-2aecosGcos g (55.6)
k(t,—t
%:Ez—El—e(senEz—senEl)
a 2

es decir, dividiendo los dos miembros por sen’ g :

k(t,-t,) 2g-2ecosGseng
" sen’ g

(56.6)

Las ecuaciones (53.6), (54.6), (55.6) y (56.6) que resumimos a continuacion

\Jhr, cos f =acos g —aecosG

Msenfz@seng

n+r =2a-2aecosGceos g (57.6)
k(t,—1t,) 2g-2ecosGseng
2 sen’ g sen’ g

constituyen un sistema de cuatro ecuaciones con las incognitas a,e,g y G. Eliminando
aecos G entre la primera y la terceray ecosG entre la primera y la cuarta, nos queda el
sistema:

ﬂsenfz@seng

1 +1,—2\rr, cos f cosg =2asen’ g (58.6)
k(t,-t,) 2g-sen2g . 2rr, cos f

(asenz g)% sen’ g asen’ g
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e introduciendo una nueva variable 7 definida por cualquiera de las expresiones

equivalentes
_kp(n-t) k(t, 1)
rrysen2f 2\/5‘/172 cos f'seng

(59.6)

(obtenida la segunda sustituyendo sen2f =2sen fcos f por el valor de sen f
deducido de la primera de (58.6)), y eliminando Ja sen g entre (59.6) y las dos ultimas
de (58.6), obtendremos:

r4r —2.rr Cosf(l—2sen2 5):—]{2 (t2 _tl)z
b " 2) 2n'rrcos’ f

; : (60.6)
817’ (i1, )A cos’ /' 2g-—sen2g . 8(nn, )A cos’ £’

K (t,-1) sen’ g K (t,~1,)

Finalmente, si llamamos m y / a las constantes

m= kz(tz_tl)2 i hth 1

(imeoss] | ameoss 2

sustituyéndolas en las ecuaciones (60.6), dividiendo previamente la primera por

4,/rr, cos [, nos queda

2 2
n+r, —l£1—256n2§j: k (tz—tl)

4, cos [ 2 2) 8np’rranr, cos’ f
l+sen’ & =" 61.6
2T (61.6)
3 _ 2
n_2g-senZg i (62.6)
m sen’ g m

Las ecuaciones (61.6) y (62.6) constituyen el sistema de ecuaciones de Gauss,
algebraicas en cuanto a 7 pero no en cuanto a g, que suele escribirse:

7 —n=m 2g—sSn2g
sen” g
R m (63.6)

77 =
1+senz§
2
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El sistema (63.6) se resuelve por aproximaciones sucesivas.
Llamemos
x=sen’ & (64.6)
2
x =28-sen2g (65.6)
sen’ g
y hallemos:
ax = dX dg (66.6)
dx dg dx
. dX .
Deduciremos o de (65.6), haciendo:
g
Xsen’g=2g-sen2g
y derivando respecto a g los dos miembros de la igualdad:
dX 3 2 2
d—sen g+3Xsen" g cosg=2-2cos2g=4sen" g
g
de donde:
4-3X|1-2sen’ &
d_X_4sen2g—3Xsen2g cosg ( sen 2)
dg sen’ g sen g
es decir:
4-3X(1-2
ax = ﬁ (67.6)
dg sen g
Para calcular ag haremos
dx
l-cosg= 2sen2§= 2x
de donde
g -2 (68.6)
dx seng
Sustituyendo, pues, (67.6) y (68.6) en (66.6), obtendremos:
8—-6X(1-2
ax = # (69.6)

dx sen’ g
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r 2 .7
Todavia podemos expresar sen” g en funcion de x:

De (64.6) obtenemos:
2x=1-cosg

de donde:
sen’ g =4x(1-x)

y sustituyendo dicho valor en (69.6), obtenemos finalmente:

4-3X(1-2
ax = # (70.6)
dx 2x—2x
Para integrar la ecuacion diferencial (70.6) procederemos por desarrollo en serie,
para lo cual escribiremos:

X =A+Bx+Cx’ +Dx’ +... (71.6)

y derivando respecto a x:

A B 2Cx+3Dx 4. (72.6)

X

Sustituyendo (71.6) y (72.6) en (70.6), tendremos:

4-3(A+Bx+Cx’+..)(1-2x)

B+2Cx+3Dx* +...= -
2x—2x

(73.6)

Identificando coeficientes en (73.6) obtendremos:

got gt o468
3 3 357

y sustituyendo en (71.6):

X _4 1+§x+@x2 + 6'8'10x3 +...
3 5 57 579

El desarrollo de X' converge mas rapidamente que el de X, por cuyo motivo se
utiliza

X! 3 9x+ix2+ﬁx3+
4 10 175 875

o lo que es lo mismo:

a3 9
= e)
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con
2 ., 52

funcion que se halla tabulada.

Con todo esto las ecuaciones de Gauss (63.6) se escribiran:

m
X:?—l
m
773_772:
b8
4 10
y eliminando X entre ellas
m
n-n=
3_9(m_ &
4 10\ 7’
o también:
3 2 _ m
T =TT 9 5
—— | +&+—
1077 10 6
y llamando
h=—"—
1+&+—
d 6
sera:
— 2 _ 1
T T 91
10n° 104

de donde, verificando operaciones, se deduce

n“ﬂf—hn—%h=0

ecuacion que también se halla tabulada.

El proceso de calculo es el siguiente:

m

Se toma & =0 y se calcula 4, = —
1+0+g

(74.6)

(75.6)

(76.6)
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Se lleva hy a (76.6) y se clcula 7.
Calculada 7, la primera ecuacion del sistema (75.6) nos dara x.
Con x el desarrollo (74.6) nos dara un valor de &£ con el cual calcularemos una

nueva A.

Una vez obtenido 7 con suficiente aproximacion, (64.6) nos dard g, quedando
resuelto el sistema (63.6).
Conocido el valor de g (ya conociamos »;, >y f), de la segunda de (58.6) se

. . . 2
deduce a y de la primera, p, y en consecuencia e, teniendo en cuenta que p =a (1 —e ) .

Llevando a y g a la tercera de (57.6) deducimos G.

Recordando que

obtenemos E; y E;

De la ecuacion de Kepler, M; = E; - e sen E;, obtenemos M; y de M, aplicando

obtenemos finalmente T.

E, —E =2g
E,+E =2G

M] =n (t]- T)

6.3.6 Resumen de formulas y proceso de cdlculo

_ndn 1
4rr,cosf 2

m— kQ(tz _t1)2
(2, cos f)

m

1:

h:1+5+5
6

1
Yot —hp——h=0
= —hn =

m
X:?—l
2 2
§:_x2+5_x3
35 1575

con & se vuelve a h.

primer valor

+ ..

EdRS



Determinacién de orbitas 257

Cuando se tiene 7 con suficiente aproximacion se hace:

E2_El
2

2 8
x=sen = — g=
> g
141, —24nr, cos f cosg =2asen’g > a

\/Esenf:@seng 2>p

p=a(l-¢%) S> e

E+E
rp+r,=2a-2aecos Geos g > G= 142‘ 2
E,—E =2
2 1 g N By E
E,+E =2G
M=E-esenE S>M
M=n(t-T) ST

6.4 Método de Olbers

En 1797 Olbers publicé un trabajo que tituld “Un ensayo sobre el método mas facil
y mas conveniente de calcular la orbita de un cometa”. En el transcurso del tiempo se
han introducido algunos cambios en el método de Olbers que no afectan a su concepto
basico, quedando plenamente justificado el titulo con el que lo presento el autor.

Partiendo de tres posiciones de un cuerpo en su orbita, Olbers supone, tal como
habia hecho Newton, que la cuerda que une las primera y tercera posiciones queda
dividida por el radio vector correspondiente a la segunda posicion en dos partes que son
proporcionales a los intervalos de tiempo entre las observaciones y obtiene una ecuacion
que liga las distancias geocéntricas de las primera y tercera observacion. Otra relacion
entre ellas la obtiene de la Ecuacioén de Euler. Una vez halladas las distancias del cuerpo
a la Tierra, el célculo de los elementos orbitales no presenta ninguna dificultad.

6.4.1 Teorema de Lambert para el movimiento eliptico

Sean E; y E; las anomalias excéntricas de dos posiciones P; y P, en una orbita
eliptica de modo que E, > E; (Fig. 7.6).
Llamemos:

2G=E, +E,
2¢=E,—E >0
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FIG.7.6

Si 7 y 7, son los radios vectores heliocéntricos de P; y P», teniendo en cuenta que
r=a(l—ecosE,)
y
r,=a(l-ecosE,)

se verificara:
r+1,=a[2-e(cos E, +cos E, ) | =2a(1-ecos Geos g)

Sea ¢ la longitud de la cuerda que una P; con P,. Recordando que si tomamos
como ejes de referencia los ejes de la elipse, las coordenadas de un punto de la misma
son:

x=acoskE ( )
77.6
y=aVl-e’senE
obtendremos para el cuadrado de la distancia entre los puntos P;(x;,y;) y Pa(x2,y2)
2 2
¢ =(x2 _xl) +(yz _y])
es decir, aplicando (77.6)
¢* =(acosE, —acosE,) +a* (l—ez)(senE2 —senk,) =
2
=a’ [—ZSen E+E -sen £, ;E' j +
, (78.6)
+a° (1—62)[2COS E+E -sen 5k j =
2 2

=4a’sen’ Gsen® g +4a’ (1 —e )cos2 Gsen’ g
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y haciendo:
ecos G =cos j (79.6)

resulta, agrupando términos en (78.6):

¢’ =4a’ sen’ g(l—cos2 j) =4a”sen’ gsen’ j

c=2asengsen j (80.6)

También con este mismo cambio (79.6), es:

1 +r,=2a(l-cosgcos j) (81.6)
Hagamos ahora:
e=jtg
6=j-g

sumando y restando (81.6) y (80.6), obtenemos:

q+g+c=24}—mqg+jﬂ=4amﬁ§- (82.6)

rl+r2—c:2a[1—c0s(g—j)]=4asen2§ (83.6)

Sit es el tiempo que emplea el cuerpo para pasar de la posicion P;ala P, t =
t>- t;, en virtud de la ecuacion de Kepler tendremos:

nt=FE,—E —e(senE, —senk, )=
E,+E  E-F _

2
=g—0—2ecosGseng=c—-0—2cosjseng =

=g—0—2ecos

)

=g—5—20058+6sen =&—5—(sene—send)

La relacion
nt=e-5—(sene—send) (84.6)

se conoce con el nombre de teorema de Lambert y ha sido deducida para el movimiento
eliptico.

€y O vienen dadas en funcion de r; + r,, ¢ y a por las formulas (82.6) y (83.6);
pero, no estan definidas univocamente. Se demuestra (Plummer, 1960; p.51) que para
un arco pequefio basta tomar el menor valor positivo que satisface las ecuaciones (82.6)

y (83.6).
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6.4.2 Formula de Euler

Si el movimiento fuera parabolico, al aplicar (81.6) con a — oo, teniendo en
cuenta que el primer miembro es finito, el factor (1 —C0S g cos j ) deberia tender a cero,

o lo que es lo mismo, el producto cosgcosj tender a 1. Pero, si cosgcosj — 1,
como que los cosenos estan comprendidos entre -1 y +1, los dos factores han de tender a
1. Luego, tanto g como j son angulos muy pequefios y por consiguiente £y & también
serian muy pequefios.

Entonces, en virtud de (82.6) y (83.6) tendriamos:

K1 +c=ag’ (85.6)
K+r—c=ad’ (86.6)

donde a >, e >0y d—>0.

Ahora bien, si en (84.6) reemplazamos n por /% y desarrollamos en serie sen &
a

y sen o , obtendremos:

Jut = o {(g—5)—£g—‘;—j+...—5+i—j—...ﬂ =éa3/2(53 ~5%)  (87.6)

y si tenemos en cuenta (85.6) y (86.6), podemos escribir la expresion:

Vit =) (e =) (556

que recibe el nombre de formula de Euler y en la que se toma el signo menos si
V, =V, <180° y el signo mas si V, =V, >180°.

6.4.3 Movimiento de cometas

La formula de Euler se puede aplicar al estudio del movimiento de cometas; pero,
si es V, -V, <180°, puede ocurrir que ¢ no quede bien determinada. En este caso se
recurre a una sencilla modificacion.

Supongamos tres posiciones P;, P>, P3, del cometa en su 6rbita parabolica y sean
Vi1, Vs, V3 las respectivas anomalias verdaderas.

Si ¥V, =V, <180° podremos escribir (88.6) en la forma

6T, =61t (t,—1,) = (r,+ 1, +¢) 2 = (1 +1,—c) (89.6)

donde c es ahora la longitud de la cuerda que une las posiciones P;y Ps.
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. .7 4 3
Despejaremos ¢ de esta ecuacion. Para ello, sacando factor comin (7 +r3)A,
tendremos:

% 7
6T, = (1, +1,) 2| | 14—< P o
pone r+r ntT

:(r+r)%3 ¢ 3| ¢ 3—3.1'3.5 < 5—...
e rar, 46\ n+r ) 46810\ 5 +r

y haciendo
27,
n= —Zy (90.6)
(r+r)”
resultara
3 5
pe—C L ¢ | 135 [ ¢ |, (91.6)
n+r 46\ n+rn 46810\ 7, + 1,
A partir de (91.6) podremos hallar el desarrollo de  en potencias impares
ntn
de 7. En efecto, supongamos:
=n+any +agy +..
n+n
y sustituyamos en (90.6). Sera:
3 5 I 5 1 L5
n=n+ay +ay +..——n ——a +o———1 +.+ .

24 8 128

de donde, identificando, encontramos los coeficientes a3, as, ... y el desarrollo de

n+r
resulta ser: 1
PR L S R
i 24 T84
o también
c=(n+nr)ny=(n+n)f(n) (92.6)
donde

1 , 5
=l+—n+—n'+
4 2477 38477
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El valor de y se halla tabulado en funcion de 7. Algunas veces se da directa-
mente el valor de y7 en funcién de 7. Otra posibilidad de hallar ¢ es resolver
directamente la ecuacion (89.6).

Consideremos de nuevo el tridngulo determinado por el Sol, la Tierra y el
cometa (Fig. 1.6). La orbita se supone plana (movimiento no perturbado) y por
consiguiente los vectores de posicion heliocéntricos son coplanarios. Se verifica, por
tanto:

OGP+ P, 0Py = ClRl + Cziéz + C3ﬁ3
Dividamos por -¢, y llamemos ¥ al vector que obtengamos:
¢ - L G L
P =P py=——"R-R-FR =V (93.6)
G G G )
Sea U un vector coplanario con V y P, . Multipliquemos (93.6) escalarmente por

P, AU . Tendremos:

_z_]pll_51 (1_52 A U)_pzf_jz (132 /\U)_C_3psl_53 (132 /\U) =0

2 c2

es decir:
_&pl [ﬁl:ﬁzaUJ_c_Sp3 |:]33,f727(7:| =0
) G
de donde
o [B5U]
Ps , []_5351_.)2’0] P

o también, llamando

M =_i[ﬁ“[’2’_0]
& | By .U |
€s
py=Mp, (94.6)
Por otra parte,
- Y
’”12 = ’”12 = (Rl _:01) =a,+bp +elpl2 (95.6)
_ -~ N2 = 2
’.32 = ’32 = (Rs - ps) = (R3 —Mplp3) =a,+b,p + 62,012 (96.6)
y

2
2

¢ =(’73_;i)2 =|:(R3_Mpll_j3)_(kl _,51)] =

R (97.6)
= |:(M133 _Z)l)pl _(R3 -R ):| =4, +b3p1 +e3,012



Determinacién de orbitas 263

. = . . , c

Si suponemos U conocido, es conocido M ya que, segiin Olbers, el factor ——
c

3

es igual al cociente entre el tiempo transcurrido entre la segunda y tercera observaciones
y el transcurrido entre la primera y la segunda y que p,, p,, p, son datos de

observacion y en (95.6), (96.6) y (97.6) se conocen todos los coeficientes.
Supongamos que tenemos un primer valor de p, experimental. Podemos

calcular 7, 7, y c. Por otra parte, podemos calcular 7 de (90.6) y hallar ¢ con la férmula

(92.6). Los dos valores de ¢ obtenidos por uno y otro método no concuerdan demasiado,
dependiendo su diferencia del valor inicial de p,.

Variando p, podemos construir una tabla de diferencias A( ,Bl) como funcion
de p,. Buscaremos por interpolacion cual es el valor que hace A( /31)=0 Una vez

obtenido un valor fiable de p, hallaremos p, y 7 y 7 con la formulas (94.6), (95.6) y
(96.6).
6.4.4 Calculo de los elementos orbitales

Recordemos las formulas del movimiento parabdlico (3.9).

Podemos escribir

V: V.

27y 273

1 =qgsec” — r, =qgSsecT —
1 q 2 3 q 2

donde ¢ vendra dado por

N2uq =c

siendo c la constante de las areas. Por consiguiente:

g -2

t3_t1
siendo
(7,7)
Y=7=
[7 A7 ]
y
- ~ 712
[AAE] Y
q= 2
2u(t;—1,)
Si hacemos
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las componentes heliocéntricas &, 77 de una posicién cualquiera son
fzq(l—sz) n=2gs

y la ecuacion que rige el movimiento parabolico

i 1
2—613(t—T)=§S3+S

nos proporciona 7. (Recordar una vez mas las férmulas (60.3) y (62.3)).



Capitol 7
PROBLEMA DE LOS N-CUERPOS

Conocemos con el nombre de problema de los n-cuerpos la descripcion del
movimiento de un sistema de n puntos materiales (n > 2) que se atraen dos a dos con
una fuerza newtoniana.

El caso n=2 ha sido ya estudiado en el Cap. 3

Newton fue el primero en formular el problema de los n-cuerpos de una forma
precisa, enunciandolo como sigue: Dadas en un instante las posiciones y las velocidades
de tres 0 mas particulas que se mueven bajo la accion de sus atracciones gravitatorias
mutuas, siendo conocidas las masas de las particulas, calcular sus posiciones y
velocidades para otro instante.

El problema se complica si se han de tener en cuenta la forma de los cuerpos y su
constitucion interna, como en el caso del sistema Tierra-Luna-Sol (n=3).

Vimos que para el caso #=2 el problema es totalmente integrable. Veremos en este
capitulo que el de los n-cuerpos (z > 3) no lo es en un caso general. Quizas sea éste el hecho
de que tantos matematicos y astronomos eminentes se hayan dedicado a su estudio en las
ultimas tres centurias, habiéndose expuesto, en consecuencia, varios trabajos, todos ellos
condicionados por las diez integrales primeras del movimiento que fueron conocidas ya por
Euler; las tnicas que se conocen desde entonces y probablemente las unicas que existen.

En el caso del problema de los tres cuerpos Lagrange halld soluciones particulares, las
cuales existen cuando se dan ciertas relaciones entre las condiciones iniciales.

Posteriormente, se ha progresado principalmente en el estudio de problemas
especiales en los que se han utilizado aproximaciones de varios tipos. Por ejemplo, en el
problema de los tres cuerpos restringido circular en que dos masas puntuales se mueven
en oOrbitas circulares no perturbadas alrededor de su centro de masas comiin mientras
atraen una particula de masa tan pequefia que no puede afectar apreciablemente sus
orbitas, del cual se hace aplicacion actualmente al estudio del movimiento de un satélite
artificial en el espacio Tierra-Luna.

7.1 Ecuaciones del movimiento

Consideremos n puntos materiales (n > 2) P; ( i=1,2,...,n) de masas respectivas m;
(7=1,2,...n) referidos a un sistema de coordenadas cartesianas fijo al que asociamos la
variable tiempo ¢ de manera que las posiciones de los puntos P; estén definidas por los
vectores 7 (¢) de componentes 7/ (i= 1,2,...,n; j=1,2,3). Supongamos que la accion mitua
entre dos puntos P; Py tiene por direccion la recta que los une y por modulo G m; my
|f{oi)|, donde G es la constante de la gravitacion universal, py la distancia entre P; y Px
y floix) una cierta funcién de dicha distancia, estando el sentido de la fuerza que Pi
ejerce sobre P;. definido por el vector7, =7, -7 con pu=| ri |. Incluiremos en la funcién

flor) el signo correspondiente que serd negativo para las fuerzas repulsivas y positivo
para las atractivas.
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Las ecuaciones del movimiento del punto P; seran:

mi = mekf(plk i (ki i=1,2,..n) (1.7)

ik

habiendo hecho G=1 con el consiguiente cambio de la variable tiempo que seguiremos
llamando 7.

Introduzcamos las funciones escalares energia cinética 7'y funcion de fuerzas U
dadas por las expresiones

T:%imif (2.7
U=-3 mmF(p,) (k) (3.7)

donde
F(p,) = [f(p)dpy 4.7

Si derivamos parcialmente la funcion U con respecto a una cualquiera de las
componentes 7/ tendremos:

——imekf(p,,. a”"f=iimmkf<p,k L %k ()

i=1 k=1 ,’ i=l k=l ik

que nos da para el gradiente U, , teniendo en cuenta (1.7), la expresion

mi=U, 6.7)
La funcion lagrangiana
L=T+U
verifica, evidentemente las ecuaciones
) OO Y iy, .7
dt\or.) or. dt\or ) or ’

A partir de (7.7) podemos obtener la formulacion canoénica del problema. En
efecto, sea p, el momento correspondiente a 7.,

- . oT

p,=mpi=—= 8.7)

)
S
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y H la funcién hamiltoniana
H=T-U

Teniendo en cuenta (8.7) y que (2.7) se puede escribir ahora

1& pl
T==)
2 ; m,
se obtienen las igualdades
H-=L_5
Pim

H,
. H (i:1,2,...n) 9.7
b =—11;

llamadas ecuaciones de Hamilton-Jacobi, equivalentes a las (1.7) y (6.7).

7.2 Las diez integrales clasicas

Las ecuaciones (1.7) constituyen un sistema de 3n ecuaciones escalares
diferenciales de segundo orden. Por tanto, el sistema es de orden 6n y se necesitarian
para resolverlo completamente 6n constantes de integracion, es decir, 6n funciones de
7, i , t que permanecieran constantes durante el movimiento. Se conocen si #=2; pero,
en el caso general sélo se conocen 10.

Sumando las ecuaciones (1.7), teniendo en cuenta que 7, = —7,, , obtenemos

> mi =0 (10.7)
e integrando dos veces: a
Zn:m,}, =4 (11.7)
i1
y
y m7 = At + B (12.7)

expresiones que constituyen seis integrales primeras cuyas seis constantes de
integracion son las componentes de los vectores 4 y B.
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Para hallar el significado de estas integrales definamos el centro de masas de los n
cuerpos por el vector de posicion 7 :

n
zmir} n
_ =l

=i =M Y miE (13.7)
Zml_ i=1
i=1
con M = Zmi .
Teniendo en cuenta (11.7), (12.7) y (13.7) resulta:
M7, = At+ B (14.7)
M7 =4 (15.7)

relaciones que nos dicen que el centro de masas del sistema se mueve en el espacio con
movimiento rectilineo y uniforme.

Las integrales (11.7) y (12.7) reciben el nombre de integrales del centro de
gravedad o del momento lineal.

Multiplicando vectorialmente las ecuaciones (1.7) por 7 y sumando se obtiene:

imimi:iim,mk@fi A7, (i%k) (16.7)
=) il k=l P
Pero,
A, = A(F~F) =7 AT,
y

por consiguiente, en el segundo miembro de (16.7) se van destruyendo los términos dos
a dos y en consecuencia queda:

> mi AF =0 (17.7)

e integrando, teniendo en cuenta la igualdad

N
>
N
Il
N
>
3

se obtiene

B
<~

m.

i

N

AF=C (18.7)

i=1

expresion que aporta tres nuevas integrales primeras al problema que reciben el nombre
de integrales de las areas o del momento angular. El vector ¢ es el momento angular'y
sus componentes constituyen otras tres constantes de integracion.

La ecuacion (18.7) nos dice que el momento angular de las masas en el sistema es
constante. El vector ¢ define un plano llamado plano invariante de Laplace inclinado
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1,5° respecto al plano de la ecliptica y situado entre los planos orbitales de Jupiter y
Saturno.
Para hallar la décima constante de integracion multipliquemos escalarmente la

ecuacion (6.7) por 7. y sumemos con respecto al indice i. Obtendremos:

Smis=U 7= (19.7)
i=1 ' dt
e integrando:
1 mi? =U+h (20.7)
i=1
o lo que es lo mismo (ver (2.7)):
T=U+h (21.7)

expresion que constituye la llamada integral de la energia siendo la constante de
integracion 4 la energia del sistema.

El primer miembro de la ecuacion (21.7) es la energia cinética del sistema,
mientras que -U es la energia potencial. Por consiguiente, dicha ecuacion (21.7)
establece que la energia total del sistema de los n cuerpos es constante. Dicho de otra
forma, el sistema es conservativo.

Las expresiones dadas por (11.7), (12.7), (18.7) y (20.7) se denominan integrales
clasicas del problema de los n cuerpos. De momento no se conocen mas. Bruns y
Poincaré¢ demostraron que, aparte de las diez encontradas, no existen otras integrales del
problema de los n cuerpos que den ecuaciones que contengan so6lo funciones,
algebraicas o integrales, de las coordenadas y velocidades de los cuerpos validas para
todas las masas y que satisfagan las ecuaciones del movimiento.

Es posible reducir el orden del problema utilizando las diez integrales clasicas; el
origen de coordenadas puede trasladarse al centro de masas del sistema y con la ayuda
de las integrales del area y de la energia se obtiene un sistema de orden (6n - 10).

7.3 Teorema del virial

Sea J el momento de inercia del sistema definido por

J=> mi’ (22.7)
i=1

y derivemos dos veces con respecto al tiempo. Obtenemos:
J=2>" mit+2) mr, -7 (23.7)
i=1 i=1
o bien, teniendo en cuenta (2.7) y (6.7)

J=4T+2Y 5 U, (24.7)

i=1
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Pero,

- o( eU oU  _oU
FU, =Y | x—+y,—+z,— 25.7

i

y si la funcion f{pw) es del tipo p% , U es una funcion homogénea de grado A + 1
(recordar (3.7) y (4.7)) y en virtud del teorema de Euler el segundo miembro de (25.7)
es (A + 1)U, de donde podemos escribir (24.7) en la forma

J=4T+2(A+1)U
y teniendo en cuenta (21.7), también:
J=2(A+3)U +4h (26.7)
En particular, para el caso newtoniano (4 = -2) se tiene:

J =2U +4h=2T+2h 27.7)

identidad que recibe el nombre de Lagrange-Jacobi.

En (27.7) T'y U son positivos, de modo que si /4 es positiva, J es positivoy J
crece indefinidamente, de modo que por lo menos una de las 7 debe crecer hasta el
limite del sistema de los n-cuerpos, lo cual es equivalente a decir que por lo menos uno
de los cuerpos escapa del sistema. Para que el sistema sea estable es necesario que %
sea negativa y tal que haga J negativo. De todos modos esta condicion no es suficiente
para que el sistema sea estable.

7.4 Coordenadas relativas

Sean n cuerpos P,(i = 1,2,...,n) de masas respectivas m; referidas a un sistema de
coordenadas cartesianas (O, X,Y,Z) (Fig. 1.7). Sean 7 sus posiciones.

i

Tomemos el cuerpo P, como origen de un nuevo sistema de coordenadas x,y,z. Si
designamos por X, el vector de posicion del cuerpo P; en este nuevo sistema, sera:

|

i

XY

(28.7)

R

Veamos como se escribiran las ecuaciones (1.7) en este sistema de coordenadas
relativas.
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FIG. 1.7

Segtin (28.7) se tiene

X =h—n =2
k=i Pik k=i Pk

r, (29.7)

Aislando los términos para k=n en la primera sumacion y para k=i en la segunda,
resulta:

_(mn‘*'mz)f(_'.xi')ai"'n_lmk(f(pk):k_f(p"k)FnkJ
|xi| k=1 Pk P
k#1
o también:
SED . e F(E=D . o S(ED .
X +(m, +m ) ———=X = — (X, X)X (30.7)
M R T
Haciendo

con F dada por (4.7), se comprueba que el segundo miembro de (30.7) es el
gradiente ¢ de la funcion ¢ con respecto a X, .
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En particular, para el caso newtoniano es

f(Pu)=pi”
y
1
F= J‘pikizdpik :_pikil i e—
|xk -X,
f(p) _ s
Pk !
Por consiguiente:
z 1 XX
p=) m| "5
E | Fl Tl
y
-3 KX % 31.7
o T TR o
Luego:
X N Xk _;Cz Xk

= X,
xi+(mn+mi)ﬁ= 53 32.7)
B &=
Los primeros términos del segundo miembro son las atracciones directas sobre el
cuerpo de masa m; debidas a los cuerpos perturbadores. Los segundos términos reciben
el nombre de términos (o atracciones) indirectos.

7.4.1 Aplicacion al Sistema Solar

Consideremos las ecuaciones del movimiento de un cuerpo de masa despreciable
(un cometa, por ejemplo) en el Sistema Solar. Si tomamos como origen de coordenadas
relativas el Sol y llamamos 7 al vector de posicion del cometa y 7, (k= 1,2,...,9) los

vectores de posicion heliocéntricos de los planetas, segun (32.7), tendremos:

#+Mi3=zglmk %—% (33.7)
= T

donde M representa la masa del Sol, m;, las masas de cada uno de los planetas

(recordemos que G = 1).

9

Z representa la sumacion sobre los nueve planetas en orden de distancias

k=1
medias crecientes del planeta al Sol. Debido al movimiento propio de los cometas el
término de mayor contribucion en el segundo miembro es el relativo a Jupiter, ms,
pudiendo ser los efectos de los demas planetas relativamente pequefos. En la practica,
por consiguiente, la formula (33.7) se puede simplificar; pero, en cada caso, las simplifi-
caciones deberan ser justificadas. Asi, a menos que el cometa se mueva en su Orbita
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muy cerca de Plutén, el término & = 9 se puede despreciar puesto que tanto las
atracciones directas como las indirectas de (33.7) son muy pequeias. No sucede lo
mismo en el caso de Mercurio en que dichos términos no son despreciables.
El término indirecto debido a Mercurio es:
d
—m, -

h

Si llamamos #” al centro de masas del Sol y de Mercurio, tendremos:

m
oo =
="
M +m,
lo que da lugar a:
d m b
PO =——
M +m,
Por consiguiente, después de estas consideraciones podemos escribir (33.7) en la
forma
: F d F—F S 7
2 2o k
For M = =Y m, ka — (34.7)
= - —rl 7]

Observamos que despreciar un término indirecto afecta, parcialmente, a un
cambio de origen del sistema de referencia. En trabajos practicos sobre perturbaciones
cometarias conviene muchas veces despreciar los planetas Mercurio, Venus, La Tierra y
Marte debido a la pequefiez de sus perturbaciones directas. Las perturbaciones
indirectas son absorbidas por un cambio de origen al centro de masas del Sol y los
cuatro planetas citados. Si el vector de posicién de dicho centro de masas es 7

escribiremos:

u_z 4 (35.7)

|I"k —-r |I"k

Y
|
;1:

]7 8
M—5=2m
k=5

7 estd tabulado en “Planetary coordinates for the years...”

Si el cometa es tal que |7 » |rk| (k=1,2,3,4) entonces

y haciendo

€s
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Por otra parte, si tomamos:

4
M, =M+ m, (36.7)

k=1

podemos escribir (35.7) en la forma:

zm{ _k ] (37.7)

77 |

A la suma (36.7) se la llamaba antiguamente “caida de los planetas dentro del
Sol”. La férmula (37.7) nos da el movimiento del cometa con respecto al baricentro 7%
en funcion de las posiciones heliocéntricas de los planetas Jupiter, Saturno, Urano y
Neptuno.

7.5 Problema de los tres cuerpos

Llamaremos problema de los tres cuerpos al caso particular del de los n-cuerpos
paran =3.
El sistema (1.7) en el caso newtoniano se escribira:
3
=2 mk

k=1

”l

NNl

(k#i,i=1,2,3) (38.7)

y equivaldra a un sistema de nueve ecuaciones escalares diferenciales de segundo orden.
El orden del sistema serd, por tanto, 18, lo cual quiere decir que se precisaran 18
constantes de integracion para que quede completamente determinado el movimiento de
los tres cuerpos.

De la misma manera que en 7.2 se pueden obtener también aqui diez integrales
primeras: las seis del momento lineal

3 . —
Y mi=4 (39.7)
i=1
3 — —
> mi =At+B (40.7)
i=1
las tres del momento angular
3 .
D mi AT =¢ (41.7)
i=1
y la de la energia
T-U=h (42.7)

donde Ty U tienen el mismo significado que (2.7) y (3.7)parai=1,23y
f(p)=py -
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Conocidas estas integrales el orden del sistema puede reducirse a 18 — 10 = 8.
También se consigue una reduccion de dos ordenes mas aplicando lo que se llama la
eliminacion de los nodos, que consiste en eliminar la variable tiempo y elegir como una
de las coordenadas de posicion del sistema el angulo formado por la normal al plano de
los tres cuerpos y un eje fijo. Esta reduccion, que ya estaba implicitamente contenida en
los trabajos de Lagrange, fue desarrollada por primera vez con toda precision por Jacobi
en 1842.

Sundman en 1912 obtuvo una solucion general del problema de los tres cuerpos;
pero, su expresion es tan complicada y las series utilizadas tan lentamente convergentes
que la hacen impracticable. Las tnicas integrales primeras con las que se puede contar,
por el momento, son las diez mencionadas, llamadas integrales cldsicas. Sin embargo,
existen, como veremos, situaciones especiales en que el problema se puede resolver
analiticamente.

7.5.1 Caso en quer;;«ri3 yrip«ry;

Supongamos tres cuerpos de masa m;, m,, m3zy sean (Fig. 2.7) n, <Fn, y
7, <7, . Seria, por ejemplo, el caso de la Tierra (m;), la Luna (m3) y un satélite

artificial de la Tierra (m,).
Para simplificar haremos:

h,=F, Hh;=R, Iy =p

FIG. 2.7

Sustituyendo en las dos primeras ecuaciones del sistema (38.7) explicitando el
valor de G, tendremos: R

(43.7)

y restando miembro a miembro:

o Glmam) e (ﬁ_ﬂj
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o también, haciendo G(m; + my) = u

i ”Hcm{i RJ (44.7)
r P R

que expresa el movimiento del satélite artificial alrededor de la Tierra perturbado por la
presencia de la Luna. El segundo término del segundo miembro es la fuerza perturbatriz

f que interesa expresar en funcion de R y 7 para estudios posteriores.
L [ﬂ'l-:]

Tmy) T S (my)
F1G.3.7

Del triangulo de la Fig. 3.7 deducimos:

p=R-7 (45.7)
PP =R*+r*-2RF (46.7)
o también:
1
RF 1)
pP= R[I—ZF-FFJ
de donde:

3
-~ 2\
L}:% 1_2R_:'+I"_2
o R R* R

. r
y teniendo en cuenta que » « R y por tanto z <1:

que desarrollado en serie da
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Con todo ello y teniendo en cuenta (45.7), f sera:

1 =Gm, R—_f—ﬁ} =Gm’ —Ls+1§ L}—% =Gm’ —L3+3£4VCOSI//
p R p PR p R

ysi p = R todavia

7 =Gm’ {—%#&%rcosy/}

Esta formula, ya de por si muy sencilla, se puede simplificar todavia mas si se
considera que durante una revoluciéon del satélite en torno a la Tierra, la Luna se

desplaza menos de 1° y por tanto se puede tomar R constante en una vuelta.
7.5.2 El problema restringido circular

En este caso se supone despreciable la masa de uno de los cuerpos, por ejemplo la
masa mj3, respecto a las masas m; y m; de los otros dos cuerpos, de modo que m; y m;
perturban el movimiento del cuerpo de masa m; pero mj3 no influye en el movimiento
de los cuerpos de masas m; y m.

Supondremos m; > m, y que la oOrbita relativa de m, respecto a m; es una
circunferencia. Se tratard pues de estudiar el movimiento de tres cuerpos de los cuales
dos de masa finita giran uno alrededor del otro en orbitas circulares mientras un tercer
cuerpo de masa infinitesimal se mueve en su campo. Esta situacion que fue estudiada
principalmente por Poincaré y Hill entre otros, se halla con alguna aproximacion en el
Sistema Solar.

Tomemos el sistema (38.7) y escribdmoslo para este caso:

= 12
1 =Gm, 3
Up!
i = Gm 2L (47.7)
r=Gm = .
31
= 7 7
r = Gm =+ Gm, =
31 £
Restando las dos primeras ecuaciones y haciendo 7, —7 =7, =7 resulta:
= r
r = —,UF (487)

con p =G (m;+ my).

La ecuacion (48.7) expresa el movimiento relativo del cuerpo de masa m; con
respecto al de masa m;. La tercera ecuacion de (47.7) nos da el movimiento del tercer
cuerpo de masa m;.

Supongamos que O es el centro de gravedad de los cuerpos de masas m; y m;
(Fig. 4.7). Puesto que m; es infinitamente pequefia se puede suponer que O es también
el centro de gravedad de los tres cuerpos.
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]

FIG. 4.7

Tomemos dos sistemas de coordenadas con origen en O definidos: uno de ellos, x,
y, z, movil, de modo que el eje x coincida con la recta que une los cuerpos de masas m; y
my, el eje y esté situado en el plano de la 6rbita que describe el cuerpo de masa m;
alrededor del de masa m; y el eje z formando triedro trirrectangulo con ellos; el otro & 7,
¢, que no gire con los cuerpos, es decir, fijo en el espacio y tal que { = z.

Para pasar de la base & #, {; alabase x, y, z utilizaremos la matriz

cos¢ seng 0
R3(¢): —sen¢g cos¢ O

(49.7)
0 0 1

donde ¢ es el angulo que forman los ejes ¢y x en cada instante.

Estudiaremos el movimiento del cuerpo de masa mj; respecto a los ejes moviles.
Por comodidad en la notacion haremos:

B=p N3=pP 3 =P,

con lo cual la tercera ecuacion de (47.7) se escribira:

. ” .
p=—Ge—;pl—G—§pz

1 62

(50.7)

Para simplificar el problema podemos considerar un espacio mas reducido (plano)

y definir los vectores
G = , §=
n y

o[ 2]

—sen¢g cos¢

y la matriz de giro
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que aplicada a & nos dard s
s=M(¢p)e
Con este convenio la equivalente a la ecuacion (50.7) sera:
§=-c0s-6"25, (51.7)
el 62
Recordemos las siguientes propiedades de la matriz M( ¢ ):
M(¢)-M(v)=M(¢+v)
M(¢)=¢M (¢+90°)
-1
(M(¢)) =M (-9)
Luego,
G=M(-¢)s (52.7)
y derivando dos veces:
G=M(—¢).5 — M (~¢+90°).5 (53.7)
G=M(—¢).5 —20M (—~p+90°)5 +§°M (—§+180°).5 —gM (—¢+90°).5  (54.7)

Ahora bien, teniendo en cuenta la definicion que hemos dado de ¢, si n es el

movimiento medio del cuerpo de masa m,y @, es un valor inicial de ¢ serd

p=nt+¢,
de donde
$=n
$=0

Suponiendo ¢ = 0, tendremos, al sustituir en (52.7), (53.7) y (54.7):

G=M(-¢)s

G=M(~¢).5 —nM (-¢+90°).5
G=M(~¢).5—2nM (~¢+90°).5 +n’M (-4 +180°).5

(55.7)
(56.7)
(57.7)



280

Astronomia esférica y mecanica celeste

la expresion (55.7) escrita para 0,y 0, Yy sustituida en (51.7) nos dara

.. m
&=-GI M (~4)5,
" (9)5

~-G 2 M(-¢)5,

P

y multiplicando por la izquierda por M( ¢ ) teniendo en cuenta el valor de & dado por

(57.7)y que
10 01
M(0)= =1, M(90°)= =4,
0=y 1 ]=r o= )
M (180°)=—1
obtenemos:
{5—2;1/1? -5 -G, —Gm—iiz} (58.7)
1 pZ X,y
y como que el tercer eje es comun:
F = —Gﬂ;Z—Gm—if} (59.7)
P Py .

En el sistema de ejes moviles las coordenadas de los cuerpos de masas m; y m;, son
respectivamente (x;, 0, 0) y (x2, 0, 0); por tanto, los vectores s, y s, que figuran en

(58.7) seran

Veamos ahora cual es el significado del término —2nAs. Recordando el

significado de 4 y 5 tenemos:

o ] W

y considerando por otra parte el vector 7 =

0
AAF=]0
n

(60.7)
K
0 |, podemos escribir
| n
b -ny
Al Yy|=| nx (61.7)
z 0

Comparando, pues, (60.7) con (61.7) vemos que

—2nds = 2(71 A r*)
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Luego, podemos escribir conjuntamente (58.7) y (59.7) en la forma
F420AF=VU (62.7)

siendo

La ecuacién (62.7) se puede integrar facilmente multiplicando sus dos miembros
escalarmente por 7 :
FF+2(iinF)F=VUF (63.7)

pero, 7=V y VUF = a;_lt] por tanto, podemos escribir (63.7) en la forma

li(yz)+0=d_U
2 dt dt

de donde
Vvi=20-C (64.7)

expresion que recibe el nombre de integral de Jacobi o de la energia relativa y que nos
da el médulo de la velocidad del cuerpo infinitesimal en cada posicion en el sistema
movil.
La integral de Jacobi se puede expresar también en funcion de las coordenadas y
las componentes de la velocidad en el sistema de coordenadas fijo, obteniéndose:
Vi =2n(pAv)=2U0-C (65.7)

siendo v la velocidad del cuerpo de masa m; en el sistema fijo.

7.5.3 Criterio de Tisserand

Una aplicacién de la ecuacion de Jacobi es el criterio de Tisserand para la
identificacion de cometas.

Si un cometa se aproxima mucho a Jupiter, o a otro de los planetas, su orbita puede
resultar muy perturbada y, a menos que alguna propiedad de su orbita heliocéntrica no se vea
afectada por la perturbacion planetaria, en su nuevo paso sera dificil identificarlo.

Tisserand considero la situacion Sol-planeta-cometa como un ejemplo del pro-
blema restringido circular de los tres cuerpos en que el cometa juega el papel de cuerpo
de masa infinitesimal. El planeta es generalmente Jupiter, de gran masa y distancia al
Sol grande, y cuya orbita, aunque no circular, de excentricidad suficientemente pequefia
para poderse despreciar. En la integral de Jacobi, aunque el cometa sea perturbado por
Jupiter, la constante C se conservara invariante y dicha invariancia permitird identificar
el cometa.

Utilizaremos para sustituir en (65.7) los elementos orbitales de los dos posibles
cometas en lugar de las coordenadas y velocidad de los mismos.

En el caso de Jupiter y el Sol es =107, de modo que el centro del Sol puede
tomarse como origen sin error sensible. Si p y ¢ son el radio vector heliocéntrico del
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cometa y la constante de las areas en el problema de los dos cuerpos Sol-cometa, i,a y e
son respectivamente la inclinacion de la orbita del cometa con respecto al plano de la
orbita de Jupiter alrededor del Sol, el semieje mayor y la excentricidad de la orbita del
cometa, la integral de la energia del cometa nos da

v =Gm, [z—lj
p a

y la integral de las areas

PAV=C
con
0
PAV= 0 =ccosi
&n—ns
y

= Gmla(l —ez)

Sustituyendo estas expresiones en (65.7) obtenemos:

2 1
Gm, [———j—Zn Gma(1-¢*)cosi=2G"1+2G "2~ C (66.7)
p a P P2
( p, = distancia Jupiter-cometa).
Ahora bien, si designamos por A la distancia de Jupiter al Sol es
G(m,+m,)= n’ 4’
de donde,
G (m, +m,)
N

y sustituyendo en (66.7) y operando, teniendo en cuenta que my/m;=0.001, resulta,
suprimiendo los términos afectados por dicho cociente

all-é’
l+2 ( 3 )cosi: ¢ (67.7)
a A Gm,

Si observarnos, pues, el paso de los que parecen ser dos cometas y los elementos
orbitales que intervienen en la formula (67.7) del primero son ay, ey, iy y del segundo
aj, ey, iy y se verifica

i+24 la,(1-¢?)cosi, :ail+21 la,(1-¢) cosi, (68.7)

es muy probable que se trate de un mismo cometa; pero, si los dos miembros de (68.7)
son muy distintos, podemos asegurar que se trata de dos cometas distintos. Tal es el
criterio de Tisserand valido sélo aproximadamente. Debemos observar que aun que en
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la deduccién de la formula (67.7) se ha utilizado la inclinacion de la orbita del cometa
respecto a la de Jupiter, en la practica, y sin error notable, en la formula (68.7) se utiliza
la inclinacion de la orbita del cometa respecto a la ecliptica.

7.5.4 Superficies de velocidad relativa nula

La ecuacion (64.7) es una relacion entre el cuadrado de la velocidad y las
coordenadas del cuerpo infinitesimal referido a los ejes que giran. Por consiguiente,
cuando se ha determinado la constante de integracion C numéricamente, por las
condiciones iniciales, dicha ecuacion determina la velocidad con que el cuerpo
infinitesimal se movera en todos los puntos del espacio que gira; y, reciprocamente,
para una velocidad dada, la ecuacion (64.7) da el lugar de puntos del espacio relativo
donde puede estar el cuerpo de masa infinitesimal.

En particular, si en (64.7) hacemos V' = 0, nos queda

2U0=C
o teniendo en cuenta el valor de U:

n? (2% + y2)+2G[ﬂ+ﬁj:c (69.7)
P P

Pero, recordando que G(m; + my) = n’A’ con A=r; +r;, podemos escribir (69.7)
de la forma:
2 2
x+2y oM i+2 m A _ C4
A m+m, p, m+m, p, G(m+m,)

y tomando A=1, m; +m, =1, my/(mi+my) = v, my/(m+m;) = 1-v, finalmente:

2(1-
P =) Lo ¢ (70.7)
P P

donde
ol =(X—x1)2+y2+22

P2 =(x—x,) +y +2°

Para un dado valor de C (70.7) sera el lugar de puntos situados en la superficie
representada por la misma formula (70.7) y para distintos valores de C tendremos el
lugar de superficies en el espacio definidas por (70.7).

La ecuacion (70.7) define, para un dado valor de C los limites de las regiones en
que el cuerpo de masa m; puede moverse. Es evidente que estas regiones son aquellas
para las cuales es 2U > C pues de lo contrario V” seria negativo y resultarian valores
imaginarios para la velocidad. Dicha ecuacion recibe el nombre de superficie limite de
Hill y no nos dice nada acerca de las d6rbitas que la particula describe en el espacio en
que se puede mover. Para obtenerlas es preciso conocer otras integrales del problema.

Las superficies expresadas por la ecuacion (70.7) corresponden a las superficies
de potencial constante ya que 2U = C.
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Puesto que en (70.7) y y z figuran sélo elevadas al cuadrado, resulta que las
superficies limites de Hill son simétricas respecto al plano xy y respecto al plano xz, y
cuando v = /2 también con respecto al plano yz (si v = 1/2 los puntos x; y x, estan
situados simétricamente respecto al origen). Las superficies para v#1/2 pueden
considerarse como deformaciones de aquellas para las cuales v = 1/2.

Para tener una idea aproximada de la forma de estas superficies estudia-remos la
de las curvas que resultan al cortar por los planos de referencia.

La ecuacioén de las curvas de interseccion de las superficies con el plano xy se
obtiene haciendo z =0 en (70.7) y de la férmula es

2(1-
P - 2v -C (71.7)

\/()c—xl)2 +y° \/(x—x2)2 +y°

Para valores muy grandes de x y de y que satisfagan esta ecuacion, el tercer y
cuarto términos no son demasiado importantes y la ecuacion puede escribirse

X’ +y’=C-e

donde € es una cantidad pequena. Esta ecuacion representa un circulo de radio VC—¢€;
por consiguiente, una rama de la curva en el plano xy es aproximadamente un 6valo

circular asintético al cilindro de eje el eje z y radio JC en el interior del cual estan

contenidas las superficies. En efecto, cuando z> — o, la ecuacion (70.7) tiende a
convertirse en la x* + y° = C. Cuanto mayor sea C, mayores son los valores de x y de y
que satisfacen la ecuacion y mas pequefio es €, y el 6valo es mas circular.

Para valores pequefios de x y de y que satisfacen (71.7) el primer y segundo
términos son poco importantes y la ecuacion puede escribirse

v, d L (72.7)

Jo-x) +y Jx-x )+ 2

ecuacion de la curva equipotencial para los dos centros de fuerza 1 - vy v. Si C es
grande, se compone de dos Ovalos cerrados alrededor de cada uno de los centros 1 — vy
v (a,b Fig. 5.7). Para valores pequefios de C estos 6valos tienen tendencia a unirse entre
si. Hay un valor determinado de C para el cual los dvalos que envuelven 1 - vy v se
encuentran en un punto doble L en el cual tienen una tangente comun. Si el valor de C
se hace mas pequefio, los 6valos se unen para formar una superficie unica con un cuello
estrecho, indicada por C en la Fig. 5.7, por donde es posible que la particula escape de
la proximidad de una de las masas finitas hacia la otra, pero todavia no es posible que
escape a la otra region. Para un nuevo decrecimiento de C, la region interior encuentra a
la exterior en un nuevo punto doble L;. Si C sigue decreciendo, se halla otro punto
doble L;, mientras que el ensanchamiento del cuello en torno a Lj proporciona a la
particula de masa infinitesimal la posibilidad de salir de la region que envuelve las dos
masas finitas (e en Fig. 5.7). Si el proceso de decrecimiento de C continta, las regiones
inaccesibles para la particula m; sobre el plano xy se encogen hasta quedar reducidas a
dos puntos, L4y Ls (fen Fig. 5.7).
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FIG. 5.7

En la Fig. 6.7 se representan simultdneamente todas las curvas que hemos ido
considerando.

Para obtener las intersecciones de las superficies con el plano xz haremos
y =0 en la ecuacion (70.7), con lo que obtendremos

S U) B 2v -C (73.7)




286 Astronomia esférica y mecanica celeste
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FIG. 7.7

Para valores muy grandes de x y de z que satisfagan esta ecuacion, el segundo y
tercer términos no son muy importantes y podremos escribir

que es la ecuacion de un par de rectas paralelas al eje z. Cuanto mayor sea C mayor es el
valor de x que para un dado valor de z satisface la ecuacién y menor es el valor de €.
Las rectas que corresponden al valor maximo de C son generatrices del cilindro
asintdtico. Para valores pequefios de x y de z que satisfagan la ecuacion (73.7) podernos
escribir

v, d _C . (74.7)

Jo-x) +27 J(x-x)+2 2

Volvemos a encontrar la ecuacion de las curvas equipotenciales que tienen las
mismas propiedades que las anteriores. Por consiguiente, la forma de las curvas en el
plano xz es cualitativamente la dada en la Fig. 7.7, donde los numeros 1, 2, ... indican
las curvas que corresponden a distintos valores decrecientes de C.

FIG. 8.7
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FIG. 9.7

Haciendo x = 0 en la ecuacion (70.7) obtenemos la ecuacion de las curvas de
interseccion de las superficies y el plano yz, esto es:

, o 2(1-v) 2v

+ +
\/xlz+y2+zz \/x22+y2+zz

y =C (75.7)

Para valores muy grandes de y y de z que satisfagan la ecuacion (75.7) el segundo
y tercer términos son poco importantes y podemos escribir

y'=C-e

que es la ecuacion de un par de lineas proximas a las generatrices del cilindro asintético
y que se aproximan a ¢l cuando C aumenta. Si 1 — v es mucho mayor que v, el valor
numérico de x, es mucho mayor que el de x;; por consiguiente, para pequefios valores de
y'y de z que satisfagan (75.7) dicha ecuacion se podra escribir

2(1-v)

que es la ecuacion de un circulo de radio tanto mayor cuanto menor sea C. La forma de
las curvas en el plano yz es cualitativamente la representada en la Fig. 8.7, donde los
nimeros 1,2,... indican, como antes, las curvas que corresponden a distintos valores
decrecientes de C.

Es evidente, después del estudio efectuado, que las superficies de Hill para
distintos valores de C consistiran, si C es grande, de dos superficies cerradas,
aproximadamente esféricas, que envuelven cada una de las masas finitas, metidas dentro
de un conjunto de superficies que cuelgan a modo de cortinas de un cilindro asintético
simétrico con respecto al plano xy; conforme el valor de C va disminuyendo, las
superficies esféricas se van expandiendo y acercando una a la otra hasta unirse para
después, formando ya una sola superficie y para valores de C todavia mas pequeiios,
encontrarse con las “cortinas”, estando los primeros puntos de contacto en el plano xy.
Para valores de C suficientemente pequeiios, las superficies constan de dos partes
simétricas respecto al plano xy, sin puntos comunes. En la Fig. 9.7 damos un esquema
simplificado de la forma de estas superficies.

=C-€
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Hallada la forma de las superficies de Hill, podemos ver en que regiones del
espacio relativo se puede mover la particula de masa infinitesimal. La ecuacion (64.7)
nos da el cuadrado de la velocidad y ya hemos dicho que para que la velocidad sea real
debe ser 2U > C. Si esto ocurre en el interior de una superficie cerrada ocurrira en
cualquier otro punto interior a ella ya que la funcion cambia de signo solamente en una
superficie de velocidad relativa cero (2U = C).

Es evidente que podemos tomar un punto tan cerca de 1 - v o de v, o lo que es lo
mismo, p; 0 p; tan pequefios que por grande que sea C, se verifique que 2U > C; en este
caso el movimiento sera real en el interior de una de las dos superficies esferoidales
cerradas que envuelven las masas finitas o, si C no es tan grande, en la superficie
cerrada que envuelve las dos masas finitas. Por otro lado, en la ecuacion (64.7) podemos
tomar x e y suficientemente grandes para que, por grande que sea C, se verifique que 2U
> (C, en cuyo caso la particula de masa infinitesimal estard muy alejada de las masas
finitas y el movimiento sera real en el espacio exterior.

Veamos una aplicacion de lo estudiado al caso del movimiento de la Luna
alrededor de la Tierra: Si se supone la orbita de la Tierra circular y la masa de la Luna
infinitesimal, se demuestra, calculando el valor de C, que la Luna se mueve en el
interior de una superficie cerrada esferoidal que envuelve la Tierra. Por consiguiente, la
Luna no puede atravesar esta superficie de velocidad cero y en consecuencia no puede
alejarse indefinidamente de la Tierra. Basandose en esta propiedad Hill demostrd que la
distancia de la Luna a la Tierra tiene un limite superior.

7.5.5 Puntos dobles de las superficies V =0

Se deduce de la expresion general de las superficies de velocidad relativa nula que
los puntos dobles que presentan cuando C disminuye estian todos en el plano xy. Por
consiguiente, es suficiente para su estudio considerar la ecuacion de las curvas en el
plano xy (ver 71.7). Como hemos visto, hay tres puntos dobles en el eje x que aparecen
cuando los 6valos que circundan las masas finitas para un determinado valor de C se
tocan (L) y para otros valores de C tocan la curva exterior que los incluye (L, L3); hay
otros dos puntos dobles que aparecen cuando, para un valor de C muy pequefio, las
superficies se encogen hasta desaparecer del plano xy en los dos puntos (L4, Ls) que
forman tridngulo equilatero con los puntos ocupados por las masas finitas. Estos cinco
puntos dobles reciben el nombre de puntos de Lagrange y estan relacionados con
importantes propiedades dindmicas del sistema.

Escribamos la ecuacion (71.7) en la forma

F(x,y)=x2+y2+—2(1_V)+&—C=O (76.7)
P P

Las condiciones para que presente puntos dobles son:

la_F=x_(1_v)x‘3xl X5
2 ox P P>
1oF _
20y PP

(77.7)
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pero los primeros miembros de estas ecuaciones representan las derivadas de
I-v
U=ty ) v (78.7)
2 P P>

por consiguiente, recordando (62.7) y tomando » = 1 podemos escribir

. 10oF
X — 2y = Ea—
X

. oF (79.7)
J+2x=——
oy

. 10 1 0F . .
Las expresiones ——— y ——— son proporcionales a los cosenos directores de la
20x © 20y

normal a cualquier punto ordinario de las curvas y puesto que xe » son nulos en las
superficies de velocidad nula se deduce que las direcciones de la aceleracion o lineas de
fuerza efectiva son ortogonales a las superficies de velocidad relativa nula. Por
consiguiente, si un cuerpo de masa infinitesimal se coloca en una superficie de
velocidad relativa nula, empezard su movimiento en la direccion de la normal; pero, en
un punto doble el sentido de la normal resulta ambiguo, de aqui que puede suponerse
que si este cuerpo de masa infinitesimal fue colocado en uno de estos puntos, en él
permanecera relativamente en reposo.

Las condiciones impuestas por (76.7) y (77.7) suponen también teniendo en
cuenta (79.7) que X e ¥ son nulas. Por tanto, si el cuerpo de masa infinitesimal se
coloca en un punto doble con velocidad relativa nula, sus coordenadas verifican
idénticamente las ecuaciones diferenciales del movimiento y permanecera siempre
relativamente en reposo a menos que sea perturbado por fuerzas exteriores al sistema
considerado.

Sean las ecuaciones (77.7) la segunda de las cuales se satisface para y = 0. Los
puntos dobles sobre el eje x vendran determinados por las condiciones

x—(1-v) Th TV ! 3 =0
[(x—xl)} [(x—xz) Jz
)=0 (80.7)

Es facil ver que el primer miembro de la primera ecuacion, considerado como una
funcién de x, cambia de signo una sola vez entre +o y x,, entre x,y x; y entre x; y —oo.
Por consiguiente hay tres puntos dobles sobre el eje x en dichos intervalos.
Designémosles por L;, L,y L3, respectivamente.

Supongamos que la distancia entre vy el punto doble Z; es p. Entonces, x - x; =
p,x-x1=p1=1+p,x=1-v+p. Laecuacion que estamos considerando se puede
escribir, sustituyendo todos los términos en funcion de p y quitando denominadores, de
la forma

P +(3-v)pt+(3-2v) p’ —vp* =2vp-v=0 (81.7)
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ecuacion con una sola raiz real positiva ya que s6lo presenta una variacion en el signo
de sus coeficientes. El valor de esta raiz depende de v. Si v = 0, obtenemos

p3(p2+3p+3):0

ecuacion que tiene la raiz triple p = 0 y otras dos imaginarias conjugadas. Si v # 0, para
un valor dado de v suficientemente pequefio, tres raices de la ecuacion (81.7) se pueden
expresar por medio del desarrollo en serie de potencias de v'”

1 2 3
p=av+a,v’ +av? +... (82.7)

correspondiendo al valor real de v”* un valor real de p y a los dos valores complejos de
v dos valores complejos de p. Sustituyendo el valor de p dado por (82.7) en (81.7) e
igualando a cero los coeficientes de las distintas potencias de v'?, se halla:

P L
3 P90 B a7
Por consiguiente
v% 1 v§ 1 vg
G
p=l+p

Representemos ahora por p la distancia de v al punto doble L,. Ahora x — x;
=-p, x—x1=p1=1-p, x=(1-v) - p. Por tanto, la primera ecuacion de (80.7) resulta:

P =(3-v)p*+(3-2v) p’ —vp’ +2vp-v=0 (84.7)

Resolviéndola como en el caso anterior se halla:
1 2 3
(P Ly _Lfry,
m=P=3) 733) Tolz) T (85.7)
p=1-p
Finalmente llamemos 1 - p a la distancia entre 1 - v y el punto doble Ls. En este
caso tendremos x -x; =-2 +p,x —x1=-1 +p, x=-v- 1 +p y la primera ecuacion de
(80.7) se escribira
s —(7+v)p4 +(19+6v),03 —(24+13v)p2 +(12+14v)p—7v =0 (86.7)
Si v =0 esta ecuacion resulta

p(p*=7p"+19p —24p+12)=0
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que tiene una raiz simple p = 0. Si v # 0, p se puede expresar por medio de un
desarrollo en serie de potencias de v que converge para valores de v suficientemente
pequefios:

p=by+by +by’ +... (87.7)

Sustituyendo este valor de p en (86.7), operando e igualando a cero los

coeficientes de las distintas potencias de v, hallamos

7 237°
b, :E’ b,=0, b, =

F,....
con lo cual
—lv+—23'72 v+
PR T
p=1-p (88.7)

p=2-p

Para hallar los puntos dobles L,y Ls situados fuera del eje x consideremos otra vez
las ecuaciones (77.7). Puesto que ahora es y # 0, podemos dividir por y la segunda
ecuacion, obteniendo

I-v v
———=0 (89.7)
PP

Multiplicando (89.7) primero por x - x2 y después por x - x; y restando cada uno de

los productos resultantes, separadamente, de la primera de (77.7), se obtiene

1—

xz—(l—v)xz—_3xl=0

P
X —v2=0 (90.7)

Pero, x,=1-v,x;=-v y x2- x; = 1; por tanto, las ecuaciones (90.7) se reducen a

1
1——3:
|
1
1——3:0 91.7)
P>
z=0

siendo las soluciones reales de (91.7) p; = p» = 1. Por consiguiente, los puntos Lsy Ls
forman sendos tridangulos equilateros con los cuerpos de masa finita.
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7.5.6 La estabilidad de los puntos de Lagrange

Hemos hallado cinco soluciones particulares del movimiento del cuerpo de masa
infinitesimal. Si dicho cuerpo se desplaza un poco de uno de los puntos de Lagrange
debido a alguna perturbacion producida por alguna causa distinta de la atraccion de las
dos masas finitas, puede ocurrir que adquiera una velocidad tal que salga despedido
alejandose rapidamente del punto de Lagrange o que la velocidad que adquiera sea tal
que haga que se quede oscilando en torno a dicho punto. En el primer caso decimos que
la solucion es inestable y en el segundo caso que estamos ante una solucion estable.

Supongamos que la posicion de un punto de Lagrange en el sistema de
coordenadas que gira es (xo, yo) y representemos por (xo +x', yo +y', z') la posicion del
cuerpo de masa infinitesimal cuando se ha desplazado respecto al punto de Lagrange
con una velocidad ()'c', y',z"). Sustituyendo los valores de la posicion y la velocidad en

las ecuaciones del movimiento (62.7) para n = 1 y desarrollando en serie obtendremos:

o ,azu] ,[aZUJ ,(GZU
X'-2y'=x +y +z'| — | +...
0 0

ox’ oxoy oxoz ),
2 2 2

PH+2x'=x" oY +y' 8_(2J +z' oY +... (92.7)
oxoy ), ), oyoz ),

.. [oU [ oU [(oU
Z'=x"'——1| +y +z = |+
0z0x ) 0zoy ), oz

donde el subindice 0 indica el valor de las derivadas en el punto (x, yo, 2o)-

Si los desplazamientos x', y', z' son pequefios podemos despreciar los términos
del desarrollo a partir del segundo grado en x', y', z' y escribir las relaciones (92.7)
en la forma
X'=-2y'=x'U, +y'U, +z'U,
PH2x'=x"U,+y'U, +z'U, (93.7)

Z'=x'U_ +y'UZy +z'U_
o’U o'U

R U, = o0y como U se calculan para el punto de
X X

donde, tanto las derivadas U =

Lagrange (xo, Yo, Z0).
Consideremos, de momento, que nos situamos en el plano xy. Tendremos:

(94.7)

#-2y'=x'U_+y'U,
jH2i'=x'U, +y'U,

sistema de ecuaciones diferenciales lineales a coeficientes constantes cuya solucion
general es

< 2, N Y

"V it "V Lt

X —Zaie y —Z,Bie (95.7)
i=1 i=1

i
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donde las o; son constantes de integracion, las £; son constantes que dependen de ellas y
de los coeficientes que aparecen en (94.7) y las A; son raices del determinante
caracteristico

pey

22-U,, A*'-U

yy

A-U, -2-U,
=0 (96.7)

cuyos elementos son los coeficientes de a y 8 en las ecuaciones que se obtienen al
sustituir en (94.7) las soluciones de la forma

x':aeﬂt y'=ﬂe’“

Si todas las soluciones /; obtenidas de la ecuacion (96.7) son imaginarias puras,
x' e y' se expresan mediante funciones periddicas estables en las proximidades de (xo,
Yo, 20). Si algunas de las soluciones 4; son reales o complejas, x' e y' crecen con el
tiempo y la solucién es inestable.

Puede suceder que alglin término de (95.7) sea constante (4; = 0). En este caso, si
el resto de las 4; son imaginarias puras, la solucion es también estable.

Recordemos que U = l(x2 +y° ) 1V con
2 PP

2

o :()c—xl.)2+yz+z2 (i=12)

y hagamos
4= 1—3v %
PP
B= 3[1_—5v+ - ]
PP
I-v v
C:3[ — (% —x ) +—(x xz)}
1 2
hallaremos:
2 2
Umzl—A+3(1—v)(x°_5xl) +3v(x°_5x2)
1 p2
2
U, =1-A4+ By,
U.=-A+Bz, (97.7)
ny =Cy,
U_=Cz,

Uyz = ByOZO
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En las soluciones L, Ly, L3 es yo = zop = 0 de modo que
pl.2 = (xo —xl.)2 (i = 1,2)

Por consiguiente, por una parte

U,=U_=U_=0
y por otra, las ecuaciones del movimiento para un pequefio desplazamiento se reducen a

§-2j'=x'(1+24)
§2i'=y'(1-4) (98.7)

Z'=-z"'4

La tercera ecuacion es independiente de las otras dos. Su solucion es

1 1
z'=C, cos A%t +C, sen A%t

que nos dice que la oscilacion en la direccidon de z es finita y pequefia con periodo
1

274 2.
Sustituyendo los valores de U.,, U,, y U.. en el determinante (96.7) y operando,
obtenemos

A +(2-A) 2 + (14 4-24)=0 (99.7)

A cada punto alineado de Lagrange correspondera un valor de A; por tanto,
tendremos tres ecuaciones en 4, una para cada uno de los puntos L,, L,, L3, de la forma
(99.7). Se puede probar que para valores pequefios de v y, para cualquiera de las tres 4
se verifica:

1+A4-24%<0

En consecuencia, la ecuacion bicuadrada (99.7) considerada como en 2% tiene dos
raices reales opuestas y la ecuacion en A” tendra cuatro raices, dos reales y dos
imaginarias conjugadas siendo las raices de cada par iguales en valor absoluto pero de
signos opuestos. Luego, las soluciones correspondientes a los puntos alineados son
inestables. Sin embargo, escogiendo convenientemente los valores iniciales dex’, y’y z’
el movimiento puede llegar a ser periddico, moviéndose el cuerpo de masa infinitesimal
alrededor del punto de Lagrange en una trayectoria eliptica. De todos modos, en
general, el caso colineal debe considerarse inestable.
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Sea ahora las soluciones en triangulo equilatero que dan los puntos de Lagrange

Lysy Ls. En este caso p, = p, =1, x=%—v, y=i7, 7p=0. Tomando el punto L,

tenemos, sustituyendo en (97.7) y recordando que x; =-v, x; =1 -

3 33
U, = " U, = (1 2v)
— 9 —
U,= 2 U.=0 (100.7)
U.=-1 =0

Las ecuaciones del movimiento para un pequefio desplazamiento resultan ser:

§-2p' =2 '+i(1 )y

(101.7)

Observamos que también en este caso la oscilacion en la direccion de z’ es
estable, viniendo dada por

z'=C,cost+C,sent

donde Csy C4son constantes de integracion, siendo el periodo 2z
Sustituyendo los valores (100.7) en la ecuacion (96.7) y operando se obtiene

/14+l2+%v(1—v)20

La condicion para que las cuatro raices de esta ecuacion bicuadrada sean
imaginarias puras, conjugadas dos a dos, es que

1-27v(1-v)20
Si hacemos
1—27v(1 —v) =c
obtenemos la ecuacion

27v —2Tv+1-e=0
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cuyas soluciones son

23+4¢

v=li
2 108

1 i .
v<—, )
Recordando que v < 5 tomaremos la raiz que corresponde al sigho menos

Cuando sea € =0, sera v=0.0385. Por tanto, para que el punto de Lagrange sea
estable debe ser
v <0.0385 (102.7)

El razonamiento que hemos hecho se puede aplicar sin mas que tomar

1 NG

xX= E—V, y= —7, z =0, al punto Ls. Por tanto, si se satisface la condicioén (102.7)

existen alrededor de L, y Ls cuerpos de masa infinitesimal que describen orbitas
periddicas.

Aplicacion al Sistema Solar: Después de haberse hallado las soluciones en linea
recta y en triangulo equilatero del problema de los tres cuerpos que acabamos de
exponer, se creyd durante algin tiempo que eran meras soluciones matematicas, muy
interesantes pero que no tendrian nunca aplicacion astrondmica ya que parecia muy
improbable que pudieran existir tales formaciones en la naturaleza. Sin embargo, tales
soluciones se dan en el Sistema Solar. En efecto, si tomamos como masas principales
m;y my el Sol y Japiter, respectivamente, se verifica que x4 =0.001 de modo que se

satisface la condicion de estabilidad (102.7), hallandose alrededor de los puntos Ly y Ls
dos grupos de asteroides (Troyanos y Griegos) en oscilacion, proporcionando cada uno
de ellos con el Sol y Jupiter un ejemplo de solucion en triangulo equilatero.

Por otra parte, Kordelewski sugirié que en el sistema Tierra-Luna los puntos L,y
Ls estan ocupados por particulas meteodricas que aparecen, en muy buenas condiciones
de visibilidad, como unas ténues nebulosidades. Otro ejemplo lo tenemos en el
descubrimiento por parte del Voyager 1 en su viaje hacia Saturno: El satélite Dione B
Helena orbita a la misma distancia de Saturno que de Dione oscilando alrededor de un
punto avanzado 60° con respecto a Dione.

Con respecto a las soluciones en linea recta, si m; y m> son el Sol y la Tierra,
respectivamente, en el punto de Lagrange L; opuesto al Sol, aparece una débil
luminosidad visible después de la puesta del Sol en el plano de la ecliptica. El fendmeno
recibe el nombre de “Gegenschein” y se cree que es debido a la iluminacion por el Sol
de una acumulacion de particulas meteoricas en el citado punto de Lagrange.



Capitulo 8
TEORIA DE PERTURBACIONES

Sabemos que los planetas se mueven alrededor del Sol en O6rbitas casi
perfectamente elipticas debido a que su atraccion mutua es mucho menor que la
atraccion del Sol sobre los mismos.

En la solucién del problema de los dos cuerpos los elementos orbitales son
constantes; si suponemos que varian a causa de las atracciones mutuas entre los distintos
cuerpos, deberemos establecer sus ecuaciones diferenciales y resolverlas. Las expresiones
que obtengamos para los elementos (en general sumas de términos en senos y cosenos y
términos seculares) podremos utilizarlas para obtener un mayor orden de aproximacion. En
la practica este método es rapidamente convergente pero muy laborioso. Las expresiones
analiticas que se obtienen, vélidas para un determinado periodo de tiempo, reciben el
nombre de perturbaciones generales y permiten establecer el estado del sistema planetario
antes y después de una época determinada, pero no pueden utilizarse para periodos de
tiempo demasiado largos.

El método de las perturbaciones generales es aplicable a sistemas de satélites, a
asteroides perturbados por Jupiter, a la determinacion de Orbitas de satélites artificiales,
etc. Es una herramienta muy potente en astrodinamica porque las expresiones analiticas
ponen de manifiesto las distintas fuerzas que actiian sobre el cuerpo (por ejemplo, el
achatamiento de la Tierra sobre un satélite).

Una aproximacion distinta del problema de n-cuerpos es la que utiliza
perturbaciones especiales, que implica la integraciéon numérica, paso a paso, de las
ecuaciones diferenciales del movimiento desde la época inicial a la época en la que se
desean las posiciones de los cuerpos. Tiene la ventaja de que es aplicable a cualquier
orbita que implique cualquier numero de cuerpos, y la desventaja de que no conduce a
una formula general, debiéndose calcular, aunque no interesen, todas las posiciones
intermedias de los cuerpos para llegar a la configuracion final.

Tanto las perturbaciones generales como las especiales se pueden dividir en
periodicas y seculares.

Se llama perturbacion periodica a toda perturbacion de la orbita de referencia que
se repite con un periodo de revolucion determinado, siendo, generalmente, el resultado
de configuraciones similares de los cuerpos implicados.

Una perturbacion secular produce un cambio proporcional al tiempo, o dicho de
otra forma, sus efectos se acumulan con el tiempo.

En algunos casos es dificil distinguir entre perturbaciones de periodo muy largo y
perturbaciones seculares debido a que el tiempo durante el cual se han podido llevar a
cabo observaciones es corto comparado con el periodo esperado.

8.1 Movimiento de dos cuerpos perturbado

Recordemos (3.2) que la ecuacion del movimiento relativo en el problema de los
dos cuerpos

e (18)

\wlﬁl
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es un caso particular de la ecuacion del problema de la fuerza central cuando ésta es
newtoniana

f(r)=wr

Pues bien, supongamos ahora que ademas de esta fuerza central existe otra que
llamaremos fuerza perturbatriz. La ecuacion (1.8) se escribira:

Fe—psf
r (2.8)

siendo f la fuerza perturbatriz por unidad de masa.
El movimiento que define (2.8) se llama perturbado. El secundario no describe
una conica y su trayectoria ni tan siquiera es plana.

En el instante ¢, el movimiento estd definido por los vectores 7 y 7. Siel
movimiento fuese kepleriano (= 0) se podrian deducir de ellos elementos orbitales Q,
w, i, a, e, T. En el caso f #0, estos elementos definen la o6rbita que describiria el
secundario a partir de la época ¢, si en este mismo instante se suprimiera la perturbacion.
La orbita kepleriana que se puede hacer corresponder de esta forma a cada punto de la
orbita perturbada recibe el nombre de orbita osculatriz en este punto y sus elementos se
llaman elementos osculadores, estando completamente definidos por la posicion y la
velocidad del secundario perturbado en el instante ¢.

Mientras el secundario describe su o6rbita, la o6rbita osculatriz se deforma, ya que si
no ocurriera asi el movimiento seria kepleriano. Luego, los elementos osculadores son
funciones del tiempo.

Podemos decir que la orbita osculatriz es una oOrbita kepleriana tangente en cada
punto a una orbita perturbada y cuyos elementos varian con el tiempo, e identificar el
movimiento perturbado con un movimiento kepleriano sobre la 6rbita osculatriz.

El problema que se nos presenta es pues el de obtener las expresiones que nos den
los elementos osculadores en funcion del tiempo. Partamos de una orbita osculatriz
inicial determinada por los elementos Q, w, i, a, e, T. Al cabo de un tiempo oSt
estaremos en un punto de la oOrbita perturbada al que le correspondera otra orbita
osculatriz con unos elementos osculadores que designaremos por Q+ 2, @+ dw,
i+0i, ... y en dicho punto el radio vector sera 7+or y la velocidad v+o6v
(utilizaremos ¢ para indicar el paso de una osculatriz a otra y d cuando pasamos de un
punto a otro de la orbita perturbada). Calcularemos las variaciones de los elementos
X, 6w, o1, ... durante la variacion de tiempo Ot . Llamaremos

Do o
ot ot

Integrando estas expresiones tendremos C2(¢), w(¢),i(¢), lo que nos dard en cada

instante la posicion de la orbita osculatriz.
Ahora bien, en cada instante ¢ 7 es el vector de posicion del secundario sobre la

trayectoria y sobre la orbita osculatriz. Por tanto, al cambiar de osculatriz, 7 variara en
segundo orden y por consiguiente,

i'...

729

5t (3.8)
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En cambio, debido a la accion de la fuerza perturbatriz f , en un tiempo ot la
velocidad sufrira una variacion Sv

a v @8)

Consideremos ahora, ademas del sistema de referencia P, O, R que hemos
definido al estudiar el problema de los dos cuerpos no perturbado (3.11.3), otro ligado al
secundario S, (Fig. 1.8) definido de la siguiente forma:

FIG. 1.8

Origen O comtn al P, O, R . Eje S en la direccidon de la recta que une el origen con
el secundario. Eje T perpendicular al anterior en el plano de la orbita y sentido positivo
hacia el sentido positivo de Q. Eje R coincidiendo con el eje R del sistema P, Q, R.
Podemos suponer también tres vectores unitarios S, T,R, sobre cada uno de dichos
ejes, respectivamente.

Teniendo en cuenta (3.8), debido a la perturbacién, la variacion del plano de la
orbita osculatriz se traducira en una rotacion alrededor de 7 definida por un vector

F=gL (5.8)
r

cuya expresion en funcion de sus componentes respecto a S, 7, R seran:

Por otra parte, con la velocidad variaran los elementos Q, iy u=w+V . Las
variaciones de dichos elementos seran rotaciones alrededor de los ejes Z, linea de los
nodos y R, respectivamente; por tanto, las podremos representar por tres vectores: '
en la direccion del eje Z, y sentido hacia Z positivo; i ' en la direccion de la linea de los
nodos y sentido hacia el nodo ascendente N ; #' en la direccidon de R y sentido hacia R
positivo.
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Por tanto, podremos expresar ¢ de la forma:
¢7:Q'+z’+ﬁ' (78)

Las componentes de los vectores Q',i',u' enlabase S, T, R son:

Q'seni senu i'cosu 0
Q'=|Q'seni cosu | i'=|—i'senu | u'=| 0
Q'cosi 0 u'

y por consiguiente:
¢| |Q'senisenu+i'cosu
(E: 0|=|Q'senicosu—i'senu (8.8)
0 Q'cos i +u'

8.2 Ecuaciones de Gauss

Deduciremos las ecuaciones de Gauss a partir de las integrales del movimiento.
Sean, en el sistema S,T,R:

/s r
J7: fT r=10
Jr 0

En el caso kepleriano, la ley de las areas toma la forma ¢ =7 AV . En nuestro
caso, ¢ no es constante. Su variacion sera:

el

C'=F'AV + FAV'SFAS

por tanto:
0
é'=|-rf, 9.8)
1y
Por otra parte:
¢=cR ¢'=c'R—-cR' R'=¢AR
(10.8)
1/ 0 0
¢'=c'R+c|0|A|0|=c'R—cgT =| —c¢
0 1 c'
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e identificando (9.8) y (10.8) resulta:
r
¢=ZfR c'=rf; (11.8)

o0 sea, teniendo en cuenta (8.8):

Q'senisenu+i'cosu=¢} (12.8)

Q'senicosu—i'senu =0

Multiplicando la primera de (12.8) por sen u y la segunda por cos u, sumando y
sustituyendo por la primera de las (11.8), obtenemos:

_rsenu

Q' f, ty)

cseni

Multiplicando ahora la primera de (12.8) por cos u y la segunda por sen u,
restando y sustituyendo luego por la primera de las (11.8):

., rcosu
L= S )

C

Si la fuerza perturbatriz no tiene tercera componente, es decir, si f esta en el plano
de la orbita, segun (I) y (II) no variaran ni el nodo ni la inclinacién de la orbita.
Para hallar la variacion de a partiremos de la integral de la energia:

5 (2 1j
Vi= | ———
r a

derivando:
2vv'=2‘7-‘7'=ﬁ2a'
a
de donde:
at -
a'=2—v.f (13.8)
7

y recordando que las componentes de v en el sistema S,7,R son (ver 28.3):

ce
—senV

p

<l
Il

2(1+ecosV)
P

0
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y ademas

sustituyendo en (13.8) y operando resulta:

2
a'=2%[esenVf, +(1+ecosV) ;] ()
C

2
Partiendo de p = < y derivando: p'=2cc'/ u y teniendo en cuenta que c'=rf,,
U

sustituyendo:
p'=2prf;/c (14.8)

Despejando ahora ¢’ de p = a(I — ¢°) y derivando, obtenemos:

y sustituyendo a’ por (III) y p” por (14.8), despejando después e’ se obtiene:
e'=£[sen%+(cosV+cosE)fT] vy
c

Se puede calcular la variacion del elemento orbital @ derivando o =u—V:

o'=u'-V"'

De la tercera de (8.8) y (I) se obtiene

rsenu .
u'=—— -cosi f; (15.8)
¢ seni
y de derivar la expresion que nos da el radio vector r = IL teniendo en cuenta
+ecos

los valores de e’y p’ya obtenidos, se halla
eV'senV = £(sen V cos Vf, +cos’ Vf, +cosV cos Ef, — 2fT)
c

y poniendo cos E en funcion de cos V, utilizando

e+cosV

cosf=——
1+ecosV

operando, agrupando términos y simplificando se obtiene

V'=£{coszS—senV[l+L]fr} (16.8)
P

ce
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Sustituyendo (15.8) y (16.8) en @'=u'-V" se obtiene finalmente:

ce

w':—ﬁ{coszS _Seny[l_,.LJfT}—KsenucotifR )
P C

De M = E —esen E derivando, obtenemos
M'=E'(1-ecosE)—e'sen E (17.8)

yde r=a(l-ecos E) también derivando,
r'=0=a'(l-ecosE)+a(eE'sen E—e'cos E)

y despejando £

y sustituyendo en (17.8):

rcosE r
M'=s| ————-senk |e'-————a'
aesen E a’esen £

El coeficiente de e’ es

2
rcosE—aesen” E cosE-—e

aesen E esen F

que se puede expresar en funcion de ¥ recordando que
a(cos E—e)=rcosV }

avl—e* sen E =rsenV

resultando
cosE—e 1-¢?
= cotV
esen F e
y sustituyendo en M’
1-¢* r’
M'= cotV.e'—————a'
e a’esen £

y sustituyendo e' por (IV) y a' por (IIl), agrupando términos y simplificando,
obtendremos finalmente:

M':iﬁ{(cosV—zeLjf;—SenV[1+L]fT:| (VI)
c p p

e
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Las seis formulas indicadas por ntimeros romanos (del I al VI) constituyen las
llamadas formulas de Gauss y dan la variacion de los elementos orbitales al variar en un
instante dado la velocidad del secundario a causa de la fuerza perturbatriz que actiia
sobre él. Las aplicaremos al estudio del movimiento de satélites artificiales.

8.3 Variacion de los elementos en un periodo

Sea o uno cualquiera de los elementos orbitales. En una cualquiera de las formulas
de Gauss se verifica:

a'=f(M,a,e,i,Q,...)

funcion que se puede desarrollar en serie trigonométrica segin una cualquiera de las
variables. Sea por ejemplo M:

a 0
a'==2+) (a, coskM +b, senkM )
2 I
pero, en este desarrollo a; y by contienen también elementos de la orbita. Entonces
podemos proceder por aproximaciones sucesivas. Si tomamos constantes los elementos
del segundo miembro, diremos que tomamos una aproximacion de primer orden. Si los
consideramos linealmente variables, la aproximacion es de segundo orden. Para una
aproximacién de primer orden sera:

da

' _-
dt
Llamaremos A« a la variacion de « en un periodo, es decir:
P
Aa = L o'dt
En general se acostumbra a integrar segiin M. Siendo M = nt + o, obtenemos

dM =ndt y por tanto,

ra=L ["a(M)am (18.8)
n

Por la ley de las areas

de donde



Teoria de perturbaciones 305

y recordando que

_ p
1+ecosV

queda
2 ]
Aa :p_ 2 a (V)dV .
c (I+ecosV)

que es la variacion en funcion de la anomalia verdadera.

Recordando que M =FE-esenE, diferenciando: dM = (1 —ecosE ) dE vy

sustituyendo en (18.8), obtenemos la variacion en funcion de la anomalia excéntrica:

27
Ao =— (E)(1- E)dE
a nL a'(E)(1-ecosE)

8.4 Perturbaciones debidas al potencial terrestre

Recordemos la expresion del potencial terrestre obtenida en 2.3.2, formula (31.2):

Vzﬁ{l—é(gj (3sen2D—1)} (19.8)

r r
1 pJa’ 2
U=— 3sen” D -1 20.8
3 7 ( ) ( )
es el potencial no newtoniano.
z f
TN
- \
p
S
<
\ D
Q
0

FIG. 2.8
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Sean Sy P las componentes radial y perpendicular, respectivamente, de la fuerza
perturbatriz correspondiente al potencial terrestre (Fig. 2.8), iguales a las componentes
del gradiente de U:

2
S:8_U:,u.]4a (3sen2D—1)
or r
, (21.8)
P:la—U:—ﬂJf sen2D
r oD r

Nos interesa ahora hallar las componentes fs, f7, fr de la fuerza perturbatriz para
sustituirlas en las ecuaciones de Gauss. De la figura 3.8 deducimos:

fs=S§
fr =Pcosf
fr =Psend

y sustituyendo en (21.8) tendremos

fo= pla’ (3sen2D—1)

4
r
2

1 =—#J4a 2sen Dcos D cosé (22.8)
r

2

Iz =_,uJ4a 2sen Dcos Dsen @
-
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Por otro lado deducimos del triangulo NAQ de la figura 3.8 las relaciones:

senD = senisenu
cosi =cosDsend

cos@ =cotutan D (23.8)

Que sustituidas en (22.8) nos dan

i uJa’

Z (3sen’i sen’u —1)
r

uJa’®

4
r

HJa

—sen2i senu
-

L ds.7.R

sen’i sen2u

~1
1l

2

Escribiendo la expresion de la variacion de los elementos en funcion de la
anomalia verdadera teniendo en cuenta el valor » = p/ (1 +ecos V) , obtenemos:

Aq=L ["ratar (24.8)
C

Sustituiremos «' sucesivamente por los valores de las variaciones de los
elementos orbitales dadas por las formulas de Gauss. En primer lugar, para Q'
tendremos, recordando (I):

2Ja* cosi
- 2

p

AQ = f”(l+ecosV)sen2(a)+V)dV

y resolviendo la integral (se sugiere utilizar el método de resolucioén que nos da la teoria
de residuos) se obtiene:

2 .
AQ = —Mmead /vuelta (25.8)

2

p

formula que nos da la variaciéon de €2 en una vuelta.

Si i< 90° (movimiento directo), AQ <0, el nodo retrograda.

Si i =90° (6rbita polar), AQ =0

Sii>90° (movimiento retrogrado), AQ > 0, el nodo avanza.

Para hallar la variacién de la inclinacion partiremos de la segunda ecuacion de
Gauss, formula (II) y sustituiremos en (24.8) «' por i’. Tendremos:

_pda’sen2i 11 pr

2

c p2

Ai = (I+ecosV)sen2(w+V)dV
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que una vez integrado nos daré:
Ai=0

lo cual nos dice que la fuerza perturbatriz debida al potencial terrestre no afecta la
inclinacion de la orbita.
El mismo resultado se halla para las variaciones del semieje mayor y de la
excentricidad. Es decir, se obtiene
Aa=0 Ae=0

La quinta ecuacion de Gauss nos dara la variacion del argumento del periastro. En
efecto, sustituyendo (V) en (24.8) e integrando, obtendremos:

Ja2(2—5/256n2i)

Aw = 5 2rrad [ vuelta

p

Si 2—§sen2 i=0,es Aw=0. El angulo i es entonces de i, = 63°26' (tan i = 2).

Dicha inclinacién, que recibe el nombre de inclinacion critica, es aquella con que debe
lanzarse un satélite artificial para que la forma de la Tierra no influya en el argumento
del periastro. De hecho, con esta inclinacion fueron lanzados los primeros satélites
Tusos.

Si i =i.no hay avance del periastro
Si i <i.el periastro avanza
Si  i> i, el periastro retrograda.

Finalmente la sexta ecuacion de Gauss nos proporcionara la variacion de M o lo
que es equivalente de G(M :nt+0'). Sustituyendo (VI) en (24.8) y operando se

obtiene:
1
Ja’ (1—e2)5(1—3/2sen2 i)

2

p

Ao = 2rrad vuelta
Si sen’i=2/3, ¢ no varia. Entonces i =54°44' y tan’ic =2
Si i<54°4' es Ac>0

Si i=i, es Ac=0

Si i>54°4"' es Ac <0

i. es la inclinacion con que se lanzaron los Explorer.

8.4.1 Perturbaciones debidas al potencial terrestre en el caso particular
de un potencial terrestre central

Estudiemos el caso en que la fuerza perturbatriz es de la forma

h

f:rrHl ’_;
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Es evidente que en el sistema S,7,R s6lo tiene componente no nula en la direccion
de S, es decir

f = (hr7"50> O)STR

Trabajaremos con la anomalia verdadera; por tanto, utilizaremos, igual que en el
apartado anterior la formula (24.8).
Como que segtin (I) y (I), Q' e i’ son proporcionales a fz, serdn

AQ=Ai=0

Para Aa tendremos, recordando (III):

2 2
Aa:l ? rzziesenVinasz2261—,167}§L2 (1+ecosV)"72 senVdV
c c r c’p
y siendo
Jj”(l-l‘eCOSV)WZ senVdV =0
resulta

Aa=0

Para Ae, tendremos asimismo, haciendo uso de (IV):

Aezl f”rzﬁsen Vina’V =% LZH(1+ecos V)"i2 senVdV
c c r c’p

resultando
Ae=0

Vemos pues que una fuerza perturbatriz central no afecta la posicion del nodo ni
la inclinacién y tampoco la forma de la orbita.

En cambio, veremos que si afecta el argumento del nodo y la época de paso por el
periastro. En efecto, sustituyendo en primer lugar »' en (24.8) tendremos:

h

2

Aw = =
ce

f” cosV (1+ecos V)HdV

n

P
El valor de la integral es

"_2] o k+1

27 n=2
L cosV(1+ecosV) dV = 27[2 —| k+1
o\ k)27 | —

k impar
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y por tanto:

Aw=——— by k+1

P Cé€ix

27h ”z(n—zj e k+l

k impar

Otra forma frecuente de expresar este resultado se obtiene con el cambio
k=2j-1(j=1,2,...) queda:

-2 , —1)!
sz—%z, n. et u rad | vuelta
cep” N2j-1 (2])!!

Sustituyendo ahora o' en (24.8) obtenemos:

/ 2
Ao = pNl-eh f”(l +ecos V)'P2 (cos 14 —LJJV

& eph? l+ecosV

y después del calculo de la integral:
_ 2 n-2 —2) ok k+1 n=3 —3)\ oF k
AO':—h21 i 27[2 " e_k —47zez . e_k
cep” =\ k )2 (k+1)/2 =\ k2" \k/2

donde el primer sumatorio se extiende para valores impares de k£ y el segundo para
valores pares.

8.5 Perturbaciones debidas a la resistencia de la atmosfera

Para el estudio de las perturbaciones debidas al efecto de la atmosfera se hacen
diversas hipotesis simplificativas:

a) Se supone la Tierra esférica

b) La densidad de la atmosfera decrece exponencialmente con la altura

S=e"

c¢) La densidad del aire no varia con el tiempo (se desprecian las mareas: la Luna y
el Sol producen mareas sobre la atmosfera, llegando a variar la densidad hasta un 20%
por este efecto)

d) La resistencia de la atmosfera al movimiento de un cuerpo es proporcional al
cuadrado de la velocidad del cuerpo

D= eV (26.8)
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donde ¢ = coeficiente de resistencia ( = 2,2)
s = area de la seccion recta del satélite

0 FIG. 4.8

e) La atmosfera gira con la Tierra; es decir, el punto » describe un paralelo (Fig.

4.8). Si ¥ es la velocidad del satélite, ¥, la velocidad de la atmosferay ¥, la velocidad

resultante, tenemos:

Ve=v-v,

siendo

o también

v, =@rcosg

donde w es lavelocidad angular de la Tierray ¢ la latitud del punto 7.

Si llamamos v al dngulo que forman v y v,, podemos escribir:

2 _ .2 2
Vi=v +v,—=2vv, cosy

(27.8)
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z —
v
\ﬁ\
Va
S
T 2
T =
\ “’ Y
\
‘ -
\ . \
\‘ \l Q
N
X FIG. 5.8

El angulo entre v, y v no diferird mucho del que formen v, con la proyeccion
v' de v sobre la tangente a la orbita (Fig. 5.8), de modo que si es ', tendremos:

Vi=v'+v,—2w, cosy’
y teniendo en cuenta que en el tridngulo NSQ de la (Fig. 5.8) se verifica
cosi=cos¢@cosy’

recordando la férmula (27.8), podemos escribir:

V:=v'+a’r’ cos’ ¢ —2ver cosi

El término @’r° cos’ ¢ es pequefio. En un punto ecuatorial es del orden de 0.5
km/s. A 300 km de altitud es del orden de 8 km/s. Luego, podemos escribir:

VR2 )2 (1_2a)rcosz]

v
es decir: 1
v, :v[l— 2a)rcosij2 :v(l_a)rcosi +]
v v
VR:V[l_wrcosing(l_w%cosioj
v Vo

siendo ¢y la distancia al perigeo inicial
vy la velocidad del satélite al pasar por el perigeo inicial
ip inclinacion del satélite al pasar por el perigeo inicial
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r . ,
En general r>¢q, y v<v,, por tanto — >@y cosi = cosi, pero el cociente estd
vV,
restando de la unidad, de ahi la desigualdad dada.
Vemos pues que V' esta acotada por v y por un factor de reduccion
1 wq, coSi,

F? =1
Vo

El cuadrado de este factor F es tal que esta comprendido entre 1y 0.9

09<F<1
Con esto
Ve=FV
y recordando (26.8) podemos escribir:
D:—%csész (28.8)

y teniendo en cuenta que si f es la fuerza perturbatriz por unidad de masa, sera

D=mf (29.8)
haciendo & =~-cF e igualando (28.8) y (29.8), obtendremos
m

f= —%kévz (30.8)

y de (30.8),
f= —%ké‘vﬁ (31.8)

Para el célculo de las perturbaciones debidas a la atmosfera trabajaremos en la
base L, N, R, definida de la siguiente forma:

L dirigido segun la tangente a la 6rbita en la posicion del satélite
N dirigido segun la normal
R perpendicular al plano de la 6rbita

Expresaremos las ecuaciones de Gauss en esta nueva base. El cambio se expresara
por
cosy —seny

S

S 0

T |=|seny cosy O

R 0 0 1
(32.8)

S =Lcosy —Nseny

T =Lseny + Ncosy

R=R
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LNR (33.8)

En cuanto a la velocidad recordemos que en el sistema S,7,R es:

c
v =—esenV
p

v, =%(l+ecos V)

de aqui que, segun la Fig.6.8:

seny =
(34.8)

A3
%
\%

r

v

cosy =

FIG. 6.8

Las dos primeras ecuaciones de Gauss se mantendran ya que el tercer eje de uno y
otro sistema coinciden. Es decir, volvemos a encontrar (I) y (II). Para hallar las restantes
tendremos en cuenta los cambios indicados.

Asi, para calcular a' partiremos de (III) y escribiremos, sustituyendo fs y fr por
sus correspondientes valores deducidos de (32.8) y (34.8), teniendo ademas en cuenta

que f solo tiene primera componente,

2

2
a'=24 [esenVcosy/+(1+ecosV)Senl//]fL =
c

: v
2a {esen V£+(1+ecos V)—”}fL
c

v v
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y teniendo en cuenta los valores de v,, v, y fi (primera componente de 7) queda

2
a' =2i[e2 +1+2ecos V:|(—lk5v2j
pv 2

o lo que es lo mismo:

i a’v'ks
# (35.8)
cZ 5 v2p2
u=—; e +1+2ecosV =—
P ¢
Analogamente, para calcular e’ partiremos de (IV) y aplicando los mismos
cambios y recordando que cos E = eteosV. obtendremos:
I+ecosV
e'=—kov(e+cosV) (36.8)

o'y o' se obtendran a partir de (V) y (VI). Seran:

w,:_k5vsenV (378)
e

2 2
NVlze [2+1]5kvsenv (38.8)
p

La presencia del término sen ¥ en las ecuaciones (37.8) y (38.8) hara que al
integrarlas obtengamos
Aw=0 Ac=0 (39.8)

Deberemos pues preocuparnos sélamente de a’y e’

En las formulas (35.8) y (36.8) intervienen la densidad ¢ y la velocidad v que
podemos expresar en funcion de la anomalia excéntrica E. En efecto, recordemos que

5=e"" (39.8) y escribdmosla para el perigeo. Si llamamos &, a la densidad en dicho
punto tendremos:

5, =e P (40.8)
y tomando % = ry dividiendo (39.8) por (40.8):
S = 5Oe—ﬂ("—qu)

donde r=a(l-ecosE).

Por otra parte, llamemos x a la semidistancia focal (Fig.7.8) :

X =ae
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FIG. 7.8
con lo cual
q, :a(l—e) =a—x
y
r=a—xcoskE
Por tanto
F—¢,=x—xcosE
y
S =0,e e (41.8)

Para la velocidad escribiremos:

2 :/{Z_lj:ﬁ(ga_r):ﬁw
ra al-ecosE

de donde

1
1+ E)?
)e JZ& 428)
a

(1—ecosE)5

Para simplificar aun mas calcularemos x’ y trabajaremos con a’ y x’ en lugar de
hacerlocona’ye’.
Escribiremos:

x'=a'e+ae'
y teniendo en cuenta (35.8) y (36.8) obtendremos:

, e+CcosE
ka————
l—ecosE
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pero, sustituyendo ¢ y v por (41.8) y (42.8), finalmente:
1
1+ E)2
X'= —nKm(e +cos E) e/ (43.8)
(I—ecosE)2
donde
K =ka’s,e ™
Analogamente, sustituyendo en (35.8) & y v por (41.8)y (42.8), se obtiene:
3
1 E)2
a'=-n weﬁxmﬂ (44.8)
(I—ecosE)2
De (43.8) obtendremos
1
=(1+ E):2
Ax=-K[ w(2+cosE)eﬁ““EdE (45.8)
(I—ecosE)2
y de (44.8):
3
=(1+ E):2
Aa=-K [ weﬂmww (46.8)
(I-ecosE)?
Al resolver las integrales (45.8) y (46.8) se obtiene:
Ax =-27K {11 (Bx)+ %e[?;lo(ﬂx) +1, (ﬂx)] +
+ée2 [llll(ﬂx)+13(ﬁx)]+ (47.8)
1
+£63 [IO(,Bx) +81,(fx) +I4(,Bx)] + 0(64)}
Aa= —ZﬁK{IO(ﬁx) +2el (fx) +%e2 [710(ﬂx) +Iz(ﬂx)]+
(48.8)

+%e3 [3[l (Bx)+ 13(,Bx)] + 0(64)}
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X . .
De e =—, tomando incrementos se obtiene
a

Ae =£—1Aa

2
a a

y sustituyendo Ax y Aa por sus valores (47.8) y (48.8):

Ae=— 2”K{1(ﬂ)+ —e[1,(Bx)+1,(fx)]+
(49.8)

e [_SII(ﬂx) + IS(ﬂx)] + 0(63)}

Tanto en Ax como en Aa y Ae, I,(fx),1,(Bx), representan las funciones de

Bessel

1,(px)= i Jjﬂ cosnk.e” " dE

Si designamos por ¢ y ¢’ las distancias perihélica y afélica respectivamente,
tendremos:

qza(l—e)za—x

q'=a(1+e):a+x

y de (47.8) y (48.8):
quAa—Ax=—27rK{Io(ﬂx)— (B [31 (Bx)+4L (Bx)~1,(Bx)]+.. }

Aq'=Aa+Ax= —27[1({10 (Bx)+1, (ﬁx)+§[310 (Bx)+41(Bx)+1, (,Bx)]+..}

En primera aproximacion se puede suponer e =0 y al comparar los incrementos
de g y ¢, obtendremos:
Aq'_ 1, (fx) =1, (fx)
Ag  1,(Bx)+1(fx)

Si se toma fx=3 y e <0.2, valores normales en el lanzamiento de satélites, este
cociente es:

lo cual nos dice que el apogeo baja una diez veces mas deprisa que el perigeo. La orbita
tiende a hacerse circular.

Como que a disminuye, en media el satélite describe una espiral y acaba
quemandose en la atmosfera. Es la “muerte” de un satélite artificial en 6rbita alrededor
de la Tierra.
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8.6 Perturbaciones debidas a la presion de radiacion solar

Estudiaremos ahora las perturbaciones que sobre los elementos orbitales de un
satélite artificial produce la presion de radiacion solar directa, fenomeno que hay que
tener en cuenta cuando se utilizan satélites con elevada superficie respecto a la masa.
Despreciaremos la radiacion reflejada procedente de los planetas (sobre todo de la
Tierra) y de la Luna.

Se sabe que a una altitud de 800 km los efectos de la presion de radiacion solar
directa y la resistencia de la atmosfera sobre un satélite artificial de la Tierra son del mismo
orden. Es mas, para las temperaturas usuales exosféricas y por encima de los 800 km los
efectos de la presion de radiacion son mayores que los de la resistencia de la atmosfera para
satélites que se mueven en Orbitas circulares.

Z

Sat

)

Wi

Sol

X FIG. 8.8

Para un estudio mas preciso de la evolucion orbital y para satélites en 6rbitas muy
excéntricas, los dos efectos deberan ser considerados simultdneamente.

Sea j‘ la fuerza por unidad de masa debida a la presion de radiacion solar directa.
Llamemos 7, al vector de posicion geocéntrico del Sol y 7 al vector de posicion

geocéntrico del satélite. De la Fig. 8.8 se deduce que la fuerza perturbatriz f se podra

expresar de la forma
r—r

0 (50.8)

3
=

Feo

y puesto que  es siempre mucho mas pequefio que ry se podra escribir

f=—fu (51.8)
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—

con f = % y U= ik (vector unitario Tierra - Sol) siendo
Ty Ty
ki
=4 (52.8)
m

donde £ es un factor que depende del albedo y de la forma del satélite (k = 1 para una
esfera perfectamente reflectante), s es la seccion recta del satélite, m su masa y gy se
toma igual a 4.65x10~ dinas suponiendo constante la distancia geocéntrica del Sol y la
intensidad de la radiacion solar a esta distancia.

El vector i, unitario en la direccidon del Sol, varia con la posicion relativa del Sol
respecto a la Tierra; pero, en primera aproximacion, podemos suponer que durante una
vuelta del satélite # se mantiene constante. En efecto, en un dia un satélite geodésico da
ocho vueltas a la Tierra y el Sol recorre aproxi-madamente 1° en su movimiento anuo
aparente alrededor de la Tierra. Por tanto, en una vuelta del satélite, el Sol se habra
desplazado soélamente 1/8 de grado y, en consecuencia, podemos despreciar el

movimiento del Sol. Luego, segun (51.8) y (52.8) f sera una fuerza de modulo y

direccion constantes a lo largo de un periodo.
Resolveremos este caso en el sistema P,Q,R (3.11.3) y utilizaremos la formula
1 27
Aa=—["a'(E)(1-ecos E)dE (53.8)
n

Las componentes de u# en el sistema P,Q,R seran

w,| |@-P
i =|u, |=|i-Q (54.8)
U ii-R
y, por consiguiente, las de 1 :
5] | P
S=Jo|=|-fu-O (55.8)
fR _ﬁ'R

8.6.1 Ecuacion de sombra

Al aplicar la férmula (53.8) tendremos en cuenta que responde al caso en que el
satélite permanece siempre iluminado; pero, si el satélite penetra en el cono de sombra
de la Tierra, mientras permanece eclipsado la presion de radiacion no actia sobre €l vy,
por consiguiente, su movimiento no se ve perturbado por esta causa. Es preciso pues
calcular cuando se producira un eclipse. Como que la distancia del satélite a la Tierra es
mucho mas pequefia que su distancia al Sol, podemos suponer que la Tierra proyecta un
cilindro de sombra en lugar de un cono (Fig. 9.8). Llamando g al radio de la Tierra, en

el instante de entrada o salida del satélite del cilindro de sombra tendremos:

Ai=rF—-p
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AU S
? ——
Sol r
_— T
FIG. 9.8

y como que p y u# son perpendiculares:
pu=p-(F—p)=0

0O s€a:

Por otra parte, el modulo de Aii es A y, por tanto

2

A =(r=-p)Y=r+p =2F-p=r-p
Luego

A=A’ - p’ (56.8)

Efectuando el producto escalar de  por u queda:
T B, 1
B G el e G s el (578)
r—=p

Recordemos que una posicion cualquiera 7 del satélite en el sistema P,Q,R es

a(cosE—e)

7 =| a\1-e*senE

0

Por tanto,

u-¥=a(cosE—e) u, +av\l—e’senE up

Luego, la condicion de entrada en el cilindro de sombra sera, segun (57.8):

\/az(l—e cosE)’ — p* =a(cosE—e)u, +avl-¢’ sen Eu,, (58.8)

ecuacion de cuarto grado en cos E. Al resolverla podemos distinguir dos casos:
a) Las cuatro soluciones son imaginarias: el cilindro de sombra no corta la 6rbita
del satélite.
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b) Las cuatro soluciones son reales: hemos de buscar las dos soluciones que
corresponden a la sombra para las cuales el satélite queda eclipsado; dicho de otra
forma, la Tierra queda entre el Sol y el satélite (Ut <0).

Un posible caso intermedio, con dos soluciones reales y dos imaginarias, no se
puede dar si consideramos un cilindro de sombra:

C
Sol
[ (A
D

FIG. 10.8

Si A es el punto de entrada en la sombra, existira un punto de salida B y
forzosamente existiran los puntos C y D de entrada y salida de la parte iluminada del ci-
lindro (Fig. 10.8). Por otro lado, si el satélite no entra en la zona de sombra, tampoco
entrard en la parte iluminada del cilindro de sombra y permanecera siempre iluminado.

8.6.2 Cdlculo de las perturbaciones debidas a f

Una vez hallados los valores E; y E; de la anomalia excéntrica correspondientes a
los puntos de entrada y salida de la sombra, ya podremos integrar utilizando (53.8) en el
caso a). En el caso b) distinguiremos dos subcasos que dependen de la posicion del
periastro con respecto a la sombra:

1) Si el periastro queda fuera del cilindro de sombra (Fig. 11.8), es E; < Ey y
efectuaremos la integracion segln el siguiente esquema:

f@ff: IEE‘+ 2” (59.8)

2) Si el periastro queda dentro del cilindro de sombra (Fig. 12.8), es E; < E; y el
esquema segun el cual efectuaremos la integracion es ahora:

f”— fz - jj: jEE (60.8)

Comparando (59.8) con (60.8) observamos que, en general, podemos escribir:

£ (0] @~
Ao = EZ+{1}L (61.8)
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0
donde {1} toma el valor 1 si el perigeo esta fuera del cilindro de sombra y 0 si esta

dentro.

Partamos ahora de las ecuaciones de Gauss e integremos segin el esquema
propuesto, para lo cual las expresaremos en funcion de E y sustituiremos las
componentes fs, fo, fr que aparecen en ellas por fp, f, fr siendo

p P yZ
A ,
Sol
[ (A
W&
/
A

— 4

A
S
FIG. 11.8 « FIG.12.8
) fs cosV' senV 0| f» —f (upcosV +uysenl)
S=1r|=|-senV cosV 0| f, |=|—f(-u,cosV +uysenV
T 0 U —f (ug)

Empezaremos partiendo de (I), escribiéndola de la forma:

rsenwcosV +coswsenV

Q'=—— ; Sty
c seni
y recordando que
c=1/ay(1—ez); rsenV =a\l—e’ sen E
recosV =a(cosE—e); r=a(l-ecoskE)

y sustituyendo:

Q- 1 \/E(COSE—Q)SCHG)-F\/l—ez senEcosa)f
U

U
\/l—e2 !

seni
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Aplicando (61.8) teniendo en cuenta (53.8), si el satélite esta siempre iluminado
tendremos:

_f”R \/; 2”|: 2 :|
AQ =———E— |— cosE —e)senw++1—-e"senEcosw |(1—ecos E)dE

’ seniv1—e’ ,UL ( ) ( )
es decir:

3er fu, senw
n\1-e” seni

y en el caso de que no permanezca siempre iluminado:

AQ, =

AQ _ fuy  a.

n\/I e’ seni
E,
S
~[(—&%+(l+e) nE—%jsenw—\/l—ez(cosE—ZcosZchosw} +{O}AQO

Ey

De la misma manera hallamos para los demas elementos

_ 3ern fu, cos ®

Ai, =
’ nl—eé’
Aa,=0
3\/1—ez7rqu a
e, =—— |—
0 " P
/ 2
Aw0=—3 ! eﬂfu”\/z—Aroosi
ne U

2
Ac, :_3(1+en)e7zf up \/%

si el satélite no se eclipsa y

3eE e

————sen2E+ 1+é? senchosa)—
nle e’ \/7[ ( )
EI
(e .
-vVl-e ZcosZE—cosE senw | + 0 Ai,

E,

n Ey

E
Aa=- 24f [cosEuP+\/1 e senEuJ
Y7



Teoria de perturbaciones 325

El
1-¢ 1-¢& E 1 1
Ae:—f\/ i \/ ¢ cos2Eu, + 3——ZesenE+—sen2E u + Ae
n ul 4 P2 4 e .o 0

E

ro=L 1[\/1—62 (%—esenE—%senZE)u,, +[icosZE—ecosE)uQ}

1
—cosiAQ+{ }Aa)o
ne'\| u 0

E,

2
Ao = — f‘\/l ¢ \/7{\/ ( 1+e)E—(e3+3e)senE+3e4_lsen2EjuP+
1-¢°

2 3 g 1
+(e(2—a)cosE+(a—e2)COS2 E_aecos3 Ejug} +{O}AO'0

E,

si el satélite se eclipsa.

8.7 Perturbaciones debidas a la accion de otro astro lejano

Partiremos de la formula

3%;’005‘1’} (62.8)

f= Gm, {__3*'

obtenida en 7.5.1, que expresa el valor de la fuerza perturbatriz por unidad de masa
debida a la presencia de un astro lejano (en aquel caso la Luna). En ella, m3 es la masa

de la Luna, 7 es la distancia Tierra - satélite artificial, o la distancia satélite-Luna, Rla

distancia Tierra-Luna y y el angulo que forman los vectores 7 y R.

0 /P

FIG. 13.8
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Seguiremos suponiendo aqui, para fijar ideas, que el astro perturbador es la Luna
y definiremos los elementos cuyas variaciones queremos hallar respecto al plano de la
orbita de la Luna. Sean NN; la orbita del satélite, NN el ecuador y NN la orbita lunar
(Fig. 13.8). N es el nodo de la orbita lunar, N el nodo de la orbita del satélite (los dos
respecto al ecuador) y N es el nodo de la orbita del satélite respecto a la orbita lunar.
Sean, ademas, I la inclinacion del plano de la orbita de la Luna con respecto al del ecua-
dor; 1, la del plano de la orbita del satélite con respecto al mismo plano del ecuador, € i,
la de la orbita del satélite con respecto al de la 6rbita de la Luna. Llamemos, por otra
parte, Q', Q y €, a los argumentos de los nodos NV, N y N; respectivamente, este

ultimo contado desde la linea de los nodos ON, y @ y @,, a los argumentos del
periastro contados sobre la Orbita del satélite desde su interseccion con el ecuador y la
orbita lunar respectivamente.

El problema que tendremos que resolver es, pues, el de calcular Q,, i; y
w,conocidos I, Q', Q, i y @. Para ello podemos aplicar las formulas de la
trigonometria esférica al triangulo NNN; (Fig. 13.8) en el que se conocen dos angulos
(I, 180° - 1) y un lado (Q—Q'). Una vez determinados estos elementos les seguiremos
llamando, por comodidad en los calculos, 2,1y @, con el bien entendido de que los

tenemos referidos al plano de la orbita lunar que tomaremos como plano fundamental
XY (Fig. 14.8).

FIG. 14.8 FIG. 15.8

Hallaremos las componentes de f en el sistema S, 7, R. Observemos que f es

suma de dos vectores, el primero de los cuales s6lo tiene componente segin S. El
segundo esta multiplicado por cos ¥, factor que podemos calcular a partir del tridngulo
N L S (nodo - Luna - satélite) (Fig. 14.8):

cos W =cosucosU +senusenU cosi

formula que podemos simplificar si suponemos que la oOrbita del satélite es de
inclinacion pequefia (cosi =1). Escribiremos, pues:

cos ¥ =cos(u—U) (63.8)
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Por otra parte, si consideramos el tridngulo TLN y llamamos y al arco TL,

podemos escribir (Fig. 15.8):

cos y =—senucosU +cosusenU cosi

y, utilizando la misma hipétesis (cosi = 1) :

cos y =—sen(u—U)

De todo ello resulta que los cosenos directores de R con respecto al sistema S,7,R

son:
cos¥ =cos(u—-U) cos y =—sen(u—U)

senU cos (i+90°) = —senisenU

y por tanto,
R cos(u —U)
R= —Rsen(u—U)

—RsenisenU
S,T,R

Luego, las componentes de f , designando por M la masa de la Luna, seran:

s =_G,0A3/[ r+3(;#rcosz(u—U)

f= fr=3§i\4rsen(u—U)cos(u—U) (64.8)
S =—3(1§]3V[ r seni senU cos(u—U)

- JAS8,T,R

Si el astro perturbador describiese una orbita circular alrededor de la Tierra,
GM/R? serfa constante. Llamando N a dicha constante, (64.8) quedaria:

%Nzr(l+3cos2(u—U))

~i
I

—%Nzr sen2(u—U) (65.8)

—3N?r seni senU cos(u—U)

AS,T,R

habiendo supuesto R/ p=1.
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Partiendo de la primera ecuacion de Gauss tendremos:

Q,:ﬁsenU

- (—3N2rsenisenUcos(u—U))
¢ seni

Suponiendo » = a e integrando segiin M, para lo cual haremos

U=Vt=1nt=qM
n

tendremos:
N 2 2
—j L senusengM cos(u—gM )dM (66.8)

a0
n

y como que lo que nos interesa son las perturbaciones seculares, para integrar podemos
tomar u = M, con lo cual (66.8) se escribira, operando:

2
AQ = _%(ﬁj f”(l — 08 2M —cos 2gM +cos 2(1-q)M ) dM
n

de donde
2
AQ = —37”(&] rad / vuelta (67.8)
n

formula que nos dice que el nodo retrograda a lo largo del plano fundamental.
Si efectuaramos la integracion entre 0 y M encontrariamos:

3(NY 1 1
Q=Q, ——(—J {M —Esen 2M ——sen2gM + sen2(1-g)M (68.8)

1
4\ n 2q 2(1—q)

que expresa una oscilacion del nodo que tiene lugar al mismo tiempo que la
retrogradacion.

Si aplicasemos las expresiones (67.8) y (68.8) al caso de la Luna perturbada por el
Sol (n = 13°dia, N = 1°/dia), obtendriamos que el nodo de la orbita lunar retrograda,
dando una vuelta completa en 18,6 afios, mientras va oscilando alrededor de su posicion
media.

Partiendo de la segunda formula de Gauss obtenemos

.
== ~3N’rsenisenU -U
1 c coSu |: rsenizisen v CcoSs (M )]

y, por consideraciones andlogas al caso anterior,

2
Ai= —3[ﬂ) seniﬁ” cos M sen gM cos(1—q)M dM (69.8)
n
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Utilizando la conocida férmula trigonométrica
sen A+sen B = 2sen cosA_B
obtenemos:
1
sengM cos M = E[sen(1+ q)M —sen(1—- q)M]
y volviéndola a aplicar:
1
5[sen(1 +q)M —sen (1- q)M]cos(l —q)M =
= %[sen 2M +sen2gM —sen2(l—q)M]
Por tanto:
3(NY g
Ai = it seniL [sen 2M +sen2gM —sen2(1— q)M]dM (70.8)
n
de donde
Ai=0 (71.8)

Si integrasemos entre 0 y M obtendriamos

n

2
i=1i —Eseni(ﬁj —lCOSZM—LCOSZqM-f- !
4 2 2q 2(1

cos 2(1—q)M} (72.8)

De estas expresiones (71.8) y (72.8) se deduce que solo hay perturbaciones

periddicas.

Para estudiar las perturbaciones producidas sobre el semieje mayor de la orbita,
partiremos de la tercera formula de Gauss y, dado que suponemos e = 0 se reducird a

24°
a'=—:»F;
c

es decir, en nuestro caso:

2
a':zi[—ENzrsen%u—U)}
c 2
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Luego, conc = na’:
N 2 2T
Aa = —3(—) aL sen2(1-q)M dM
es decir,
Aa=0

e integrando entre 0 y M:

2
a:aO+3 N Lcos2(1—q)M
2\n) 1-¢q

0 sea, que tampoco en este caso hay términos seculares.

Un célculo anélogo al efectuado nos daria

Ae=0

Para el estudio de las variaciones del argumento del perigeo, partiendo de la
quinta formula de Gauss, haciendo en ella V' = M y teniendo en cuenta la primera,
obtenemos:

w':—ﬁ{costS —[1+£jseanT}—cosi Q'
q

ce

Sustituyendo f;y f, por sus valores (65.8), haciendo p= a(l—ez) =a vy

r =a, y utilizando relaciones trigonométricas analogas a las utilizadas para calcular Ai,
integrando, obtenemos:

Aa)=3—”[N

—) rad [ vuelta
2 \n

e integrando entre 0 y M:

2
=0, —L(ﬁj {senM—ﬁsen@—M)M +2(Lsen(l—2q)M}+

2e\ n l—2q)
2 2
+i EJ M+i N —lsen2M—Lsen2qM+ ! sen2(1-¢q)M
4\ n 4\ n 2 2q 2(1-q)

Hay un término secular, lo cual era de esperar porque también aparece en Q, y
los demas son términos periodicos.
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8.8 Perturbaciones debidas a la accion de varios astros

Z. 1 Pi
/N
T P
B
v
x -
& A
5
0 - Y
X FIG. 16.8

Consideremos n + 2 puntos materiales Py, P, P; (i =1, 2, ...n) de masas respectivas
mo, m,m; (i =1, 2, ..n) y sean 50 y & los vectores de posicion de Py y P en un sistema

inercial 0; X, Y, Z (Fig.16.8). Tomemos un sistema de ejes cartesianos con origen en Py
y ejes X, y, z paralelos a los X, Y, Z, respectivamente. Llamemos 7y 7. a los vectores

de posicion de P y P; con respecto a Poy p, al vector de posicion de P; con respecto a P.

De acuerdo con la formula (32.7) de 7.4, suponiendo my = 1 y refiriendo las otras masas
a esta unidad, la ecuacion del movimiento de P con respecto a Py sera

?z—G(1+m)i3+Gimi {ﬂ—i} (73.8)

en la que el primer término del segundo miembro representa la accion del cuerpo Py sobre el
cuerpo de masa m, el primer término en el paréntesis la accion de los cuerpos de masas m;
sobre el de masa m y el segundo término en el paréntesis representa la accion de los cuerpos
de masas m; sobre el primario de masa my = 1. Evidentemente esta formula (73.8) se puede
aplicar tanto al estudio del movimiento de un planeta del sistema solar (Py = Sol) como a un
satélite artificial de cualquier planeta o satélite natural.

La parte de (73.8) que depende de m; es la aceleracion perturbatriz o fuerza
perturbatriz por unidad de masa y es facil ver que deriva de una funcion de fuerzas

|
R=G) m|———* 74.8
Zlm’|:pi }/;3 :| ( )

llamada funcion pertubatriz.
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Podemos obtener la formulacion canonica de las ecuaciones del movimiento por
consideraciones analogas a las planteadas en 7.1. En efecto, observemos que se verifica

v (ij =L (75.8)
p) P
FE) F

% (—J ./ (76.8)
K)o

Sustituyendo (75.8) y (76.8) en (73.8) obtenemos:

F=—G(1+m L3+Zm v{——%} (77.8)
Teniendo en cuenta (74.8) y haciendo

k*=G(1+m)
2

v="
r

nos queda
F=V(U+R) (78.8)

Introduciendo ahora la funcién hamiltoniana H definida en (7.1) y operando de
manera analoga a como hemos operado alli, tendremos las ecuaciones

F=+V_(H- R)} 795

indicando por V. y V, los gradientes respecto a las variables 7 y F respectivamente
Las ecuaciones (79.8) son una generalizacion de las (9.7) y suelen escribirse también en

la forma:
5, O _0R
or or (80.8)
- OH
Fr——=0

or
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8.8.1 Perturbaciones especiales. Método de Encke

Veamos ahora como podemos integrar numéricamente las ecuaciones (73.8) para
intervalos relativamente pequefios. Escribamoslas en la forma

#:—k2%+ZGm{%—i}} (81.8)

Si las masas m; desapareciesen briiscamente en un instante ¢, el movimiento seria
kepleriano y obedeceria a las ecuaciones

b v
-k (82.8)

i

siendo 7, el radio vector de P respecto a Py en el instante ¢.
Supongamos que podemos distinguir entre cuerpo perturbado y cuerpo no

perturbado. A partir de la época ¢y uno y otro siguen trayectorias distintas; pero, tienen
evidentemente las mismas posiciones y las mismas velocidades iniciales

Supongamos que hemos calculado el valor numérico de las coordenadas 7, en
funcion del tiempo y pongamos

¥ =¥ +dr,
De esta forma ponemos en evidencia las perturbaciones de las coordenadas, o
dicho de otra forma, las coordenadas diferenciales dr, de la posicion perturbada con

relacion a la posicion kepleriana.

Continuemos designando por m; las masas de los astros perturbadores y por 7 sus
coordenadas. Si, como ocurre normalmente, nos proponemos determinar las perturba-
ciones ejercidas sobre un pequeilo planeta o sobre un cometa por uno de los grandes
planetas cuya teoria analitica ha sido completamente desarrollada y que no sufre
ninguna perturbacion sensible por parte del astro estudiado, es legitimo suponer conoci-
dos los valores numéricos de las posiciones 7 en funcion del tiempo.

Las coordenadas 7 =7, +dr; satisfacen la ecuacion (81.8) de modo que

i vdi =k 0T r°+dr° +Gm, {ﬂ—
o

(r, +dry) p

} (83.8)

|

donde

!

R
Il
=~
|
>
|
IS

(=]
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Si restamos FO de los dos miembros de (83.8), teniendo en cuenta (82.8),
obtendremos:

d,%;)z_kZ Ldr()}_r_g _,_sz{&_
(r,+dr,) % i=1 P

|

} (84.8)

Las perturbaciones dr, pueden determinarse por integracion directa de las

. . . L . .,
ecuaciones (84.8). El término —% puede calcularse, para alguna fase de la integracién, a

To
. - i 7y +dr, ,
partir de las leyes del movimiento eliptico y el 7 se calculara para cada fase de
Ty +dr,

la integracion extrapolando dr; . Ahora bien, este proceso no es practico, puesto que dr,
7y +dr,

- con lo cual resulta que su diferencia, primer término

R
es muy pequeio y — =
7”03 (ro + dro)

de d}%, es muy poco significativa. Para salvar esta dificultad Encke ide6 una

transformacion que dio6 lugar al llamado método de Encke.
Se tiene

= | 37 v dF 3 3
%_M:i{;{) _M} :%[f_d;‘n(') _%(70 +d70)}:i3[[1_ﬂ3)70 _dﬁ)}

i (n+dn) n (r,+dn) | 7 7 r

Hagamos ahora

_ﬂ._.— 2 ﬂ._’ 2
rT=FF =1 +2F-dr,+dr,

de donde
2 F+ld17 -dr,
i:1+2%‘d17()+dr02:1+ 0 2 0 0
f"z ]/'2 }/'2
0 0 0
y llamemos
1 Y
r0+5dr0 -dr
= (85.8)
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Tendremos:
2
r
—5 = 1+ 26]
}"0
I 2
r_3:(1+2q) 2 (86.8)

3 3

1—%:1—(1+2q)’5

Si dr, es tan pequefio en comparacién con 7 que su cuadrado se puede
despreciar, entonces escribiremos (85.8) en la forma:
_ ydr;

g=12% (87.8)

2
rO

funcion mas facil de calcular que la (85.8).
Si es ¢ < 1 podemos obtener un valor aproximado de (86.8) desarrollando en
serie

3
1-(1+2¢) 2 :3q—1?5q2+... (88.8)

y todavia podemos definir una funciéon

33 15,
1-(1+2¢) 2 9= 59 *-
f: =
q q

que cuando ¢ = 0 vale f=3.

La ecuacion (84.8), resulta, con estos cambios:

v, =k2r1—3(qf;7—d;70)+GZm{%—i3} (89.8)
0 i=1

i i

y es la que debe integrarse en el método de Encke. La solucion comprende seis
constantes de integracion que se toman de modo que las coordenadas y las componentes

de la velocidad en una orbita no perturbada (7, ?0) sean las mismas que las de la 6rbita

perturbada en una época particular para la cual d7, y dr, son nulos. La fecha en la que

esto ocurre se llama la fecha de osculacion.

Las ecuaciones (89.8) son rigurosas si ¢ se calcula con la formula (85.8). Para
iniciar la integracion ¢ se calcula con la férmula (87.8). Las perturbaciones van siendo
incrementadas gradualmente y cuando sus cuadrados ya son apreciables entonces se
utiliza la formula (85.8).
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Si limitamos la integraciéon a una época dada ¢;, obtendremos 7 y 7

correspondientes a dicha época. Con 7 y 7 podremos determinar los elementos de una

nueva Orbita osculatriz siendo #; la época origen. El proceso se puede seguir hasta
conseguir que las diferencias O — C sean suficientemente pequefias. De esta forma, la
orbita perturbada se halla dividida en una serie de arcos cada uno de los cuales ha sido
objeto de una operacion particular. Decimos que con este proceso hemos rectificado la
orbita.

El método de Encke es uno de los métodos que se conocen con el nombre
genérico de método de 1as perturbaciones especiales. Se aplica al calculo de efemérides
de pequefios planetas para los cuales no se ha establecido una teoria analitica, al calculo
del movimiento de cometas perturbado por los grandes planetas, etc. Ultimamente se ha
recurrido al método de las perturbaciones especiales para controlar en ciertos puntos la
teoria analitica de algunos planetas, principalmente Marte y Saturno.

8.8.2 Método de variacion de las constantes de Lagrange

Siguiendo a Lagrange consideraremos un sistema algo mas general que el (80.8)
de 2k ecuaciones con 2k incognitas X,, x, (i =1, 2,...k) que escribiremos de la forma

dx, OH OR
—+4+———=0
dt Ox, Ox,
(90.8)
dx, OH OR
—+——+—=0
dt ox, Ox
con H, R y 8_R funciones de las 2k variables y el tiempo.
Ox, = OX,
Supongamos que las funciones
x. =xt a,a,...aqa
i i ( 1 2 2k ) (91 8)

X =% (8 a4, ay...ay,)

i

que dependen del tiempo y de las constantes ay,..., ax, son las integrales del sistema

dx, OH
—+—=0
dt O,
(92.8)
dx, OH 0
dt  0Ox,

que resulta de (90.8) con 8_R = 8_R =0
ox, OX,

1
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El método de Lagrange consiste en suponer que las integrales del sistema (90.8)
son de la forma (91.8) donde las constantes a;, az, ... ,az se consideran variables con el

tiempo. De este modo tendremos:

i o5 305 da
dt ot “Soa; dt
dy %%, $h 0% 9
dt ot “Séa, dt

mientras que si las a; (j =1, 2,..., 2k) son constantes sera:

dx, Ox,
dt o
dx, Ox,
ot o

y por tanto, en este caso, el sistema (92.8) debera escribirse en la forma:

di, oH

%o
dt  Ox,
%_%:o
dt ot

Sustituyendo (93.8) en (90.8) teniendo en cuenta (95.8) queda:

S 0% 44 R

Soa, di ox,
2k da.
%i.ka_].e:()

5 0a; dt  Ox

y multiplicando la primera de estas igualdades por %, la segunda por _ 9% y

a,

n

sumando respecto al indice i obtenemos:

i=l j=1

S35 G5 Gy o 0% \da,  OR
da; 0a, Qda;da, | dt Oda,
ecuaciones de Lagrange que suelen escribirse de la forma

i[a P
SL A dt fa,

a

h

(93.8)

(94.8)

(95.8)

(96.8)

(97.8)

(98.8)
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donde

[a a J_Zk: %ﬂ_ﬂ% (99.8)
A=l g, da; 0a, 0a, '

son los llamados paréntesis de Lagrange.
Recordemos algunas propiedades de estos paréntesis que nos van a ser utiles:

a) Si a;, = a;. el paréntesis es nulo.

b) [ah , aj] = —[aj,ahJ para cualquier par de valores de a; y a;.

6 .
c) a[a,,,aj] =0 cualesquiera que sean a; y a;.

d) Un giro del sistema de referencia alrededor de uno cualquiera de los ejes de
modo que O; x, y, z— O; X, y1, Z| transforma el paréntesis de Lagrange de la siguiente
forma

6(0(,;71 /\;7,)
a(a,,,aj)

Laa;]=[aa, ] +

donde 7 y 7 son los transformados de los vectores 7 y 7 con este giro, a es el angulo
0 (a, N )

a(ah’aj)

de giro 'y es el jacobiano de la transformacion.
8.8.3 Aplicacion al movimiento planetario
Para aplicar el método de variacion de las constantes al movimiento planetario

necesitamos algunas expresiones deducidas al estudiar el movimiento eliptico (3.6) y
sus derivadas con respecto al tiempo que listamos a continuacion:

E=rcosV =a(cosE—e)

(100.8)
n=rsenV =avl—e’ sen E
: ksenE
c=-
a*(1—ecoskE)
(101.8)
. k\Jl—é*cosE ) 2 3
gkl ek ey
a*(1-ecoskE)
E—esenE=nt+y (102.8)
€Tk (103.8)

dt a% (I—ecoskE)
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De las (100.8) y (101.8) deducimos:

o5

——=cosE—e

a
(2—77=\/1—e2 sen E
a

a_fz ksen E (104.8)
3
Ca 2a*(1-ecosE)

on _ kN1-e* cosE
3

2a? (I—ecoskE)

a—§=—a(1+senE Ej

Oe e
a—ﬂ—a — sen E++1—e’ cosE a—E
Oe 1-¢2 Oe
E
o —k[(cosE—e)+senEcosE}
% _ ¢ (105.8)
Oe 1 2
a? (l—ecosE)
5 OE
@_l{cosE(cosE—e)—(l—e )senEa
- 1
de a’+l1-é* (l—ecosE)2
a—é‘,z—asenEé—E
oy oy
%zaxll—ez cosEa—E
oy oy
05 k(cosE—e) OE (106.8)

1
o aE(l—ecosE)2 o
@_ kN1-¢* sen E OF
—_——

x a? (l—ecosE)2 o
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En virtud de la independencia del tiempo los paréntesis de Lagrange (propiedad
¢)) podemos calcular el valor de estas derivadas para cualquier instante ¢ Asi, si
hacemos ¢ = T (época de paso a por el periastro) y tenemos en cuenta que en el periastro
es £ =0, de (102.8) obtenemos:

( sen E j 0
l1-senkE J;

OE
=)
oF 1 1
[al [l—ecosE]T_l—e

de donde se deducen los siguientes valores en el periastro para las derivadas (104.8),
(105.8) y (106.8).

(107.8)

a—gzl—e @zo

oa oa

% _, o __n [l+e
oa Oa 2\V1l-e
% __, on_,

Oe Oe

% _, on__ an

Oe de  (1-e)Vl-¢°

6—5—0 on _ [l+e

0 0 l-e

;{ « (108.8)
o5 ___an an

oy (1-e) ox

Recordemos, por otra parte, los giros que nos permiten pasar del sistema (Po;
X,y,z) al sistema de coordenadas (£,7) sobre la orbita del punto P de masa m (3.11.3 y

3.12). Si llamamos p y ¢ a dos cualesquiera de los elementos orbitales Q, w,i,a,e, ¥y y
aplicamos la propiedad de los paréntesis de Lagrange que hemos designado por d), el

paréntesis [p, ¢], a causa de estos giros, se ird transformando en otros [p, ¢l1, [p, 912, [P,
q]3 , dados por las expresiones:

[p.q]=[p.4], +%

i,F)

[p.q] =[p.4], +2((— (109.8)
(

[p.q],=[p.q], +
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siendo:
F=y,2-2y,=0
Gzéﬁ—fnzk\/;:naz 1-¢
Hlejzl—fclyl=xy—5cy=(§7'7—§77)cosi=Gcosi
De (109.8) por sustituciones sucesivas se obtiene
o(Q,H) o(w,G)
p.q|=|p-qf;+ + (110.8)
Pal=lrah 50,0 o)

siendo, por definicion de peréntesis de Lagrange:

0(£:€)  a(mn)
o(p.q) 0o(p.q)

[p.q], =

Pero, aplicando una conocida propiedad de los jacobianos y teniendo en cuenta las
expresiones (108.8) podemos escribir:

_na 111.8
2 6(p,q)+ o(p.q) ' o(p.q) e

Para simplificar la expresion (111.8) se utiliza la variable

o —

L=ka
cuya derivada respecto a p es

oL k —%Ba_naéa

— a — ——
op 2 op 2 0p
y, por tanto,

(1), 3(QH) (.G)

[p,q]=a + (112.8)
o(p.q) o(p.a) o(p.q)
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El proceso de calculo que hemos seguido para llegar a la formula (112.8)
constituye lo que se conoce con el nombre de método de Whittaker.

Las ecuaciones de Lagrange (98.8) para un movimiento orbital perturbado se
pueden obtener de manera sencilla sustituyendo los elementos a;, a; (0 p, q) por
cualquiera de los elementos orbitales. Asi, cuando utilicemos las variables
L,H,G,Q,w, y los paréntesis de Lagrange tomaran los valores:

[7.L]=+1 [0,G]=+1 [Q.H]=+]

[L.x]=-1 [G.o]=-1 [H,Q]=-1 (113.8)

siendo nulos todos los restantes. Luego, en este sistema de variables, las ecuaciones
(98.8) se escribiran:

dL_GR  dG_oR  dH_GR
dt oy dt  ow dt  0Q
dy__OR do__ R do__aR

d oL dt oG dt oOH

(114.8)

sistema que constituye una de las formas canonicas de las ecuaciones del movimiento
planetario.
Si, en lugar de las anteriores, utilizamos las variables L,H,G,l=M =nt+ y,

g=w, h=Q, llamadas variables de Delaunay, obtendremos:

av _di_dy .,

dt dt dt
R _OR _oR
oy oM dl
resultando el sistema
dL_oR  dG_@R  dH_@R
dt 0ol dt Og dt 0oh (115.8)
d_, R dg_ R di_ R
dt oL dt oG dt OH

Si en lugar de la funcién perturbatriz R consideramos la funcion
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al sustituir R en funcion de F en (115.8) obtendremos el sistema de ecuaciones
dL_oF  dG_oF  dH _oF
ot ol ot Og ot Oh (116.8)
d__oF  dg__oF  dn__oF
ot oL ot oG ot oH

utilizado por Delaunay en su teoria de la Luna.

Si tomamos las variables ordinarias Q,®,i,a,e, ¥ y calculamos los paréntesis de

Lagrange utilizando (112.8) encontraremos que los unicos no nulos son:

[Q,i]=-na’\1-¢ seni
[Q, ]=7a\/7cosz

[Qe]=-

CcoSsi
J1=¢?
ﬂ\/l—ez
2

[0.a]=

[C() e]:_ naze

’ J1-é’
na
la.x]=~=

(117.8)

y los que resultan de permutar las variables entre si que en virtud de la propiedad b)

tienen signos contrarios.

Sustituyendo los valores (117.8) y sus opuestos en las ecuaciones (98.8) se

obtiene el sistema:

—na*\N1-¢&* seniﬂ+
dt \ll—e2

naze

1[1_
df \/l—e2
na*v1—e* seni

—% 1-¢ cosz———\/ - d—w—ﬂ

naze cosi£+ na’e
na
2

na da nad’e
?\ll—ez coszd———cosz
t

. de OR
dt oQ
de OR
dt 0w
dQ OR
dr o0
d;( OR
dt  éa
do_or
dt  Oe
da_oR

dt oy

(118.8)
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Despejando de (118.8) las derivadas de los elementos orbitales se obtiene:

da_2 oR
dt nady

di 1 [aR .6R}
—_—=— | ——COoSi—
dt na*\1—e* senil 09 0w

de_N1-¢ {MG_R_@_R}

dt  na’e Oy Ow
dQ 1 OR

dt _nalel—ezseni Oi

d_a)_\/l—e2 OR coti OR

(119.8)

dt l’la2€ Oe nazﬂl_ez oI

dt na oa na‘e oe

sistema fundamental en el estudio del movimiento planetario que nos da las variaciones
de los elementos orbitales de un determinado planeta (de masa m) a partir de un cierto
instante en el que conocemos su orbita osculatriz.

Estas ecuaciones (119.8) son rigurosas y aunque las hayamos deducido para las
perturbaciones producidas sobre un planeta de masa m por otros cuerpos del sistema
solar (recordemos (74.8)), se pueden utilizar cuando R es debida a cualquier otra causa;
por ejemplo, a la forma y distribucion de la masa de un planeta cuando se aplican a un
satélite artificial de dicho planeta.

Es facil pasar del sistema (119.8) al sistema de ecuaciones de Gauss (I a VI del
Cap. 8) sin mas que tener en cuenta que la R a la que nos estamos refiriendo como
funcién perturbatriz es la aceleracion perturbatriz. Basta pues escribir las derivadas de R
que aparecen en (119.8) en funcién de las componentes radial, transversal y perpen-
dicular a la 6rbita.

8.8.4 Solucion de las ecuaciones planetarias de Lagrange

Se puede establecer la teoria analitica general de las perturbaciones en el sistema
planetario utilizando las ecuaciones (119.8) y la funcion R (74.8) escritas para cada uno
de los planetas siendo el Sol el primario de masa 1. Sin embargo, en la solucion de
Lagrange la funcion R se escribe en la forma de d’Alambert

R=Y) FcosD (120.8)

donde los coeficiente F son los productos de m; (masa de los cuerpos perturbadores) por
ciertas funciones de los ejes mayores, de las excentricidades y de las inclinaciones, es
decir, si, para simplificar y como hacen la mayoria de los autores, suponemos un solo
cuerpo perturbador de masa m’,

F=m'p(a,e,i) (121.8)
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y donde los argumentos D dependen linealmente de las anomalias medias, de los
argumentos de los nodos y de los argumentos de los perihelios de los cuerpos
perturbadores y del perturbado, o sea:

D=j(nt+y)+j'(n't+ ) +ko+k'o+1Q+1'Q (122.8)

conj,j’, k,k’, I, I’ enteros.

Como que las masas de los planetas son muy pequeilas comparadas con la del Sol,
podemos suponer que la variacion de los elementos dada por las ecuaciones (119.8) es
muy pequefia; por consiguiente, para resolver el sistema de ecuaciones diferenciales de
Lagrange podemos proceder por aproximaciones sucesivas.

Para obtener las perturbaciones de primer orden en la primera aproximacion
reemplazaremos en los segundos miembros todos los elementos por sus valores iniciales
(elementos osculadores) ay, ey, ip, ... € integraremos después con relacion al tiempo.
Tendremos:

oa= 2[R d
nya, ® oy
0, = ! [La—Rdt—cosioLa—Rdt}
nyai\J1- et seni, L * 09 0w (123.8)
1-
Se=2 % {\/ LaRdt L—dt}
noaoeo
Teniendo en cuenta (120.8)
OR, )
—=-) jF senD
% Z] 0 0
........... (124.8)
Ok, _ Z(a—F) cos D,
0i, 0i J,
y sustituyendo en (123.8):
0,a= -2 o | senD,dt
n()aO
........... (125.8)

0Q = 1 Z(a—Fj L cos Ddt
noaé\/l—ej sen i, i )
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En estas seis ecuaciones (125.8) intervienen integrales de dos tipos:

D
11 = ISCH Dodt Z—%
Jhy+Jjn
D
J, = IcosDOdt= - >l ——
Jhy+jn,

cuando el tiempo figura linealmente en los argumentos Dy, y
I, =tsen D,
J,=tcosD,

cuando j= j'=0 vy, por tanto, el tiempo no figura en la expresion de D,.

En el primer caso las integrales dan las desigualdades periodicas de los elementos
y en el segundo caso dan las perturbaciones seculares.

Observamos que en el segundo supuesto ( j = j'=0), en virtud de las expresiones
(124.8), en las perturbaciones de primer orden y en la primera aproximacion las
perturbaciones del eje mayor y las del movimiento medio no contienen términos
seculares.

Generalmente, los valores j y j' son tales que jn,+ j'n',no es una cantidad

particularmente pequefia en comparacion con jn, 0j'n', y los periodos de los términos

en que figuran son del mismo orden que los periodos orbitales de los dos cuerpos
implicados. Estos términos reciben el nombre de desigualdades de corto periodo. Sijy
j~ son tales que hacen que jn,+ j'n', tome un valor, sindé nulo, muy pequeilo sin ser

nulos j y j’, entonces existird una relacion aproximada de conmensurabilidad entre el
movimiento medio del cuerpo perturbado y el del perturbador. Las desigualdades
correspondientes tienen un periodo muy largo y reciben el nombre de desigualdades de
5

largo periodo; ademas, su coeficiente, que contiene el factor — —
Jny+j'n',

puede tomar

un valor muy grande independientemente de que F)y sea grande o pequefio. Se dice
entonces que jn, + j'n', es un pequerio divisor.

El ejemplo mas notable de desigualdades a largo periodo es dado por Jupiter y
Saturno cuyos movimientos medios son respectivamente

n=299".1284 y n'=120".4547

. ., n . ,
Si desarrollamos la razon —,en fraccion continua obtenemos:

n

R !

Las fracciones reducidas son:

25 29 60

7727 72" 149°
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y la que da el divisor mas pequefio es % . Luego:
Sn'-2n=4".0167 (0 1467".1 por aﬁo)

El periodo de esta desigualdad abarca 883 afios; la longitud media de Jupiter
puede ser perturbada de unos 20' y la de Saturno de unos 50'. Estas son las
desigualdades mas importantes debidas a las perturbaciones en el sistema solar.






Capitulo 9
MOVIMIENTO DE LA LUNA

9.1 Rotacion de la Luna. Leyes de Cassini

Es un hecho de observacion corriente que la Luna presenta siempre la misma cara
hacia la Tierra; dicho de otra forma, vemos los accidentes de su superficie siempre
aproximadamente en la misma posicion sobre el disco. Interpretamos esta observacion
como una prueba de la rotacion de la Luna alrededor de un eje que forma con el plano
de su orbita un angulo poco distinto de 90°, siendo la duracion de la rotacion igual a la
de su revolucion sideral alrededor de la Tierra. Las leyes por la que se rige esta rotacion
fueron enunciadas por J.D. Cassini en 1721 quien las dedujo de la observacion.
Posteriormente, Lagrange y Laplace las incorporaron a la Mecanica Celeste, admitiendo
que la forma de la Luna es similar a la de un elipsoide de tres ejes cuyo eje mayor esta
constantemente dirigido hacia la Tierra, coincidiendo el eje menor con el de rotacion de
la Luna. De todos modos, por diferir muy poco entre si las longitudes de los ejes de
dicho elipsoide, en el estudio de las libraciones, si interesa, se puede considerar la Luna
esférica.

Sea (Fig.1.9) N el nodo descendente del ecuador lunar sobre la ecliptica. Las leyes
de Cassini pueden enunciarse de la siguiente forma:

1*) El nodo N coincide sensiblemente con el nodo ascendente medio de la orbita
lunar.

2") La inclinacioén / del ecuador lunar sobre la ecliptica es sensiblemente constante

(I=1°32"6"). La inclinacion media del ecuador lunar sobre la érbitaes i' +1=6°41".

3% Si X es el punto hacia el cual va dirigido el eje mayor del elipsoide al que se
asimila la Luna, la suma de los arcos YN y NX es aproximadamente igual a la longitud
media de la Luna disminuida en 180°.

FIG. 1.9
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9.1.1 Libraciones fisicas

Las leyes de Cassini son aproximadas. La coincidencia de los nodos no es
rigurosa, de modo que en N no tenemos un punto sind un pequefio triangulo; la
inclinacion [ presenta fluctuaciones de amplitud muy pequeiia, y la direccion del eje
mayor puede separarse algunas centésimas de grado de la que hemos definido. Estas
pequeiias desviaciones constituyen la libracion fisica que se determina a partir de la
teoria dindmica de la rotacion de la Luna.

Sea (Fig. 2.9) x, y, z un sistema de coordenadas rectangulares seleno-céntricas
cuyos ejes coinciden con los ejes principales de inercia de la Luna y su origen con el
centro de gravedad de la misma; el eje x orientado hacia la Tierra, el eje y perpendicular
a ¢l de modo que el sistema esté orientado en sentido directo y el eje z en la direccion
del eje de giro de la Luna. Por otra parte, sean, con respecto a estos ejes, p, ¢, r los
cosenos directores del eje de la ecliptica y 4, & v los del radio vector Tierra-Luna. p, g,
MY vson pequefios mientras que » = A4 ~ 1.

FIG.2.9

Supongamos la Tierra esférica, de masa M y a una distancia R, constante, de la
Luna y llamemos 4, B 'y C a los momentos de inercia de la Luna con relacion a los ejes
coordenados. Sean (@, @, @) las componentes de la velocidad angular de la Luna en
dicho sistema x, y, z. Las dos primeras son pequefias y sus cuadrados y productos
podran despreciarse.

Recordemos la ecuacién de Euler generalizada relativa al movimiento de un
cuerpo en rotacion (2.6):

16+dANID=N (1.9)

donde 7 es el tensor de inercia que en el caso que estamos considerando se escribe

2.9)

~

Il
S ©
o W o
O o o
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y N el momento de las fuerzas exteriores que supondremos limitadas a la de atraccion
de la Tierra,

N:ﬁi”kuﬁ (3.9)
Desarrollando (1.9) tendremos:
>, +(C~B) o, = 3§§” (C-B)uv
Ba)y+(A—C)wza)x=3i§/[(A—C)vl (4.9)
Car, +(B- )0, :3%”(3_/1)@

y despreciando cantidades pequefias de segundo orden:

Ao +(C-B)o,wo. =0
Ba, +(4-C)o.0, =3i]3w(A—C)v (5.9)
o M,

Consideremos la tercera ecuacion de (5.9) que por contener solamente @, puede
ser estudiada independientemente de las otras. Supongamos (Fig. 2.9) que la direccion
TG forma un angulo 6 con una direccion determinada y llamemos ¢ al angulo 7GE. ¢
nos da la medida de la libracion en longitud. La direccion GE forma un angulo 6 + ¢
con la direccién fija. Una rotacion positiva alrededor del eje z, @. haria disminuir el
angulo @+ ¢, por consiguiente:

d
o, =——(0+
’ dt( 2
Ahora bien: yzcosg(_?\T =sen¢g =g

por tanto, con mucha aproximacion, resulta

d? 3GM B- A4
S 09) =T (69)

Supongamos en primer lugar el caso en que la 6rbita de la Luna es circular, es
2

decir, FzO. La expresion (6.9) describird un movimiento arménico simple de la
t

forma:

fi—if’+w2¢=0 (7.9)
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con
w? = 3G13” B-4 (8.9)
R C

lo cual implica que sea B > A y por consiguiente, si @, b y ¢ son las longitudes
interceptadas por la Luna sobre los ejes x, y y z respectivamente, que sea a > b. La
solucion de (7.9) es

¢:acos(wt+ﬂ) 9.9)

donde o y B son constantes arbitrarias, amplitud y fase inicial del movimiento armoénico
que representa (9.9). Si esta oscilacion pudiera ser observada, su periodo nos daria el

-4 . 5
valor de ; pero, es demasiado pequefia para ser detectada.

Consideremos ahora la o6rbita de la Luna no circular. Si la tercera ley de Cassini
fuera exacta, seria:

d
—(@+¢)=n
dt( ?)
con n constante; por tanto:
O+p=nt+¢ (10.9)

Si ¢ se cuenta desde el perigeo, ¢ es una cantidad pequefia, del mismo orden de ¢,

y O representa la anomalia verdadera. Suponiendo desviaciones periddicas de la ley de
Cassini, pongamos:

O+¢+y=nt+¢ (11.9)

y derivando dos veces respecto al tiempo, teniendo en cuenta (6.9) y (8.9), tendremos:
7=—w(x+0-nt—¢)

o también
j('+w2;(=—w2(6’—nt—£) (12.9)

En esta ecuacion 6 - nt representa la ecuacion del centro de una orbita kepleriana
y por tanto se podria expresar por su correspondiente desarrollo en serie; pero, hemos de
tener presente que la orbita de la Luna es una drbita perturbada y, por consiguiente,
desarrollaremos el paréntesis del segundo miembro de (12.9) en una serie de la forma

> Hsen(ht+h')

que incluird la ecuacién del centro y las desigualdades periodicas del movimiento de la
Luna (despreciamos la aceleracion secular).
Para resolver (12.9) empecemos por considerar la ecuacion

F+wy=—wHsed hi+h") (13.9)
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Supongamos una integral particular de la forma
x=ysen(ht+h")
Derivando dos veces y sustituyendo deducimos el valor de y

-w*H
w? —h?

Por otra parte, la solucién de la ecuacion sin segundo miembro es

acos(wt+ f3) (14.9)

Luego, la solucion de (13.9) es

;(=acos(wt+ﬂ)+w2th—zsen(ht+h')

y la integral general de la ecuacion completa es:

th ~sen(ht+h') (15.9)
—w

x =acos(wi+ fB)+w )

Hemos dicho que la funcion complementaria (14.9) correspondiente a las

oscilaciones libres es demasiado pequeiia para ser observada. Los términos de la

solucion particular corresponden a las oscilaciones forzadas; para que dichas
oscilaciones sean observables, en ellos debe ser o H grande o /4 pequefio.

En la teoria lunar los términos mas importantes son el primer término del
desarrollo de la ecuacion del centro o desigualdad eliptica, para el cual

ht+h'=g H =22639."1 h=47033."97 (16.9)
27 , L.
7 = 1 mes anomalistico

y la ecuacion anual , para la cual

ht+h'=¢ H=-668."9 h=3548."16 (17.9)

2 o e
7: 1 afio anomalistico

donde g es la anomalia media de la Luna, ¢ es la anomalia media del Sol y la unidad de
tiempo es el dia solar medio.

Sustituyendo los valores (16.9) y (17.9) en los correspondientes términos del
segundo miembro de (15.9), observaremos que, puesto que w es muy pequefio, el
segundo de ellos, esto es, la ecuacion anual, proporciona la mayor oscilacion forzada.
Esta puede observarse, aunque no con mucha precision, y puede establecerse el valor de

a partir de las observaciones de su amplitud.
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Trataremos ahora las dos primeras ecuaciones de (5.9) sin tener en cuenta ya la
variacion en @ .

FIG.3.9

Sea, en la Fig. 3.9, la linea NTII; la 6rbita de la Tierra alrededor de la Luna en la
esfera celeste centrada en la Luna y N su nodo ascendente con respecto a un plano /7,
paralelo a la ecliptica por el centro de la Luna. El circulo maximo que pasa por Z (polo
de I1,)y Tcortaa ll; en K. Elarco KT = 1 es la latitud selenocéntrica de la Tierra.
Despreciando la precesion podemos escribir

YN = —gt + conste

donde g es la velocidad de retrogradacion de los nodos.

Sea k la inclinacion de la orbita de la Tierra con relacion a 7, la proyeccion de la
retrogradacion de N sobre la orbita de la Tierra durante un tiempo ¢ sera un arco
gtcosk , pero por ser k muy pequefio, podemos suponer que dicho arco es gz. Por tanto,

suponiendo que la Tierra se mueve en una 6rbita circular con movimiento angular #,
podremos escribir

NT =L=nt+gt+c (c=cte)

cosZT = pA+qu+rv=p+v

y también
cosZT =sen/ =senksenL =ksenL

Por consiguiente:
v=ksenL—p=ksen(nt+gt+c)—p (18.9)
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Sean, en la misma figura 3.9, P el polo de 71, y C el polo de /1; (plano del ecuador
de la Luna). La condicién para que P, Zy C estén en un mismo circulo maximo como se
requiere en virtud de la tercera ley de Cassini es

C-N=0
donde C es el vector director de GC'y N es el vector director de la linea de los nodos,

ya que, en efecto, si N es el polo del circulo maximo que pasa por Py Z, y C ha de estar
en este mismo circulo, los vectores C y N han de ser perpendiculares.

N
RN
| W :
— e |
K~Z g N §
/\Z\(’O \\LI
L'
{
\L
»
K
FIG. 4.9

Podemos calcular N a partir de K y K AZ indicando por K y Z los vectores
directores de GK y GZ respectivamente, suponiendo £ =0 (Fig. 4.9)

N=KcosL+KAZsenL

Ahora bien, si designamos por 7' el vector de posicion selenocéntrico de la Tierra,
es:

Zn(ZAT)
sen ZT

]Z:

y recordando la propiedad del triple producto vectorial a A (l; AC ) = (Zz ¢ )l; - (5 b ) ¢y
tomando senZ7 =1 es:
K=ZcosZT -T

Por consiguiente:
N = (ZcosZT—T)cosL+Z ATsenL
es decir, desarrollando:

(pcosZT —A)cosL+(qv—ru)senL
N=|(gcosZT - p)cosL+(rA—pv)senL
(rcosZT —v)cos L+ (pu—qA)sen L
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y multiplicando escalarmente por C =

- o O

C-N=(rcosZT —v)cos L+(pu—qA)senL =
=(cos ZT —v)cos L—gsen L
(r=1,A=1, pu=0)

y teniendo en cuenta que cosZ7 = p+v, también
C-N=pcosL—gsenL (19.9)

Sea por otra parte, con respecto a los ejes moéviles x, y, z (Fig. 2.9):
Z4HAZ=0 (20.9)

puesto que en virtud de la segunda ley Z es fijo en el espacio.
Desarrollando (20.9), tendremos:

p-wg+or=0
g-or+o.p=0 (21.9)

r—-o,pt+oq=0
o también, dentro de la aproximacién en que nos movemos (tomamos @. = n):

p—nqg+o,r=0
g—wr+np=0 (22.9)
F =0

Derivando las dos primeras respecto al tiempo y teniendo en cuenta la tercera
obtenemos:

&, =—p+ng
TP q} (23.9)

W, =q+np

y sustituyendo en las dos primeras ecuaciones de (5.9), dividiendo por 4 la primera y
por B la segunda, tomando » = [ y recordando (18.9) tendremos:

g+np+ n(nq—p)zo

24.9
A-C . 3GM A-C ( )
”(CI+”P)=T—

—p+ng+ (ksenL—p)
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Haciendo para simplificar

teniendo ademas en cuenta que MG/ R’ =n?, las ecuaciones (24.9) se escribiran:

j+np(l-c)+n’cqg=0
1 p( ) 1 (25.9)
—p+ng(1-7)—4n’rp=-3n"rksenL

La solucion de estas ecuaciones constara de una funcion complementaria, que
representara las oscilaciones libres y una integral particular procedente del término en
sen L, que dara las oscilaciones forzadas.

Las oscilaciones libres han de ser estables. Hallaremos las condiciones para que
asi sea:

Supongamos que

p=Fe" y q=Ge

son soluciones de las ecuaciones (25.9) sin segundos miembros. La ecuacion caracteres-
tica del sistema es:

s*+s’n’ (143r+07)+4n'or =0 (26.9)

Para que las oscilaciones sean estables, las dos raices de esta ecuacion,
. 2 . ..,
considerada como de segundo grado en s°, deben ser reales y negativas. La condicion
para que sean reales es

(1+3c+07) ~1607>0

y las condiciones para que sean negativas:

-n*(1+37+07)<0

or>0

La tercera es equivalente a decir que (C - 4)(C - B) > 0 o lo que es lo mismo que
siC>BesC>A4ysiC<BesC<A.

Tanto en un caso como en otro se cumplen las otras dos. Por consiguiente el eje ¢
en la direccion de GZ es a la vez mayor o menor que los otros dos. Es decir, el eje de
rotacion de la Luna o es el mas largo o es el mas corto de los ejes de la Luna.

Consideremos ahora las oscilaciones forzadas. Ensayemos una solucion de la
forma

(27.9)

p=PsenL
qg=0QcosL
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Sustituyendo en (25.9) con segundos miembros, recordando que L = nt + gt + ¢,
resulta:

Q[—(n+g)2 +n20J+Pn(n+g)(l—G) =0

, (28.9)
P[(n +g) —4n2rJ —On(n+g)(1-7)=-3ntk
ecuaciones que resueltas, eliminando los productos de pequefias cantidades dan:
2 .8 (29.9)
P n
po_3ntk (30.9)
3nt-2g
De (19.9) y (28.9) resulta:
C-N=(P-Q)senLcosL
y de (29.9)
pg-f8
n
luego:
- - Pg
C-N=—=sen2L (31.9)
2n

lo cual nos dice que hay una oscilacion de pequeiia amplitud alrededor de cero. A parte

de esta oscilacion, C-N es nulo y P, Z v C estan en el mismo circulo maximo
9 b
propiedad que confirma la primera ley de Cassini. Se deduce lo mismo si las funciones

complementarias se incluyen en la evaluacion de C-N .
Hemos de ver ahora cual es la condicion para que Z esté entre Py C; pero, antes,

calculemos el valor del arco CZ . Teniendo en cuenta que
cosCZ=0p+0g+1lr=r
elevando al cuadrado
cos’CZ =71’ :1—(p2 +q2)
de donde

—_—2
p +q =1-cos’CZ=sen’CZ=CZ
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y por tanto, teniendo en cuenta (28.9) y (29.9) :

—2
CcZ =sten2L+Q20052L=P2(1—§—£cos2LJ (32.9)
non

Luego, a parte de una pequeiia oscilacion, de periodo medio mes nodal, CZ es
constante, lo que prueba la segunda ley de Cassini. Esta pequefia variacion en la
inclinacion del plano del ecuador lunar sobre la ecliptica da lugar a la llamada libracion
fisica en latitud. Los valores de la libracion fisica oscilan entre -0.°02 y +0.°02.

Supongamos ahora que L = 90° (Fig. 3.9). La Tierra T se hallara en el circulo
maximo PZC'y tendremos:

TP>TZ

Si el eje x corta a la esfera celeste en el punto 4, este punto estara muy cerca del
circulo maximo PZCE y puesto que C4 =90°, para que Z esté entre Py C debera ser AZ
> 90°. Por tanto,

cos AZ = p=Psen90°<0

luego,
kt
T p— Zig
3n

P= <0 (33.9)

2 . . .
y como que 7 < 3_g para que se verifique (33.9) ha de ser 7> 0, lo cual implica que sea
n

C-A>0o0c<a.
Nos habia quedado la duda de si el eje de rotacion era el mas largo o el mas corto
de la Luna. De lo que acabamos de decir se desprende que

a>b>c

por consiguiente vemos que ¢ es el menor de los tres ejes.
Aproximando el valor de CZ dado por (32.9) podemos escribir

3kt

CZ =|P|= (34.9)

3r-28
n

de donde sustituyendo los valores observados CZ= 91.'4, k = 308.'7 y g/n=0.00402,
hallamos 7= 0.00061.
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9.1.2 Libraciones opticas

La observacion telescopica de la Luna nos dice que los detalles de su superficie no
ocupan posiciones rigurosamente invariables sobre el disco, sino que experimentan
desplazamientos de cierta amplitud alrededor de una posicion media. Damos a dichos
desplazamientos el nombre de libracion optica.

Partamos del sistema de coordenadas x, y, z que hemos definido en el apartado
anterior al cual referiremos los puntos de la superficie lunar, asi como las direcciones
selenocéntricas de la Tierra y del Sol. La longitud selenografica o selenocéntrica se
mide sobre el ecuador lunar, en sentido directo, a partir del punto X (Fig. 1.9); la latitud
selenografica o selenocéntrica se mide a partir del ecuador, positivamente hacia el norte.
La posicion del punto X esta definida por la tercera ley de Cassini:

NX =L, —Q—-180°

siendo L,, la longitud media de la Luna y Q el argumento del nodo.
En la Fig. 1.9, T representa la posicion selenocéntrica de la Tierra en la esfera

celeste. Sus coordenadas eclipticas son:

YT, =L-180°

(35.9)

I.T=-B

donde L y B son las coordenadas eclipticas longitud y latitud de la Luna. Este punto T
tiene las mismas coordenadas selenograficas 4y £ que el punto de la superficie de la
Luna que un observador geocéntrico ve en el centro del disco lunar. Es decir

XT, =

(36.9)
LT=p

A recibe el nombre de libracion en longitud y f el de libracion en latitud. La
composicion de estas dos libraciones da lugar a la llamada libracion dptica.
Para calcular la libracién optica consideremos el triangulo N77T; (Fig. 1.9) en el
que
NT =a, NI, =b=L-Q-180°

_ (37.9)
I'T=c=-B, i'=J

Si incrementamos el angulo J en 6 J = [ y suponemos que el tridngulo sigue siendo
rectangulo tendremos:
A=XT, =NT,— NX +6b
es decir
A =L—Q—180°—(Lm —-Q-180°)+6b

A=L-L, +5b
} (38.9)

p=-B+oc
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Pero, del mismo triangulo N7T; deducimos:

tanb =tanacosJ
senc =senasenJ

cosa =cosbcosc

de donde, diferenciando las dos primeras y operando teniendo en cuenta la tercera,
resulta:

ob=—tanccoshoJ
(39.9)
oc=senbdJ
Sustituyendo en (38.9) y recordando (37.9) obtenemos:
A=L-L,—Icos(L—Q)tan B
(40.9)
B=-B—Isen(L-Q)

La libracion en longitud puede alcanzar un valor de hasta 8° en valor absoluto y la
libracién en latitud hasta unos 7°.

Para obtener la libracion completa sumaremos a estas cantidades las
correspondientes a la libracion fisica.

El ltimo término de la expresion que nos da A es de segundo orden con relacion a
las inclinaciones 7 e i'; en consecuencia, la libracion en longitud difiere poco de las
desigualdades de la longitud de la Luna L — L,, , cuya parte principal estd constituida por
la ecuacion del centro de periodo la revolucion anomalistica de la Luna como veremos
mas adelante.

La parte principal de la libracion en latitud es —(i'—/)sen(L—Q) cuyo periodo
es la revolucion draconitica. (Cap. 10).

--100
PIN

@

E 7 W

-10°
FIG. 5.9
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Las dos componentes de la libracion Optica tienen periodos distintos lo cual hace
que el punto 7 (Fig. 1.9) describa una curva no cerrada de aspecto parecido al de la Fig.
5.9 que nos permite conocer por una parte el desplazamiento sobre la Luna del punto
que, para un observador geocéntrico, se proyecta en el centro del disco y por otra, la
orbita selenocéntrica del centro de la Tierra referida al sistema de referencia x, y, z.

Un dato a tener en cuenta en el calculo de las libraciones es el valor del angulo de
posicion del eje de rotacion de la Luna (dngulo C=PTR en la Fig. 6.9)

FI1G. 6.9

Aplicando el teorema de los senos al tridngulo Polo-Polo de la Luna-Tierra en el
cual esRP =i", RTP = C, RT = 90°- 8, RPT= 90° + (. -Q') obtenemos:

seni"cos(a—Q')

cos

senC =—

(41.9)

9.1.3 Libracion diurna

Recibe el nombre de libracion diurna el efecto de paralaje debido a que el
observador ocupa una posicion topocéntrica y, por tanto, el punto que para dicho
observador se proyecta en el centro del disco lunar no coincide con el T ( 4, 5).

Las rectas que unen el centro de la Luna L con el centro de la Tierra Ty con el
observador O forman un angulo igual a la paralaje de la Luna ( 7 =1°) (Fig. 7.9). Un
detalle del disco lunar que desde T se veria en M desde O se ve en M'. Asi pues, la
libracion diurna puede alcanzar el valor de aproximadamente 1°.
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FIG. 7.9

La suma de las distintas libraciones alcanza +9° en longitud y £8° en latitud,
gracias a lo cual podemos ver desde la Tierra 3/5 partes del hemisferio oculto de la
Luna.

El calculo de la libracion diurna se reduce al de la paralaje en coordenadas
ecuatoriales. Sean A4y Af la libracion diurna en longitud y en latitud y Aoy 46 la
paralaje diurna de la Luna en ascension recta y en declinacion. Con respecto al punto 7'
de la Fig. 1.9 el punto que representa la direccion selenocéntrica del observador tiene las
siguientes coordenadas diferenciales:

selenocentricas: Adcosf, AS (42.9)

ecuatoriales: Aacosd, -Ad
Para pasar de un sistema de coordenadas al otro efectuaremos un giro de angulo C
alrededor del tercer eje puesto que éste es el valor del angulo que forman los planos del

ecuador de la Tierra y del de la Luna respectivamente (Fig. 6.9). Tendremos, pues:

AAdcos cosC senC 0| Aacosd

Ap =|-senC cosC 0 -Ao | =
0 0 0 1 0
(43.9)
AacosdcosC—AdsenC
=|-AacosdsenC—AdcosC
0
de donde:
Aldcos f=AacosdcosC—AdsenC } (44.9)
Ap =—-AacosdsenC—Ad cosC
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La libracion total se obtendra sumando A4 y Af deducidas de (44.9) a Ay S
respectivamente. El valor topocéntrico del angulo C se obtendra sustituyendo los
valores topocéntricos de la ascension recta « y la declinacion o de la Luna, en lugar de
los geocéntricos, en la formula (41.9).

9.2 Fases de 1a Luna

En el transcurso de una revolucion alrededor de la Tierra la Luna no presenta
siempre el mismo aspecto, dependiendo éste, en gran parte, de la diferencia de las
longitudes celestes aparentes de la Luna y del Sol.

Si esta diferencia es de 0° tenemos luna nueva; si es de 180°, luna llena; si es de
90°, cuarto creciente, y si es de 270°, cuarto menguante. Las épocas en que la diferencia
de longitudes es de 0° o 180° reciben el nombre de sicigias y aquéllas en que es de 90° a
270° el de cuadraturas.

Ahora bien, el aspecto del disco lunar no depende Unicamente de la diferencia de
las longitudes celestes mencionadas, sino que depende también de la latitud celeste de la
Luna y de la posicion del observador en la superficie de la Tierra. Mas concretamente,
estd determinado por el dngulo de fase (5.3.1) que en este caso definiremos como el
angulo de las direcciones selenocéntricas del Sol y de la Tierra. Segin que
consideremos la direccion selenocéntrica del centro de la Tierra o la del observador
tendremos el angulo de fase geocéntrico o el angulo de fase topocéntrico.

Z
L
&
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"l:'r
R
L T
X ¥ FIG 8.9

Las formulas (40.9) y (44.9) nos dan las coordenadas selenocéntricas del centro de
la Tierra A y Sy las del lugar de observacion, A+A1y f+AB. Vamos a calcular las del

centro del Sol que designaremos por /y y by. Sean ¢ y R la longitud celeste y el radio
vector del Sol; L y B la longitud y la latitud de la Luna y 7' su vector de posicién; L' y
B' la longitud y la latitud heliocéntricas de la Luna y R' su vector de posicion
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heliocéntrica. L'=¢ +180°, B' < 1'. Las componentes de los vectores R, 7'y R'
son:
—Rcosd r'cos Bcos L

R=|-Rsen¢ F'=|r'cosBsenL
0 r'sen B
R'cosB'cosL'
R'=| R'cosB'senL'
R'sen B'

y entre ellos se verifica la relacion

R'=R+7'
de donde:
R'cosB'cosL'=—Rcos{ +r'cos Beos L
R'cosB'senL'=—Rsen{ +r'cosBsen L (45.9)
R'sen B' = r'sen B

Multiplicando la primera de (45.9) por sen¢ , la segunda por cos¢ y restando
obtenemos
R'cos B'sen({ —L')=r'cos Bsen({ — L) (46.9)

y multiplicando la primera por cos¢ y la segunda por sen¢ y sumando,
R'cos B'cos({—L')=—R+r'cos Beos({— L) (47.9)

Dividiendo ahora miembro a miembro las expresiones (46.9) y (47.9) y
verificando operaciones para simplificar se llega a la relacion

sen(L'—g”)=—%cosBsen(L—L') (48.9)

P .
Reemplazando % por la razén 7 entre las paralajes del Sol y de la Luna y

sustituyendo en el primer miembro de (48.9) y en la tercera de (45.9) los senos por los
arcos queda:

L':§+1800—£'cosBsen(L—§)
P (49.9)

p=-Lp
Pl
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Analogamente a como hemos obtenido (40.9) obtendremos:

l,=L-L,=¢-L, +180°+£'cosBsen(g“—L)
If (50.9)
b, :—B'—Isen(L'—Q):—FB+Isen(§—Q)

habiendo despreciado el término de segundo orden de la longitud dada la pequefiez de B'.

Estas expresiones nos dan las coordenadas selenograficas del punto de la
superficie de la Luna que tiene el Sol en su cenit; es el polo del hemisferio iluminado.
La distancia cenital del Sol para un punto de la superficie de la Luna dado por sus
coordenadas selenograficas, se obtiene calculando la distancia angular del punto
correspondiente al punto de coordenadas /o, by.

Hay que advertir que los valores de /, by dados por (50.9) son aproximados y que
se les deberia sumar la libracion fisica si quisiéramos trabajar con valores mas exactos.

Designemos por F el angulo de fase geocéntrico de la Luna y por Q el angulo de
posicion del Sol con respecto al centro de la Luna, contado a partir del polo norte de la
Luna (Fig. 9.9); podemos obtener el valor de F'y el de O resolviendo las ecuaciones

cos I =sen Bsen b, + cos B cosh, cos(l, — 1)
sen F cos O = cos fBsenb, —sen S cosb, cos(l,— ) (51.9)
sen F cos O = —cos b sen ([, — )

analogas a las (50.5) del Cap. 5.
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Se obtiene la fase topocéntrica F + AF 'y el angulo de posicion correspondiente
sumando a la libracion en longitud y en latitud que figuran en (51.9) la libracion diurna
ALy AB. De este modo se obtiene:

cos(F +AF) =sen(f+Ap)senb, +cos(B+AB)cosb,cos(l, —A—AL)
sen(F +AF)cosQ = cos(f+Ap)senb, —sen(B+ApS)cosb, cos(l, —A—AL)
sen(F +AF)sen Q =—cos b, sen ([, — 1 —AA)

y teniendo en cuenta que AF, A1y Af son muy pequefios, desarrollando, sustituyendo
infinitésimos y agrupando, obtenemos:

—~AFsen F =cos Bsen byAf3 +cosb, cos Bsen (I, —A)AA—
—cosb, sen Bcos (4, —A)Ap

AF cos F cos Q = —sen B senb,AS—cosb, sen Bsen ([, —A)AL—
—cos b, cos Bcos( A, —A)AB

AF cos F'sen Q = cos b, cos (I, — 1) AL

Multiplicando la segunda de estas relaciones por cosQ, la tercera por senQ y
sumando tendremos:

AF cos F =—sen fsen b, cos QAf —cos b, sen fsen ([, — 1) cos QAL —
—cos Bcosb, cos(l, —A)cos QAB +cos b, cos (I, — A)sen QAL

que junto con la primera nos permitird despejar AF:
AF =AAdcos fsenQ—ApBcosQ (52.9)
que, teniendo en cuenta (44.9) se puede escribir:

AF =AacosSsen(C+Q)+Adcos(C+Q) (53.9)

donde recordemos que Ao y Ad son los valores de la paralaje diurna de la Luna en
ascension recta y en declinacion y C es el angulo de posicion del eje de rotacion de la
Luna calculado en (41.9). El angulo C+Q es el angulo de posicion del Sol con respecto
a la Luna contado desde el polo norte celeste en sentido antihorario.

En las “Efemérides Astronomicas” del Real Instituto y Observatorio de la Armada
se dan las coordenadas selenograficas de la Tierra, la libracion fisica, las coordenadas
selenograficas del Sol y el dngulo de posicion del eje de la Luna y del limbo iluminado.
Ademas, se dan la edad de la Luna, o nimero de dias transcurridos desde la ultima Luna
nueva, y la fraccion iluminada o fase que es la relacion entre el area iluminada y el area
total del disco lunar (recordar (48.5) de Cap. 5).
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Se puede calcular el angulo de fase sin utilizar /y y by. En efecto, sustituyendo en
la primera de (51.9) los valores de 4, S [y, y by por los dados por las formulas (40.9) y
(50.9), obtenemos en coordenadas eclipticas:

cos ' =sen Bsen B'+cos Bcos B'cos(L'- L) (54.9)

y si tenemos en cuenta que el primer término del segundo miembro es siempre menor
que 0.00004, podremos escribir, utilizando (49.9):

cosF:—cosBcos[(—L+§cosBsen(§—L)}

La correccion AF la obtendremos de (53.9).

9.3 Movimiento orbital de 1a Luna

El estudio del movimiento de la Luna es uno de los problemas mas dificiles de la
Mecanica Celeste debido a que es el cuerpo perturbador y no el astro central el que
posee la masa preponderante, lo cual hace que la orbita que describe la Luna alrededor
de la Tierra se separe mucho de una orbita kepleriana y, en consecuencia, la teoria de la
Luna deba de construirse de distinta manera a la que explica el movimiento de los
planetas.

Ya desde la antigiiedad se habian ido descubriendo empiricamente ciertas
desigualdades tales como la ecuacion del centro, utilizada por Hiparco; la eveccion,
introducida por Tolomeo; la variacion, correccion introducida por Tycho Brahe, y Ila
ecuacion anual. Pero, era imposible detectar de la misma manera un gran nimero de
otras desigualdades no despreciables, aunque menos importantes, que se superponian a
las desigualdades principales, las cuales se pusieron de manifiesto al estudiar la teoria
del movimiento de la Luna analiticamente.

Newton se ocup6 del estudio de las grandes desigualdades llegando hasta una
segunda aproximacion. A partir de Newton la teoria de la Luna ha sido ampliamente
desarrollada, habiéndose empleado desde entonces métodos que difieren
considerablemente unos de otros y que presentan sus ventajas o inconvenientes en
determinados aspectos.

Se suelen distinguir tres tipos de teorias: analiticas, analitico-numéricas y
numéricas. Entre las primeras podemos destacar la de Delaunay, que desarroll6
completamente la funcion perturbatriz hasta cantidades de séptimo orden. Las analitico-

. . . . i
numéricas empiezan con la de Laplace que mantiene las dos excentricidades y el sena

como parametros y atribuye un valor numérico a m = ™ Pertenece a esta clase la teoria
n

de Hill-Brown. Airy propuso una aproximacién puramente numérica al problema de
mejorar la teoria de Delaunay, pero sin éxito. Recientemente Eckert ha aplicado la
técnica de Airy a la teoria de Brown del problema lunar principal, es decir, el de hallar
el movimiento de la Luna bajo la accion gravitatoria de la Tierra y del Sol considerando
los tres cuerpos como masas puntuales, y por otra parte, Deprit ha confeccionado
analiticamente unas efemérides lunares que mejoran dicha teoria de Brown.
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9.3.1 El sistema Tierra-Luna

La Luna se mueve alrededor de la Tierra en una 6rbita aproximadamente eliptica
cuyos valores medios del semieje mayor, la excentricidad y la inclinacion son

a =384.400 km; e =0.05490; i=5°8'43."4

Ya hemos dicho que el movimiento de la Luna es fuertemente perturbado por el
Sol. Por esta causa estos tres elementos estan sujetos a variaciones periodicas alrededor
de dichos valores. La excentricidad varia de 0.044 a 0.067, la inclinacion oscila entre 4°
58"y 5°19', y el eje mayor gira en sentido directo con un periodo de 8 afios 310 dias.

Podemos definir varios periodos de revolucion de la Luna en su orbita. Llamamos
revolucion sinoddica al intervalo medio de dos conjunciones sucesivas de la Luna y del
Sol (lunas nuevas). Se calcula su duracion a partir del conocimiento de épocas en que se
han producido eclipses de Sol separadas por intervalos de tiempo muy largos. Su es de
29.5305883 dias = 299 12" 44™ 2°.8. Es la lunacion que regula las fases de la Luna y los
eclipses. Constituye el mes de los antiguos calendarios lunares.

Revolucion sidérea es el tiempo necesario para que la longitud media de la Luna
referida a un equinoccio fijo aumente 360° . Su valor es de 27.32166150 dias =27° 7"
43™ 11°5. Durante un mes sidéreo el Sol ha recorrido aproximadamente 1/12 de su
orbita y, por consiguiente, al cabo de una revolucién sidérea la Luna no presentara la
misma fase.

El movimiento medio sinodico de la Luna es la diferencia entre el movimiento

medio sidéreo n'de la Luna y el movimiento medio sidéreo n del Sol y vale:

pp = 2007X60%607 _ 2 eeen 6979
29.5305883

De aqui que, siendo 7 = 3548"'.1928,
n'=43886".6979+3548".1928 = 47434".8907

Si dividimos 360° x 60'x 60" =1.296.000" por este valor de n'encontraremos el

numero de dias de una revolucion sidérea.
Revolucion trépica es el tiempo necesario para que la ascension recta media de la

Luna aumente en 24 horas. Su valor se halla dividiendo 1296000" por el del
movimiento medio tropico de la Luna, referido al equinoccio medio moévil, que se
obtiene sumando la precesion diurna A =0".1376 al movimiento medio sidéreo. Es

decir, 1296000"
n'+ A

=27.3215816 dias=2797"43" 4° 6

Hemos dicho que el periodo de revolucion del eje mayor de la 6rbita de la Luna es
de 8 afios 310 dias. Dividiendo 1296000" por dicha cantidad hallaremos el valor del
movimiento sidéreo medio del perigeo p = 400".9167. Llamamos revolucion
anomalistica al tiempo necesario para que la anomalia media de la Luna aumente en
360°. Por otra parte, el movimiento medio anomalistico, que referimos a su perigeo
movil, valdra:

n'—u=47033".9740
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y por tanto, la duracion de una revolucion anomalistica sera de

1296000"
n'—u

=27.5545503dias =27 13"18" 37°.4

También hemos dicho que la inclinacion del plano de la 6rbita de la Luna sobre la
ecliptica sufre variaciones periodicas. De ellas, la mas importante tiene una
semiamplitud de 9"y un periodo de 173 dias. Asimismo, la linea de los nodos retrograda
secularmente, siendo el valor del movimiento medio sidéreo de
v=-3'10".77 y el periodo de revolucién correspondiente de 18.60 afios (ver 8.7).

Se llama revolucion draconitica al intervalo medio de dos pasos consecutivos de
la Luna por el nodo ascendente de su orbita. La duracion de una revolucién draconitica
es:

1296000"

n'—-v

=27.2122178dias=27%5"5" 356

Este periodo rige las variaciones de la latitud celeste de la Luna y juega un papel
importante en la prediccion de eclipses.

9.3.2 Desarrollo de la fuerza perturbatriz

En la exposicion de este apartado seguimos a Danjon cuyo desarrollo de la teoria
de la Luna lleva a una primera aproximacion de la teoria de Delaunay.

Supondremos, de momento, que la inclinacién i' de la érbita lunar es nula y que,
por consiguiente, la fuerza perturbatriz estd situada en su plano (i'> = 0.008).
Tomaremos la masa del Sol como unidad y llamaremos m y m' a las masas de la Tierra
y de la Luna, respectivamente, e y e'a las excentricidades de sus orbitas, a y a' sus
semiejes mayores, 7 y n'a sus movimientos medios y » y r'a los radios vectores
geocéntricos del Sol y de la Luna (Fig. 10.9). Los simbolos ¢ y A representardn las

longitudes geocéntricas del Sol y de la Luna. Las latitudes se supondran nulas. Sean S, T
y L los centros del Sol, la Tierra y la Luna respectivamente (Fig. 10.9); hagamos

p S

0 FIG. 10.9
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SL=r"STL=A-{ =4

Sean, por otra parte, O el origen de un sistema inercial de referencia y fo y & los

vectores de posicion de la Tierra y de la Luna en dicho sistema. El movimiento de T
vendra definido por

v 7
& :Gm'rTJr GMr—3 (55.9)
y el de L por
. I_/:' ;:"
Restando estas dos igualdades miembro a miembro tendremos
. , . ]7 1 }7 n }7
r Z—G(m—Fm)rT‘FGMEVT—r—Sj (579)

que representa el movimiento de la Luna alrededor de la Tierra. El segundo término del
segundo miembro es la fuerza perturbatriz debida a la atraccion solar (recordar (44.7) de
7.5).
Hagamos G M=k y descompongamos k—— en suma de dos vectores, uno
r
dirigido de L hacia T'y el paralelo a 7S. Tendremos:

= (58.9)
r

I""3

con lo que la expresion de la fuerza perturbatriz sera ahora

o (PP F
=k| ——+——-—— M=1 59.9
f (rn3 ru3 ]"3) ( ) ( )
0 también
- 7' (1 1

Las componentes Sy P de f segln el radio vector y segin la normal al radio

S :—ﬂ-FkT(L—i}JCOSA
r

1’"3 l"”3

vector son:

o (61.9)
P= —kr(T—TjsenA
r r

De la misma figura 10.9 se deduce:

" =7’ +7r”=2rr'cos 4
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de donde:

1 1 r' r” -
—:—3(1—2—cosA+—2]
r r

3
r' oo

Desarrollando y limitando al segundo orden con relacion a r'/r, obtenemos:

' 12

L:L{H3r—cosA+%r—2(3+500s2A)+..} (62.9)

o r r

y llevando este valor a las expresiones (61.9) de S y P, haciendo k = n’a’, lo cual
supone despreciar las masas de la Luna y de la Tierra frente a la del Sol, obtenemos
finalmente:

2 3 ' !
§="a . l+§coszA+2F—COSA+1—SF—COS3A+...
2 2 8 r 8 r
(63.9)

2.3 [ '

P:—ngZ r'[zsen2A+§r—senA+£r—sen3A+..}
r 2 8 r 8 r

Mas adelante se introduciran en estas expresiones los elementos keplerianos; pero,
hemos de observar que los elementos keplerianos del Sol se refieren, no al centro de la
Tierra, sino al baricentro del sistema Tierra-Luna.

(m9L

(m)T FIG. 11.9

Sea p el radio vector de dicho baricentro y 4; el angulo que forma con 7L (Fig.
11.9). Tendremos:

GT m'" G  m'
_L_Z’ GT+GL m'+m
0 sea: '
GT = m r'

m'+m
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Luego, teniendo en cuenta que G T es muy pequeiio, podemos escribir con mucha

aproximacion:
. - om
F=p+

7 'cos 4, (64.9)

m+m

T sen 4, (65.9)

A=4 -a=4 —tana= 4 - '
m+m' p

De (64.9) deducimos:

1 1[ m' r' ]
—=—1- —CoS 4,
rop m+m' p

i=L[1— 3m r—cosAlj

rop m+m' p

valores que sustituidos juntamente con (65.9) en (63.9) nos dan

3 ' !

S :%nza—ﬂ”{HﬁcosZAl +2 m’(%cosAl +$COS3AIJ+...:|
m+m

P P (66.9)

3 ' !
Pz—lnza—3r' 3sen24 + 21 (isenA]+£sen3Alj+...
2 p pm+m'\ 4 4

Vamos a introducir ahora los elementos keplerianos utilizando, para representar
los radios vectores, los desarrollos (48.3) y (49.3), que escritos para nuestro caso nos
dan:

a’ 3, 9 ,
— =1+—-¢" +3ecosM +—_e" cos2M +... (67.9)
Yo, 2 2

12

12
r’:a’{l+%—e’cosM'—%cos2M'+..1 (68.9)

donde e y M son la excentricidad y anomalia media del baricentro y e’ y M’ son la
excentricidad y anomalia media de la Luna.

El angulo 4,, diferencia entre la longitud de la Luna y la longitud baricéntrica del
Sol, puede expresarse en funcion de los movimientos medios sidéreos n y n’ del Sol y
de la Luna y de las desigualdades keplerianas periodicas de las longitudes de estos
astros que designaremos respectivamente por 2Py 2P’

Pondremos
o =(n'—n)t+0'0

(69.9)
A =c—SP+3P'
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con

2P =2esen M +%e2 sen2M +...
s (70.9)
2P'= 2e'senM'+Ze'2 sen2M '+ ...

En el desarrollo de la fuerza perturbatriz intervienen términos en senj4; y cosjA;
donde j es un entero. Teniendo en cuenta el valor de (69.9) de A; podemos escribir:

cos ji4, =cos[jo-—(jZP—jZP')] =
=cos jocos j(EP—XP')+sen josen j(EP—-XP')

y desarollando en serie:

2

cos jd, = {1—%(213'—213)2 +..}cosj0'—
(71.9)

-3

—[j(ZP'—ZP)—%(ZP'—ZPY +..}senj0'

y analogamente:
.2

sen j4, = {1—%(ZP’—ZP)2 +..1sen jo+
(72.9)

-3

{j(ZP'— ZP)—JZ(ZP'—ZPY +..1cos jo

Es facil ver que sustituyendo (70.9) en (71.9) y (72.9) obtendremos en las
expresiones de cosjA; y senjd; productos de senos de los dngulos M, M', 2M, 2M", etc.
afectados de exponentes enteros. Estos productos se podran transformar en sumas de
senos y cosenos, que multiplicadas por senjo y cosjo nos proporcionaran cosj4; y
senjA; bajo la forma de sumas de cosenos o de senos con argumentos combinaciones
lineales de los angulos o, My M.

Total, que sustituyendo (67.9), (68.9) y los valores hallados para cosj4; y senjA;
en (66.9), obtendremos unas nuevas expresiones de Sy P en las que apareceran e, e', a,
a', o, M, M"y multiplos de los argumentos o, My M'. Pero, los desarrollos de S'y P
no se utilizan para estudiar las perturbaciones que dependen de e'; en consecuencia,
cuando interese, despreciaremos los términos en que aparezca e y escribiremos
solamente los que dependan de e.

Teniendo en cuenta todo lo expuesto queda, finalmente.

' 1

S=ln2a'{l+§e2+3cos20'+3ecosM+2a— —m cos0'+..}
2 4 a m+m'

(73.9)

Al 1

Pz—%nza'[%en 20+Ea_m—

!

seno +...
am+m



Movimiento de la Luna 375

desarrollo que utilizaremos, como queda dicho, para el estudio de perturbaciones que no
dependen de e'.

9.3.3 Desarrollo de la funcion perturbatriz

Cuando interese estudiar las perturbaciones que dependen de la excentricidad e’
utilizaremos la funcion perturbatriz (recordar (74.8))

na(r  FF
ro\r r
De la Fig. 10.9 deducimos:
7r'=rr'cos 4

1 1 2 -2 1 1 1 2
L=|:1—2r—COSA+£r—] } =1+r—cosA——£r—j +
r" r r r 2\ r

1 2 1 3 1 3
+§ r coszA—i L cosA+§ L cos’ A+...
2\ r 2\ r 2\ r

Sustituyendo en (74.9) obtenemos el siguiente desarrollo de la funcion
perturbatriz:

2 3 N\ 2 N3
R=" 1+ ) (143c0s24) + L[ 2| (3cos A+ 5cos34) +...
r 4\ r 8\ r
en el que los primeros términos despreciados son los de cuarto orden en »’/7 . Si se

omite el primer término, el cual no contiene los elementos de la orbita lunar y por
consiguiente no intervendra en las derivadas parciales, queda:

2.3 1 ' '
r="4 2 [Z+%cos2A+§r—cosA+§r—cos3A+..} (75.9)

P 8 r 8 r

Podemos expresar R en funciéon de e, e', a, a', o, M, M'y multiplos de los
argumentos o, M y M', afiadiendo a los desarrollos parciales que hemos utilizado para
obtener Sy P

r?=q" {1+%e'2—2e'cosM'—%e'2 cosZM'+..}



376 Astronomia esférica y mecanica celeste

Obtendremos:

R

1 1
n*a” —+§€2 +§e'2+§c0520'+§ecosM——e'cosM'—
48 '8° T4 4 2
3 21 3, ,
—gecos(2a+M)+§ecos(20'—M)+Ze cos(20+M")—
(76.9)
1
—%e'cos(Za—M')+%e'2 cos(20+2M ')+§5e'2 cos(20-2M")-

1 m—-m'(3a' S5a'
——e"” cos2M '+ = —C0s0 +——c0830 |+...
8 m+m'\8 a 8 a
Si tuviéramos en cuenta la inclinacién i', a los argumentos que figuran en el
desarrollo (76.9) deberiamos afiadir la distancia de la Luna a su nodo ascendente,
77 = Am - Q' :

9.3.4 Perturbaciones independientes de la excentricidad de la orbita
lunar

. . . . .. [ y .
Para estudiar las perturbaciones independientes de la excentricidad e de la drbita
de la Luna utilizaremos las ecuaciones del movimiento en la forma

m+m'
> +S

r (77.9)

For AT =k

r*A=Pr'

que se deduce de las ecuaciones del movimiento en coordenadas polares

ForAl = f
r? A =C

donde frepresenta el modulo de la fuerza central ejercida sobre la unidad de masay C

es la constante de las areas, recordando ademas que si # y w son las componentes de la

velocidad orbital el efecto de la fuerza perturbatriz durante el tiempo dt se puede

representar por du = Sdt , dw = Pdt y de esta segunda se deduce r'dw = dC = r' Pdt.

La primera de las ecuaciones (77.9) expresa la aceleracion radial en coordenadas
polares y la segunda, la aceleracion normal al radio vector.

La integracion de estas ecuaciones con un grado de aproximacion suficiente para
establecer las Tablas de la Luna es una operacion muy complicada. Sin embargo, se
pueden establecer algunas reglas conducentes a la simplificacion del problema:

1%) Introduciremos sucesivamente, en las ecuaciones del movimiento, cada uno de
los términos de la fuerza perturbatriz y estableceremos la perturbacion correspondiente
como si existiera sola.

2% Integraremos las ecuaciones como si los argumentos o, M y M' fueran
funciones lineales del tiempo y, por consiguiente, despreciando en los segundos
miembros las perturbaciones de las cuales son afectados.
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3" Cuando en los segundos miembros aparezcan a la vez términos de largo
periodo y términos de corto periodo despreciaremos estos ltimos.

Los resultados que se obtienen observando estas reglas constituyen la llamada
segunda aproximacion de la teoria de la Luna.

a) Término constante de la fuerza perturbatriz:

En (73.9) P no contiene término constante; por consiguiente, el segundo miembro
de la segunda ecuacion de (77.9) es nulo y el movimiento obedece a la ley de las areas.
Por otra parte, la primera ecuacion de (77.9) se puede escribir, teniendo en cuenta el
desarrollo de S:

l+—e
2 2
}"' V'

—k(m+m')+lnza'3 l+ée2 )
oy TA2 2 2 1 2 a' 3 2
Fl-r'A" = +—n‘a'|l-—
2
y puesto que estamos suponiendo e' = 0, serd a'= ' (érbita circular) y por tanto el

segundo sumando del segundo miembro sera cero. La ecuacion resultante, junto con la
que expresa la ley de las areas, determina un movimiento circular que se escribe

na" =k(m+m')—ln2a'3(l+iezj
2 2

obteniéndose finalmente:

1 2

k(m+m')=n'2a’3 1+—n—2 1+§€2 =n"a"F (78.9)
2n' 2

donde F = 1.0028. Una teoria mas completa teniendo en cuenta e' e i' da para F el

valor

F=1.002723 = 368
367

El efecto de este factor es una reduccion de la atraccion de la Tierra sobre la Luna
causada por la presencia del Sol.
b) Variacion: Es una desigualdad del movimiento de la Luna, descubierta por Tycho
Brahe en 1582 y de la cual Newton dio la teoria en su obra “Principios Matematicos de
la Filosofia Natural y su Sistema del Mundo”. Su periodo es de una semi-revolucion
sinodica; se anula en las sicigias y en las cuadraturas y toma su valor maximo en los
octantes donde sobrepasa los 39'. Estas circunstancias bastan para saber que el
argumento del cual depende es el doble del dngulo o definido como la diferencia entre
las longitudes medias de la Luna y del Sol:

o=(n'-n)t+y'-y (79.9)
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Para calcularla partamos de las ecuaciones (77.9), sustituyamos en ellas los
valores

S =ln2a’(1+3cos20')
2 X (80.9)
P= —En2a'sen20'

deducidos de (73.9) y tengamos en cuenta los resultados obtenidos en el parrafo a).
Escribiremos:

3 2
.. . a® 1 a
Fl—r'A? :—n'2—2+—n2a' l-—+3cos20
r's 2 r'

(81.9)

C= —%nza'2 sen2o

. ' 1 . oy . .
Integremos suponiendo constantes n'y a : La segunda da, por integracion inmediata

2
n

- a'cos2o
n'—n

C=C,+ 3
4
de donde, siendo el valor medio de C n "a'’es

2
PP A=na?| 142" cos2e (82.9)
4 n'(n'—n)

Despejando de (82.9) A, elevando al cuadrado, desarrollando en serie y
despreciando los términos en 4o, hallamos

' 4 2
Aot [ L) 13 os20 (83.9)
r' 2 n'(n'—n)

valor que sustituido en la primera de las ecuaciones (81.9) nos proporciona
a')l 1 a' nY(a| 3 a'Y n'
f'znza'(l——j —(1+—j—(—j [—] +=n'a' 1+[—] cos2o0
r')| 2 r' n r' 2 r') n'-n

. a .
y si, puesto que a'=r' reemplazamos — por | en las dos expresiones entre corchetes,
r

resulta:

' '

i’":—a'(l—a—'](n’z—nz)+%n2a'(l+ " ]cos?ﬂ (84.9)

n—n
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Busquemos una solucion de (84.9) de la forma
r'=a'(l-xcos20)

Tendremos

'

a
—'=1+x00520'+...

B
l—a—'=—x00520'...
r
y
iﬂ":4(n'—n)2a'xcos20'
Sustituyendo (85.9) y (86.9) en (84.9) resulta
N (2 2 _é 227’1'_—”
[4(}1 n) (n nﬂx—zn -
de donde

2 .
x:i( " j n-n _ 160071
n'-n) 3n'-5n 139.1

(recordar que n = 3548".1928 y n'=47434".8907).

(85.9)

(86.9)

(87.9)

. . y .. ' '
Este resultado nos dice que la Luna describe un 6valo cuyo semieje menor, » = a

(1-x), esta dirigido hacia el Sol (o= 0). La razon de sus ejes es:

1-x 138 69

l+x 140 70

Como consecuencia, la paralaje de la Luna es mas pequefia en las cuadraturas que

en las sicigias en aproximadamente 1/60.

Consideremos de nuevo la ecuacion (82.9) y sustituyamos en ella

' 2
(a—'j =1+2xcos20 +...
r

Tendremos, despreciando términos de orden superior

2
A=n'|1+ 2x+§n— cos 20
4n'(n'—n)

e integrando:

1

3n?

A=n't+y'+ x4 sen2o +...
n'—n 8n'(n'—n)

(88.9)
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La desigualdad que aparece en la expresion (87.9) de la longitud de la Luna es la
variacion. Su coeficiente, calculado a partir de esta formula es 0.01022 = 35".1.
Si desarrollamos en serie el valor de x dado por (87.9) obtenemos

resultando para el coeficiente de la variacion la serie

1(nY 59(nY

—| = +=| = +

8\n' 12{n'
cuyos dos primeros términos constituyen los de una serie lentamente convergente que
establecié Delaunay de la forma:

1(nY 59(nY 893(n) 2855(n) 8304449( n\°
i SR P O Ul O e L ] S (PR (89.9)
sln) 12\n)  72\n) 108 n') 165888 Ln'
cuyasumaes:
1587"+ 424"+ 80"+ 13"+ 2"+ ... = 35'6"

Si se tuvieran en cuenta los términos que dependen de las excentricidades y de la
inclinacion, la variacion llegaria a valer 39' 30"

¢) Desigualdad paralactica: es una desigualdad del movimiento de la Luna que depende
del argumento o y cuyo periodo es igual a la revolucion sinddica.
Los términos correspondientes de la fuerza perturbatriz son:

Al

9 a'm—m
Szgnza’— -COS O
\ amrm. (90.9)
a'm—-m
P=-=n’a'— sen o
8 am+m'
. . . m—m' .
que sustituiremos en las ecuaciones (77.9) tomando el cociente -=1. Teniendo en
m+m
cuenta, ademas, (78.9) obtendremos:
.. . n%a® 9 ,a"
F'er'A’=————+—n’~—coso
r' a
91.9)
. 3 ,a 13
C=—-—n"—seno

8 a

La segunda ecuacion se integra inmediatamente, resultando:

3 n* a®
C=Cy+-———coso
8n'-n a
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de donde tomando C, =n'a" es:

2 '
PP A=na?| 14— P ooso (92.9)
8 n’(n'—n) a

Eliminando A entre esta ecuacion y la primera de las (91.9) obtenemos

3 ' 12 ' 13
'r":n'zaT[a——1)+§n2a—[3+2—nachosa (93.9)

n'-nr

1
., . ' ' a
0, también, haciendo como antes » = a salvo en el factor (—'— lj :
r

' v 2 "
f':n'za’{a—’—1+§a—n—5n 3 cosa} (94.9)

Busquemos una solucion de la forma

= a'(l+xa—cosaj (95.9)
a
Sera
a' a'
——l=—x—coso+...
r a
y
12 )
i'=—x—(n'-n) coso
a
Sustituyendo en (94.9) y operando obtendremos:
[n ’2—(n'—n)z}x _3 n’ (5n'-3n) (96.9)
8n'-n
de donde
x=0.0752

A partir de (96.9) podemos desarrollar x en términos de n/n':

152 27(nY
X=——+—|—| +
16n' 32\n'

pero, una teoria mas completa nos diria que sélo el primer término de este desarrollo es
exacto.

Calculemos la desigualdad correspondiente de la longitud. De (92.9) teniendo en

cuenta (95.9), se deduce
' 2
A=n—n 2x—§n— coso
a 8 n’(n'—n)
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e integrando:

' 2 [
A=n't+;('—a— 2x—§n— "_seno
a 8n'(n’—n) n'—n

y teniendo en cuenta el desarrollo de x:

A:n't+)('—a—(—£+..jsen0' (97.9)

En la teoria de Delaunay el coeficiente de la desigualdad paraldctica se desarrolla
de la siguiente forma:

a'm-m'15n 93(nY 6887(n)Y
—— et = | t—| = | +
am+m'| 8 n' 8 \n' 128 \ n'

4
37197 (ij +} —_124".96

512 \n'

(98.9)

El efecto de los términos (90.9) de la fuerza perturbatriz sobre la 6rbita de la Luna
es una deformacion sobre la misma en el sentido de que el radio de curvatura de la
trayectoria perturbada es mayor en la luna nueva que en la llena y la 6rbita, por tanto, no
es centrada, estando su centro desplazado hacia el Sol.

Debido a la deformacion de la orbita, la paralaje de la Luna disminuye en 1" cerca
de la Iuna nueva y aumenta de la misma cantidad en la luna llena. La variacion
correspondiente de la distancia a la Tierra es, en media, de +110 km.

La observacion de ocultaciones de estrellas por la Luna proporciona el valor del
coeficiente (98.9) con mucha precision, ya que la desigualdad paralactica retrasa las
ocultaciones en 3™ 48" en cuarto creciente y las avanza otro tanto en cuarto menguante.

d) Ecuacion anual: Es una variacion periddica del movimiento medio de la Luna
de periodo anual. Estd ligada a la variacion de la fuerza perturbatriz del Sol, que
depende de 1/r* y de M. Fue descubierta, como la variacion, por Tycho Brahe.

En (73.9) el desarrollo de S contiene un término en M y el desarrollo de P no lo
contiene. La constante de las areas puede por tanto considerarse aqui como invariable y
las ecuaciones del movimiento (77.9) pueden escribirse en la forma:

n|2 13

3 5,
pr: +En2a ecos M 99.9)

2 A 2
r'“A=n'a'

.. A2
F'-r'AT=-

Eliminemos A entre estas dos ecuaciones:

12 3 ]
jr=lt 4 (a—'—lj+%n2a'ecosM (100.9)

2
r' r
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Busquemos una solucion de la forma

r'=a'(1+xcosM) (101.9)
de donde

a—’—l =—xcosM

,
y

i'=—a'xn* cosM

Hagamos como siempre a_' =1 fuera del paréntesis en (100.9). Tendremos:
r

o tambien:

2 2
x:ie”—2(1+”—2+..}=o.000141 (102.9)
2 n' n'

Al

2
Sustituyendo en la segunda de (99.9) el valor de (a_'j dado por (101.9),
r

obtenemos
A=n'-2n'xcosM +...

e integrando:

A=n't+ -2  xsenM +... (103.9)
n

A\l

El coeficiente —27x de esta desigualdad es de unos -12'.5 y su desarrollo
n

2

—3e£'[1+”—+...) (104.9)

2
n n'

2 3
. . .. n . L. n _ n
tiene por primer término —3e— ; no contiene término en (—J y el término en (—J
n n n

no puede deducirse de la teoria que estamos desarrollando.
Delaunay obtiene el siguiente desarrollo del coeficiente de la ecuacion anual:

| 738 (lf 1261 (ij 142817 [i)s 3257665 (if ~
n' 16 \ n' 4 \n' 9% \n' 576 \n')

cuyasumaes-11'2".

Si se afiadiesen los términos que dependen de la excentricidad e', su valor seria de
-11'8".

Debido a la ecuacion anual, del 2 de enero al 2 de julio la Luna esta retrasada
sobre la Luna media y esta avanzada del 2 de julio al 2 de enero siguiente. A principios
de abril los eclipses y las ocultaciones se retrasan en mas de 20 minutos y se adelantan
en la misma cantidad a principios de octubre.



384 Astronomia esférica y mecanica celeste

a) Aceleracion secular: En 1787 Laplace demostrd6 que la variacion secular de la
excentricidad e de la orbita de la Tierra tiene como consecuencia una aceleracion
secular del movimiento medio de la Luna. En efecto, la distancia media del Sol a la
Tierra tiene por expresion

a(1+%ez) (105.9)

variando, por tanto, en el mismo sentido que la excentricidad; por consiguiente, la
fuerza perturbatriz, no periddica, ejercida por el Sol sobre la Luna, varia también
secularmente, dando lugar al fenomeno, que habia sido observado ya por Halley en
1693, por el cual el movimiento medio de la Luna obtenido comparando observaciones
de eclipses reseflados por Tolomeo (siglo II) y de eclipses observados por los arabes
(siglo IX) era menor que el que se deducia de comparar estos ultimos con las
observaciones de eclipses contemporaneos. Lalande fijé en 10" por siglo el valor de
esta variacion, dandole el nombre de aceleracion secular de la Luna.

Hemos dicho en el apartado a) que el valor k(m + m') dado por (78.9) es
constante. Ahora bien, en el segundo miembro de dicha expresion figura Ia
excentricidad e que decrece secularmente; por tanto, los elementos de la orbita lunar '
y a' han de ser variables. Por otra parte, la expresion de la componente P de la fuerza
perturbatriz (recordar 73.9) no contiene mas que términos periddicos, y en
consecuencia, la constante de las areas

C=n'a" (106.9)
es también invariante.

Eliminando a’ entre (106.9) y (78.9) se deduce

3/2 2 2
k(m+m')=n’2(£j 1+l(£j +§(£j e’
n' 2\ n' 4\ n'
y teniendo en cuenta que
k(m+m')

2
, 1(nY 3(nY 2
I=n 1+E - +Z — e (1079)
n n
siendo I una constante.

De (107.9) se deduce facilmente la derivada del movimiento medio n' con
relacion a la excentricidad e:

es invariante, tendremos:

dn' n’
d—:—3—'€ (1089)
e n

Tomemos
e=¢,—ht
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entonces,
dn'_dn'de
dt de dt

de donde, tomando solo el término en /4:

2
dn'=3" ¢ hdt
n

e integrando
2

n
n'=n'\+3—e,hdt
n'

2
A:no't+;('+%%eoht2 (109.9)

Tomando en el coeficiente de 7 los valores de ey y h de la teoria de Newcomb, se
deduce para la aceleracion secular:

bt* =10".3¢
estando el tiempo ¢ expresado en siglos.

El desarrollo del término » dado por Delaunay es

2 2 3
plgp 33T ) 34047 m (110.9)
n' 2 64 \n' 64 \n'
siendob=6".

Hoy en dia se evalua en 12".36 el valor de b exigido por las observaciones.

En realidad, la aceleracion secular de la Luna es una desigualdad periddica de
periodo muy largo ya que actualmente la excentricidad de la orbita de la Tierra esta
decreciendo y lo continuara haciendo durante 24.000 afios aproximadamente; pasara
entonces a crecer y la variacién correspondiente del movimiento medio de la Luna
cambiard de sentido.

Siendo invariante el producto n'’ a'’, y conocido el aumento secular del
movimiento medio n', se deduce la disminucion correspondiente de la distancia a', re-
sultando ser de menos de 2m por siglo.

9.3.5 Perturbaciones que dependen de la excentricidad de la orbita lunar

Para estudiar las variaciones que dependen de la excentricidad e' de la orbita de la
Luna utilizaremos, como indicamos en 9.3.3, la funcién perturbatriz R que sustituiremos
en las ecuaciones de Gauss (119.8) adecuadas a nuestro caso. Supondremos nula la
inclinacion de la orbita y despreciaremos los términos en el cuadrado de la
excentricidad, con lo que dichas ecuaciones tomaran la forma:
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da 2 OR

dt n'a'oy'

E:— 12 O_R (111.9)
dt n'a“e'ow'

do' 1 OR

7_ n’a'ze'a

Los tinicos términos de la funcion perturbatriz que intervienen en las derivadas de
e' y de ®' son los que contienen uno u otro de estos dos elementos. Por tanto, a partir
de (76.9) escribiremos:

R =n*a" {%e'z—%e'cosM’+%e'cos(2a+M')—%e'cos(ZO'—M’)—
1 ; y (112.9)
—ge’z cos2M '+Ze'2 cos2(0'+M’)+§e'2 cos2(d—M')+..}

En el desarrollo que utilizaremos s6lo consideraremos los términos no periodicos
y los de periodo muy largo que son los que separan al maximo el cuerpo perturbado de
su lugar medio.

El periodo de los términos en M'es proximo a un mes. El de los términos en 2o -
M'también es proximo a un mes ya que 20 -M'= 2(n'-n)t-n't = n't-2nt y teniendo en
cuenta que n'=13°/dia y 2n=2°/dia, la diferencia es de 11°%dia ; por tanto
360°/11°= 32 dias. El periodo de los términos en 2M"' es de aproximadamente 14 dias.
Los de los términos en 20 + M' y en 2(o + M) son respectivamente de unos 9 y 7 dias.
Veamos cual es el del término 2(o- M'):

2e-M)=2[(A-¢)-(A-0")]=2(¢-0)

Si suponemos fijo el perigeo de la Luna, el periodo es de seis meses, o sea, mucho
mayor que los otros.
Limitaremos, pues, la funcion perturbatriz a los siguientes términos:

3 f B ] 3 I [} '
R=2na e”[1+5cos2(0—M )]zgnza e [1+5c0s2(¢-w")]  (113.9)

Sustituyendo esta expresion de R en las ecuaciones (111.9) tendremos:
da'
—= 114.9
7 ( )

puesto que Z—R =0 al no figurar en (113.9) la longitud de la Luna. Esto nos dice que el
X

semieje mayor no sufre perturbaciones que dependan del argumento
2(c-M").
de' 15n°

Z:—;;e sen2({—w') (115.9)
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[ 2
i—?zi%[3+15cos2(§—a)')] (116.9)

a) Movimiento secular del perigeo: Para estudiar el movimiento del perigeo pongamos
c-o'=¢

y derivemos respecto al tiempo teniendo en cuenta (116.9):

] 2 1 2 1
d—¢’=n—d—wzn—i”———sn—coszq):(1—3£j(1— o1 cos2(/)) (117.9)

dt dt 4n'" 4 n 4n' 4n'-3n
. . . 1
Integremos efectuando el cambio de variable tang = x y haciendo 2 '5n3 =p;
n'-3n
tendremos:
cos2 _1—x2 do= ! dx
4 1+x 4 1+x?
y sustituyendo en (117.9):
n 1-x°
dx=n|1-=——1| 1- dt
1+ x? ( 'J( p1+x2j
de donde:
e 2=n(1___]dt
l1-p+(1+p)x n'
e integrando
J’ dx Rk :n(l_giJ(t_to)
1—p+(1+p)x 4n'
1 1
arctan +ptan(/) =n(1———j(t—t0)
1-p? I-p
Luego,
ang= = tan n(l—ilj 1-p* (t—1,) (118.9)
I+p 4n' 0 '
Hagamos
= TAY
I+p

Sustituyendo en (118.9) queda:
tanp = g tany

lo cual implica 1-
Q= ———=sen2y+... (119.9)
I+g¢g
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siendo el primer término despreciado en sen 4 .
Podemos escribir, pues, la expresion que da la longitud del perigeo de la siguiente
forma

a)'=§—¢7=nt+)(—l//+l;sen2t//+...
l+gq

o también:

a)'=nt+;(—n(l—3£)\/l—p2 (t—t0)+1_—qsen2(//+...
4n' I+g¢g

y haciendo

o', :Z"'n(l_%i.j‘”—pzto
n

sustituyendo el valor de p y agrupando los términos en ¢, queda finalmente:

2
w':w'0+nt[1—(l—§£] 1—( 15 ”ﬂ_qsenzw... (120.9)

4n' 4n'-3n I+q

Vemos pues que el perigeo presenta un movimiento secular cuya velocidad

angular media es
2
u=n 1—(1—3£j [ ton
4n' 4n'-3n

0, lo que es lo mismo:

2
p=n'"= 1—\/1—51—2(i') (121.9)

expresion aproximada que da para el movimiento medio del perigeo el valor de 351"
siendo el valor observado de 401".
El desarrollo de (121.9) es

,3(71)2 225(11)3
p=n'l=—| +=| —| +...
4\ n' 32 \n'

siendo la serie dada por Delaunay:

13 njz 225 nf 4071(;1]“ 265493(;; ’
== +=|—| +——| — | + — | +...
4\n')  32\n) 128\n') 2048 \n'

cuya suma es 400" .4688.
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Si se tienen en cuenta otros términos que dependen de las excentricidades y de las
inclinaciones se halla 1z=400".9167 con un periodo de revolucion de 8 afios 310 dias.
b) Movimiento periddico del perigeo: La longitud del perigeo que acabamos de obtener
(120.9) contiene un término periddico cuyo argumento i es la parte secular del angulo
@ (119.9). Si designamos por 'y la longitud media del perigeo y despreciamos la
excentricidad de la orbita terrestre, podemos escribir (120.9) de la forma:

a)':a)’0+yt+:—3sen2(§—a)'m) (122.9)

El coeficiente de la desigualdad es

g 1-J1-p?
_lma P (123.9)

a=
l+gq p
) 15n .
Sustituyendo p por su valor | p = 3 y desarrollando en serie encontramos, en
n'-3n

nuestro estudio, que s6lo el primer término es valido

15 n
a=——+..
8 n'

El valor de axes de 8°.7y el periodo de la desigualdad es de 205.89 dias.
¢) Variaciones de la excentricidad: Para poner en evidencia la desigualdad
correspondiente de la excentricidad partamos de las ecuaciones (115.9) y (116.9).
Teniendo en cuenta que estamos haciendo ¢ = @- ®', podemos escribir

dp=d{—-dw'=n-do'
y, por tanto, sustituyendo en (116.9):

do 1n’
— =n———|3+15co0s2
dt 4n'[ go]

o también:

1————:—'cos 2(4 (124.9)
y dividiendo (115.9) por (124.9) se obtiene

de' —Eﬁvsen%od(p
e ___4n (125.9)
e' 3n 15nm
l-———— —Cos2¢
4n'" 4n
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ecuacion diferencial a variables separables que se integra inmediatamente, teniendo en
cuenta que, a menos de un factor -2 el numerador es la derivada del denominador. Por

tanto:
lo'=—1i[123 2157 o0
2 4n'" 4n
es decir,
. K
e =
\/I—Sn—lanOSZgo
4n' 4 n'

siendo K una constante.
Recordando (124.9) esta expresion de e' puede escribirse, elevando al cuadrado,

. K’n
e =
de
dt

y como que segun (119.9) y (123.9) es

@ =y —aseny
es
do dy
—=(1-2acos2y )—
i~ V) ar
dy o
con o constante. Luego, podemos escribir
2
o = K'n W
1-2acos2y ) —
( V),
o0 sea
e'=e',(1-2acos2y) " (126.9)
con
. K’n
e, = v cte
dr

Desarrollando (126.9) obtenemos:

e'=e',(1+acos2y +..)=¢' (I+acos2({ -w',)+...) (127.9)
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Siendo la excentricidad media e'y = 0.0549, la excentricidad e' varia entre
e'o(1- &) =0.0448 y e'o(1+ @) =0.0650

d) Ecuacion del centro. Eveccion : De (122.9) y (127.9) deducimos que la drbita esta
definida por las dos relaciones siguientes:

w’=co'0+,ut+asen2(g“—a)')}
(128.9)

e'=e',[l+acos2({-w',)]

no siendo perturbado el eje mayor a’ (114.9).
Calculemos ahora la ecuacion del centro de esta orbita deformable. Sea M, la
anomalia media perturbada de la Luna:

A=n't+y'+2e'sen M, (129.9)

donde
M, :n’t+;('—a)':n't+;('—a)'0—,ut—asen2(§—a)'m)

o también
M', =M'-asen2y (130.9)

donde M’ es la parte secular de M,
M'=(n'-p)t+y'-o'

De (130.9) deducimos:
senM' =sen M '-asen2ycosM' (131.9)

y llevando los valores de e'y senM",, a la expresion (129.9) obtenemos:

A=n"t+y'+2e' (1+acos2y)(sen M '—asen 2y cos M ')
de donde, despreciando los términos de segundo orden

A=n't+y'+2e';sen M '+2e' asen(M '=2p)+...

El término 2e,senM’ representa la ecuacion del centro en una 6rbita eliptica de

magnitud invariable (primer término del desarrollo de la ecuacion del centro), en la que
la linea de los apsides giraria uniformemente en sentido directo con velocidad angular

. Bl término 2e, a sen(M'-2y) representa una desigualdad que se suma a la ecuacion

del centro y que depende del seno del argumento M'-2 y; recibe el nombre de eveccion
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y su descubrimiento se atribuye a Ptolomeo. Teniendo en cuenta el significado de M-
2w vemos que el tiempo interviene en la ecuacion bajo el factor

n'-2n +u=40739".42

correspondiendo a un periodo de 31.81 dias.
El coeficiente de la eveccion es

2e'a=e', (1—5£+j
4 n'
cuyo valor es de 57'.4.

La serie obtenida por Delaunay es

15 n 263(;:}2 48217[;1)3 1880537[;1)4
e'y|l—F+t— | — | +——|— | +————| — | +...
4n' 16\ n' 768 \n' 9216 \n'
cuya sumaes 1°16" 26",
La ecuacién del centro es (recordar 4.7.1)

C=6°17'20"sen M '+12'49"sen 2M '+36"sen3M '+...

Obsérvese que los coeficientes son grandes debido a qué la excentricidad e';es

relativamente grande.

e) Reduccion a la ecliptica: No es propiamente una perturbacion sin6é una reduccion,
analoga a la reduccion al ecuador (4.7.2), que fue introducida en la teoria de la Luna por
Tycho Brahe y que expresa la diferencia entre la longitud celeste y la longitud sobre la
orbita. Viene dada por

[-A= —tanzlasen277= —6'9sen2n

donde / es la longitud celeste, i' la inclinacion de la orbita de la Luna sobre la ecliptica y
77 el argumento de latitud A - 2.
Resumimos a continuacion los resultados obtenidos que afectan a la longitud:

2

I=n't+y'+ 3n e,ht’ + aceleracion secular
2n'
5 .
+2e',sen M '+ Ze’oz sen2M '+ ecuacion del centro
NELTEA TR N i
—| = t=| = - variacion
8\n' 12\ n'
15n 93(nY|am-m . i
| —=——t—|—| |— seno — desigualdad paralactica
8 n' 8\n') |a'm+m'
—3i'esenM + ecuacion anual
n
15
+> et sen(20-M ") - eveccion
4 n'
—tan’ %sen 2n reduccion a la ecliptica
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9.3.6 Desigualdades que dependen de una perturbacion ortogonal al
plano orbital de la Luna

Hasta ahora hemos supuesto la fuerza perturbatriZJ7 sobre el plano de la orbita
lunar; pero, en realidad esta situada en el plano que contiene los centros del Sol, de la
Tierra y de la Luna. Admite pues, ademas de las componentes S'y P, una componente 7
perpendicular al plano de la orbita.

En la expresion (60.9) de la fuerza perturbatriz f intervienen dos términos el
primero de los cuales representa un vector dirigido segtn el radio vector de la Luna y
el segundo un vector paralelo al radio vector Tierra-Sol. Recordemos que, tomando el
sentido positivo hacia el Sol, este ultimo es

kF[%—%] (132.9)
y su médulo
3
n* L r'(3cos A+...) (133.9)

r

Si limitamos el desarrollo (133.9) a su primer término y despreciamos las
excentricidades este modulo es
3n’a'coso
a

(A=o,r'=a’, (—j =1).

7

La proyeccién sobre la normal al plano de la 6rbita es la componente ortogonal
buscada.

FIG. 12.9
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Representemos sobre la esfera celeste la ecliptica E, la orbita de la Luna L, el Sol
S, el nodo ascendente de la orbita de la Luna Ny el polo norte P, del plano de la érbita
de la Luna (Fig.12.9).
Pongamos
NL=n

y sean, por otra parte, i la inclinaciéon de la 6rbita de la Luna sobre la ecliptica, Q' la
longitud del nodo y o la distancia SL. En primera aproximacion tendremos:

NS=n—-oc n=A-Q' o=A-¢
La componente ortogonal T tiene por expresion
T =-3n’a'cososenSS’

(el signo menos indica que se proyecta hacia la parte negativa de la normal).

Ahora bien,
sen SS' =sen i'sen NS=seni'sen ( 77-0)
luego,
T =-3n’a'cososeni'sen(n—o)=
=-3n’a'cososeni'(senncoso —cosysen o) =
= —énza'seni(senn(Hcos 20 )—cosnsen 20')
Es decir:

T=%nza'seni'(sen@a—n)—senn) (134.9)

FIG. 13.9
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Veamos cuales son los efectos de una perturbacion ortogonal instantanea. Supon-
gamos que la 6rbita de la Luna es circular. Sea V' la velocidad de la Luna en su 6rbita y
compongamos esta velocidad con Tdt La velocidad resultante, que representa la
velocidad perturbada V' continfia siendo perpendicular al radio vector oL y forma con
¥ un angulo de. La perturbacion hace girar el plano de la érbita, alrededor de OL, un
angulo dw; el nodo pasa de N a N'desplazandose dQ' y la inclinacion de la orbita varia

endi'.
Por ser dw muy pequeiio podemos escribir

—Tihz—idt (135.9)
V n'a'

do=

donde Tdty V son los médulos de 7dr y V .
Por otra parte, sean P, y P.' los polos de las oOrbitas lunares no perturbada y
perturbada y P, el polo de la ecliptica. En el tridngulo PP, P, ' se verifica:

. senn
dQ'=—do- "% (136.9)
di'=—-dwcosn

de donde

dQ'  dwsenn
dt  dt seni

y teniendo en cuenta (135.9)
dQ' T senp

dt  n'a'seni
Sustituyendo T por su valor (134.9):

, 2
dd—g: = %H—'[SGH(ZO' —1n)—sen 77} sen7n
n

y desarrollando y operando el segundo miembro:

' 2
dd—g::%n—'[COSZ(U—ﬂ)-f—008277—00520—1] (137.9)
n

Analogamente, a partir de la segunda ecuacion de (136.9) obtenemos:

. 2
%:%%seni’[sen(ZO'—ﬂ)_sen'ﬂcos"
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o también, operando el segundo miembro:

di' 3n’
—=——seni'lsen2(oc—n)+sen20 —sen?2 138.9
= oseni'[sen2(o-n) n] (138.9)

Recordando el significado de los distintos argumentos, las ecuaciones
diferenciales (137.9) y (138.9) se pueden escribir también en la forma:

' 2
621_(::_%%[1—cos2(§—§2')+cos2(A—§)—cos2(A—Q')]
ﬁ:—Eiseni'[senz(g—Q')—senz(A—§)+sen2(A—Q')]
dt 4n'

(139.9)

El periodo de los términos en 2(4’ —Q') es del orden de 6 meses y es el mas
largo. Los términos en 2(A -4 ) tienen un periodo igual a la semirrevolucion sinddica y

el de los términos en 2(A—Q') es de una semirrevolucion draconitica.

Consideraremos soélo los términos de periodo largo y escribiremos:

do’ 3 n2 , 3 nz '

T limes2¢ -0 )= =S en’ (¢ -@2)
. 2

%:—%%seni'senﬂ(—()')

(140.9)

a) Movimiento del nodo: La primera de las ecuaciones (140.9) es del mismo tipo que la
(116.9); por tanto, podemos utilizar para integrarla el mismo procedimiento que
utilizamos alli haciendo ahora ¢ —Q'= ¢ . Hallaremos para la longitud del nodo:

2 2
1—4/1-
Q-=Q'0+n[1—(1+§£j 1_( 3n j]m P sen2y  (141.9)

4n' 4n'+3n p

con

w:;{n%ij 1—( 3n j(t—to) (142.9)

v:—n{ /1+§£—1}=—n’{3(£J —i(ij +} (143.9)
2n' 4\ n' 32\ n'

serie cuya suma es -193" .8. El valor observado es de -190".77.
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La serie obtenida por Delaunay es:

S i(l)z _i(if _ﬁ(ij 9797 (1) _199273 (1) _
4\n') 32\n') 128\ n') 2048\ n' 24576 \ n')

La longitud del nodo afectada de su principal desigualdad es

Q'=Q' + fseny (144.9)

' 1-y1-p’
donde Q' ,, es la longitud mediay £ = NP

El periodo de esta desigualdad es de 173.31 dias y su semiamplitud es, teniendo
en cuenta el valor de p:

3 9 (nY
= — | +..=1°31"
p 8n' 32(}1')

b) Desigualdades de la inclinacion: Para estudiar las desigualdades de la inclinacion
partamos de la segunda ecuacion de (140.9) y del valor de dg/dt que se deduce de hacer
@ =¢—Q'. Tendremos

di' 3n’ o
E:—Zysenz sen2¢@
(145.9)
do 3n 3n
—=n|l+—————co0s2¢p
dt 4n' 4n'

Eliminando df entre estas dos ecuaciones resulta

di'

—éﬁsenZgod(/)
4n'

seni’ 1+§£—§£cos2(p

4n' 4n'
ecuacion diferencial a variables separables que podemos resolver haciendo

i’ 1

tan—=u —~di'=du
2cos’ -
2
2 1
di 2cos Edu du
seni' o0y

2senl—cos—
2 2
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Es decir,
3n
du —Z;seHZ(pdga
“ 1+§£—§£cos2(p
4n' 4n'

ecuacion del mismo tipo que la (125.9) cuya integral es, una vez restablecido el valor de

la variable,
i'=i',+seni' gi—i n 2+ cos2
] FPTEE 1T A R

Vemos pues que la inclinacién estd afectada de una desigualdad del mismo
periodo que el nodo, 173.31 dias, y su semiamplitud es Bsen i', =8".2.

9.3.7 Desigualdades de la latitud celeste de la Luna
Calcularemos la latitud celeste de la Luna mediante la ecuacion
sen B =seni'sen(A—-Q') (146.9)
la cual contiene las desigualdades correspondientes a la longitud de la Luna y las
desigualdades correspondientes al nodo y la inclinacion.
Despreciemos las desigualdades de la inclinacion y del nodo y pongamos

A-Q' =p+3p (147.9)

donde 7 crece uniformemente con el tiempo y X p representa las desigualdades
periddicas de la longitud de la Luna y se escribe

Yp=ZXksen A (148.9)

siendo A una funcion lineal del tiempo y & una constante.
De (147.9) deducimos

sen(A—Q',)=senn+Zpcosny
y sustituyendo en (146.9), teniendo en cuenta (148.9) y operando, obtenemos:

sen B =seni', sen77+2§seni’0 [sen(/1+77)+sen (2—77)} (149.9)

forma general del desarrollo del seno de la latitud supuesto fijo el plano de la orbita.
Las desigualdades de la latitud que se obtienen como consecuencia de las del nodo y
de la inclinacién son pequeiias a excepcion de la que recibe el nombre de gran desigualdad



Movimiento de la Luna 399

de la latitud. Si el plano de la orbita no sufre otra perturbacion que la retrogradacion del
nodo, salvo desigualdades periddicas, la latitud toma el valor

sen B, =seni'ysen(A—-Q')) (150.9)

Desarrollando en serie (146.9) y (150.9), tomando solamente los términos de
primer orden en i', y restando obtenemos:

B-B,=(i"-i',)sen(A-Q' )—(Q'-Q", )seni',cos(A-Q" )
y sustituyendo las desigualdades por sus expresiones

T | ) o)t oy o
Q Qm—gn[(l 4n'jsen2(§ Q') n'sen2(A §)+n'sen2(/\ Qm)}

i'-i', =§%seni'0 Kl—%%)cosZ(é’—Q'm)—%COSZ(A—é’)+%cos2(A—Q'm)}

se obtiene:

B-B =§£seni’ l—ii sen(A-Q' -2 +2Q" )+
 8n 0 4n' " "
(151.9)
+$mn@A—%:A+Q;y~?qu—Q;ﬂ
n n

El tercer término de esta expresion (151.9) contiene tinicamente el argumento de
latitud de la Luna A-Q’,, y puede englobarse en la inclinacion siendo este valor
corregido de i'; el que se determina por observacion. Los otros dos términos de (151.9)

son términos semejantes y por tanto se pueden sumar. La parte secular de su argumento
es

A+Q' 20 =207

Luego, el desarrollo de B es:
B=B +Ei 1+l£ seni' sen (20 —7) (152.9)
’ 8n' 4n' 0 7 '
Vemos pues que aparece una desigualdad de la latitud celeste cuya amplitud es de
17" 38".
Si se tiene en cuenta que A esta afectada por la variacion puede escribirse

1(nY
A-Q' =77+§ — | sen2o
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valor que afecta al desarrollo de la latitud (152.9), obteniéndose la gran desigualdad de
la latitud en la forma:

2
3n 25(n
seni'y)| ——+—| — | +...[sen(20 -
0L;n' 32(;1') } (20-1)
El tiempo interviene en su argumento con el coeficiente

n'-2n+v=11°9'7."733

que corresponde a un periodo de 32.28 dias. La amplitud de la gran desigualdad es de
21'10".



Capitulo 10
ECLIPSES, OCULTACIONES Y PASOS

El término eclipse significa un oscurecimiento de la luz de un cuerpo celeste por
otro. Un eclipse del Sol por la Luna recibe el nombre de eclipse de Sol. Un eclipse del
Sol por un planeta inferior se llama paso del planeta por delante del Sol. Un eclipse de
Luna es un eclipse de la Luna por la Tierra. Una ocultacion de una estrella o de un
planeta es un eclipse de la estrella o del planeta por la Luna. La ocultaciéon de una
estrella puede ser también producida por un planeta.

Tanto en el caso de un eclipse de Sol como de Luna el centro de la Luna se halla
cerca de la recta que une los centros del Sol y de la Tierra. Por consiguiente, la Luna
estd en sicigias (oposicion o conjuncion); los eclipses de Luna se producen en Luna
llena, los de Sol en Luna nueva. Pero, es evidente que no hay eclipse en cada sicigia
sin6 Unicamente cuando ésta tiene lugar cerca del nodo de la orbita lunar.

La periodicidad de los eclipses vendra dada por el minimo comun multiplo de la
periodicidad del mes sinddico ($=29%.530589), del intervalo entre dos pasos de la Luna
por el nodo de su érbita (revolucién draconitica, D = 279.212220) y del intervalo trans-
currido entre dos pasos consecutivos del Sol por dicho nodo (afio eclipse, A = 346°.62).
Observemos que 223 revoluciones sinddicas se componen sensiblemente del mismo
numero de dias que 242 revoluciones draconiticas

223 §=6585,32 dias
242 D = 6585,36 dias

Dif. = 0,04 dias = 0" 51™ 12°
y que con 19 afios eclipse obtenemos:
19 4 = 6585,78 dias
Luego, obtenemos la relacion aproximada:
223 §=242 D =19 A =18 afios 11 dias

Este periodo de 18 afios 11 dias es el llamado Saros y en él se reproducen los
eclipses casi en idénticas condiciones. Teniendo en cuenta que su duracién en dias
comprende una parte fraccionaria proxima a un tercio de dia, las regiones de la Tierra

desde las cuales se observa la repeticion de un eclipse se hallan en media a 120° al oeste
de aquéllas en que se habia observado el precedente.

10.1 Eclipses de Sol. Prediccion para la Tierra en general
Sean (Fig. 1.10) N el nodo de la 6rbita lunar, / la inclinacién de dicha 6rbita, Sy L

la posicion geocéntrica del Sol y la Luna en el instante de la conjuncion en longitud; S’
y L’ el Sol y la Luna en el instante en que es minima la distancia angular Z entre
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ambos; 6 y 8’ las latitudes de la Luna en dichos instantes; 4 el cociente entre los
movimientos en longitud de la Luna y del Sol.

FIG. 1.10 FIG. 2.10

Considerando el triangulo NLS plano (Fig. 2.10), podemos escribir:

SS'=Btany
SP=10tany
con
A= SP _ movimiento dela Luna en longitud
SS! movimiento del Sol en longitud
de donde:

S'P=SP-SS'=(J-1)Btany

por otra parte:
L'P=8"=06-LM=6-SPtan ] =6 -/ B tan y tan /

y por tanto:

=L S P = (A-1) tan’y+(1-Atantany)' | (110)

Teniendo en cuenta que » =Y () (y varia de una configuracién a otra) y

haciendo d) /dy = 0, se obtiene para el minimo de )

Atan/

tany =
4 (4 —1)2 +A*tan? [

(2.10)
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que podemos expresar en funcion del movimiento relativo de la Luna respecto al Sol.
Para ello llamaremos /' a la inclinacion de la orbita de la Luna respecto a la ecliptica
fijando el Sol en el momento de la conjuncion (S). En el tridngulo L S N de la Fig.2.10

tenemos:
B=NStan [
yen el triangulo L S N':
B=N'Stan['
de donde:
tanI'zN—Stanl
N'S

pero

NS L'M _PS _ Aftany 4

'S L"M S (ﬂ—l)ﬂtan;/ A-1
y por tanto

tan/'= tan /

Sustituyendo (2.10), teniendo en cuenta (3.10) en (1.10) queda

Zz_ﬂz 1

T 1stan’ I

es decir

Zzﬂcos]'

(3.10)

(4.10)

Designemos por 7y #' las paralajes horizontales de la Luna y del Sol y pors 'y s'

los semidiametros aparentes de la Luna y del Sol (Fig. 3.10).

FIG. 3.10
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Entonces
T=Y-(z-n")

sera la distancia aparente entre los centros del Sol y de la Luna para un observador O'
situado en la superficie de la Tierra. Para dicho observador un eclipse de Sol sera
posible si

Y-(r—-n')y<s+s'
o segun (4.10) si

peosl'<m—rm'+s5+s' (5.10)

Si en (5.10) sustituimos los valores minimos de z, s y s' y el maximo de ' (ver
TABLA VIII), veremos que el eclipse de Sol sera seguro para < 1°24' 36"

Sustituyendo, en cambio, los valores maximos de #, s, s' y el minimo de #',
veremos que el eclipse de Sol sera imposible para 8 >1° 34' 46", siendo dudoso entre

. . . 1
dichos limites (para el calculo se ha tomado el valor medio de cos /'= m).

TABLA I - CARACTERISTICAS DEL ECLIPSE DE SOL

Maximos Minimos Medios
1 - 4 59 5 8
T 61 27 53 53 57 3
' 9 8 8.5
K 16 46 14 41 15 35
s'! 16 18 15 45 16 1
A 16.2 10.9 13.5

10.1.1 Ecuaciones fundamentales de la teoria de eclipses

Durante un eclipse de Sol la Luna proyectara dos conos de sombra (Fig. 4.10).
Uno tangente exterior a las superficies de la Luna y del Sol y otro tangente interior. El
primero recibe el nombre de cono de sombra 'y el segundo de cono de penumbra.

El eje de dichos conos (que une los centros de la Luna y el Sol) es el llamado eje
de sombra.
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FIG 4.10

Evidentemente en un lugar de la Tierra habra eclipse (total o parcial) si la
distancia de dicho lugar al eje del cono de sombra es menor que el radio de sombra
(umbral o penumbral) correspondiente a dicho lugar.

Estudiaremos las circunstancias de un eclipse de Sol para un lugar determinado.
Para ello definamos un sistema de coordenadas cartesianas fundamental o de Bessel con
origen en el centro de la Tierra T (Fig. 5.10), con el eje z paralelo por T al eje de sombra
(positivo hacia el Sol), plano fundamental perpendicular al eje z, con el eje x
interseccion de dicho plano con el ecuador (positivo hacia el este) y el eje y
perpendicular a x en sentido directo (positivo hacia el norte).

FIG. 5.10
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Sean 7 (r, A, D) el vector de posicion geocéntrico de la Luna en una base

ecuatorial, 7' (r', A", D") el vector de posicién del Sol en la misma base y G (G, a, d) el
vector de posicion del punto Z que define la posicion del eje del cono de sombra. Las
en[],
sen sz
astrondmicas, siendo [, la paralaje horizontal del Sol a la distancia media) y

efemérides astrondmicas nos proporcionan 4, D'y z de la Luna (r = en unidades

A',D'yx' del Sol (' =

A\l

senrzw

De la Fig. 5.10 se deduce

Q

=r'-r

dividiendo por »' tenemos

G_ P ¥
r'r' r
y llamando
Cog Tei Toi
r r r
nos queda

g=ii—b (6.10)

Si escribimos la relacion (6.10) tomando sus componentes ecuatoriales tendremos:

gcosdcosa =cosD'cos A'-bcos Dcos A
gcosdsena=cosD'sen A'-bcos Dsen A

gsend =senD' —bsen D

Tomando como origen de ascensiones rectas el meridiano celeste que pasa por el
Sol, lo qual equivale a efectuar una rotacion de angulo 4' alrededor del eje del mundo

cosA' send' 0
R,(A')=|-senAd' cosA' 0
0 0 1

obtenemos
gcosdcos(a—A')=cosD'-bcos Dcos(A—A")

—bcosDsen(A—A") (7.10)
gsend =senD'-bsen D

gcosdsen(a—A")

formulas que permiten calcular la direccion (a, d) del eje de sombra y g.
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Por otra parte para calcular b tenemos

pol sen[], sen[],senz’
r' r'senrw sen

Teniendo en cuenta los valores

b A-A4'<1°43" a-A'<17"

" 400

las relaciones (7.10) pueden transformarse en otras aproximadas muy precisas. En
efecto, puesto que cos D sec D' cos (4 - A') =1 dividiendo la segunda por la primera
obtendremos

b(A-A")

a—A4 =7005DsecD'

0 también si suponemos cos D = cos D'

b(A-A4Y)
a= -7 (8.10)
1-b

La declinacion d la podemos hallar aplicando una rotacion Ry(-D') a la identidad
(6.10) con lo que queda:

d-D")=1-b D-D'
g cos( ) cos( ) ©.10)
gsen(d—-D'")= —bsen(D-D")
y dividiendo la segunda por la primera haciendo antes cos (D -D') =1
tan(d—D')zd—D'z—L(D—D')
o también
d=D'—%(D—D') (10.10)

Luego, con mucha aproximacion Z(a, d) y G vendran definidos por las relaciones

go g b4-4)
1-b

d=D'—M (11.10)
1-b

g=1-b G=r'g
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10.1.2 Distancia al eje del cono de sombra

Consideremos en la base de Bessel los vectores unitarios X, ¥, Z (segun x,),z)y

<

X
FIG. 6.10

hallemos sus componentes en una base ecuatorial. Evidentemente para el vector Z es

cosd cosa
Z=|cosdsena (12.10)
send

Para hallar las componentes de X supongamos un vector &, unitario en la direccién
del eje del mundo. Xes ortogonal a &,y a Z, es decir, tiene la direccion del producto
vectorial e, AZ:

X=de,nzZ (13.10)

siendo A el factor de normalizacion. De (13.10), tendremos, teniendo en cuenta (12.10)

0 cosdcosa —cosdsena
X=A|0|A|cosdsena |=A| cosdcosa (14.10)
1 send 0

El moédulo del vector X dado por (13.10) es:
|¥|=]Ae AZ|=Acosd =1 (15.10)

de donde

cosd
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con lo cual

X=| cosa (16.10)

Las componentes de y las obtendremos de
y=ZAX
sustituyendo Z y % por sus componentes (12.10) y (16.10):

—send cosa
y=|—sendsena (17.10)

cosd

Con ello tenemos X, y, Z en funcién de a y d conocidos y cualquier vector

puede ahora expresarse en esta base.
Sea 7 la posicion geocéntrica de la Luna. En la base ecuatorial geocéntrica se

tiene:

rcos Dcos A
7 =|rcosDsen 4 (18.10)
rsen D
En la base de Bessel sera:
X=r.X
y=r.y (19.10)
z=r.Z

o sea, teniendo presente (16.10), (17.10) y (12.10)

x] |rcosDsen(A4-a)
r=|y|= r(senDcosd—costendcos(A—a)) (20.10)
z r(senDsend+cosDcosdcos(A—a))

Por otra parte, si designamos por ¢ 'y p la latitud geocéntrica y el radio vector
correspondiente al lugar de observacion y por 4 el tiempo sidéreo local en €1, en la base
ecuatorial sera:

pcosg@'cosd

p=| pcosg'send (21.10)
pseng'
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y en la base de Bessel teniendo en cuenta que las coordenadas &, 7, { del observador se
obtendran de

=

(22.10)

vy S YU
Il

Yl ‘b.l ‘b.l

ST

y acudiendo otra vez a (16.10), (17.10) y (12.10), sera:

g | peosg'sen(d-a)
p=\n|= p(sen¢'cosd—cos¢'sendcos(9—a)) (23.10)
¢ p(sen¢'send+cos¢'cosdcos(6?—a))

Todo lo necesario para calcular estos vectores lo obtenemos de las “Efemérides
Astronémicas”. Hay que tener en cuenta que a partir de 1985 los Anuarios publican sus
efemérides astrondmicas con argumento de tiempo dindmico. En las relaciones
anteriores (23.10) podemos poner (Fig. 7.10)

O—a=p—A,=h (24.10)

FIG.7.10

siendo u el angulo horario de la direccion del eje de sombra para el meridiano dindmico
y Ap la longitud dinamica del lugar relacionada con la longitud geogréfica por la ex-
presion

Ap=A4+1.002744T

con AT diferencia entre el T7.D. y el T.U. (ver FIG. 7.10 apartado 4.10)
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Conocidas las coordenadas rectilineas geocéntricas (20.10) de la Luna y las del
lugar de observacion (23.10) en la base de Bessel, la distancia 6 de dicho lugar al eje

del cono de sombra vendra dada por la relacion (Fig. 8.10)

'

>

9 =+u’ +v* (25.10)

con

u=x—§} (26.10)
v=y-7

y el angulo P (Figs. 8.10 y 9.10) se obtendrade las relaciones

u=>9sen P
(27.10)
v=_8cos P
siendo
tan P U

<



412 Astronomia esférica y mecanica celeste

N
P
S
FIG. 9.10

Mas adelante (10.1.5) veremos que el valor de P nos indicarad en que punto del
limbo solar tiene lugar el contacto (Fig. 9.10).

10.1.3 Radios de los conos de sombra y penumbra

Hallaremos ahora los radios de los conos de sombra y penumbra en el plano
fundamental y en el paralelo a éste por el lugar de observacién. Designaremos con el

subindice 1 los elementos referentes al cono de penumbra y con el subindice 2 los
referente< al cann de camhra (Fio 10 TM

FIG. 10.10
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Sean V; y V> los vértices del cono de penumbra y sombra respectivamente; f;y f>
los angulos de las generatrices de los conos, de penumbra y sombra, con el eje de
sombra; C; y C; las distancias de los vértices de los conos, de penumbra y sombra,
respectivamente, al plano fundamental; 6 = arc sen (k sen my) es el semididmetro
aparente de la Luna donde 7y es la paralaje horizontal de la Luna y & una constante cuyo
valor adoptado por la Unién Astrondmica Internacional desde 1986 es k = 0.2725076
correspondiente al radio medio de la Luna tomando el ecuatorial de la Tierra como
unidad, y H=959",63 el semididmetro aparente del Sol. De la Fig. 10.10 se deduce:

k
o =z+
sen f, k
‘ =z+ (28.10)
o=z sen f
sen f,
FIG. 11.10
De la Fig. 11.10 por semejanza de tridngulos podemos obtener
sen f = Ry +R, _senH +ksenr,
SL G
y recordando que G =gr':
sen f =senH+kvsen7z0 (29.10)
8gr

Analogamente, para f>:

sen f, = senH—k'senﬂ0 (30.10)

gr
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Las expresiones (29.10) y (30.10) suelen escribirse, agrupandolas, como:

+
Senf:senH_ksenﬂO (31.10)

Al

gr

En la misma figura 10.10 llamemos / al radio de los conos de sombra sobre el
plano fundamental (/; radio del cono de penumbra, /, radio del cono de sombra) y L
al radio de los conos sobre el plano paralelo al plano fundamental que pasa por el
observador (Z; del cono de penumbra y L, del de sombra). Se deduce:

[, =c tan f, = ztan f, + ksec f, (32.10)
l,=c,tan f, = ztan f, —ksec f,
o también, agrupando:
[=ctan f =ztan f £ ksec f (33.10)
Por otra parte,
L =1l —-Ctan
=hoctan, (34.10)
L,=1,-{tan f,
0
L=[]-({tan [ (35.10)

10.1.4 Circunstancias de un eclipse para un lugar determinado

Antes del célculo de las circunstancias de un eclipse para un lugar determinado
observemos que las variaciones horarias x', y' y /' de las coor denadas x, y y [ se
obtienen a partir de las diferencias entre los valores que figuran en las tablas de
elementos generales o besselianos que se publican en los anuarios. Para calcular las
variaciones horarias de & y 5 tendremos que derivar sus expresiones dadas en (23.10),
quedando al tener en cuenta (24.10):

&'=pcosg'u'cosh
77'=—(psen¢’send+pcos¢'c0sdcosh)d'+ pcosg'sendu'senh

o también:

(36.10)

&'=pcosg'p'cosh
n'=-¢d'+&u'send

Para los valores ' y d' se toman sus variaciones horarias.
a) Principio y fin del eclipse
Observando una vez mas la Fig. 10.10 deducimos:

Si 8 = L, comienza o acaba un eclipse parcial
Si 9 = L,pueden suceder dos casos:
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a) (> c, habra eclipse total
b) {< ¢, habra tangencia interior

Podemos por tanto escribir que la condicion general de principio y fin del eclipse
sera:
3=1L (37.10)

De las ecuaciones (25.10) y (26.10) deducimos, por tanto:
=9 =(x-&) ' +(y-n) (38.10)

LsenP=x-¢(=u
(39.10)
LcosP=y—-n=v
En el entorno del tiempo en que esto se verifica, tomemos un tiempo 7 y sean x,
v, &, 1, las coordenadas de la Luna y del observador para esta época 7. Calculemos las
variaciones horarias de u y v:

f:xfé} (40.10)
v'=y'-n

Llamando T al instante del contacto y despreciando la variacion de L durante el
pequefio intervalo = 7'—T), la ecuacién (39.10) queda

(41.10)

LsenP=u+u't
LcosP=v+v'r

Consideremos en la base x, y con origen en el punto en que se proyecta el
observador los siguientes vectores (Fig. 12.10)

A



416

Astronomia esférica y mecanica celeste

Y
{y
nt \\L
N
A ~p|v
A\ ~
v\ = n
: \ m -ﬁ'/‘p
Lo v
Lo VU W
X \ T
Y b
\
FIG. 12.10
De la figura 12.10 se deduce:
uzmsenM}
v=mcosM
(42.10)
u'=nsen N
v':ncosN}
y también
w=P-N (43.10)

siendo y el angulo que forman L y ii.

De acuerdo con las relaciones que acabamos de exponer, las ecuaciones (41.10) se
pueden escribir en forma vectorial

L=

N

+nrT (44.10)
Multiplicando (44.10) vectorialmente por 7, obtendremos:
LAai=mAfi+0

Tomando médulos:
Lnseny =uv'-u'v (45.10)



Eclipses, ocultaciones y pasos 417

y dividiendo por n:

Lsent//=l(uv’—u'v)=A (46.10)
n

siendo A la distancia minima del origen al vector 77 .

De (46.10) se deduce que
seny/:% (47.10)

Si multiplicamos escalarmente (44.10) por 7, obtendremos:

L-ii=Lncosy =m-ii+n’t

de donde:
Lncosy =uu'+w'+n’c
Si

uu' +w' =D

queda
Lncosy =D+n’t
y despejando t:
T =£cos1//—22 (48.10)
n n

El angulo w dado por (47.10) no queda determinado, obteniéndose por tanto dos
valores de y que sustituidos en (48.10) nos daran los valores de 7 correspondientes al
principio (t,) y fin (79 del eclipse. Se toma

cosy <0 para el principio 7, =T, +7,

cosy >0 parael final 7, =T +7,

Puesto que L no se conoce, para calcular (47.10) y (48.10) partiremos de un valor
aproximado que nos proporcionard unas épocas aproximadas. Obtenidas éstas,
corrientemente debe aplicarse de nuevo el método (una o mas veces) tomando dichas
épocas como de partida en cada caso y efectuando les calculos por separado.

b) Maxima fase del eclipse: Podemos calcular también el instante de la mdxirna
fase del eclipse, la cual tendra lugar cuando la distancia aparente Luna-Sol sea minima,
condicidon que es equivalente a decir que L - 9 es maxima y despreciando la variacion
de L es lo mismo que decir que ¢ es minima.

De (44.10) suponiendo que partimos del valor ¢ = L, tenemos:

9 =m+iir (49.10)
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FIG. 13.10

y observando la figura 13.10 vemos que ¢ sera minimo cuando alcance el valor A, con
lo cual & y 7 seran perpendiculares, es decir:

9:ii=0
0 también.
G-ii=m-i+nt=0
de donde:
po_mn_ uutw D (50.10)
n n n

Dicho valor (50.10) de t nos dara, sumado a Ty, la época de la maxima fase del
eclipse.

¢) Angulo de posicion de los puntos de contacto:

El angulo de posicion del punto en que la Luna encuentra el borde del Sol al
comienzo del eclipse sera (Fig. 12.10):

P=N+y (51.10)
siendo '
%
coth—'
u

El angulo de posicion P lo tomaremos a partir del punto boreal B del Sol (punto
mas cercano al polo norte) hacia el este. Llamaremos vértice V' del limbo al punto mas
alto del disco. Al angulo de posicion del punto de contacto respecto del
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FIG. 14.10

vértice del limbo le designaremos por V' (Fig. 14.10). Si C es el dngulo paralactico en el
Sol, podernos escribir

V=P-C (52.10)

Aplicando la segunda y tercera formulas de Bessel al triangulo PSZ, tendremos:

senzsenC =cos¢@senh
(53.10)

senzcosC =sengcosd —cosg@send cosh

Suponiendo en las formulas (23.10) p = 1, ¢'= ¢, las coordenadas del observador
nos quedaran

E=cosgsenh
n=sengcosd —cosgsend cosh (54.10)
¢ =senysend +cos@cosd cosh

que sustituidas en (53.10) nos daran:

senzsenC =¢
(55.10)
senzcosC =1
de donde £
tanC == (56.10)
n

con C tal que sen C tenga el mismo signo que &.



420 Astronomia esférica y mecanica celeste

El angulo paralactico asi deducido para el principio y el fin del eclipse,
combinado con el correspondiente valor de P, nos suministra mediante (52.10) los
respectivos angulos de posicion V de los contactos.

d) Grado de oscurecimiento: Llamaremos grado de oscurecimiento G en una
época

T a la fraccidon de diametro aparente del Sol que esta cubierta por el disco lunar.
Con mucha aproximacion se tendra (Fig.15.10)

Gzr_'z L-38
r L+L,

(57.10)

siendo L; y L, los radios de la penumbra y de la sombra respectivamente y ¢ la
distancia del observador al eje de sombra (recordemos que L, es negativo).

e) Magnitud del eclipse: En particular, llamaremos magnitud del eclipse al grado
de oscurecimiento maximo, el cual tendrd lugar, evidentemente, en el instante de la
maxima fase (¢ minima):

M =G, == (58.10)

FIG. 15.10

Recordando las formulas (34.10) y (32.10) y teniendo en cuenta que f; = fs,
podemos escribir:
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Li+L, =L+ :22tanf=2(11—k) =2(L1—k)

L—A

= — 59.10
' 2L —0.5450 (59-10)

formula aproximada que so6lo se aplica para los eclipses parciales.

10.1.5 Mapa del eclipse

En los Anuarios, junto a los elementos referentes a los eclipses de Sol que ocurren
en el afio, se incluyen mapas de los que pueden deducirse valores aproximados de las
circunstancias para un lugar determinado. Veamos de una forma elemental como se
construyen tales mapas.

Representemos la sombra proyectada sobre el plano fundamental, suponiendo la
Tierra esférica y despreciando la refraccion (Fig. 16.10). Sean H la interseccion de
la Tierra con el plano fundamental; C la interseccion del cono de penumbra con dicho
plano. Supongamos que reemplazamos el cono de penumbra por un cilindro de
revolucion que tiene el mismo circulo de base C en el plano fundamental. La proyeccion
ortogonal sobre el plano fundamental de la curva interseccion del cilindro de base C con
la superficie de la Tierra es la circunferencia C (Fig. 16.10, a) cuya proyeccion
cartografica es una curva C, (Fig. 16.10, b). Distinguiremos dos casos segin que Cy H
sean secantes o C sea interior a H (C' en la Fig.a).

G

FIG 16.10

Si C y H son secantes, en un instante dado, la region desde la cual el eclipse es
visible como eclipse parcial estd limitada por una parte de la transformada C; de C y la
transformada 4B, del arco AB de H.

Si C es interior a H la region desde la cual el eclipse es visible esta limitada por la
curva C,.
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El conjunto de puntos de la Tierra desde los que se puede observar el eclipse
parcial se obtiene determinando la envolvente de las curvas C;. Para la determinacion de
esta envolvente se ha de tener en cuenta el desplazamiento de la sombra en el plano
fundamental (de oeste a este) y la rotacion de la Tierra. La transformada de C es mévil y
permanece constantemente tangente a dos paralelos terrestres.

El eclipse general comienza y termina en los instantes en que los circulos Cy H
son tangentes exteriores (recordar 37.10).

Supongamos C'y H secantes y que los puntos de interseccion 4 y B corresponden
a la salida del Sol. Para un observador situado en A4 el eclipse termina en este instante;
en efecto, la sombra deja este punto para dirigirse al este. En cambio, para un obser-
vador situado en B el eclipse empieza al orto ya que la sombra comienza a cubrirle.

Admitamos que el radio de C sea invariable y que su circulo se desplaza en el plano
fundamental con movimiento rectilineo y uniforme. En estas condiciones, C permanece
tangente a dos rectas paralelas pasando por F'y G. Un observador que estuviera quieto
con relacion a los ejes de coordenadas observaria el medio del eclipse y el maximo de su
magnitud cuando el diametro F'G pasase por el lugar que ocupa dicho observador. Asi
pues, un observador situado en M veria el medio del eclipse al salir el Sol.

Teniendo en cuenta el desplazamiento de la sombra en el plano fundamental y la
rotacion de la Tierra se pueden determinar sobre el mapa los lugares de los puntos 4, By M.
Son las curvas siguientes (Fig. 17.10):

1.- Principio del eclipse al orto
2.- Maximo del eclipse al orto
3.- Fin del eclipse al orto

4.- Fin del eclipse al ocaso

5.- Méximo del eclipse al ocaso
6.- Principio del eclipse al ocaso

FIG. 17.10

Para acabar con la determinacion del dominio de visibilidad, hemos de trazar sus
limites boreal y austral. Cuando en la mitad del eclipse general el circulo C es interior al
H (Fig. 16.10), la envolvente de las curvas C; se compone de dos curvas (7 y 8 de la
Fig. 17.10) que difieren poco del lugar de los puntos F'y G respectivamente. Si los
circulos C'y H son siempre secantes hay una sola de estas curvas (7 u 8) y los arcos 1, 3, 4
y 6 forman una sola curva con un punto doble, la cual con el limite boreal o austral
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delimita el dominio de visibilidad (Fig. 18.10). Hace falta afiadir entonces el arco 9 de
paralelo terrestre al cual la proyeccion cartografica de H permanece tangente. Segiin que
el polo P pertenezca o no al dominio de visibilidad el arco 9 se dispondra segun indica la
Fig. 18.10. Entre este arco y los 3 y 6 hay una pequena region en la cual el Sol se pone y
sale eclipsado, es decir que el medio del eclipse tiene lugar por la noche.

Fig. 18.10

10.2 Eclipses de Luna

El calculo de un eclipse de Luna es analogo al de un eclipse de Sol, si bien el
problema se simplifica por el hecho de que las circunstancias y los tiempos son los
mismos para todos los lugares de la Tierra en los cuales la Luna es visible.

Cabe distinguir tres tipos de eclipses lunares:

Eclipse penumbral: tiene lugar cuando la Luna entra sélo en la penumbra de la
Tierra (1 en Fig. 19.10).
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FIG. 19.10

Eclipse parcial: tiene lugar cuando la Luna esta parcialmente incluida en el cono
de sombra (2 en Fig.19.10).

Eclipse total : tiene lugar cuando la Luna entra totalmente en el cono de sombra (3
en Fig. 19.10).

10.2.1 Posibilidad de los eclipses de Luna

Para estudiar la posibilidad de un eclipse de Luna supondremos la Tierra esférica
de radio el correspondiente a un lugar de latitud ¢ = 45°. El valor de la paralaje de la

Luna sera con estas hipotesis
w1 =0.998340 = (60.10)

deducido de las expresiones (recordar 2.1.1):

p°=C"cos’ ¢+ S*sen’ ¢
1
2

C =
1—(2f—f2)sen2¢
S=(1-f)'cC
tomando en ellas f 1 @ =45°
298,25 ° '

Supongamos la Luna a una distancia ». Tracemos una esfera de centro en la Tierra
y radio » (Fig. 20.10). De la Fig. 20.10 se deduce

yi=m+h

}/2:7[1_][2} yv=mtf (61.10)
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Para calcular los valores de los angulos f; y > hacemos
Yo R pP+R
Sen = == = o
h=4 VT SV, VI+SV, (p=pss)
Pero,
V1T+SV1 =ST=r'
por tanto:
+R R
=t
r
Llamando
R
Pp s Koy
r r
nos queda
fi=s' +x (62.10)
Analogamente para f; obtendremos:
R R-
ﬁ = —_—— L = vp
Sy, TV, r
es decir
fH=s'-x (63.10)
FIG. 20.10
Luego, sustituyendo en (61.10) los valores de f=s' + ' tendremos
=z +s'+7x'
niEm } (64.10)
V, =7 —S*7
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Sin embargo, no se toman estos valores debido al efecto que produce la atmosfera
de la Tierra de incrementar el radio aparente de la sombra de un 20%, siendo

;/1=1.02(7r1+s'+7r’)} (65.10)

7, =1.02(7m, —s'+7")
donde y; y y, estan expresados en las mismas unidades que las paralajes y el
semidiametro aparente del Sol (normalmente en segundos de arco).

La distancia angular L entre el centro de la Luna y el eje del cono de sombra sera
(Fig. 20.10):

Al comienzo y fin del eclipse penumbral:
L1=}/1+S=1.02(7Z'1+S'+7[‘)+S (6610)

Al comienzo y fin del eclipse parcial:
Ly=y+5=102(m-s"+7")+s (67.10)

Al comienzo y fin del eclipse total:
Ly=y-5s=1.02 (m-s"+7')~s (68.10)

Hemos visto (4.10) que la distancia minima del centro de la Luna al eje del cono
de sombra es
2=08cosl'

donde aqui 8 sera la latitud del centro de la Luna en la oposicion (Luna llena) e /' la
inclinacion de la orbita relativa lunar que viene dada por (3.10)

tan]':itanl

siendo / la inclinaciéon de la 6rbita lunar, y 4 la relacidon entre los movimientos en
longitud de la Luna y del Sol en el entorno de la oposicion.
Para que tenga lugar un eclipse penumbral de Luna debe ser

X<

es decir:
Becosl'<1.02(m +s'+x')+s (69. 10)

Para que el eclipse sea parcial se ha de verificar:

2<Ll,
es decir:

Beosl'<1.02(m-s"+x')+s (70.10)
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Finalmente, para que se produzca eclipse total, ha de ser
2<I;

es decir:
Beosl'<1.02(m-s'+x')—s (71.10)

Si en (70.10) tomamos el valor medio de cos /' = 0.995 o lo que es lo mismo de
sec I' =1.00472, = = = y aplicamos valores medios, resulta:

0.00472 [1.02(x -s'+7x')+s]=16"
y por tanto:
B<(1+0.00472) [1.02 (7 -s'+7")+5]=1.02(7r—s'+7) +5s+ 16" (72.10)

Si sustituimos en (72.10) los valores minimos de z, ', s y el maximo de s', el
eclipse parcial de Luna sera
seguro para 5 <53' 26"

Sustituyendo en cambio los valores maximos de z, 7', s y el minimo de s', el
eclipse parcial de Luna sera
imposible para 6> 63' 46"

siendo dudoso entre dichos limites.
Analogamente, tomando el valor medio de cos /' y sustituyendo adecuadamente
los valores maximos y minimos de ;, 7', sy s' en (69.10) y en (71.10) se obtiene:

Si £>1°36' 38"  no hay eclipse

si 1°36' 38" > £>1°26"'19" el eclipse penumbral es posible

si 1°26' 19" > £>1°03"'46" el eclipse penumbral es seguro
(parcial imposible)

si 1°03' 46" > £>0°53'26" el eclipse penumbral es seguro
(parcial posible)

si $<0°23'48" el eclipse es total seguro.

10.2.2 Calculo de las circunstancias de un eclipse de Luna

Para hallar la época T en que tiene lugar una determinada fase de un eclipse de
Luna pueden utilizarse las ecuaciones fundamentales de la teoria de eclipses, bastando
permutar la Luna y la Tierra en dichas ecuaciones y considerar un eclipse de Luna como
un eclipse de Sol observado desde la Luna. Pero, dado que es suficiente que estos
calculos sean aproximados se suele sustituir la teoria general por una teoria mucho mas
simple. Supondremos el observador en el centro de la Tierra ya que el efecto de paralaje
no modifica de una manera sensible el aspecto de un eclipse ni la época de las distintas
fases.
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FIG. 21.10

Sean (Fig. 21.10) P el polo norte; S la posicion aparente geocéntrica del centro de
la sombra de la Tierra (opuesta al Sol); L el centro de la Luna vista desde el centro de la
Tierra; Q el angulo en el Sol; 4 y D la ascension recta y la declinacion de la Luna;
A' —180°y D' la ascension recta y la declinacion del Sol; a y d la ascension recta y la
declinacion del punto S (a=4'+ 12", d=-D"); 9 =LS.

Con ello en el tridngulo PSL es:

PS=90°+D'=90°-d ; PL=90°-D; P=A4-A4'-180=A4-a
De donde
sendsenQ =cos Dsen(A4A—a
¢ (4-a) (73. 10)
sengcos O =sen Dcosd —cos Dsend cos(A—a)

Se trata ahora de determinar para qué épocas se satisfacen estas relaciones (73.10)
cuando en ellas sustituimos 9 por los valores correspondientes a las distintas fases del
eclipse de Luna. Puesto que seria supérfluo efectuar un célculo preciso, dada la poca
exactitud con que se pueden observar los contactos, bastara considerar que siendo ¢ del
orden de I° podemos escribir dichas (73.10) en la forma

9senQ =cosDsen(A—a)
(74.10)
JcosQ =sen Dcosd —cos Dsend cos(A—a)
Las coordenadas x, y referidas al plano de Bessel seran:
x=98senQ=(A4-a)cosD
0=( ) (75. 10)
y=9%cosQ=D—-d+¢e
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donde
€ =% (A4-a)sen2dsen (4 - a)

obtenida suponiendo que 4 - a es muy pequefio y recordando la formula

. o A-
trigonométrica cos (4 - a) =1 - 2 sen’

Los elementos x e y vienen expresados en segundos de arco. La cantidad € es
pequefia y puede a menudo ser ignorada, aunque aparezca en el calculo para las
efemérides.

Calculadas x e y para varias horas sucesivas anteriores y posteriores a la época de
la Luna llena, y deducidas de ellas sus variaciones horarias x', y', si xo, o denotan los
valores de x e y para un instante 7 cerca de la oposicion, la época de contacto sera

T= T() +7
y las coordenadas
X=x,+x't
. (76.10)
Y=Yytr7
C

>
S hammae e aee
o
i
\
o

FIG. 22.10
En el instante de los contactos ¢ = Ly por tanto
L’=x% +y2 con L=L, L L
dados por (66.10), (67.10), (68.10) respectivamente.
Por otra parte (Fig. 22.10)

- X
L:{ }znﬁ+ﬁr (77.10)
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Multiplicando (77.10) vectorialmente por n, obtenemos

LAan=m~nn
Aplicando médulos y teniendo en cuenta la teoria general explicada en 10.1
tenemos
Lnseny =x,y'- y,x'
Lseny = l(xoy'—yox’) =A
n
de donde
senl//:% (78.10)

Multiplicando (77.10) escalarmente por #, obtenemos

~
3
I
3
3
+
]
L)
“

o también
Lncosy=(xox'+yoy")+n't
y haciendo
xox'+yoy'=D
resulta
rz%cosy/—ng2 (79.10)

debiendo tomarse cos ¥ con signo negativo o positivo segun se trate del primer o tltimo
contactos.

Si en (79.10) ponemos cos y = v/1—sen’ P , tendremos segun (78.10):

2
cosy = l—A—2 =l\/L2 -A
L L
y entonces

SN —22 (80.10)
n n

Para que (80.10) tenga solucion real debe ser L* > A”.

a) Madxima fase del eclipse: En el momento de maximo oscurecimiento o fase
maxima se verificara
L=A
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es decir, el maximo del eclipse tendra lugar en la época para la cual

T=——
2
n

b) Grado de oscurecimiento: El grado de oscurecimiento es
L -8
2s

¢) Magnitud del eclipse: Teniendo en cuenta que llamamos magnitud del eclipse a
la distancia del borde eclipsado al borde de la sombra en la mitad del eclipse (fase
maxima), tomando el didmetro de la Luna como unidad es

M:Lz_A
2s

d) Angulo de posicion del punto de contacto: El angulo de posicion del punto de
contacto sobre el limbo lunar contado desde el norte hacia el oeste es, segliin la Fig.
21.10:

P=0+180°

siendo tan O = X conel signo de sen Q igual que el signo de x.

Si consideramos como polo de un hemisferio terrestre el lugar que tiene la Luna
en su cenit todos los habitantes de este hemisferio veran el eclipse y los del hemisferio
opuesto no lo veran. Por consiguiente, para determinar las regiones de la Tierra desde
las cuales se puede observar el fenomeno, se determinaran las coordenadas geograficas
de los lugares que tienen la Luna en su cenit en el momento de cada una de las
principales fases del eclipse.

10.2.3 Efecto de la atmdsfera terrestre

Es facil calcular que la distancia del vértice O del cono de sombra geométrico
determinado por las tangentes exteriores al Sol y la Tierra al centro de la Tierra es de
216 radios terrestres. Pero, al penetrar en la atmosfera terrestre, un rayo luminoso AB
(Fig. 23.10)

A

FIG. 23.10
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tangente al Sol y a la Tierra se desvia por efecto de la refraccion, acercandose a la vertical
TB hasta que llega al punto B y alejandose de la misma vertical en su trayecto desde el
punto B hasta que sale de la atmdsfera; su desviacion total es, por consiguiente, el doble de
la desviacion horizontal, es decir 2 x 35' = 70", lo cual hace que el vértice O' del cono de
sombra se halle a una distancia del centro de la Tierra de tan solo 40 radios terrestres. Por
tanto, dicho cono no puede alcanzar la Luna cuya distancia a la Tierra oscila entre 56 y 64
radios terrestres. Luego, en un eclipse total de Luna, ésta quedard alumbrada unicamente
por los rayos que habran atravesado nuestra atmosfera y cuya intensidad es, naturalmente,
mucho menor que la de los rayos directos, pero suficiente para que el disco de la Luna no
desaparezca por completo durante un eclipse total. En la mayoria de los casos el disco lunar
presenta una coloracion rojo-oscura con regiones amarillentas o azuladas mientras que otras
veces aparece con un tinte ceniciento debido a la humedad de la atmdsfera.

10.3 Ocultaciones de estrellas por la Luna

De acuerdo con la definicion de eclipse dada al principio del capitulo, designamos
por ocultacion de una estrella por la Luna el fendmeno por el cual la estrella se hace
invisible al pasar aparentemente por detras del disco lunar.

Las fases de una ocultacion son la inmersion y la emersion. La inmersion es la de-
saparicion de la estrella por el borde lunar y la emersion es la reaparicion de la misma.
Cuando la Luna es creciente las inmersiones se producen por el borde oscuro, que se
percibe por la luz cinérea. El observador estima el tiempo de contacto con seguridad. La
reaparicion por el borde iluminado por el Sol, salvo en casos de estrellas muy brillantes,
no se aprecia. Cuando la Luna decrece las inmersiones se producen por el borde claro y
es dificil apreciarlas si no se ha calculado muy bien el dngulo de posicion correspon-
diente.

10.3.1 Prediccion de ocultaciones para un lugar determinado

La teoria de las ocultaciones de estrellas por la Luna es un caso particular de la de
los eclipses de Sol sustituyendo el Sol por la estrella y tomando su paralaje y
semididmetro iguales a cero, con lo cual (31.10) nos dara f— 0° es decir, fi=/f,=0°1o
que significa que en lugar de dos conos de sombra tendremos un cilindro cuyo
diametro serd el didmetro de la Luna. El punto Z (direccion del eje de dicho cilindro)
sera la posicion de la estrella vista desde la Luna, que coincide practicamente con la
posicion de la estrella vista desde el punto de observacion a causa de la gran distancia
que nos separa de ella. Evidentemente en un lugar de la Tierra habra ocultacion si la
distancia de dicho lugar al eje del cono de sombra es menor que el radio de sombra.

La posicion de Z vendra dada, por tanto, por

a=A' d=D'
siendo (4' , D") las coordenadas ecuatoriales de la estrella, y ademas, el radio del

cilindro sera
L =1=R; (radio medio de la Luna)
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Las coordenadas de la Luna obtenidas en (20.10) seran:

- {x} {rcosten(A—A')
Pt = (81.10)

y rsenDcosD’—rcostenD'cos(A—A’)
siendo » = si se toma como unidad el radio de la Tierray » = si tomamos
sen ksenr
como unidad el radio de la Luna (k= R, /Ry ).
Sustituyendo este tltimo valor de  en (81.10) obtenemos:
x=- cosDsen(A4—A")
senz (82.10)

= (senDcosD'—costenD'cos(A—A'))
ksenrm

. 1 1 . .
Si hacemoscos (4 - A')=[1-sen’(4-A4")]"~1 - 3 sen® (4 - A') y sustituimos

en (82.10) nos queda

x=- cosDsen(A—A")
Sel“ d | (83.10)
= (sen(D—D’)+—xsenD'sen(A—A')j
ksenrxw 2
Las expresiones (83.10) pueden escribirse en forma aproximada haciendo
ksen = 1 =sens=s
r
y
sen(A-A"')=A4-4"
quedando
v=15252 4 g)
b SD - (84.10)
y= _" +5xsenD'(A—A')
s

El hecho de que en la expresion de x aparezca el factor 15 es debido a que el
semidiametro s se da en segundos de arco y la diferencia de ascensiones rectas 4 - 4'
en segundos de tiempo.

Las expresiones (84.10) se utilizan para la prediccion de las ocultaciones.
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10.3.2 Epocas y angulos de posicion de la inmersion y la emersion para
un lugar determinado

Las coordenadas del observador (23.10) en unidades del radio de la Luna seran:

1
—pcosg'senh

ﬁ::{g}:: f (85. 10)
;p(senqé'cosD—cosgb'sen Dcosh)

siendo / el angulo horario de la estrella.

Los é&ngulos de posicidon que contdbamos sobre el Sol ahora deberan contarse
sobre la Luna lo cual implica sumar 180° a los valores obtenidos en la teoria de eclipse
de Sol (Fig. 24.10):

V' =V +180°
y =P+ 180° (86.10)

FIG. 24.10

La distancia ¢ del observador al eje del cilindro de sombra es igual a la distancia
del punto O', proyeccion ortogonal de la posicion del observador sobre el plano
fundamental, al punto L' interseccion del eje de sombra con dicho plano (Fig.8.10). Es
decir:

P =(x-&) +(y-n) (87. 10)

Pero, en la teoria de ocultaciones es

x-&=f y-nm=g
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de donde
F=f+g (88.10)

En el instante de la inmersion, suponiendo la Luna esférica, la posicion del
observador correcta y las efemérides correctas, es ¢ = Ry y tomando el radio de la Luna
como unidad (R, = 1), tenemos:

Prd=1 (89.10)
y segun (86.10)
f:_sen"} tan y =L (90.10)
g=—C0sy g

Para calcular las épocas de los contactos (inmersiéon y emersion) llamemos 7 a
una época aproximada de la ocultacioén, que puede ser el instante de la conjunciéon en
ascension recta de la Luna con la estrella deducido de las efemérides de la Luna, y 7 la
diferencia entre esta época y la real 7; (seguimos de momento suponiendo la Luna
esférica). Se verifica:

T.=To+t (91.10)

Si(x', y"), (¢', n') son las variaciones horarias de las dos primeras coordenadas

besselianas (x, ), (&, #) de la Luna y del observador respectivamente en la época Ty, las
coordenadas en la época 7¢ (91.10) seran:

x+x'ny+ty'y vy (E+&tnty'y (92.10)
x' e y' se calculan tal como hemos explicado para el caso de un eclipse de Sol (10.1.5).

Para calcular &' y ' derivaremos las expresiones de ¢y # dadas en (85.10) suponiendo
nula la variacion de la declinacion de la estrella. Obtendremos:

§'=,u'§cos¢'cosh

(93.10)
n'= ,u'%cosqﬁ'senD'senh
donde wu-A=(@-4")=h yportanto u'=nh'
Tomando
2z
h'=— 1.00273791 =0.262516
24
podremos escribir (93.10) en la forma:
£'=0.2625162 cos g'cosh
k (94.10)

1n'=0.262516&sen D'
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Consideremos ahora los vectores (Fig.25.10):

Para la época

T. = T+ t tenemos:

g

. g

‘

f 0

FIG. 25.10
Aplicando aqui la (46.10) obtenemos
1
seny/=A=E(fg'—f'g) (95.10)

con n=+/f"+g" . Aligual que en la teoria de eclipses el angulo y queda
indeterminado.
De (48.10) deducimos

r=£cos1//—22 (96.10)
n n

con D=ff"'+ g g', tomandose cos y >0 para las emersiones y cos y < O para las
inmersiones. Habremos obtenido pues 7,; = T + ©;, 1. = Tp + 7.. Como en el calculo de
las circunstancias de un eclipse de Sol, para una segunda aproximacion se calcularan las
épocas de inmersién y emersion por separado a partir de las épocas aproximadas
anteriormente obtenidas.
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10.3.3 Reduccion de observaciones

La informacion que nos da una ocultacion proporciona una relacion entre la
posicion de la estrella, el limbo lunar y la posicion del observador en el instante de la
ocultacion. Puede hacerse una reduccion adecuada para eliminar el efecto de la posicion
del observador, hallando el exceso de distancia aparente de la estrella al centro de la
Luna respecto al valor tomado del semidiametro de la Luna supuesta esférica

\E
[
|
| R
|
Pl-mm--mmms
1 /
1 /1
/
' </,
| / x
| / // i 1
| // V4 ! i
s 1
l .g p ' |
4 . P 1 I
*Q/}(, ! |
/ | 1
270 ' s
1 1 1
0 ¥ L’
FIG 26.10

Sean L el centro de la Luna, P la posicion aparente de la estrella y O la posicion
del observador en un instante dado. Sea ademas Ao la distancia angular aparente de la
estrella al limbo lunar (Fig. 26.10). En dicho instante, la proyeccion sobre el plano
fundamental de la distancia del observador al centro de la Luna segun (87.10) es

9 =[x-+@-n1"

La proyeccion de la distancia del observador al limbo lunar, tomando el radio de
la Luna como unidad, sera, por consiguiente

PR=[(x-&*+(-n)"-1 (97.10)

que corresponde a la distancia angular Ao.
Para hallar dicha distancia angular, dada la pequefiez de los angulos, segun la
misma figura 26.10 podemos escribir:

PR 1
Ao=— s5=—
r r

y por tanto, segun (97.10)

Aa:s{[(x—g)H(y—n)z]z—l} (98.10)
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pero

y por consiguiente:

y recordando el significado de /'y g (f=x — ¢, g =y - ), queda finalmente
Aazkﬂ{\/f2+g2 —1} (99. 10)

El proceso que se sigue para el calculo del tiempo real de la ocultacion,
suponiendo la Luna esférica, es el siguiente: A partir de una época aproximada Ty se
obtiene un valor de Ag y un valor de 7 que nos dard la época T.= Tp + 7 mads
aproximada que 7). Tomando esta época T;; como inicial, procederemos a calcular otra
vez Ao y 1, de modo que la época de la ocultacion serd ahora T, = T¢; + 71, siendo 77 la
ultima 7 obtenida. Cuando siguiendo este proceso iterativo lleguemos a una Ao nula,
habremos obtenido la época real de la ocultacion, supuesta la Luna esférica. Pero, la
Luna no es una esfera perfecta pues su superficie presenta irregularidades (montafias,
valles, etc.). Mediante las tablas de Watts conocemos el relieve lunar en el punto de
contacto, en funcion de las libraciones en longitud y latitud (Apartado 9.1) y del angulo
de posicion del punto de contacto cuyo valor es (Fig. 27.10)

M=y-C (100.10)

FIG. 27.10

donde C es el angulo de posicion topocéntrico y y el angulo de inmersién o emersion
con respecto al centro de la Luna medido del Norte hacia el este (recordar 86.10).
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Las cartas de Watts nos dan, en décimas de segundo de arco, la diferencia Ao, de

relieve, en el punto de contacto, entre el borde de la Luna supuesta esférica y el borde
real (Fig. 28.10).

FIG. 28.10

La distancia angular Ao, es positiva o negativa segun que la curva

correspondiente en las cartas de Watts sea continua o de trazos, lo cual indica que el
borde lunar presenta una montafia o un crater, respectivamente.
La distancia entre la estrella y el borde real de la Luna sera entonces

Ao, =Ac—-Ao,

En general, Ao, seré distinto de cero, lo cual se deberd a diversas causas:

- Mala determinacién de la posicion de la Luna (4, D, )
- Mala determinacién de la posicion del observador (¢, A, a)

- Mala determinacion de k (la posicion de la estrella se supone, en general, bien

determinada).
Llamemos
F=Ac.,=Ac-Ao, (101.10)
siendo
Ac,=F4,D,m, k, ¢,2, a) (102.10)

Teniendo en cuenta las causas de error citadas podremos escribir:

0:F+6—FAA+a—FAD+6—FAﬂ+a—FAk+a—FAA+a—FA¢+a—FAa (103. 10)
04 oD or ok oA o¢ Oa

teniendo para cada observacion una ecuacion de este tipo.

Como que las incognitas son siete (A4, AD, Axr, Ak, A¢, AL, Aa) tedricamente
nos bastaran siete observaciones para resolver el problema. Sin embargo, en la practica
se parte de muchas mas observaciones y se resuelve el sistema de ecuaciones obtenido
por minimos cuadrados.
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Para simplificar el calculo se suele suponer que no hay error en la determinacion
de la posicion de la Luna con lo cual la ecuacion (103.10) queda reducida a:

0=F+ L ap+ L ar+ Y pg (104. 10)
0 o4 da

Para calcular los coeficientes de las incognitas A¢, AA, Aa que figuran en
(104.10), tendremos en cuenta (101.10) de la que se deduce:

6_F_ OAo
op 09

y analogamente para las demas derivadas.
Asi pues, partiendo de (99.10) y derivando respecto a A, ¢ y a, obtendremos:

OF 0Ac _ kn [ 8f j (105.10)
o ol \/f +g° YRRy

y teniendo en cuenta que /f” +g” = 1 y generalizando a las otras variables, podemos

escribir:

oF _ OAo . [ i af J

oA 04 82 8/1

OF A 4 | r Ly (106.10)
op  of o¢ 8¢

OF OAc of Og

- =— =k ~ 4+ o2

da Oa " (f Oa & Oa j

Ahora bien, teniendo en cuenta que f=x -y g=y -5,y que x e y no dependen
de (A, ¢, a) obtendremos a partir de las expresiones (106.10):

oF_ (08,
P (f EY) a;J

oF __ o¢
e kr (f8¢+ a¢] (107.10)

o __ og
oa k”(faa Gaj
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Derivando respecto a A, ¢ y a las expresiones (85.10) obtenemos:

%z—%pcosqﬁ'cosh

%z—%pcos%senD'senh

a—éz—lpsenq)'senh

o¢ k

on 1 (108.10)

—=—p|cos¢'cos D'+sen¢@'sen D'cosh

o6 kp[ ¢ ¢ ]

%_¢

oa p

on_n

da p [6(15':1]
o¢

y sustituyendo en las (107.10):

Z—Z:ﬁpcos¢'[fcosh+gsenD'senh]

Z—I;:ﬂp[fsen¢’senh—g(cos¢'cosD'+sen¢’senD'cosh):| (109.10)
da p P
\/ 2 2 2 2
con p=+/(S+H) sen’ g+(C+H) cos’ ¢

(ver2.1.1y2.1.2)

Sustituyendo las expresiones (109.10) en (104.10) tendremos para cada ocultacion
la ecuacion:

O0=F+mp[fsen ¢'senh-g(cos ¢'cosD'+sen ¢ "'senD'cosh)]A¢g +
mpcos @' (fcosh+gsen D' sen h) AL— K (f ° + g E)Aa (110.10)
P P
Si quisiéramos tener en cuenta la correccion a la posicion de la Luna, deberiamos

afiadir a la ecuacion (110.10) dos términos mas: uno en AL y otro en AB que expresarian
los errores en la longitud y la latitud orbitales de la Luna.
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FIG. 29.10
De la Fig. 29.10 se obtiene
Ao =cos (y— V)AL +sen (xy— V) AB (111.10)
con
tan V== tan N= L’
g

Si despreciamos el movimiento del observador, tendremos
fv =x' gv:yl
con lo que
tan V' = L'
y
Los términos del segundo miembro de la ecuacion (111.10) son los términos a
afadir a la ecuacion (110.10).

10.3.4 Curvas limites

Estudiaremos en este apartado la zona de la superficie terrestre desde la cual es

visible una determinada ocultacién, hallando los paralelos de latitud que limitan dicha
zona de visibilidad.

Como en el caso de los eclipses de Sol, los vectores 7 y 7i pueden expresarse por
sus componentes en la forma:

_ [ f1] [msenM x—&]
m= = =
g | |mcosM y—n]

(112.10)

_ [f'] [nsenN x'—&"]
n= = =
| ncos N y'=n'
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Para un observador situado en un punto de la linea limite que tratamos de
encontrar, la distancia minima a que se encontrard la estrella del centro de la Luna
debera ser igual al radio de la Luna (recordemos que en unidades del radio ecuatorial
terrestre es k = 0.2725026). En otras palabras, en la expresion (95.10) tendremos

(x-&cosN-(y-n)sen N==xk (113.10)

Si queremos determinar los paralelos de forma aproximada podemos despreciar
las variaciones de ¢y # frente a las de x e y, con lo que el valor de N vendra dado por

tan N= (114.10)

Y
Si llamamos xj € y a los valores de x e y en el instante inicial T, se verificara
(x0-&)cosN-(o-n)sen N==xk (115.10)

Por otra parte, si consideramos, para simplificar, la Tierra esférica, las ecuaciones
(23.10), haciendop=1y ¢ ' = ¢ se escribiran:

E=cosgsenh
n=sengcos D'-cos@sen D'cosh (116.10)
¢ =sengsen D'+cosgcosD'cosh

donde ¢, 5, { vienen expresadas en radios terrestres.
Si multiplicamos la segunda de (116.10) por cos D', la tercera por sen D'y
sumamos, obtenemos

sen ¢ =ncosD'+ senD' (117.10)

cumpliéndose
F=1-¢" -7

Hallaremos los paralelos limites de latitud buscando los valores maximo y
minimo de la latitud en (117.10) que verifiquen (115.10).
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Para ello introduciremos un cambio de ejes de coordenadas (Fig. 30.10).
Tomaremos como nuevo eje y (que llamaremos y') la direccion del movimiento relativo
de la Luna y el observador, o sea la direccion de 7 . Llamemos -a y b a las componentes

de p en esta nueva base:
P L (118. 10)
77 Xy b x'y!

Para pasar de la base x', y' a la x, y aplicaremos la matriz R3(N) con lo cual

S| | cosN senN || —a
n | —senN cosN | b

es decir:
&=—-acosN+bsen N
(119. 10)
n= asenN+bcosN
verificandose
Cradt+bi=1 (120.10)
Desarrollando (115.10) y utilizando las (119.10) obtenemos:
xocos N-ypsen N+a==xk
o0 sea:
a=-xpcos N+ypsen N tk (121.10)

que en nuestra hipdtesis es constante.
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Consideremos ahora la base z, y', x'; con x'|, opuesta a x' e y' y z los mismos
ejes de antes (Fig. 31.10). Tomemos los elementos auxiliares y y € definidos por

a=cosy
b=senycose (122.10)
{=senysenc

l)(;

FIG. 31.10

Las componentes en esta base del vector de posicion p del observador son:

5 =|b (123.10)

z,y,x;

y las coordenadas esféricas del observador son (g, y) con sen y > 0 (ver Fig. 31.10).
Sustituyendo en (117.10) la expresion de # de (119.10), obtenemos

sen ¢ =(asen N+ b cos N)cos D'+ Esen D' (124.10)

y utilizando (122.10)

sen ¢ =cosysen NcosD'+senycosecos NcosD'+senysenesenD' (125.10)



446 Astronomia esférica y mecanica celeste

e introduciendo ahora los angulos auxiliares 8 y 4 (Fig. 32.10) definidos por

X

=1

/
4
P ——

e U FIG.32.10

><-
>
w
I

sen Ncos D' =sen 8
cos Ncos D' =cos B cos A

sen D' = cos 6 sen A (126.10)

con cos B siempre positivo, sustituyendo (126.10) en (125.10), resulta

sen ¢ =sen B cosy + cos Bsenycos(L-e) (127.10)

Para ver el significado de los angulos 8 y 4 supongamos que en la figura 32.10 P
es el polo norte terrestre y el plano determinado por z y X es el plano ecuatorial. Es
facil ver que dichos angulos representan una longitud y una latitud de P. En efecto,
aplicando al triangulo esférico P Y X ’; (Fig. 32.10,b) rectangulo en Y las férmulas de la
trigonometria esférica, se obtienen sin dificultad las expresiones (126.10).

En (127.10) obtendremos el valor maximo de ¢ cuando sea cos (4 -¢) =1 o sea

cuando A = € en cuyo caso
sen ¢gv =sen (6+7y)

y obtendremos el valor minimo de ¢ cuandocos (A-¢)=-1 osea A-¢=180° con

lo cual
sen ¢gm=sen (6-y)



Eclipses, ocultaciones y pasos 447

Es decir, el limite norte vendra determinado por
g =8+y (128.10)

y el limite sur por
¢ =0-y (129.10)

Puesto que de los dos valores opuestos que puede tomar ¢ sélo nos interesa el
positivo (para el cual la ocultacion es visible), segun (122.10), tomandose sen y positivo
debera serlo también sen ¢. Para el limite norte: 1 = ¢y sen 4> 0, y, segin (126.10) sen
D' >0, luego D' > O (pues cos 5> 0).

La expresion (128.10) nos da, pues, el limite norte de visibilidad s6lo cuando la
declinacion de la estrella es positiva (D' > 0).

Para el limite sur, andlogamente, la expresion (129.10) da el limite sur de
visibilidad s6lo cuando la declinacidn de la estrella es negativa (D'< 0).

Para cada uno de los dos casos el segundo limite de visibilidad sera,
evidentemente, uno de los dos puntos en los cuales las curvas limites generales norte y
sur tocan a las curvas limites correspondientes al orto y ocaso, puntos en los cuales (=
0y, por tanto, sen € = 0, cos € £ 1 que reducen la formula (125.10) a

sen ¢ =sen (N=+y)cos D'

Si cos N es positivo, el signo superior de esta ecuacion nos dara el limite norte
para el caso en que la declinacion de la estrella sea negativa y el signo inferior nos dara
el limite sur para estrellas de declinacion positiva. Reciprocamente, si cos N es negativo,
el signo superior nos dara el limite sur para declinaciones positivas y el inferior nos dara
el limite norte para declinaciones negativas.

10.3.5 Ocultaciones rasantes

Cuando en una ocultacién de una estrella por la Luna el tiempo transcurrido entre
la inmersion y la emersion estelar es inferior a 10 minutos, hecho que se produce si la
estrella se oculta por una zona proxima a los polos norte o sur lunares, se dice entonces
que la ocultacion es rasante. En este caso, puede ocurrir que el fenomeno conste de
varias inmersiones y varias emersiones debidas al relieve lunar en dicha zona.

Una ocultacién rasante puede ser observada, en principio, desde un punto situado
sobre los paralelos de latitud limites ya que desde tales puntos la trayectoria aparente de
la estrella se observa tangente al limbo lunar. En todo caso, dicho fenomeno sera visible
a lo largo de una linea, denominada /inea limite (norte o sur) que, debido a la variacion
de la declinacion de la Luna, no coincidira con el paralelo de latitud limite (norte o sur).

Recordemos que en el apartado anterior los paralelos limites han sido calculados
en forma aproximada suponiendo la Tierra esférica. En el caso que nos ocupa
deberemos calcular con precision la posicion de la linea limite, lugar geométrico de los
puntos de la superficie terrestre desde los cuales se observa la trayectoria de la estrella
tangente al limbo medio lunar. Para ello, partiremos del valor aproximado de la latitud
maxima o minima (segun se quiera calcular la linea limite norte o sur) obtenida en
10.3.4 y calcularemos, para una longitud geodésica determinada, el valor exacto de la
latitud de la linea limite.
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Como en el calculo de una ocultacion normal (llamada también ocultacion total
en contraposicion a la rasante) tomaremos como tiempo inicial aproximado el tiempo 7Tj
de conjuncion en ascension recta de la estrella con el centro de la Luna. Para este
instante inicial, calcularemos las coordenadas besselianas (x, y) del centro de la Luna en
unidades del radio ecuatorial terrestre (81.10) y el angulo horario A = 60 + A" de la
estrella a partir de

hg =0+ 1.00273791 Ty —1- 4"

siendo 6 el tiempo sidéreo en Greenwich a 0" de T.U. Las coordenadas del observador
(&, 1) se obtendran de las ecuaciones (85.10) pero tomando como unidad el radio
ecuatorial terrestre. Los valores de p sen ¢ ' y p cos ¢ ' vendran dados por las formulas

psen¢'=(S+H)sen¢} (130.10)

pcosg'=(C+H)cos¢

donde S'y C son funciones de la latitud astrondmica y H la altitud reducida del lugar
(ver apartado 2.1.1). Haciendo H = 0 se obtendra la curva limite al nivel del mar.

Las variaciones horarias x' e y' de las coordenadas x e y de la Luna se calculan
con suficiente precision hallando los valores de dichas coordenadas lunares para los
instantes Tp + 10™ y Ty — 10™ y multiplicando por 3 la diferencia entre los mismos. Los
valores de x' e y' se toman como constantes en todo el proceso de calculo.

Las variaciones horarias ¢' y #' de las coordenadas ¢ y # del observador se
obtienen derivando respecto al tiempo las relaciones (85.10) expresadas en radios
ecuatoriales terrestres:

§'=pcosp'cosh, hy' } (131.10)

n'=pcosg'senD'senh, h.'=EsenD'hy !
donde 45’ es la variacion horaria de la estrella que, en radianes por hora vale

_ 27 -1.00273791

by 24"

=0.26252

Introduciendo los elementos auxiliares f, g, f ', g' que hemos utilizado
anteriormente, la formula (95.10) nos proporciona el valor de sen y = A que representa
la minima distancia entre la trayectoria aparente del centro de la Luna y el observador,
tomando como unidad el radio de la Luna.

Esta distancia A debera ser igual al radio de la Luna (unidad en este caso) para que
en el lugar de latitud ¢, la ocultacion sea rasante, es decir, la trayectoria aparente de la
estrella sea tangente al limbo medio de la Luna. Si no fuera asi (A # 1), deberiamos
efectuar la correccion correspondiente a la latitud del punto de observacion. Dicho de
otro modo, deberiamos conocer la variacion de A con ¢.
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En general, la variacion de A con respecto a la posicion del observador sera
debida a variaciones en la longitud, la latitud y la altitud del punto de observacion.

SA=gq =g—j5ﬂ+a—A5¢+§—§5H

o
En nuestro caso tomamos una longitud dada, constante, y calculamos la curva

limite para H = 0. Por tanto,

q:a—A5¢ (132.10)

o¢

Como que los elementos besselianos son independientes de la posicion del
observador, se cumple:
of =-0&
og=-0Jn (133.10)

Por otra parte, teniendo en cuenta que las funciones S'y C se pueden escribir en la
forma (ver (7.2) y (8.2)):

C(¢)= [1 —e’sen’ ¢:|%

(134.10)
S(¢)=(1-¢*) C(¢)
derivandolas con respecto a ¢ se obtiene
3
oS :(1—ez)e2 sen(écos¢(l—e2 sen’ ¢) 25¢
3
oC=¢e sengécos¢(l—e2 sen’ ¢) 2 5¢
que se puede escribir también de la forma:
58S =SC’e* sen pcos ¢ S¢ (135.10)
SC= C’e*sengcosd o

Teniendo en cuenta (130.10) y que H=0 es

&=Ccos ¢ sen hg

y por tanto, sera:
oé=-Csengsen hg 0@ + cos¢ sen hg 6C

0 sea
0E=(C*e*cos® ¢ - C)sen ¢ sen hg O ¢ (136. 10)
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De (134.10) se deduce:

= sc?
2
I-e s (137.10)
C= SC _gclze se2n @
SC l-e
Sustituyendo en (136.10) se obtiene finalmente
8¢ =-SC’ sen ¢ sen hg 6 ¢ (138.10)

De n=Ssen ¢ cosD'-Ccos ¢ sen D' cos hg

escrita teniendo en cuenta otra vez (130.10), se deduce

on =sen ¢ cos D' S+ Scos ¢ cosD' 0¢ -cos ¢ sen D' cos hg 0C +
+ Csen ¢ sen D' cos hg 0 ¢

y sustituyendo los valores encontrados de 6S'y 6C:

Sn=(SC*e*sen’p +S)cos ¢ cos D' I +
+(C—Ce*cos’p) sen ¢ sen D' cos hg 0 ¢ (139.10)

Sustituyendo (137.10) en (139.10) y haciendo

S= SC* —(1—e2 sen’ ¢)SC2

=

resulta:
57 =SC*(cos ¢ cos D' +sen ¢ sen D' cos hg) 5 ¢ (140.10)

Derivando la formula (95.10) respecto a ¢ tendremos:

5A=q=$(g' 5f*f'5g)5¢=é(f'5n-g' 58 ¢ (141.10)

y sustituyendo (138.10) y (140.10) en esta tltima:

2

q= [f'(cos ¢ cos D' +sen ¢ sen D' cos hg) +g' sen ¢ sen hg] o (142.10)

kn

formula que proporciona la variacion de A con la latitud. Si hacemos d¢ = 1°
obtendremos la variacion de A por grado de variacion de ¢ .
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La correccion que debera hacerse a la latitud sera entonces

Ag =0 (143.10)

donde Ag = 1 si buscamos el limite norte y Ag = -1 si buscamos el limite sur. En efecto,
si se trata de un limite norte, A = sen y es positivo y por tanto 1 - A representa la
maxima distancia de la estrella al limbo lunar norte; luego dividiendo esta maxima
distancia por la variacion ¢ de A con la latitud, tendremos efectivamente la correccion a
aplicar a ¢. Si, en cambio, se trata de un limite sur, A es negativo y (-1 - A) representara
asimismo la maxima distancia de la estrella al limbo lunar sur y, como antes, al dividirlo
por q tendremos como debe variar ¢ para que desde el nuevo punto se vea la trayectoria
de la etrella tangente a dicho limbo.
En cuanto a la variacion en el tiempo, utilizaremos la expresion (96.10) que
escribiremos en la forma
1 '
potkeosy J/tee (144.10)

2
n n

Pero, en las proximidades del punto de contacto de una ocultacion rasante, el
angulo y es aproximadamente igual a 90° por lo que puede despreciarse el primer
término de (144.10) y tomar simplemente

ff+gg'
2
n

Con los nuevos valores encontrados de la latitud (¢ + A¢) y del tiempo (7p + 1)

puede repetirse el proceso tomando dichos valores como aproximados, llegandose a
valores mas exactos de ¢ y 7.

El angulo de posicion y del punto en que se produce la ocultacion rasante se
calcula, una vez efectuada la ultima iteracion, mediante la formula (90.10).

Una vez efectuado el calculo de la latitud que corresponde a una cierta longitud 4,
se repiten los calculos para longitudes distintas de la anterior obteniendo sucesivamente
los distintos puntos de la linea limite (al nivel del mar).

10.3.6 Observacion de ocultaciones rasantes

Cuando uno de los paralelos de latitud que limitan la zona desde la que es visible
una ocultacion de una estrella por la Luna pasa cerca de nuestra estacion, se procede al
calculo preciso de la posicion de la linea limite desde la cual la ocultacion sera rasante.

Una de las ventajas de la observacion de ocultaciones rasantes es que puede ser
efectuada con telescopios de poca abertura. Ello, no obstante, obliga a una serie de
restricciones a la hora de realizar una observacion. Por ejemplo, debe tenerse en cuenta
la magnitud de la estrella y, sobre todo, si la ocultacion se produce por el borde oscuro o
el iluminado de la Luna, para lo cual debe calcularse el angulo de posicion del cuerno
iluminado y compararlo con el dngulo de posicion de la rasante, teniendo en cuenta la
fase de la Luna (creciente o decreciente).
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Una vez efectuada la prediccion se procede a representar sobre un mapa, a la
mayor escala posible, los distintos puntos de la linea limite, que, como hemos dicho,
esta calculada para el nivel del mar. En consecuencia, debera corregirse para obtenerla
sobre la superficie topografica. Para ello se ve que (Fig. 33.10) en un lugar 4, al nivel
del mar, se observa el mismo fendmeno que en el lugar B, de altitud a. Por lo tanto, la
linea limite habra que desplazarla en la direccion del acimut de la Luna una distancia

b=acoth

donde / es la altura de la estrella (o de la Luna).

=]

FIG. 33.10

Hecho esto, se procede a trazar el perfil previsto de la zona desde la que se
observa la ocultacion, utilizando para ello la obra “The Marginal Zone of the Moon” de
C.B. Watts (llamada cartas de Watts). Con este fin se calcula el angulo de posicion IT
del punto del limbo lunar por el que empieza la ocultacion referido al eje de rotacion de
la Luna, a partir de los datos que proporcionan los Anuarios de las libraciones
geocéntricas en longitud /y y en latitud by y del angulo de posicion Cy, o bien por calculo
directo empleando las formulas que hemos visto en los apartados anteriores.

A partir de /y, bpy Cose calculan [, b y C (valores topocéntricos) utilizando las
expresiones dadas en 9.1.3. El angulo IT se obtendra restando C de y (recordar (100.10).

Con los datos II, /, b se hallan las correcciones por limbo correspondientes a
angulos de posicion cada 0°.2 a partir del IT hallado, que, llevados a escala conveniente
como elevaciones o depresiones (respecto al limbo medio) seglin su signo, proporcionan
el perfil previsto de dicha zona. Normalmente se dibujan 10° de limbo, centrados en el
punto de tangencia (IT) de la rasante.

Se traza el contorno del limbo medio representandolo por un arco de cosenoide. El
argumento horizontal es el angulo de posicion axial, generalmente a escala 1°: 2.5 cm.
El argumento vertical es la correccion de limbo, ampliada a escala 1": 2.5 cm. Trazado
asi el limbo medio, la trayectoria aparente de la estrella sera una linea recta tangente al
limbo lunar.
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La observacion de una ocultacion rasante adquiere importancia cuando se dispone
de varios equipos establecidos a distintas distancias de la linea limite. Segin cual sea la
distancia del punto de observacion a la linea limite, la trayectoria aparente de la estrella
cortara al perfil previsto a una u otra distancia de la trayectoria tangente al limbo medio.
Los puntos de observacién deben elegirse teniendo en cuenta el perfil previsto en cada
caso. Para ello, se eligen sobre el mismo, las trayectorias aparentes que se pretende ver y
se mide su distancia A a la trayectoria tangente (en segundos de arco). Entonces, para
observar estas trayectorias, deberemos desplazarnos sobre la linea limite, una distancia
que nos vendra determinada por el valor de ¢ (142.10) pues su inversa nos da la variacion
de latitud que deberemos efectuar correspondiente a una variaciéon A de distancia de la
Luna. Si se toma esta distancia igual a 1" (en radios lunares i, sen 1"/Ry) obtendremos la
variacion de latitud en grados, facilmente transformable en metros o en kilometros.

10.3.7 Reduccion de observaciones rasantes

Los resultados de la observacion de una ocultacion rasante son Unicamente los
tiempos de contacto registrados desde los distintos puntos de observacion.

Conocida la posicion de los puntos de observacion se efectua la reduccion de los
puntos de contacto calculando para cada tiempo de contacto el angulo de posicion y y la
separacion Ao respecto del limbo medio (ecuaciones (90.10) y (99.10) respectivamente).
Representando los contactos como puntos sobre el limbo medio, estos puntos deberian
coincidir sobre el perfil previsto. En caso contrario, puede estudiarse cual debe ser la
correccion al angulo de posicion IT o a la separacion Ag, correspondiente al perfil
previsto para mejorar la coincidencia de éste con los contactos observados.

La correccion en angulo de posicion es el llamado H.P.C. (Horizontal Profile
Correction) -bien estudiado- que nos corrige el argumento de entrada I1 de las cartas de
Watts. Morrison asigna un valor promedio de -0°.25 como correccion al angulo de
posicion IT de las cartas de Watts, obtenido a partir de la observacion de muchas
ocultaciones rasantes.

La correccion a la separacion Ag,, es el llamado V.P.C. (Vertical Profile
Correction). Este V.P.C. no tiene un valor definido, sind que depende de la zona de la
Luna en que se produzca la ocultacion rasante. La existencia de este V.P.C. condiciona
la localizaciéon de la linea limite, por lo cual se acostumbra a incluir su efecto en las
predicciones tomando para ello un V.P.C. previsto, deducido de anteriores observa-
ciones de ocultaciones rasantes en dicha zona de la Luna.

Como se ve, la observacion de ocultaciones rasantes sirve para corregir las cartas
de Watts. Por otra parte, por la segunda ley de Cassini del movimiento de la Luna
sabemos que hay una zona de la misma que no es visible nunca iluminada. Por esta
razon, las cartas de Watts, obtenidas a partir de fotografia, no dan correcciones para esta
zona. Las ocultaciones rasantes producidas en dichas zonas oscuras permitiran
“construir” el perfil lunar en ellas.

A partir de la observacion de gran numero de observaciones rasantes pueden
determinarse ciertas fluctuaciones en el movimiento de la Luna y establecerse las
diferencias entre los patrones de tiempo (tiempo de efemérides o dindmico y
universal).
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10.4 Pasos de Mercurio y Venus por delante del Sol

Los pasos de los planetas Mercurio y Venus por delante del disco del Sol pueden
calcularse mediante la teoria general de los eclipses de Sol sustituyendo la Luna por el
planeta. El valor del radio lunar se sustituira por £ = 0.3897 para Mercurio y por k =
0.9975 para Venus. No repetiremos, por tanto, la teoria expuesta en los apartados 10.1.
Haremos unicamente algunas consideraciones que nos pueden ayudar a conocer mejor
el fenémeno.

En el caso de Mercurio, el Sol pasa por el nodo ascendente de su orbita el 10-11
de noviembre y por el nodo descendente el 8-9 de mayo. Los pasos de Mercurio por
delante del Sol se producen pues necesariamente en estas fechas aunque debido a la
variacion secular de la longitud del nodo dichas épocas se retrasan en un poco mas de
un dia por siglo. El valor del segundo miembro de la formula (5.10), cuando la Tierra y
Mercurio se hallan cerca de la linea de los nodos de la 6rbita de este ultimo, es de unos
978" en noviembre y 963" en mayo. Por otra parte, los limites superiores de los
intervalos de tiempo que separan los pasos de Mercurio y de la Tierra en cada uno de
los nodos son: £ 3%.97 en noviembre y + 1°.88 en mayo. Vemos pues que es mayor la
probabilidad de que se produzca un paso en noviembre que en mayo, diferencia debida
a la excentricidad de la drbita del planeta.

Estudiemos ahora la periodicidad del fenomeno que nos ocupa. Teniendo en
cuenta la precesion de la linea de los nodos de la orbita de Mercurio, el periodo de
revolucién de la Tierra con respecto a dicha linea es 7' = 365°.25422 mientras que el de
Mercurio con respecto a esta misma linea (revolucion draconitica) es

D = 879.96913. Supongamos que en una época dada ha tenido lugar un paso; el
fenémeno se reproducird cuando el Sol, Mercurio y la Tierra vuelvan a ocupar,
aproximadamente, las mismas posiciones relativas, habiendo transcurrido entre los dos
pasos mD = nT dias, siendo m y n numeros naturales. Los valores de m y n que verifican
esta igualdad con una mejor aproximacion son:

m=29 |n=7 mD - nT = - 5°.675
m=54 n=13 mD -nT=+2.028
m=137 n=33 mD -nT=-1.618
m=191 n=46 mD -nT=+0.410

Supongamos que un paso de noviembre sea central y se haya producido en una
época ty; en la época ty + 54 D, por ejemplo, Mercurio se encuentra en conjuncién con el
mismo nodo, pero faltan 2.028 dias para que la Tierra llegue también a €él. Segun las
condiciones anteriores vemos que el paso tendrd lugar, pero no sera central. Los
intervalos obtenidos se combinan para dar lugar a una periodicidad irregular como
puede observarse en la adjunta tabla que abarca los pasos ocurridos en este siglo y los
que se produciran los afios 2003 y 2006.
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Aiio Fecha Periodicidad
1907 12 nov. 13 afios
1914 7 nov. 7 afios
1924 7 mayo 10 afios
1927 8 nov. 3 afios
1937 10 mayo 10 afios
1940 12 nov. 3 afios
1953 13 nov. 13 afios
1957 6 mayo 4 afios
1960 6 nov. 3 afios
1970 9 mayo 10 afios
1973 10 nov. 3 afios
1986 13 nov. 13 afos
1993 6 nov. 7 afios
1999 15 nov. 6 afios
2003 7 mayo 4 afios
2006 8 nov. 3 afios

En el caso de Venus las condiciones de posibilidad son todavia mas restrictivas
debido, en parte, a que Venus no entra en conjuncion con cada uno de sus nodos mas
que 163 veces por siglo. El Sol pasa por el nodo ascendente de su orbita hacia el 9 de
diciembre y por el nodo descendente hacia el 8 de junio. Los pasos de Venus por
delante del Sol se produciran, pues, en estas fechas. El valor del segundo miembro de la
formula (5.10) es de unos 2015' en diciembre y 1955' en junio. Para estudiar la
periodicidad del fendémeno, teniendo en cuenta las variaciones del nodo y de la
excentricidad, partiremos de los valores Ty D de los periodos de revolucion de la Tierra
y Venus respectivamente con relacion al nodo de la orbita de Venus:

T = 365%25155, D = 2249.69889. Analogamente al caso de Mercurio, si en una
época dada ha tenido lugar un paso el fendmeno se reproducira cuando el Sol, Venus y
la Tierra vuelvan a ocupar, aproximadamente, las mismas posiciones relativas habiendo
transcurrido entre los dos pasos mD = nT dias. Los valores de m y n que verifican esta
igualdad con una mejor aproximacion son

m=13 n=8 mD - nT=-0%92683
m=395 n=243 mD -nT=-0.06510

En la tabla adjunta damos los pasos desde 1769 hasta 2490. En ella se advierte
que cuando en junio o diciembre hay un paso al cabo de 8 afios hay otro en el mismo
mes y que el intervalo entre dos pasos en distinto mes es de 105 o 122 afios,
reproduciéndose los pasos cada 243 afios.
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Aiio Fecha Periodicidad
1769 8 junio 8 afos
1874 8 dic. 105 afos
1882 6 dic. 8 afios
2004 7 junio 122 afos
2012 7 junio 8 afios
2117 10 dic. 105 afos
2125 8 dic. 8 afios
2247 9 junio 122 afos
2255 8 junio 8 aflos
2360 9 dic. 105 afos
2368 9 dic. 8 afios
2490 8 junio 122 afios
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