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Resumen

Este Trabajo de Fin de Grado analiza la relacion entre la rentabilidad y el riesgo en
inversiones financieras, utilizando datos historicos de las 30 empresas que componen el
DJIA. Para ver esta relacion se realiza un ejercicio practico mediante el cual se calculan
diferentes medidas de riego como volatilidad, beta, VaR, AVaR, coeficiente de variacion y
downside deviation a partir de rentabilidades simples y medias.

Posteriormente, se implementa el modelo de Markowitz para construir carteras eficien-
tes a partir de la frontera eficiente que proporciona este modelo. Por ultimo, se analiza
el modelo CAPM como una extension del modelo de Markowitz, que introduce el concep-
to de rentabilidad esperada como determinante para conocer si los activos analizados se
encuentran infravalorados o sobrevalorados.

Todo el analisis se lleva a cabo en R y se visualiza mediante un paquete de R llamado
Shiny.
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1. Introducciéon

En la actualidad, cada vez méas personas se interesan por los mercados financieros,
invirtiendo en bolsa de forma activa o pasiva. Sin embargo, muchas de ellas carecen de
los conocimientos necesarios para tomar decisiones informadas, lo que se traduce en re-
sultados desfavorables. Como afirmaba el trader José A. Madrigal en una entrevista en
La Vanguardia, “el 98 % de las personas que empiezan a invertir en bolsa pierden dinero”.
Esta afirmacion pone de relieve la necesidad de comprender mejor los riesgos asociados a
la inversion financiera.

Durante mis estudios universitarios, me he dado cuenta de que el riesgo financiero es un
concepto amplio que admite multiples interpretaciones y formas de medicién. En funcion
de la medida utilizada, las decisiones de inversién pueden variar considerablemente. Este
hecho, unido a mi interés por las finanzas cuantitativas, ha motivado la realizacion de este
Trabajo de Fin de Grado centrado en el anélisis de distintas medidas de riesgo financiero
y su aplicacion practica en la construccién y valoracion de carteras.

En la primera parte del trabajo se abordan, desde un enfoque teorico, siete medidas
de riesgo ampliamente utilizadas: la volatilidad, el Value at Risk (VaR), el Average Value
at Risk (AVaR), el rango, la desviacion absoluta mediana, el coeficiente de variacion y la
desviacién a la baja. Estas medidas se agrupan en dos categorias —simples y estructura-
das— y se estudia la correlacion entre ellas para identificar cuéles capturan dimensiones
similares del riesgo.

Posteriormente, se aplica el modelo de Markowitz para construir la frontera eficiente
asociada a cada medida, lo que permite comparar como varia la composicion de las carteras
optimas en funcién del criterio de riesgo adoptado. Finalmente, se utiliza el modelo CAPM
para calcular la rentabilidad esperada de las carteras eficientes y determinar si estan
sobrevaloradas o infravaloradas por el mercado.

La parte empirica se ha desarrollado con datos semanales de precios de cierre de las
30 empresas del indice Dow Jones Industrial Average (DJIA), en el periodo comprendido
entre 2022 y 2024. Aunque el estudio esta limitado a este conjunto de datos, permite
reflexionar sobre la relevancia de las distintas medidas de riesgo en la toma de decisiones
y sobre la capacidad del modelo CAPM para valorar adecuadamente las carteras en un
entorno real.

Este trabajo pretende, en definitiva, ofrecer una visiéon comparada y aplicada del riesgo
financiero, destacando la importancia de una elecciéon adecuada de las métricas de riesgo
en la gestiéon de inversiones.
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2. Conceptos previos

2.1. Concepto de riesgo financiero

El riesgo financiero cominmente se define como la incertidumbre que lleva asociado
el rendimiento futuro de una inversiéon, pero en el momento en el que se desea definir
matematicamente el riesgo a través de una féormula matematica nos damos cuenta de que
se trata de un concepto muy amplio, ya que depende de un gran ntimero de consideraciones.
Por este motivo, podemos encontrar diversas formulas para medir el riesgo. En este trabajo
me he centrado en siete;

1. Volatilidad

2. Valor en Riesgo (VaR)

3. Rango

4. Desviacion absoluta mediana
5. Pérdida esperada (AVaR)

6. Coeficiente de variaciéon

7. Desviacién a la baja

2.2. Rentabilidad y rentabilidad media

El concepto de rentabilidad hace referencia a la relacién entre los beneficios obtenidos
o que pueden obtenerse de una inversion y el capital invertido. Se trata de un indicador
fundamental tanto para la empresa como para el inversor, ya que, para la empresa, la
rentabilidad es una medida del éxito econémico de sus actividades, ya que una mayor
rentabilidad refleja una gestion eficiente que permitird un incremento en la capacidad de
crecimiento futuro.
Mientras que para el inversor, la rentabilidad permite estimar el retorno obtenido respecto
al capital invertido, facilitando asi la comparacién entre diferentes oportunidades y la toma
de decisiones sobre la permanencia o retirada de una determinada inversion.

En este trabajo he utilizado la féormula de la rentabilidad simple para cada sub-
periodo t € [0,7] y también se empleara la formula de la rentabilidad media de T,
donde:

= t. Representa cada uno de los subintervalos dentro del intervalo total de analisis.

= T. Es el horizonte temporal del analisis que en este caso es T' = 156, que es el niimero
de semanas que hay en el periodo analizado que va del 01/01/2022 al 31/12/2024.

2.3. DJIA

En la parte practica de este trabajo he utilizado el DJIA (Dow Jones Industrial
Average) que es un indice bursatil que refleja el comportamiento de las 30 empresas
més grandes y representativas de EEUU que cotizan en la Bolsa de Nueva York. Estas
companias pertenecen a diversos sectores econémicos, excluyendo el &mbito del transporte
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y de los servicios piblicos, los cuales cuentan con sus propios indices especificos. Destacar
que, a diferencia de otros indices, el DJIA se pondera por el precio de las acciones y estas
cantidades se emplearan en el calculo de la rentabilidad en la parte practica.

Ademas, destacar que se trata de uno de los principales indicadores del rendimiento general
del mercado y de la economia estadounidense.

Las empresas que formaban parte de este indice a 31 de diciembre de 2024 y que son
las que he utilizado en la parte practica, son las siguientes [1]:

1. P&G 11. Coca-Cola 21. Nike

2. 3M 12. Goldman Sachs 22. NVIDIA

3. Amazon 13. Home Depot 23. Salesforce

4. American Express 14. Honeywell 24. Sherwin-Williams
5. Amgen 15. IBM 25. Travelers

6. Apple 16. Johnson & Johnson 26. UnitedHealth

7. Boeing 17. JPMorgan 27. Verizon

8. Caterpillar 18. McDonalds’s 28. Visa

9. Chevron 19. Merck&Co 29. Walmart

10. Cisco 20. Microsoft 30. Walt Disney

Para la aplicacion préactica he considerado que la rentabilidad semanal del periodo
analizado de las 30 empresas que componen el DJIA es el precio de cierre semanal por
accion del periodo comprendido del 01/01/2022 al 31/12/2024.

Destacar que para el calculo de cada medida de riesgo he considerado la rentabilidad
del subperiodo, que es el rendimiento que se habria obtenido al adquirir acciones al final
de una semana y liquidarlas al final de la siguiente. Destacar que no he tenido en cuenta
el entorno econémico, dividendos, impuestos,. . . con la finalidad de simplificar el calculo.

Valor Cierre; — Valor Cierre;_1q

Rentabilidad del subperiodo ¢ := r; := Valor Ci
alor Cierre;_;

Mientras que la rentabilidad media del periodo es el promedio de los rendimientos indivi-
duales 1 en cada periodo t entre N que es el ntimero total de observaciones del periodo
analizado.
Rentabilidad media periodo t := = 1 Z r
ur N e t
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3. Medidas de riesgo

Una de las mayores dificultades que sufre la economia financiera es medir el riesgo
que lleva asociado un activo, que es uno de los aspectos clave en la toma de decisiones
de inversion. Para ello se emplean medidas de riesgo para tratar de cuantificar el riesgo
que lleva asociado una operacion financiera. Por lo que en este apartado se estudian las
diversas medidas de riesgo que pueden ser empleadas en la toma de decisiones financieras.

3.1. Volatilidad

Es una medida estadistica basada en que los movimientos pasados pueden proporcionar
informacién de interés sobre las futuras variaciones. Esta medida define el riesgo de una
acciéon como la variacién de la rentabilidad de una accién respecto al valor promedio o
esperado.

La volatilidad [2] se define como la raiz cuadrada de la varianza [3] donde la varianza
se define como:

Var(ry) = % Z(rt — ).

teT

Por lo que el calculo de la volatilidad [3] se realiza de la siguiente manera:

1
Volatilidadp := o7 := y/Var(ry) = i Z(rt — ur)?.

teT

Ventajas de la volatilidad:

= Destaca su simplicidad de célculo e interpretacion ya que es facil de implementar y
comprender, lo que la hace accesible a todos los ptublicos.

Desventajas de la volatilidad:

» Esta medida pondera de la misma forma la informacién mas proxima al periodo que
la mas lejana, lo que disminuye el peso de las observaciones més actuales y como
consecuencia puede reducir la capacidad analitica para detectar cambios recientes.

= No incorpora informacién sobre eventos futuros esperados ya que se trata de una
medida puramente retrospectiva, lo que puede afectar al resultado.

3.2. VaR
3.2.1. Cuantiles

Se llevara a cabo el estudio de los cuantiles de Fx, donde X es la ganancia descontada
de una inversion y F'x es su funcion de distribucion, antes de estudiar el VaR.

Para definir los cuantiles se denotaré un quantil como ¢. Donde g representa un cuantil
de la variable aleatoria X, es decir, es un punto concreto de la distribucién de probabilidad
acumulada Fy(z) de X.
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Definicion 3.1. [Pag 101, 4] Sea « € (0,1). Para cualquier a-cuantil de X donde:
q € [9(X), ¢%(X)]

Se define:

= Un a-cuantil superior de X como:
¢“(X) =inf{z:a < Fx(x)}.
= Un a-cuantil inferior de X como:

go(X) =inf{z: a < Fx(z)}.

A continuacion, se presentan las propiedades béasicas de los cuantiles:
Proposicion 3.2. [Pag 102, 4| Sean X, Y variables aleatorias;

(1) X >Y implica ¢*(X) > q“(Y).

(2) Para cualquier b € R, ¢*(X + b) = ¢*(X) + b.

(3) Para b > 0, ¢*(bX) = bg*(X).

(4) ¢ (-X) = —q1-a (X).
Demostracion [Pag 120, 4].

(1) SiX>Y = X <zluego Y <z y por lo tanto P(X < z) < P(Y < x). Entonces,

Fx(z)=P(X <z) < P(Y <z)= Fy(x).

Como a < F,(x) = a < Fy(x). Lo que implica que
{z:a<Fx(z)} C{zr:a< Fy(z)},
lo cual lleva a

¢“(X)=inf{zr:a< Fx(x)} > mf{z:a < Fy(x)} =¢*(Y).

(2) Sea Y = X + b entonces:
Fy(z+b)=P(X+b<x+0b)=Fx(x).
Por lo que:

(X +b)=mf{x+b:a< Fy(z+0b)}

=if{z:a< Fy(z+b}+0b
mf{r:a < Fx(z)} +0b
=q*(X)+b.
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(3) Sabemos que P(bX < z) = P(X < z/b) = Fyx(z) = Fx(z/b). Entonces para
b>0:
¢“(bX) =if{zr: a < Fyx(z)}
=inf{zr:a < Fx(z/b)}
=inf{by: a < Fx(y)}
=b-inf{y:a < Fx(y)}
=b-qu(X).
(4) Para demostrar la propiedad 4 primero tenemos que demostrar la siguiente igualdad:
Vbe Ryinf{z:b< P(X <)} =mnf{z:b < P(X <x)}.
Conocemos que, P(X < x) < P(X <x)ysib < P(X < x) entonces
b < P(X < x), lo que implica que:
{r:b<PX<z)}C{z:b<P(X <u2)}.
Por lo que:
mf{x:b< P(X <)} >inf{z:b< P(X <ux)}.

Si demostramos que la inecuacion es estricta llegamos a una contradiccién, entonces
procederemos por reduccién al absurdo demostrando que es cierta la igualdad.
Suponemos que:

mf{z:b<P(X <z)} <z’ <inf{z:b<P(X <)}

para algin z* € R.
Entonces P(X < 2*) < by como x — P(X < x) es continua por la izquierda,
dz € R tal que
mf{r:b<P(X<z)}<i<z*
para
P(X <) <b. (1)

Como z > inf{z : b < P(X < x)} entonces b < P(X < %) que entra en contradiccién
con (1). Por tanto

mf{z:b< P(X <)} =z"=f{z:b< P(X <)}

Para demostrar la proposiciéon 4 utilizaremos:
F x(z)=P(—-X<z)=P(X>-2)=1—-P(X < —x).
Por lo que mediante las siguientes igualdades demostraremos 4:
¢“(=X)=inf{z:a < F_x(2)}

= —sup{—z:a < F_x(x)}
=—sup{—z:a<1—-PX < —x)}
=—sup{y:a<1l-—P(X <vy)}
=—sup{y: P(X <y)<1l—a}
=—inf{y:1-a<P(X <y)}
=—inf{ly:1—a<P(X <y)}
=—inf{y:1—a < Fx(y)}
= —q1-a(X). O
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Una vez explicados los cuantiles, se puede proceder a la explicacién del VaR como
medida de riesgo.

El VaR es una técnica estadistica que mide el riesgo financiero de una inversion. Surge
como respuesta a la necesidad de cuantificar la pérdida maxima que puede sufrir una
inversién en un periodo determinado y a un nivel de confianza 1 — a.

Definicion 3.3. El Value at Risk (VaR) [Pag 103, 4] a un nivel de confianza 1 — «
se define como:

VaR*(X) = —¢*(X) = —inf{z: a < Fx(x)}

A continuacion, se presentan las propiedades béasicas del VaR:

3.2.2. Propiedades del VaR
Proposicion 3.4. [Pag 104, 4] Sean X, Y variables aleatorias:

(1) X >Y = VaR*(X) < VaR*(Y).

(2) Ya € R, VaR*(X + a) = VaR*(X) — a.

(3) Va >0, VaR%(aX) = aVaR*(X).
Demostracion.

(1) Sea X >Y, entonces:

VaR*(X) = —¢“(X) < —¢“(Y) = VaR*(Y).
(2) VYa € R, tenemos que:
VaR*(X 4+ a) = —¢*“(X +a) = —¢*(X) —a = VaR*(X) — a.

(3) Va >0,
VaR*(aX) = —¢%(aX) = —a - ¢*(X) = aVaR*(X). O

3.2.3. Calculo del VaR

En este apartado se llevara a cabo la explicaciéon de como se realiza el calculo del VaR
en funcion de si X es una variable discreta o continua.

Caso discreto. El VaR para distribuciones discretas es el siguiente:

Lema 3.5. |Pag 106, 4| Sea X una variable aleatoria discreta tal que

N
P(X = ;) = pi, sz‘zl yxr <o <..<IpN.
i=1

FEntonces:
VaR*(X) = —xy,

donde ko € N es el nimero mds grande que verifica: Zfifl pi < a.
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Demostracion [Pag 107, 4]. Sea X una distribucion discreta y 1 < x2 < ... < ap.
Tenemos que:

k
P(X < :Zik) = Zpi.
=1

Ademas, utilizamos:

=1 =1

k k—1
min{k o< sz} :méx{k : sz‘ < a}.
Por lo que obtenemos:

¢“(X)=inf{z:a< P(X <z)}
=min{zg : o < P(X <)}

k
:min{mk:a < Zpl}

i=1
k-1
= méx{a:k : Zpi < a}
i=1
= Tk, -
Y concluimos que
VaR*(X) = —¢*(X). O

Caso continuo. Para distribuciones continuas, el célculo se realiza de la siguiente manera:

Lema 3.6. [Pag 102, 4] Si Fx(x) es continua y estrictamente creciente, entonces:

Demostracion [Pag 102, 4]. Que F'x sea continua y estrictamente creciente garantiza
que Fx es invertible. La funcién inversa

a— Fl(a)
es continua y o < Fx(x) es equivalente a Fil(a) < z. Entonces:

¢“(X) =mf{z:a < Fx(z)} = mf{z: Fy'(a) < 2} = Fy'(a). O
Ventajas del VaR:

= Facilita medir el riesgo

= Su simplicidad ya que cuantifica el riesgo de una inversién en 1 solo namero lo que
hace simplifica la valoraciéon del riesgo.

= Es una técnica estadistica muy estandarizada lo que facilita su comparaciéon
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Desventajas del VaR:

= El VaR no facilita informacién de las posibles pérdidas potenciales en situaciones
con una probabilidad inferior a «.

= La utilidad del VaR depende de la calidad de los datos empleados.

= El VaR no considera todas las peores situaciones posibles por lo que cuando se realiza
su calculo se tiene que complementar con otros test para emplearlo como medida de
riesgo.

= La dificultad y elevados costes de algunos métodos empleados para el calculo del
VaR como el método Monte Carlo.

= Una desventaja es que el VaR no verifica la subaditividad, es decir, no se cumple:

VaR*(X +Y) < VaR*(X) + VaR*(Y').

3.3. Rango

El rango es la medida de riesgo més sencilla que existe, definida como la diferencia entre
el valor méximo y el valor minimo del conjunto de datos analizados. Su utilidad principal
en el Ambito financiero es ofrecer una estimaciéon rapida del riesgo o la volatilidad de un
activo financiero a lo largo de un periodo determinado.

Matematicamente el rango [5] se define como:
Rangog := méx(r;) — min(r;).
angop fgleajzi(ﬁ) Igél%l(ﬁ)
Ventajas del Rango:

» Es muy fécil de calcular e interpretar, ya que solo se requieren los valores extremos
del conjunto de datos.

= Facilita la comparacién entre distintos activos o periodos, gracias a su simplicidad.
Desventajas del Rango:

= Es muy sensible a la presencia de datos extremos atipicos ya que puede distorsionar
significativamente los resultados obtenidos.

= No considera los valores intermedios del conjunto, lo cual puede llevar a interpreta-
ci6n incompleta de los resultados.

3.4. Desviaciéon Absoluta Mediana

La desviacion absoluta mediana es una medida de riesgo que cuantifica la volatilidad de
la rentabilidad de un activo financiero, tomando como referencia la mediana del conjunto
de rentabilidades. Su definicién matemaética es la siguiente [6]:

L . 1
Desviacion absoluta mediana := N ; |ry — Medrp|.
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Ventajas de la desviacién absoluta mediana:

= Su facil interpretacion.

= Si los datos presentan cambios extremos esta medida de riesgo tiene una mayor
estabilidad que otras medidas.

= Al usarse la mediana en lugar de la media en su calculo mateméatico disminuye la
influencia de datos atipicos o extremos.

Desventaja de la desviacién absoluta mediana:

= No es siempre eficiente en grandes muestras que siguen una distribucién normal.

3.5. AVaR

En este apartado se realizara la explicacién del AVaR que es una medida de riesgo que
comparte con el VaR su simplicidad pero que es preferible al VaR, ya que facilita infor-
macién de las posibles pérdidas potenciales en situaciones con una probabilidad inferior a
Q.

Definicién 3.7. El Average Value at Risk (AVaR) |Pag 125, 4] de X se define como:

AVaR®(X) = © /a VaR?(X)df = —~ /Oa A (X)d3.

a Jo (0%

3.5.1. Propiedades del AVaR
El AVaR comparte las propiedades con el VaR y son las siguientes [Pag 126, 4/:
Proposicion 3.8. Sean X, Y variables aleatorias tal que X < Yy m € R:
(1) AVaR*(X) > AVaR*(Y).
(2) AVaR*(X 4+ m) = AVaR*(X) —m.
(3) Para A >0, AVaR*(A\X) = AAVaR*(X).
Demostracion.

(1) Si X <Y, se verifica que:

AVaR%(X) = é /O i VaR?(X)dp > é /0 " VaR? (Y)dB = AVaR*(Y).

(2) Para cualquier m € R, tenemos:

(6%

= ;(/OaVaRB(X) - m> dg
= AVaR*(X) — m.

1 (6%
AVaR*(X +m) = — / VaR#(X + m)dg
0
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Para realizar la segunda igualdad se debe tener en cuenta que si ¥ = X + m,
entonces:

VaR*(Y) = —Fy H(«)

(3) VA >0, se cumple:

AVaR*(\X) = 1 / " VaR? (AX)dgB

3.5.2. Calculo del AVaR

Caso discreto Para explicar como se realiza el calculo del AVaR para distribuciones
discretas, se tendra en cuenta el Lema 3.5. Ahora si se procede a explicar como se realiza
el calculo del AVaR para distribuciones discretas:

Corolario 3.9. [Pag 129, 4] Sea X una variable aleatoria discreta con P(X = x;) = p;,
P+ ..+ov=1yz1 <z <...<2xN. Entonces:
1 ka—1 ka—1
AVaR*(X) = ——[ Y pizi + zp(a— > pi)l.

(0 4
=1 =1

donde ko, € N es el nimero mds grande que verifica: Zf;l_l pi < a.

Demostracion [Pag 129, 4]. Por el anterior Lema 2.8. sabemos que se verifica:
¢“(X) = —VaRY(X) = =y,

por eso:
ka—1

P(X <q*(X) = Y p
i=1

ka—1
E(XI[{X<qQ(X)}) = Z Pili.
i=1

Y sustituyendo en la Proposiciéon 2.12. obtenemos el resultado deseado. O
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Caso continuo El siguiente corolario explica cémo se lleva a cabo el calculo del AVaR
para distribuciones continuas:

Corolario 3.10. [Pag 129, 4] Si X es una variable aleatoria con funcion de distribucion
Fx estrictamente creciente y continua, entonces:

AVaRY(X) = ~E(X|X < ¢°(X)).

Demostracion [Pag 155, 4]. Como Fx es continua, Vg € R,

Por el Lema 3.6,

entonces:

Sustituyendo en (5), obtenemos:
1
AVaR*(X) = ——[E(XLx<gex)y) + 4% (X)(a = P(X < ¢*(X))]
1
= L EE L x<exy)

1
=~ E(Xix<eo0yy)

1
- _P(X < qa(X))E(X]I{XSq“(X)})

— _E(X|X < ¢*(X)).

tal y como queriamos. O

3.5.3. Subaditividad

El AVaR no comparte con el VaR la desventaja de presentar un mayor riesgo en in-
versiones diversificadas, ya que el AVaR verifica la siguiente propiedad que se denomina
subaditividad:

Teorema 3.11 (Subaditividad del AVaR). [Pag 126, 4] VX,Y:

AVaR®(X 4+Y) < AVaR*(X) + AVaR*(Y).

Antes de realizar la demostracion de este teorema, necesitamos los siguientes resultados
que nos proporcionaran una formulacion alternativa del AVaR.

En primer lugar, enunciaré un lema técnico:
Lema 3.12. Sea X: Q) — R una variable aleatoria. Sea U una variable aleatoria distri-

buida uniformemente en (0,1). Entonces la variable aleatoria Y se define como Y (x) =
") (X) y tiene la misma distribucion que X [Pag 127, 4].
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Demostracion [Pag 154, 4]. Utilizaremos la notacion siguiente g : (0,1) — R para

g(a) = ¢*(X).

Definimos Y = g(U) y como U es una variable aleatoria uniformemente distribuida en
(0,1), V conjunto Boreliano A C (0, 1) la probabilidad de que U esté dentro de A es:

P(U € A) = m(A)

donde m es la medida de Lebesgue.
Fijamos y € R entonces como maximo existe un « tal que:

g(a) = ¢*(X) =v.
Esto significa que la antiimagen de g~!(y) estd formada por un solo punto entonces:
P(g(U) =y) = P(U € g '(y) =m(g~"(y)) = 0. (3)
Por la definicion de cuartil superior que es la siguiente:
¢*(X) =inf{zx: a < Fx(x)}
tenemos que o < Fx(z) entonces ¢*(X) < x. Lo que significa que:

{a:a<Fx(y)} c{a:¢"(X) <y} ={a:g(a) <y}

por lo que:
Fy(y) = P(Y <vy)
= P(g(U) <y)
= P(g(U) <y) + P(g(U) = y)
= Pg(U) <vy)
< P(U < Fx(y))
= Fx(y)
Por lo que hemos visto que Fy (y) = Fx(y), lo que demuestra el lema. O

A continuacién obtendré una desigualdad que me permitira dar una formulacion alter-

nativa del AVaR:

Sea fy una densidad uniforme en (0,1) que se define como:

fu () :{ (1): size (0,1)

en otro caso

lo que implica que:

1
BY) = [ (X ds = [ (x)as.
Por lo que por el Lema3.12 para cualquier variable aleatoria X se verifica que:
1
| @0 ds=Ew) —ECY) )
0

va que X e Y tienen las mismas distribuciones.

Ahora se aplicara la ecuacion (4) para obtener una formulacion alternativa del AVaR:
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Proposicion 3.13. [Pag 128, 4] Va € (0,1)

AVAR®(X) = = [B(XT (x cgo(xyy) + 6°(X) (@ — P(X < ¢*(X)) . (5)

Demostracion [Pag 128, 4]. La parte negativa de = la denotamos por z~, en otras
palabras, x= = —min{z,0}. Como f(x) = —z~ es una funciéon no decreciente, por el
siguiente lema:

Lema 3.14. [Pag 102, 4] Sea X una variable aleatoria. Si f : R — R es una funcion
continua por la derecha y no decreciente, entonces:

Para cualquier variable aleatoria Y y todo 8 € (0, 1) se satisface:
(Y7 = (f(V) = [’ (V) = —(° (V). (6)

Para simplificar la notacion, escribimos ¢*(X) = ¢“. Entonces:

AVaR*(X) = —é /Oa (X)) dp
1 «

(X —q%) dP —¢*
X<q}

XdP—/ q“ dP—I—ozqo‘}
X<q} {X<q*}

(X]I{X<qa}) +q¢%(a—P(X < qo‘))]. O

_—

_—

&=

A partir de la Proposicion 3.11. se obtiene el siguiente corolario:

Corolario 3.15. [Pag 129, 4| Sea X una variable aleatoria cuya funcion de distribucion
Fx es estrictamente creciente y continua, entonces:

AVaR*(X) = —E(X|X < ¢*(X)).

Demostracion [Pag 155, 4]. Como Fx es continua, Vg € R,

Por el siguiente lema:
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Lema 3.16. [Pag 102, 4] Si Fx(x) es continua y estrictamente creciente, entonces
tenemos que:

Entonces:

|

5
=
2
>

|
Q

y sustituyendo en (2) obtenemos:
1
AVaR*(X) = ——[E(XL{x<ga(x)}) + ¢ (X) (@ = P(X < ¢*(X)))]
1
=~ B(Xlixcgx))
1
=~ E(X ix<geny)

1
= P < ) K e )

= —E(X|X < ¢*(X))
tal y como se querta. (]

Destacar que en distribuciones generales existe la posibilidad de que F'x tenga un salto
en «. Para esta posible situacién se emplearé el siguiente lema:

Lema 3.17. [Pag 130, 4] Para o € (0,1), sea ¢* = ¢*(X) y fijamos:

]l?(: ]1{X<qa}, 51 P(X:qa):O
]1{X<qa} + k‘]l{X:qa}, 51 P(X = qa) >0
donde: PX )
a— < q®
K= . 7
P(X =q) "
Por lo que:
E(1%) =« (8)
y Vw €,
1% (w) € [0,1] (9)

Demostracion [Pag 156, 4]. Para la ecuacion (3) se puede observar que si P(X =
q*) = 0 entonces:
E(1%) = P(X <¢") = P(X <¢%) = (10)

por el contrario si P(X > ¢%) > 0 obtenemos:
E1%)=P(X <¢)+a—-P(X <q¢*) =a.
Para demostrar la segunda afirmaciéon comenzamos observando que cuando

P(X=¢")=0
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entonces
1§ = T{xege) € {0, 1}
y quesi P(X =¢%) >0y w¢ {X = ¢*} entonces

1% (W) = Tix<gey(w) € {0,1}.

El tinico caso no trivial se da cuando P(X = ¢%) > 0y w € {X = ¢%}, entonces:

P(X =¢%) = Fx(¢®) — Fx(¢%)
por lo que para w € {X = ¢%}

a— Fx(q%)
Fx(q®) — Fx(q%)

1% (w) =k =

Recordemos que la definiciéon de g% es:
¢“ =mf{zr: o< Fx(z)}
por lo que para cualquier ¢ < ¢% tenemos o > F'x(q), entonces:

a> Fx(q%).

16

Y para cualquier ¢ > ¢“ con o < Fx(q), por la continuidad por la derecha de Fx tenemos:

[0 S Fx<qa).

Por lo que queda demostrado que a € [Fx(q%), Fx(q¢*)] lo que implica que el cociente de

la ecuacion (6) se encuentra en [0, 1].

O

En la siguiente proposicion se expresa AVaR® como una esperanza gracias a la definicion

de 1%:
Proposicion 3.18. [Pag 130, 4] Va € (0,1).

1
AVaRY(X) = —~E(X1%).

o

Demostracion [Pag 130, 4]. Escribiré ¢®(X) = ¢®. Si P(X = ¢*) = 0 entonces P(X <

q“) = P(X < ¢%) = a por lo que por la Proposiciéon 3.13:
1 1
AVaR%(X) = —EIE(X]I{an}) = —aE(X]lg‘().

Si P(X = ¢“) > 0 utilizando:

/ XdP = / ¢*dP = ¢*P(X =q%)
{X=¢*} {X=¢*}

obtenemos:
P(X = ¢°) {X=q>}
a—P(X <q%)
( {X<q }) (X=g2) P(X — qa)
a—P(X <q%) /
XdP
P(X =q%) Jix=g
= E(X1{xc40y) +¢%(a — P(X < g%))
= —aAVaR*(X)

y llegamos al resultado deseado.

(0%
E(X]l%) = E(X]I{X<qa} + X

dP

= E(X]I{X<qa}) +
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En el Lema 3.17 se ha visto que la variable aleatoria Z(w) = 114 (w) es integrable, con
esperanza 1 y acotada inferiormente por é Por lo que ahora podemos definir una nueva
medida de probabilidad:

Q% (A) —/AZdP.

Por lo que usando esta medida de probabilidad se puede dar una definicién simplificada
del AVaR que nos simplificara la demostraciéon de la subaditividad:

dQX

AVaR*(X) = ——E(X]lo‘ = / X1%dP = / X=X 4P = ~Egq (X).

Antes de dar la demostracion de subaditividad, es necesario conocer el siguiente resul-
tado:

Teorema 3.19. [Pag 131, 4| Para o € (0,1) tomamos:

d 1
P, = {Q : @ es una medida de probabilidad, () < P, £ < }
«

Entonces:
sup{—Eqg(X) : Q € P,} = AVaR*(X).
Demostracion [Pag 131, 4]. Escribimos ¢® = ¢%(X). Sabemos que:

Qo 1
dlf( w) = —1%(w).

Por la definicién de 15 del Lema 3.16 tenemos que:

dQX 1 a
dP() aparawE{X<q}.
dQX 1 _
dP() a/ﬁparawe{X—q}.
dQ%

P (w) =0 para w € {X > ¢%}.

Sea @@ una medida arbitraria de P,, entonces calculamos:

/X dr
_/ deP+/ deP—i—/ @dp
{(X<go} dP {(X=¢»} dP {(X>qo} dP
o Gy ]
{X<qo<} dP (0] {X<qa} dP
+/ X(dQ—l,«;) dP+/ XdQX dpP
(X=gup \dP -« O=e) P
d
+/ X—= dP+/ dr
{(X>¢oy AP {X>qo} dP
_/ X<dQ—1>dP+/ <dQ—1/§>dP
{X<qoz} dP (0] {X =q“ } dP (0]

+/ dP+/XdQXdP
{X>q> }
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Ahora analizaremos cada una de las 4 integrales anteriores. Por definiciéon ‘j—g < é, por
tanto, cuando {X < ¢} se cumple que:

d@ 1
X—g—=-—-1>
( q )<dP a) =0
que da como resultado:
/ X<dQ_1>de/ qoc((iQ_l)dp'
{X<qcx} dP [0 {X<qa} dP (6

/ X(dQ—ln)dP:/ qo‘<dQ—1/€)dP.
{X=q~} dP « {X=q=} dP «
dQ

Como g5 >0,

Claramente:

/ x3 4p > / qa@ dpP.
{X>qo¢} dP {X>qa} dP

Y en la dltima integral tenemos que:

dQ%
X P =Ege (X).
/Q ap @ Qs (X)

Ahora se sustituyen las ecuaciones (7), (8), (9) y (10) en la formula de Eqq (X) obteniendo:

dQ 1 dQ 1
Eo(X 2/ qO‘(—)dP—i—/ qa<—/<;>dP
Q( ) {X<qa} dP o {X:qa} dP (@

d
+/ o3¢ dP + Eqq (X)
{X>q}

1 1
{X<goy @ {X=¢o} @

d@
aZ¥ 4P 1+ Epe (X
+/9qu +Eqq (X)

1 1
=—q"_P(X <¢%) = ¢"_RP(X = ¢%) +¢% + Eqg (X)
= Egq (X).

Por lo que hemos demostrado que —Eg(X) < —Eg, (X). Como Q% € P,, entonces:
sup{—Eq(X) : Q € P} = —Egg (X) = AVaR*(X)
tal y como se queria. O

Ahora ya procedemos a la demostracion de la subaditividad:

Demostracion del Teorema 3.9 [Pag 133, 4] (Subaditividad del AVaR). Sea U un
conjunto arbitrario y dadas 2 funciones f, g: U — R dichas funciones verifican:

sup{ f(z) + g(x)} < sup f(z) + sup g(z). (11)
zelU zelU zelU
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Fijamos X e Y y aplicamos la desigualdad (11). Por altimo, tomamos U = P,, f(Q) =
—Eq(X) vy 9(Q) = —Eqg(Y) y obtenemos:

AVAaRY(X 1Y) = sup{—Eo(X +Y): Q € Py}
=sup{Eq(—X)+Eq(-Y):Q € P,}
<sup{Eq(—X): Q € Po} +sup{Eq(-Y): Q € P,}
usando (11)
= AVaR®(X) + AVaR*(Y). O

Ventajas del AVaR:

= Kl AVaR proporciona informaciéon més completa que el VaR ya que el AVaR no
solo indica el umbral de pérdida sino que estima la pérdida promedio en los peores
escenarios, es decir, mide cuando se supera el VaR.

= A diferencia del VaR, el AVaR verifica las propiedades de coherencia de las medidas
de riesgo que son:

1. Monotonia

2. Subaditividad

3. Homogeneidad positiva
4

. Invarianza tralacional

= Esta medida de riesgo presenta una gran sensibilidad a los riesgos asociados a eventos
raros.

Desventajas del AVaR:

» Esta medida de riesgo requiere una mayor complejidad computacional.

= Aunque esta medida es mejor que el VaR su célculo requiere conocer el valor del
VaR para definir el umbral de integracion.

= Tiene una interpretaciéon menos intuitiva que el VaR lo que la hace menos accesible
a personas no especializadas.
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3.6. Coeficiente de Variaciéon

El coeficiente de variacion [7] es una medida de riesgo que expresa la volatilidad de una
inversién en proporcién a su rentabilidad media, indicando cuanto riesgo asume el inversor
por cada unidad de retorno esperado. Esta medida se puede representar matematicamente

de la siguiente forma:

OV = Volatilidads . or ‘
2 I

Ventajas coeficiente de variacion:

= Esta medida de riesgo te permite comparar carteras compuestas por activos con
distintas escalas de rentabilidad.

= Destaca por su simplicidad ya que es facil de calcular y entender, lo que la convierte
en una herramienta util a emplear previamente a la aplicaciéon de modelos mas
complejos.

Desventaja coeficiente de variacion:
= Si la rentabilidad media en el periodo es muy baja o nula, es decir, ur ~ 0 entonces

el coeficiente se ve muy incrementado y pierde sentido interpretativo pudiendo dar
lugar a la toma de decisiones erréneas.

3.7. Desviaciéon a la baja
La Desviacion a la baja [8] mide la volatilidad de los rendimientos negativos de una

cartera respecto a un umbral objetivo. Este umbral habitualmente es 0 o la rentabilidad
minima aceptable. La representaciéon matematica de la Desviaciéon a la baja es la siguiente:

D2
Desviacion a la bajag := 0p := |/ ZteNTt

Dt:{o sir; > R*

donde:

re—R* sirg < R*

Ventajas Desviacion a la baja:

= Proporciona un riesgo mas realista a los inversores conservadores ya que ignora las
desviaciones positivas y se centra tnicamente en las pérdidas.

Desventajas Desviacion a la baja:

= Su escasa difusion en la practica financiera convencional puede generar dificultades
interpretativas, ya que los analistas podrian carecer de familiaridad con esta métrica,
limitando su utilidad en informes destinados a publicos generales.

= Su célculo presenta una alta dependencia del valor umbral seleccionado, lo que im-
plica que variaciones en este parametro alteran sustancialmente los resultados y,
consecuentemente, su interpretaciéon. Esta caracteristica incorpora subjetividad en
su aplicacién practica.
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= Al no tener en cuenta la volatilidad positiva esta medida puede no reflejar toda la
inestabilidad del activo o de la cartera, principalmente si hay rendimientos muy por
encima del umbral.
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4. Aplicacion practica: DJIA

4.1. Objetivos

Una vez definidas y analizadas las distintas medidas de riesgo desde un enfoque teérico,
se ha procedido a su aplicacién practica utilizando datos reales correspondientes al indice
Dow Jones Industrial Average (DJIA), concretamente los precios de cierre semanales del
periodo comprendido entre el 1 de enero de 2022 y el 31 de diciembre de 2024. Los objetivos
principales de esta aplicacion son los siguientes:

1. Analizar la correlacion entre las diferentes medidas de riesgo, diferenciando entre
medidas de riesgo simples y medidas de riesgo estructuradas.

2. Construir la frontera eficiente para cada una de las medidas de riesgo mencionadas,
aplicando el modelo de Markowitz, con el objetivo de identificar carteras seguras que
minimicen el riesgo asumido por el inversor.

3. Evaluar la rentabilidad esperada de las carteras eficientes obtenidas a través del
modelo Capital Asset Pricing Model (CAPM), con el fin de analizar si dichas carteras
estan sobrevaloradas o infravaloradas. De esta manera, se pretende determinar si
la inversién en estas carteras podria ofrecer rendimientos superiores al promedio
del mercado, en caso de que se detecte una subvaloraciéon por parte del mismo o
viceversa.

Cabe senalar que esta aplicacion se ha desarrollado a partir de un conjunto especifico
de datos, por lo que las conclusiones obtenidas, aunque tutiles, no deben considerarse
necesariamente como demostraciones concluyentes o generalizables.

4.2. Procedimiento

Para llevar a cabo esta aplicaciéon préctica se han seguido los siguientes pasos metodo-
l6gicos:

1. Recopilacion de datos: Se han descargado los datos semanales de precios de cie-
rre de las 30 empresas que componen el indice DJIA, correspondientes al periodo
comprendido entre el 1 de enero de 2022 y el 31 de diciembre de 2024.

2. Desarrollo de un programa en R, a través del cual se han implementado
los siguientes analisis:

a) A partir de los rendimientos semanales de cada empresa, se han calculado diver-
sas medidas de riesgo. Posteriormente, se ha elaborado un ranking de empresas
para cada medida, ordenadas de mayor a menor riesgo.

b) Se ha calculado la matriz de correlacion entre las medidas de riesgo, distinguien-
do entre el grupo de medidas simples y el grupo de medidas estructuradas.

¢) Se ha construido la frontera eficiente para cada medida de riesgo utilizando el
modelo de Markowitz, con el objetivo de identificar carteras 6ptimas y comparar
sus caracteristicas visualmente mediante gréficos.
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d) Se ha aplicado el modelo CAPM para estimar la rentabilidad esperada de cada
una de las carteras eficientes obtenidas, evaluando asi su posible sobrevaloracion
o infravaloracién.

3. Analisis de resultados: Finalmente, se ha examinado si las medidas de riesgo con
alta correlacién dan lugar a carteras seguras similares, y posteriormente detectar la
sobrevaloracion o infravaloracion de las carteras segin el modelo CAPM para ver
si los rendimientos que puede obtener el inversor son superiores o inferiores a los
planteados por el modelo de Markowitz.

4.3. Calculo de la rentabilidad

Recordemos que para el calculo de cada medida de riesgo he considerado la rentabilidad
del subperiodo y destacar que no he tenido en cuenta el entorno econémico, dividendos,
impuestos. . . con la finalidad de simplificar el calculo.

Valor Cierre; — Valor Cierre;_q

Rentabilidad del subperiodo ¢ := r; := Valor Ci
alor Cierre;_;

.1 . : 1
Rentabilidad media periodo t := pup := N tEZT Tt

Empresa Rentabilidad Media 2022-2024

1 P&G 0,0004

2 3M -0,00011
3 Amazon 0,00325
4 American Express 0,00436
5 Amgen 0,00145
6 Apple 0,00287
7 Boeing -0,00013
8 Caterpillar 0,00405
9 Chevron 0,00183
10 Cisco 0,00026
11 Coca-Cola 0,00042
12 Goldman Sachs 0,00321
13 Home Depot 0,00055
14 Honeywell 0,00074
15 IBM 0,00372
16 Johnson & Johnson -0,00095
17 JPMorgan 0,00303
18 McDonald’s 0,00097
19 Merck& Co 0,00174
20 Microsoft 0,00252
21 Nike -0,00378
22 NVIDIA 0,01322
23 Salesforce 0,00381
24  Sherwin-Williams 0,00104
25 Travelers 0,00283
26 UnitedHealth 0,00132
27 Verizon -0,00138
28 Visa 0,00284
29 Walmart 0,0045

30 Walt Disney -0,00138

Tabla 1: Rentabilidad media semanal de cada empresa para el periodo analizado
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4.4. Aspectos importantes

1. Las medidas de riesgo que dependen de parametros o variables adicionales he consi-
derado;

= He usado R* = 0 para las medidas de riesgo probabilidad de pérdida y Desvia-
cion a la baja.
= Para el VaR he empleado un nivel de confianza del 95 %.

s Para el AVaR he utilizado q = 10 %.
2. Para elaborar los rankings de cada medida de riesgo tendré en cuenta que;

= Mayor valor de la volatilidad implica mayor riego.

= Mayor valor del VaR implica mayor riesgo.

= Mayor valor del rango implica mayor riesgo.

= Mayor valor de la desviacién absoluta mediana implica mayor riesgo.
= Mayor valor del AVaR implica mayor riesgo.

= Mayor valor del coeficiente de variacién implica mayor riesgo.

= Mayor valor del downside deviation implica mayor riesgo.

4.5. Calculo de la correlacion

La correlacion se calculara mediante el coeficiente de correlacién de Pearson:

Y(zi —T)(ys — 9) _ Cov(X,Y)
V(@i =22y (i —y)? DS(X)DS(Y)

Correlacién entre X e Y :=

donde

= X e Y medidas de riesgo que queremos comparar-
» Cov(X,Y) covarianza de las 2 medidas de riesgo que se quieren comparar.

» DS(X)y DS(Y) desviacion estandar de cada medida de riesgo que se quieren com-
parar.

Para el calculo de la correlaciéon se separan las medidas en medidas simples y me-
didas estructuradas.

= Medidas simples

Las medidas simples son aquellas que se calculan directamente a partir de los datos
sin necesidad de realizar suposiciones complejas ni estructuras estadisticas adiciona-
les. Por lo que son faciles de calcular e interpretar.

Entre las medidas estudiadas en el trabajo las medidas simples son rango, desviacién
absoluta mediana = DAM, desviacion tipica, coeficiente de variaciéon y desviaciéon a
la baja.
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Rango DAM Volatilidad Coeficiente de Variacion Desviaciéon a la baja
Rango 1 0,370563484  0,570577686 0,442664723 -0,064084626
DAM 0,370563484 1 0,976215172 -0,550660796 0,533342836
Volatilidad 0,570577686  0,976215172 1 -0,259119464 0,25678686
Coeficiente de Variacion 0,442664723 -0,550660796 -0,259119464 1 -0,830774197
Desviacion a la baja -0,064084626  0,533342836  0,25678686 -0,830774197 1

Tabla 2: Correlaciéon medidas simples

» Medidas estructuradas

Las medidas estructuradas son aquellas que su calculo requiere algiin modelo, supo-
sicion o transformacion estadistica adicional. Al ser su célculo mas complejo también
proporcionan conclusiones més complejas ya que proporcionan informacion acerca
del comportamiento de los datos o la sensibilidad de los factores de mercado.

De entre las medidas analizadas en el trabajo las medidas estructuradas son volati-
lidad, VaR y AVaR.

Volatilidad VaR AVaR
Volatilidad 1 0,998377186 0,112300511
VaR 0,998377186 1 0,066644748
AVaR 0,112300511  0,066644748 1

Tabla 3: Correlacion medidas estructuradas

Ejemplo de calculo

A continuacion, se expone como se realiza el calculo de la correlaciéon entre las medidas
de riesgo volatilidad y desviacion absoluta mediana.

A partir de los resultados obtenidos de volatilidad y desviacion absoluta mediana |Tabla
1] y [Tabla 4| del anexo se calcula:

s Media de volatilidad = 7 = 11.8277

= Media desviacion absoluta mediana =y = 2.6064

Posteriormente, para cada empresa se calcula:

(z; — =)
(i — )

(z; =) (yi —7)
(z; —z)?

(yi —7)*




4. APLICACION PRACTICA: DJIA 26

Por ejemplo, los resultados para Boeing son:

x; = 20.4722
yi = 5.2100
(a:i = T) = 8.6445
(yi —7) = 2.6036
(zi — @) - (yi — ) = 22.507
(v; — )% = 74.727
(yi —7)* = 6.779

Repetimos esto para las 30 empresas, y obtenemos:

> (w; =) - (y; —7) = 200
S (@ — )2 = 600

Sy —)* =10
Entonces: 200
Corr(Volatilidad, DAM) = —— ~ 0.976
600 - 70

4.6. Modelo de Markowitz
4.6.1. Hipdtesis del modelo

El modelo de Markowitz fue elaborado por Harry Max Markowitz en su articulo Port-
folio Selection en 1952 y posteriormente esta teoria fue ampliada en su libro Portfolio
Selection: Efficient Diversification of Investments.

La finalidad de esta teoria es crear una cartera que logre maximizar la rentabilidad
esperada para un nivel determinado de riesgo o minimizar el riesgo para una rentabilidad
esperada. Por dltimo, destacar que este trabajo cre6 las bases de la Teoria Moderna de
Carteras.

Gracias a esta teorfa, Markowitz recibi6 el premio Nobel de economia en 1990 junto
con Merton Miller y William Sharpe.

Esta teoria se basa en las siguientes hipadtesis:

1. Conocimiento total de los activos

Todos los activos que forman parte de la cartera estan perfectamente definidos y
sus caracteristicas estadisticas como la media, varianza y covarianza también son
conocidas.

2. Todos los activos son arriesgados

Se considera que todos los activos tiene una varianza positiva: 0,3 >0Vk e {1,2,...,n}
3. Todas las variables aleatorias siguen una distribucién normal

4. Presupuesto completamente invertido
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El total del capital que se destina a la cartera debe distribuirse totalmente en la
constitucion de la cartera, cumpliendo:

n
E T — 1
k=1
donde xj son los pesos relativos de cada activo en la cartera.

5. No se permite la venta en corto

Lo que implica que los pesos de cada activo en la cartera verifican xp > 0 Vk

6. Inversores aversos al riesgo

Lo que implica que los inversores prefieren mayor rentabilidad y menor riesgo.

7. Activos infinitamente divisibles, sin fricciones

Los activos pueden fraccionarse sin restricciones por lo que no se tiene en cuenta:

= Comisiones
= Impuestos

= Costes de transaccion

Ventajas del modelo de Markowitz:

= Fste modelo permite construir carteras eficientes que minimizan el riesgo.

= Este modelo puede aplicarse a diversas medidas de riesgo como la volatilidad, VaR
o AVaR, por ejemplo.

Desventajas del modelo de Markowitz:

= Tiene supuestos poco realistas ya que asume que a los inversores solo les importa el
riesgo y el rendimiendo promedio, cuando los inversores tienen en consideracién mas
factores como el precio de la accién o el tiempo.

= Este modelo es muy sensible a los datos por lo que si las estimaciones de rentabilidad
o de correlacion estan mal, el modelo puede recomendar carteras poco realistas.

= Si se tienen muchos activos la matriz de covarianzas que se obtenga puede ser muy
grande y por lo tanto dificil de estimar con precision.

= No tiene en cuenta restricciones como limites regulatorios o falta de liquidez.

4.6.2. Problema matematico asociado

Las variables que lleva asociado el problema matemético del modelo de Markowitz
son las siguientes:

» v = (x1,22,...,7,) . Son las proporciones de capital invertidos en cada uno de los
activos.

= ;. Rentabilidad esperada del activo i.
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= ;. Desviacion estandar del activo i.

» 0;;. Covarianza entre los activos iy j.

= z;. Proporcion del capital invertido en el activo i.

= 1, = > xipi. Rentabilidad esperada de la cartera.
2

= 0, =) i1 D1 %iTj0;;. Varianza de la cartera.

= V. Matriz de covarianzas entre los rendimientos de los activos que tiene dimension
n xn.

» R=(Ry,Ro, .., R.)T. Vector de rentabilidades esperadas de los activos.

= R*. Rentabilidad esperada de la cartera.

Problema de optimizacion

El riesgo de la cartera, medido como la varianza de la cartera, es:

agsz'V-x

Y esta la funcién que se desea minimizar, es decir, queremos minimizar el riesgo. Las
restricciones a las que se encuentra sujeta esta funcion son:

= Rentabilidad esperada de la cartera
n
> Ry =R*
k=1
= Restriccion presupuestaria
n
S o=
k=1
» Restriccion de no negatividad (Opcional)

zp > 0Vk e {1,2,..n}

Una vez realizado la minimizacion de la funcién, el problema se resolvera de la siguiente
manera;

= Si no se verifica que zp > 0 el problema se puede resolver de manera analitica
mediante el método de los multiplicadores de Lagrange.

= Six, > 0, el problema se vuelve mas complejo y se utilizan métodos numéricos como
el método de la linea critica.

A continuacién, se lleva a cabo el calculo de la frontera eficiente para las distintas
medidas de riesgo excepto del rango ya que, el modelo de Markowitz construye la frontera
eficiente minimizando el riesgo para una rentabilidad esperada y el problema es que el
rango es una medida no aditiva, es decir, no se puede descomponer lo que dificulta la
construccién de la matriz de varianzas-covarianzas que es necesaria para el modelo de
Markowitz.
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Frontera Eficiente (Volatilidad)
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Figura 1: Frontera Eficiente y Composiciéon de Cartera Utilizando Value at Risk (Volati-
lidad)

= Volatilidad

1. Frontera eficiente (<8 % de volatilidad).

En la grafica se puede observar que la mayoria de acciones presentan una volati-
lidad superior al 8% y que la frontera eficiente se encuentra en una volatilidad
menor o igual que el 8% por lo que cuando se invierte en acciones con una
volatilidad inferior al 8 %, la cartera alcanza un riesgo inferior. Ademas, esto
demuestra que una cartera compuesta por acciones individuales del DJIA diver-
sificada disminuiria el riesgo que afronte el inversor ya que la mayoria presentan
volatilidades superiores, excepto Sherwin-Williams.

Conclusiones:
a) Se valida el principio de diversificacion que plantea el Modelo de Markowitz
b) Para alcanzar el menor riesgo posible invertir tan solo en Sherwin Williams
2. Empresas sobre la frontera eficiente.
Ninguna empresa se encuentra sobre la frontera eficiente lo que verifica el Mode-
lo de Markowitz que plantea que los activos individuales no pueden ser eficientes
por si mismo, excepto en casos excepcionales.
Conclusiéon: Invertir en acciones individuales y no diversificar comporta un ma-
yor Tiesgo.
3. Composiciéon de cartera segura.

El tramo inicial de la frontera es el segmento que incluye las carteras mas
seguras y conservadores y que implican por lo tanto un menor riesgo.
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Conclusién: Solo invertir en la compania Sherwin Williams.

4. Composiciéon de cartera que maximiza el beneficio.

El extremo superior derecho de la frontera muestra las carteras méas rentables
aunque esta composicion de cartera también conlleva un mayor riesgo.

Conclusiéon: Invertir tan solo en Boeing.

Frontera Eficiente (VaR)
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Figura 2: Frontera Eficiente y Composicion de Cartera Utilizando Value at Risk (VaR)

= VaR

1. Frontera eficiente (0% - 2,5% VaR).

La frontera eficiente se encuentra entre el 0% y el 2,5% del VaR. Destacar que
todas las empresas tienen un VaR superior al de la frontera eficiente siendo la
compania con un VaR inferior Sherwin Williams y el resto presentan un riesgo
muy superior al de la frontera, ya que estas presentan un riesgo superior o igual
al 11 % aproximadamente.

Conclusion: Se valida el principio de diversificacion que plantea el Modelo de
Markowitz.

2. Empresas sobre la frontera eficiente.

Ninguna empresa individual se encuentra sobre la frontera eficiente lo que im-
plica que invertir en 1 sola empresa no es eficiente ya que siempre existe una
combinacién de activos mucho mejor a la inversiéon individual.

Conclusiéon: Invertir en acciones individuales es una decisiéon equivocada frente
a invertir en carteras diversificadas que minimizan el riesgo.
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3. Composicién de cartera segura.

La cartera formada por el tramo inicial de la grafica supone un menor riesgo y
estaria formada por activos de algunas de las siguientes companias:

a) Sherwin-Williams ¢) Microsoft
b) Cisco d) JPMorgan

4. Composicién de cartera que maximiza el beneficio.

En el extremo superior derecha se encuentran las carteras que maximizan el
beneficio pero que también llevan asociadas un mayor riesgo. Por lo que la
cartera que maximiza el beneficio se encuentra compuesta por companias como;

a) Boeing b) UnitedHealth ¢) Home Depot

Frontera Eficiente (Desviacion Absoluta Mediana)
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Figura 3: Frontera Eficiente y Composicion de Cartera Utilizando Desviaciéon absoluta
mediana

s Desviacion Absoluta Mediana

1. Frontera eficiente (<5 % Desviacién Absoluta Mediana).
La frontera eficiente se encuentra por debajo del 5% de la Desviacion Absoluta
Mediana por lo que el inversor reduce su riesgo cuando invierte en empresas co-
mo Sherwin-Williams, Cisco y Coca-Cola que presentan una volatilidad inferior
al 5%.
Conclusion:
Esta medida de riesgo valida el principio de diversificacion que plantea el Mo-
delo de Markowitz.
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2. Empresas sobre la frontera eficiente.

Ninguna empresa individual se encuentra sobre la frontera eficiente, por lo que
no hay ninguna empresa en la que invertir en ella sola reduzca el riesgo que
lleva asociado la inversién.

Conclusién:

Este planteamiento refuerza la hipétesis del Modelo de Markowitz, que formula
que los activos individuales no son eficientes por si mismos

. Composicion de cartera segura

El tramo inicial de la grafica muestra la composicion de las carteras més seguras.
Por lo que la composicién de cartera mas segura seria la combinacién de invertir
en las siguientes empresas:

a) Sherwin-Williams b) Cisco ¢) Coca-Cola

. Composiciéon de cartera que maximiza el beneficio

El extremo superior derecho del grafico muestra las empresas que maximizan
el beneficio. La empresa que presenta un mayor riesgo es Boeing por lo que si
se desea maximizar el beneficio seria recomendable invertir en Boeing, aunque
esta inversion también lleva asociada un mayor riesgo.

Frontera Eficiente (AVaR)
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Figura 4: Frontera Eficiente y Composicion de Cartera Utilizando Average Value at Risk

(AVaR)

= AVaR
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1. Frontera eficiente (<1 % del AVaR).
Como la frontera eficiente se encuentra por debajo del 1% del AVaR el inversor
minimiza su riesgo al invertir en activos cuyo AVaR sea inferior a 1. Observando
el grafico se puede observar que no hay ninguna accién individual que nos
permita alcanzar el nivel de riesgo minimo
Conclusion: Con esta medida de riesgo volvemos a confirmar que con una cartera
diversificada se alcanzan niveles de riesgo inferiores que al invertir en tan solo
en cualquier accion individual del DJIA

2. Empresas sobre la frontera eficiente.
En la grafica se puede observar que ninguna empresa se encuentra sobre la
frontera eficiente.

Conclusion: Se vuelve a reafirmar que los activos no son eficientes por si solos,
volviendo a respaldar la hipotesis de diversificacion de activos de la hipotesis
de Markowitz.

3. Composiciéon de cartera segura.

La parte inicial de la grafica esta formada por activos con un AVaR reducido.
Por lo que observando el gréfico se puede deducir que las carteras més seguras
seran aquellas compuestas por activos de:

a) Sherwin-Williams b) Visa ¢) Walmart

4. Composicion de cartera que maximiza el beneficio

En el extremo superior derecho de la gréafica se puede observar que la cartera que
maximice el beneficio estara formada por acciones de las siguientes empresas:

a) UnitedHealth b) Boeing
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Frontera Eficiente (Coeficiente de Variacion)
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Figura 5: Frontera Eficiente y Composicion de Cartera Utilizando Coeficiente de variacion

s Coeficiente de Variaciéon

1. Frontera eficiente (<4 % coeficiente de variacion).

La frontera eficiente se encuentra mayoritariamente por debajo del 4% del co-
eficiente de variacién. La tinica empresa con un coeficiente de variaciéon proximo
al 4% es Boeing por lo que invertir en esta empresa es la tnica inversion indi-
vidual que garantiza una cierta seguridad sin necesidad de diversificar.
Conclusién: Al observar el grafico y ver que pocas empresas presentan una ren-
tabilidad inferior a este porcentaje se puede deducir que para esta medida de
riesgo invertir en carteras diversificadas puede permitir alcanzar una mayor
rentabilidad y reducir el riesgo.

2. Empresa sobre la frontera eficiente

La tunica empresa que se encuentra sobre la frontera eficiente es Boeing, mien-
tras que el resto de empresas se encuentran por debajo y a la derecha de la
curva eficiente.

Conclusién: La tinica opciéon de invertir en una cartera individual serfa invertir
en Boeing.
3. Composiciéon de cartera segura

En el tramo inferior izquierdo de la frontera eficiente se encuentran las carteras
més seguras en cuanto al riesgo medido a través del coeficiente de variacion.
En esta localizaciéon no hay empresas.

Conclusién: No se puede determinar la cartera segura

4. Composicion de cartera que maximiza el beneficio
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La cartera que maximiza el beneficio es aquella en la que las empresas que
la componen presentan una rentabilidad elevada respecto el resto de empresas
analizadas.

En este caso, Boeing es la empresa que mas se aproxima al punto de maxima
rentabilidad, esto sefiala que si el inversor desea conseguir una elevada rentabi-

lidad a cambio de exponerse a un elevado riesgo, Boeing debe formar parte de
su cartera.

Frontera Eficiente (Desviacion a la baja)
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Figura 6: Frontera Eficiente y Composicién de Cartera Utilizando Desviacion a la baja

= Desviaciéon a la baja

1. Frontera eficiente (<0.35 % desviacion a la baja).

La frontera eficiente se encuentra por debajo del 0,35 % aproximadamente de
la desviacion a la baja.

Conclusiéon: Como la mayoria de las empresas se encuentran por debajo de
porcentaje esto implica que invirtiendo en carteras diversificadas se puede lograr
un riesgo inferior. Esto valida la hipétesis del modelo de Markowitz de que las
carteras diversificadas son mas eficientes.

2. Empresas sobre la frontera eficiente.

Ninguna empresa individual se encuentra sobre la frontera eficiente ya que en
la grafica se puede observar que todas las empresas se encuentran por debajo
y a la derecha de la frontera.

Conclusién: Ninguna empresa individual es eficiente por si misma lo que implica
que invertir en 1 sola empresa implica asumir un mayor riesgo.
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3. Composicién de cartera segura

Al igual que hemos visto antes las carteras més seguras son aquellas que se
sitian en el extremo inferior izquierdo de la frontera, ya que es la posicién
donde la Desviacion a la baja es minimo. En la grafica se puede observar que
ninguna empresa se encuentra en esta posiciéon por lo que no se puede conocer
cudl es la composicion de cartera més segura.

4. Composicion de cartera que maximiza el beneficio

El extremo superior derecho indica las empresas que maximizan el beneficio,
visualmente la empresa mas proxima a este punto es Boeing, lo que sugiere que
la cartera que maximiza el beneficio contara con acciones de Boeing aparte de
acciones de otras companias.

4.7. Modelo CAPM

El modelo CAPM fue desarrollado por William Forsyth Sharpe, John Lintner y Jan
Mossin a partir del modelo de Markowitz, que ha sido explicado en el apartado anterior.

Esta teoria es una herramienta de valoracion financiera que pone en relacién el riesgo
de un activo con su rentabilidad esperada.

Esta teoria se basa en las siguientes hipdtesis:

1. Mercados eficientes.
Toda la informacién relevante a las acciones o inversiones esté disponible, es decir,
no hay informacién oculta que de ventaja a unos inversores respecto a otros.

2. Inversores racionales y aversos al riesgo.
Todos los inversores a la hora de invertir utilizan la razén y prefieren no correr
riesgos.

3. Horizonte temporal tinico.
Los inversores planean para la inversiéon para un periodo determinado y no estan
pensando en largos horizontes temporales como décadas, por ejemplo.

4. Libre acceso al mercado.
El acceso al mercado es libre, es decir, no hay impuestos, comisiones ni problemas a
la hora de vender acciones.

5. Todos los inversores tienen expectativas homogéneas.
Todos los inversores tienen las mismas creencias acerca de cuanto ganaran con sus
inversiones o lo arriesgadas que son.

6. Todos los activos son perfectamente divisibles y liquidos.

Los inversores pueden comprar o vender cualquier cantidad de activos de una accién
o inversién sin problemas.

Ventajas del modelo CAPM:

= Destaca por su sencillez a la hora de usarlo y de entenderlo.
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= Es popular y esta bastante implantado en el mundo financiero.
Desventajas del modelo CAPM:

= Sus hipotesis son poco realistas ya que considera que el mercado cuenta con infor-
maciéon perfecta.

= La beta y la prima de riesgo del mercado son dificiles de estimar.

= Este modelo se basa en la rentabilidad pasada y la rentabilidad previa de la empresa
no garantiza el rendimiento futuro.

= Kl CAPM solo usa el riesgo de mercado, que es la 8 para predecir la rentabilidad
de un activo pero en la vida real hay otros factores que también importan como el
tamano de la empresa o el valor de la accion.

4.7.1. Problema matematico asociado

Para la aplicacion del modelo CAPM, en primer lugar se lleva a cabo el céilculo de 8
para cada empresa y mide la sensibilidad de la rentabilidad del activo i:
ﬁ‘ . COU(Ri - Rf, Ry, — Rf)
L VaR(Ry, — Ry)

Su interpretacion es la siguiente:

s 3 = 1. El activo tiene el mismo riesgo que el mercado.
= 3> 1. El activo es mas volatil que el mercado.

= 3 < 1. El activo es menos volatil que el mercado.

= 3 = 0. El activo no tiene correlacién con el mercado.

= 3 < 0. El activo se mueve en direccién opuesta al mercado.

Posteriormente, se calcula la rentabilidad esperada del mercado = E[R,,] — Ry que es
la esperanza matematica y se calcula como la media muestral de las diferencias semanales
entre el rendimiento del mercado y la tasa libre de riesgo:

E[Rpm] — Rf ==Y (Rms— Ryy)

t=1

Por altimo, se calcula la rentabilidad esperada para cada activo mediante la férmula
del modelo CAPM.

E[R;] = Ry + Bi * (E[Rin] — Ry)

donde:

1. E[R;]. Rentabilidad esperada del activo i.
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2. Ry. Tasa libre de riesgo.
3. B;. Es la B del activo i, que mide la sensibilidad del mercado.
4. E[R,,]. Rentabilidad esperada del mercado.

5. E[R,,] — Ry. Prima de riesgo del mercado.

Para sacar conclusiones de la formula matemética compararé la rentabilidad observada
en cada medida de riesgo con la rentabilidad obtenido en la féormula del modelo CAPM y
sacaré conclusiones acerce de si la cartera esta infravalorada o sobrevalorada:

1. Si la rentabilidad observada > rentabilidad CAPM — Cartera infravalorada,
es decir, el mercado podria estar subestimando su valor en relacién con el rendimiento
que estan generando.

2. Sila rentabilidad observada < rentabilidad CAPM — Cartera sobrevalorada,
es decir, el mercado podria estar sobrevalorando su valor en relacién con el rendi-
miento que estan generando.

4.7.2. Relacion entre el modelo CAPM y el modelo de Markowitz

El modelo CAPM se basa en los principios del modelo de Markowitz. Este modelo
propone construir carteras eficientes maximizando la rentabilidad esperada para un nivel
dado de riesgo. Mientras que el CAPM asume que todos los inversores eligen carteras
eficientes y anade un activo libre de riesgo, lo que lleva al inversor a una unica cartera
optima conocida como la cartera de mercado.

Asi que, mientras Markowitz permite multiples carteras eficientes, el CAPM selecciona
una tnica como referencia para valorar activos.
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A continuacién, se analizan mediante el modelo CAPM las carteras seguras obtenidas
por el modelo de Markowitz compuestas por més de 1 empresa:

Rentabilidad CAPM vs. Observada — Cartera segura (VaR)

0.3

<
]

Rentabilidad

01

Cisco

Figura 7: Rentabilidad CAPM vs rentabilidad observada de la cartera segura el VaR

»
®
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@ Observado

g ®

JPMorgan Microsoft  SherwinWilliam
Empresa

Observacion

Analisis

La cartera segura del
VaR mayoritariamente
se encuentra infravalo-
rada.

La cartera se encuentra infravalorada ya que 3 de las 4
empresas que componen la cartera segura segin el VaR
presentan una rentabilidad observada muy superior a la
esperada por el modelo CAPM.

Una empresa presenta
sobrevaloracion.

La empresa CISCO posiblemente se encuentra sobrevalo-
rada ya que su rentabilidad observada es inferior a la es-
timada por el modelo CAPM, indicando que el mercado
podria estar ddndole un mayor valor del que deberia y ha-
ciendo que esta compania sea la menos atractiva de esta
cartera, segin el modelo CAPM.

Conclusion

Dado que la mayoria de las empresas tienen observacio-
nes de rentabilidad superiores a la rentabilidad del modelo
CAPM, la cartera compuesta por Cisco, JPMorgan, Mi-
crosoft y Sherwin-Williams pareceria estar generando valor
por encima del riesgo asumido por la medida de riesgo VaR
en el periodo observado. Esto valida la estrategia de selec-
ci6on basada en el modelo de Markowitz empleando VaR
como criterio de riesgo.

Tabla 4: Anélisis de valoracion de la cartera segura bajo el modelo CAPM y la medida de

riesgo VaR
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Rentabilidad CAPM vs. Observada - Cartera segura (DAM)
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Figura 8: Rentabilidad CAPM vs rentabilidad observada de la cartera segura la DAM

Observacion Analisis

La cartera segura de 2 de las 3 empresas que componen la cartera: Sherwin-

DAM mayoritariamen- Williams y Coca Cola muestran rentabilidades observadas

te se encuentra infrava- superiores a las que predice el modelo CAPM, lo que su-

lorada. giere que podrian estar infravaloradas, es decir, el mercado
podria estar subestimando su valor en relacién con el ren-
dimiento que estan generando.

Una empresa presenta La empresa que presenta esta situacion es Cisco, ya que su

sobrevaloracion. rentabilidad observada es ligeramente inferior a la esperada
por CAPM, indicando su sobrevaloracion.
Conclusion El comportamiento de esta cartera refleja que la creacion

de esta cartera mediante esta medida de riesgo ha identi-
ficado empresas que, en su mayoria, superan las expecta-
tivas del CAPM. Esto demuestra que esta medida es un
buen criterio a la hora de encontrar carteras seguras con
el método de Markowitz.

Tabla 5: Analisis de valoracion de la cartera segura bajo CAPM y la medida de riesgo
Downside Absolute Median (DAM)
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Rentabilidad CAPM vs. Observada - Cartera segura (AVaR)
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Figura 9: Rentabilidad CAPM vs rentabilidad observada de la cartera segura el AVaR

Observacion

Analisis

La cartera segura del
AVaR mayoritariamen-
te se encuentra infrava-
lorada.

Las tres empresas tienen rentabilidades observadas muy
superiores a las que predice el modelo CAPM, lo que su-
giere que el mercado podria estar infravalorando el valor
real de las empresas.

Ninguna empresa pre-
senta sobrevaloracion.

No se identifica ninguna empresa con rentabilidad obser-
vada inferior a la esperada por el modelo CAPM, lo que
sugiere que todos los activos estan aportando valor en re-
lacién con el riesgo asumido.

Conclusién

El uso de esta medida de riesgo ha permitido construir una
cartera compuesta por activos con muy buenas rentabilida-
des relativas, convirtiendo esta medida en una forma muy
atil para construir carteras seguras.

Tabla 6: Analisis de valoracién de la cartera segura bajo CAPM y la medida de riesgo

AVaR
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5. Conclusiones

A través de este trabajo he podido analizar con profundidad la relacion entre distintas
medidas de riesgo financiero y su impacto en la construccion de carteras eficientes, tomando
como base el modelo de Markowitz y evaluando posteriormente su valoraciéon segin el
modelo de equilibrio de activos financieros (CAPM).

En primer lugar, se ha observado que aquellas medidas de riesgo que presentan una
alta correlacion entre si, como es el caso de:

1. Volatilidad y Valor en Riesgo (VaR)

2. Volatilidad y Desviacién Absoluta Mediana

tienden a generar carteras seguras similares mientras que las medidas con una menor
correlacién tienen carteras més dispares, tal y como se observa en la siguiente tabla:

Métrica 1 Meétrica 2 Correlacion Similitud Carteras Seguras
Volatilidad VaR Alta Sherwin Williams
VaR DAM Alta Sherwin Williams, Cisco

Tabla 7: Relacion entre la correlacion alta y las carteras obtenidas a partir del Modelo de
Markowitz

En el primer caso la cartera segura del VaR se encuentra compuesta por Sherwin
Williams, Cisco, Microsoft y JPMorgan, mientras que la de volatilidad solo esta formada
por Sherwin Williams. Por lo que todas las empresas de la cartera segura que forman
volatilidad que tan solo es 1 se encuentra en las del VaR. Mientras que en el segundo caso
la Desviacion Absoluta Mediana se encuentra formada por 3 empresas y 2 se encuentran
en la cartera segura del VaR, es decir, la mayoria.

En dichas carteras, aparecen de forma recurrente empresas como Sherwin Williams y
Cisco, lo que sugiere que estas medidas capturan componentes del riesgo de manera pare-
cida y, por ende, identifican perfiles de inversién equivalentes en términos de estabilidad.

Por el contrario, las medidas que evidencian una baja correlacién o incluso correlaciéon
negativa como es el caso de:

1. Rango y AVaR

2. Rango y Desviacion Absoluta Mediana

conducen a la construccion de carteras seguras significativamente diferentes tal y como se
puede observar en la siguiente tabla:

Métrica 1 Meétrica 2 Correlacion Similitud Carteras Seguras

VaR AVaR Baja Sherwin Williams
DAM Volatilidad Baja Sherwin Williams
Volatilidad AVaR Baja Sherwin Williams

Tabla 8: Relacién entre la correlacién baja y las carteras obtenidas a partir del Modelo de
Markowitz
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En los 3 casos anteriores la correlacion es baja y en todas las situaciones comparten 1
empresa que es Sherwin Williams, esto puede deberse como se ha mencionado antes que
en todas las medidas de riesgo esta empresa tiene un componente similar.

Esta divergencia en la composicion de las carteras permite concluir que estas medidas
cuantifican aspectos del riesgo distintos, y, por tanto, pueden ser ttiles de forma comple-
mentaria dependiendo del perfil del inversor y de los objetivos de anélisis.

En cuanto a la consistencia entre carteras seguras y aquellas que maximizan la ren-
tabilidad, se ha identificado una clara diferenciacion. Las carteras que buscan maximizar
el beneficio presentan una fuerte presencia de empresas como Boeing y UnitedHealth, lo
cual puede interpretarse como una toma de posiciones en activos de mayor riesgo con el
fin de obtener mayores rentabilidades esperadas. Por su parte, las carteras seguras que
son aquellas que minimizan el riesgo segiin cada medida repiten con frecuencia valores
considerados mas estables o defensivos, como Sherwin Williams, Cisco o CocaCola, lo que
refuerza la validez practica de las medidas en términos de aversion al riesgo.

Finalmente, al incorporar el modelo CAPM como herramienta para evaluar la correc-
ta valoracién de las carteras eficientes generadas, se constata que las carteras seguras
construidas a partir de las medidas VaR, desviacion absoluta mediana (DAM) y AVaR
resultan infravaloradas segtin el modelo. Este hallazgo es especialmente relevante, ya que
podria sugerir que estas carteras presentan un potencial de rentabilidad superior al que el
mercado ha reconocido, constituyendo asi una posible oportunidad de inversién desde el
punto de vista teérico. No obstante, también se advierte que determinados valores como
Cisco aparecen como sobrevalorados en mas de una de estas carteras seguras, lo que puede
indicar una valoracién de mercado excesivamente optimista sobre estos activos, alertando
asi de posibles desviaciones entre el riesgo real y el percibido.

En resumen, este analisis pone de manifiesto la importancia de la eleccién de la medida
de riesgo en la construccion de carteras y su valoracién posterior, asi como la necesidad de
comprender con precision qué aspecto del riesgo cuantifica cada medida para una correcta
toma de decisiones en entornos financieros complejos y cambiantes.
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