Capitol 4

Jocs de demanda amb
descompte

En aquest capitol presentarem el primer model amb funcions de costos par-
ticulars, els anomenats jocs de demanda amb descompte.

L’objectiu és realitzar un estudi d’aquest model, analitzant quines pro-
pietats satisfa aixi com els diferents tipus de solucions aplicables als jocs
cooperatius. En concret estudiarem el core i les solucions puntuals clas-
siques de la teoria de jocs cooperatius. També veurem que presenten una
particular relacié amb una coneguda classe de jocs que és la dels jocs de
fallida (de 'anglés bankruptcy games).

4.1 El model

El model de demanda particular que desenvolupem en aquesta seccid esta
motivat per l'acord de compra de revistes electroniques que va realitzar el
Consorci de Biblioteques Universitaries de Catalunya amb Academic Press
IDEAL. Les dades del mencionat acord estan desenvolupades en el capitol
2.

Tal i com s’ha definit un problema de demanda, les funcions de costos
associades als béns venen determinades exclusivament pels venedors. En
qualsevol ambit de la vida es poden trobar funcions de costos de la forma
meés diversa. Per exemple, a la copisteria de la Facultat d’Economiques de
la, Universitat de Barcelona, el cost unitari de fotocopiar un document és
major en les primeres vint copies que quan es sobrepassa aquesta quantitat.
O en un supermercat, el preu d’una llauna de refresc és més car que el preu
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80 Jocs de demanda amb descompte

unitari de cada llauna d’un pack de sis. Exemples d’aquest tipus donen lloc a
funcions de costos amb caracteristiques diferents, pero totes elles tenen com
a nexe comu el fet de determinar el preu partint d’un preu inicial al qual se
li apliquen descomptes per volum.

Una situacié semblant es produeix en 'acord realitzat pel CBUC i 'edi-
torial Academic Press. A continuaci6, resumim amb brevetat les dades sig-
nificatives de 'acord que permeten representar la situacié com un problema
de demanda. El preu final acordat, per permetre ’accés al gruix de revistes
electroniques de l'editorial Academic Press, es fonamenta en l'objectiu de
I’editorial de mantenir un nivell d’ingressos similar a l’assolit en els darrers
periodes. Es a dir, agregar les quantitats obtingudes com a resultat de les
vendes de les revistes en format imprés a cada universitat. Per tant, inicial-
ment es pren com a base la demanda historica de cada membre del consorci.
Amb la idea d’afegir incentius al consorci, s'implementa un grau de descomp-
te del 10% sobre determinats béns. Aquesta darrera caracteristica és la que
déna nom al model: jocs de demanda amb descompte.

En aquest cas, la taxa de descompte s’aplica inicament en el preu d’aque-
lles unitats que superen un cert volum de demanda. Aquest volum I’ha de-
terminat el venedor i ens hi referirem com la quota de compra. El preu final
que paga el consorci per una revista es fonamenta en el preu de la revista en
format imprés i en ’aplicacié d’'un descompte per les unitats que superen la
quota.

Aixi, les variables que donen cos a la funci6 de costos son:

e El preu de compra d’una unitat de cada bé, ¢; per a tot j € G.

e La quota que indica el volum a partir del qual hi ha descompte, ¢* € N,
on ¢* > 0.

e La taxa de descompte que s’aplica a les unitats que superen la quota,
Bj € [0, 1] peratot j € G.

En general, suposarem que la quota és la mateixa per a tots els béns
del problema mentre que la taxa de descompte esta associada a cada bé en
particular. Per tant.la funci6 proposada té la mateixa estructura per a tots
els béns que configuren el problema de demanda.

Aixi, per exemple, si per a un cert bé el preu inicial és de 10 u.m., la
quota és de dues unitats, ¢* = 2, i el descompte és del 20%, [; = 0’2
i considerem una coalici6 que demanda cinc unitats d’aquest bé; aleshores
aix0 vol dir que les dues primeres unitats es paguen al preu inicial de 10 u.m.
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pero les altres tres tenen un preu unitari de 8 u.m., de manera que el cost
final per a la coalici6 és de 44 u.m.

Les funcions de costos que expressen la idea exposada sén de la forma
f]ﬁ : Ry — R on:

T - cj siz < ¢F,
1} (@) =
r-cj+ (¢ —x)-Bj-c¢ stz > gt

Observaci6 4.1. La funcio ff(x) és sempre continua.

La funcié de costos es pot reescriure com el minim de dues funcions
lineals, és a dir,

ff(@ =min{z ¢, x-cj+ (¢" — x)-Bj-¢;} peratot z € Ry.

D’aquesta forma es pot descompondre en dues components

fl@) =z c; + min{0, ¢* — 2} B; - ¢;.

Graficament,

(@)

Figura 4.1: Funcié de costos
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Observacio 4.2. La funcid f]’g(x) és concava' lineal.

Per traslladar ’acord a un problema de demanda hi ha una série de
dificultats, ja que la informacié proporcionada és incompleta i no diu res
sobre el tractament que cal aplicar a una coalicié qualsevol de jugadors.
Unicament se sap quin és el cost de la coalicié total. Per aixd, s’intenta
estendre la idea de ’acord a totes les altres coalicions possibles.

En general, doncs, un problema de demanda que incorpora descomptes
ve determinat per:

e un conjunt de jugadors, que sén els membres del consorci i que notem
per
N ={1,...,n},

e un conjunt de béns, que soén les revistes electroniques que ofereix 1’edi-
torial, que notem per

G=A{1,...,m},

e les unitats demandades dels béns pertanyents a G per cadascun dels
jugadors ¢ € N,

e el cost d’adquisici6 de cada bé, que sén els preus de les revistes en
format paper, ¢; > 0 per a tot j € G,

i el descompte unitari que s’aplica per unitat comprada, 3; per a tot j €
G, sempre que el nombre d’unitats superin una quota minima ¢* > 0.

Partint de ’acord, es proposa la funcié de costos plantejada anteriorment,
aplicable a cada bé, la qual avalua el cost segons el preu del bé, el descompte
assignat, la quota i el nombre d’unitats demandades. La funci6 pren la
formas:

f]ﬁ(a:) = z-c¢j + min{0, ¢ — x}-Bj-¢cjperatot j € G,
on ¢; és el preu del bé j, 3; és el percentatge de descompte i ¢* és la quota.
A continuacié modelitzarem el problema de demanda mitjancant un joc
cooperatiu, el joc de demanda amb descompte. El joc el plantejarem prenent

com a base I'acord a qué van arribar el CBUC i 'editorial Academic Press
IDEAL.

!Una funcio f : R — R és concava si per a tot 2,y € R amb = < y, i per a tot A € [0,1],
fOz+ (1 =Ny) = Mf(z) + (1= N f(y).



4.1 El model 83

Definici6 4.3. Sigui Q = (N, G, D, £7) el problema cooperatiu de demanda
derivat de l’acord. El joc de demanda amb descompte, cq,, es defineir de la
segiient forma:

CQQ(Q) :Oa
c,(S) = <Zdz’j'cj +min{0, ¢* — > dij}- B 'Cj>
JEG \ie S ies

per a tota S C N, S # .

Es a dir, per a cada coalici6 S de jugadors, s (S) denota el cost
d’adquirir tots els béns demandats pels membres de la coalici6. Aixi, el
cost d’una coalicié S ve donat pel cost de la seva demanda historica més un
descompte aplicat a les unitats que superen una determinada quota.

Teorema 4.4. Sigui (N, cq,) un joc de demanda amb descompte. Aleshores,
coy €s un joc concau?, és a dir,

(S UT) —cqu(S) 2 cy(T'Ud) —cqu(T)  peratotaS CT C N\ .

Demostracié:
La demostracié és immediata ja que tal i com s’indica en 1’observaci6 4.2,
ff(m) és una funcié concava, i la suma de funcions concaves també ho és.

|

Observacio 4.5. La concavitat junt amb la positivitat i la creizenga de les
funcions de costos del joc de demanda amb descompte implica a la vegada
la monotonia 1 la subadditivitat d’aquest. Per tant, els jocs de demanda
amb descompte satisfan per una banda que les contribucions marginals d’un
jugador decreizen a mesura que creir la coalicio. Per altra banda, el cost
d’una coalicié augmenta a mesura que la coalicio creix. I finalment, hi ha
mcentius a formar la coalicid total ja que el cost d’aquesta coalicid és inferior
al cost de la suma dels costos de qualssevol coalicions disjuntes.

El cas de costos constants estudiat en el capitol 3, es pot veure com un
cas particular dels jocs de descompte. Considerem un problema cooperatiu
de demanda amb funcions de costos amb descompte, 25, tal que la quota
esta fixada en una unitat, ¢* = 1 i el descompte és del 100% del preu per

2veure I’Apéndix A
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a tots els béns, B; = 1 per atot j € G, llavors la funcié de costos per a
tot j € G, és constant i pren la forma

) =0,

f]’g(w) =c¢ >0, peraxz € N .

4.2 Descomposici6

En aquesta seccié estudiarem ’estructura tan especial que presenten el jocs
de demanda amb descompte, aixi com també establirem una relaci6 entre el
nostre model i una coneguda subclasse de jocs convexos, els jocs de fallida.

Alternativament, la funcié caracteristica del joc de demanda amb des-
compte es pot escriure de la segiient manera:

e, (S) = ZZdij'Cj—i- Zmin{o, T Zdij}'ﬂj-Cj.

jegies jEeG i€S

Aixi, s’observa que el joc esta format per dos components ben diferenci-
ats. En un posterior estudi, i sense pérdua de generalitat, s’ignora la primera
component, que notarem per cp,

cp(8) =YY dij- ¢,
jegies
ja que equival a un joc additiu, és a dir, el cost d'una coalicié S ve donat

pels costos sense descompte dels membres de la coalici6. Recordar que tota
solucié per a un joc additiu assigna el seu cost individual a cada jugador.

El segon component presenta una caracteristica molt especial com veurem
més endavant. Aquest joc ’anomenarem joc de descompte i el notarem per
cg, aixi:

cs(S) =Y min{0, ¢ = Y di;}- B¢
JEG iesS
Aquest joc es pot desagregar com la suma dels jocs de descompte per
a cada bé. Considerant que tant el descompte com el preu per a cada bé
son parametres fixats i, per tant, no depenen dels membres presents en una
determinada coalici6, el joc de descompte el podem reescriure com:
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ca(S) ==Y Bj-cj-w;(S)
JEG
on w;j(S) = min{0, ¢* — >, gdi} per a tota S C N, S # (). El joc
(N,wj) el denominarem joc de quota del bé j.

Cal destacar que cg < 0. Aixi, el joc de demanda amb descompte esta
compost per una part positiva, cp, i una part negativa, cg. Es raonable que
c3(S) sigui negatiu ja que equival al descompte aplicat a aquesta coalicio.

Aquest desagregament del model ens facilitara el seu estudi com veurem
a continuacié. La idea present darrera és establir una relacié entre els jocs
de demanda amb descompte i una coneguda classe de jocs, els jocs de falli-
da. Aquesta connexié ens permetra trobar solucions les quals presentin un
comportament interessant i que satisfacin determinades propietats.

Com hem comentat anteriorment, el joc de quota (N, w;) té una ca-
racteristica molt especial, la seva relacio amb els jocs de fallida (O’Neill,
1982 [60]). Recordem que els jocs de fallida (N,vg,) recullen les anome-
nades situacions de fallida on un patrimoni, £ > 0, ha de ser repartit entre
uns agents que presenten uns drets sobre aquest, r;, de manera que el patri-
moni no és suficient per satisfer tots els drets, és a dir, ) ;.7 > E. En un
joc de fallida, el valor d’una coalicié representa el minim que aquesta coalicio
pot aconseguir després d’assignar als membres que no pertanyen a la coalicié
els seus drets, o bé zero si no hi ha prou per garantir aquests drets:

vg,(S) == max{0, E — Z ri} per atotaS C N.
iEN\S
Lema 4.6. Sigui (N,w;) el joc de quota del bé j. Aleshores, —w; és un joc
de fallida.

Demostracié:

Hem de comprovar que I'oposat de w;(S) = min{0, ¢*—>, ¢ d;;} correspon
a un joc de fallida. Noti’s que w;(S) < 0 per a tota S C N. Aix{, prenent el
seu oposat obtenim

—w;(S) = —min{0, ¢* — Z d;j } = max{0, Z dij — ¢}

ieS i€S
o analogament —w;(S) = max{0, Zdij —q" — Z d;j}. Observi’s que
iEN iEN\S

—wj; > 0. Aix{ si notem per E; = (Z dij —q")+ i per rlj = d;j obtenim
€N
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—w;(S) = max{0, E; — Z rf}
1EN\S

Aixi aquest joc es pot interpretar com un joc de fallida ja que FE; =
(Z dij — ¢")+ > 0 perqueé sin6 el joc de quota és el joc nul, rf >0 i
iEN
Z rf > E; ja que ¢* > 0 per hipotesi del model.
1EN

O

Observi’s que ’oposat del joc de quota del bé j multiplicat pel descompte
total sobre el preu del bé, 3; - ¢;, continua sent un joc de fallida.

Proposicié 4.7. Sigui (N,w;) el joc de quota del bé j i (N, A\jw;) el joc de

quota del bé j per un escalar A\j on \j = B - c;. Aleshores, —\jw; €s un joc

de fallida on el patrimoni és E; = )\j(z dij — q")+ @ els drets rf = \jd;j
iEN

per a tot i € N.

Demostracié:

La demostracié és immediata a partir del lema 4.6.

d

La proposicié anterior ens mostra que ’oposat del joc de descompte per
a cada bé j és un joc de fallida on la quantitat a repartir és el descompte
total a qué es pot optar i on les demandes dels jugadors es corresponen
amb el descompte que aconsegueix cada jugador marginalment amb la seva
demanda, de manera que la suma dels descomptes individuals és més gran
que el descompte total.

L’objectiu final és distribuir entre els agents ’estalvi obtingut fruit de la
cooperacid, que técnicament correspon al descompte total aplicat.

Ara bé, cal considerar que en ultima instancia s’ha de repartir no tan sols
el descompte total d’adquirir un bé siné el descompte total d’adquirir tots
els béns. Per tant, haurem de realitzar una analisi agregada del model, és a
dir, considerar 'oposat del joc de descompte com la suma de jocs fallida.

El principal inconvenient que es presenta és que, tot i que l'oposat del
joc considerat és I'agregat de jocs de fallida, en general la suma de jocs de
fallida no déna lloc necessariament a un joc de fallida.

Exemple 4.8. El joc v; que té com a funcié caracteristica
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vi(i) =0 per atot i € N, v1(12) =0, v1(13) =5, v1(23) = 15, v1(123) = 25,

és un joc de fallida associat a un problema de fallida on E
10, ro = 20, r3 = 30.

El joc vy que té com a funcié caracteristica

a(1) = v2(2) = 0, v2(3) = v2(12) = 10, v2(13) = 20, 12(23) = 30, v(123)

és un joc de fallida associat a un problema de fallida on E
10, 2 = 20, r3 = 30.

2517

40iT1

Ara bé, si considerem el joc suma v = v; + v amb funcié caracteristica

v(1) = v(2) = 0, v(3) = 10, v(12) = 10, v(13) = 25, v(23) = 45, v(123) = 65,

s’observa que v no és un joc de fallida, ja que per ser-ho hauria d’estar
associat a un problema de fallida on el patrimoni fos el valor de la coalicié
total, E = 65, i els drets fossin les contribucions marginals dels jugadors (ja
que s6n els tnics valors que fan que les coalicions de dos jugadors valguin
10, 25 i 45 respectivament), r1 = 20, 7o = 40, r3 = 55. Llavors, amb aquests

drets v(3) = max{0, 65 — 20 — 40} = 5 # 10.

o

Obviament, hi ha situacions molt especials on la suma de jocs de fallida
torna a ser un joc de fallida. Aixi, arribem a la conclusié de qué 'oposat del
joc de descompte encara que no és un joc de fallida és la suma de jocs de

fallida.

4.3 El Core

L’objectiu final és cercar un repartiment del cost total d’adquisici6 dels béns
i, per tant, en ultim terme hem de referir-nos al joc de demanda amb des-
compte. Aixi, en primer lloc el que farem és centrar-nos en I'estudi de quins
son els métodes de distribucié que satisfan la remarcable propietat de qué
tota coalici6 esta d’acord amb la solucié proposada ja que se’ls hi assigna un
cost que és inferior al cost conjunt d’aquesta coalicié. Ens estem referint al

concepte de solucié conjuntista per excel-léncia, el core.
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Com hem comentat anteriorment el joc de demanda amb descompte és
concau, en conseqiiéncia el seu core és no buit. Aquests fets ens porten al
resultat de queé el core del joc de demanda amb descompte coincideix amb
la suma del core del joc additiu més el core del joc de descompte.

Teorema 4.9. Sigui (N, CQﬁ) un joc de demanda amb descompte. Aleshores,

Core(cq,) = Core(cp) + Core(cg)

on cp i cg son respectivament el joc additiu i el joc de descompte associats
a cy-

Demostracié:
La demostracié és immediata ja que cp és un joc additiu i, per tant, el seu
core té un unic punt (veure la pagina 182 de I'apéndix A).

O

El teorema anterior ens permet calcular el core d'un joc de demanda amb
descompte d’una manera molt facil. Aixi només cal cercar el core d’un joc
additiu, compost per una tunica distribucié que correspon als costos indi-
viduals de cada jugador, és a dir, a la seva demanda pel preu; i cercar el
core de la suma de jocs de fallida, que és un joc concau i que, per tant, té
com a vertexs els vectors de contribucions marginals. Aquests vectors només
depenen del descompte total, de la quota i dels descomptes individuals.

Lema 4.10. Sigui (N, cqg,) un joc de demanda amb descompte i (N, cp) el
joc additiu associat. Aleshores,

Core(cp) = {(Z dij - ¢j)ien}-

jeg

Demostracié:

La demostracio és immediata, ja que c¢p és un joc additiu (veure apéndix A)
i, per tant, el seu core conté una tnica distribucié que sén els costos sense
descomptes de cada jugador.

O

Lema 4.11. Sigui (N, cq,) un joc de demanda amb descompte i (N, cg) el joc

de descompte associat. Aleshores, Core(cg) = convex epn{— Zm”(—)\jwj)}
Jj€g
on
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(1 si Ej > Zriquzj,
kepr'
E~—Z7“J st OSE-—ZTJSTJ-
my(—\jw;) = J T J =T
kePF kePT
0 si Ej < Z e
kepPr

\

on T'g = )\jdij, Ej = )\j(Zdij‘ - q*)+ 1 )\j = ﬂj © Cj, per aj S g 1 tot
1EN
i€ Nionw €l éstal que 7'(k) =n—n(k)+ 1.

Demostracié:
Es immediata per I’observacio B.12 i I’additivitat dels vectors de contribu-
cions marginals.

|

Els lemes anteriors ens permeten caracteritzar el core del joc de demanda
amb descompte, cq,, sense necessitat de recorrer a la funcio caracteristica del
joc. Aixi, només necessitem disposar de les dades del problema de demanda
amb descompte, és a dir, de la matriu de demanda dels béns, dels preus, de la
quota i dels descomptes. Per calcular els extrems del core del joc de demanda
amb descompte només cal trobar els vectors de contribucions marginals dels
jocs de descompte per a cada bé, els quals son facilment computables ja que
els seus oposats son jocs de fallida, i afegir-els-hi el cost sense descompte
generat per la demanda de cada jugador.

En un joc de fallida, i fixat un ordre inicial, el vector de contribucions
marginals associat a aquest ordre assigna drets de la segiient manera: consi-
dera l'ordre invers i el jugador que arriba primer segons l'ordre invers rep el
seu dret, i aixi successivament aquesta assignacio es repeteix fins que no és
possible assignar tots els drets a un jugador. En aquest moment se li assigna
la quantitat que resta i als altres jugadors no se’ls hi assigna res.

Teorema 4.12. Sigui (N, CQB> un joc de demanda amb descompte. Alesho-

res, Core(co,) = conveaj{(z dij - ¢j)ien +m™(cg)}.
JEG

Demostracié:
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Pel teorema 4.9 es compleix Core(co,) = Core(cp) + Core(cg). Pel lema

4.10 i pel lema 4.11, Core(cq,) = {(Z dij - ¢j)ien} + convex{m™ (c3)} =
JEG
com)ex{(z dij - ¢j)ien +m"(cg)}
JEG
O

Observi’s que una distribucié del core assigna a un jugador el cost sense
descompte generat per la seva demanda menys una part del descompte apli-
cat a les unitats que superen la quota. Aixi, el problema es redueix a dis-
tribuir el descompte total cg(N).

4.4 Solucions puntuals

Un cop analitzat el core, el segiient pas és realitzar una proposta de solucions.
L’estudi de les solucions el realitzarem diferenciant dues possibilitats. La
primera opcid és proposant solucions per al joc de demanda amb descompte
i la segona opcié és proposant solucions per als jocs desagregats, és a dir,
per al joc additiu i per als jocs de quota.

La primera opcié recau indiscutiblement en les solucions usuals per a la
teoria de jocs cooperatius com sén: el nucleolus, el valor de tau i el valor de
Shapley. Respecte al nucleolus i al valor de tau no disposem d’una férmula
que ens permeti el seu comput d’'una manera senzilla. Ara bé, el valor de
Shapley és un cas especial ja que presenta la propietat de 'additivitat, la
qual com veurem a continuacié ens permetra obtenir una expressié per a
aquest concepte de soluci6 aplicat al nostre model.

4.4.1 El Valor de Shapley

Com s’especifica a I’apéndix A, el valor de Shapley es caracteritza per ser
un concepte de solucié puntual que satisfa els axiomes d’eficiéncia, sime-
tria, jugador fals i additivitat. Aquest darrer axioma permet calcular el
valor de Shapley com a combinacié dels diferents valors de Shapley dels jocs
desagregats. L’additivitat juntament amb l’estructura especial dels jocs de
descompte com a suma de jocs de fallida, on el valor de Shapley coincideix
amb la regla d’ordre aleatori (veure teorema B.11 de I'apéndix B), possibili-
ta oferir una féormula de calcul del valor de Shapley on només necessitem
conéixer les demandes dels jugadors, el preu dels diferents béns, la quota i
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els descomptes, és a dir, no cal recérrer a la funci6 caracteristica per al seu
comput.

Teorema 4.13. Sigui (N, cq,) un joc de demanda amb descompte. Alesho-
res, el valor de Shapley del joc cq, ve donat per:

1 :
gf)i(cgﬁ) = Z dij cCj — ﬁ Z min )\jdij,max{)\jEj - Z )\jdij,O}

JjEG " melN kePT

on Ej = ( Zdw V4, Aj=p0j-¢c; pera jEG itot i€ N.
i€N

Demostracié:

Ja hem vist que el joc de demanda amb descompte cq, es descompon
com cq, = cp + cg. Aixi, per 'axioma d’additivitat del valor de Shapley es
compleix que ¢(ca,) = di(cp) + di(ca).

El valor de Shapley del joc cp és ¢i(cp) = Z d;j - c; ja que el joc és

JjeG
additiu.
Per 'additivitat del valor de Shapley, pel joc de descompte cg, aquest

és ¢i(cp) Z ¢i(Ajw;) on (N, —Ajw;) és un joc de fallida. Pel teorema
JjEG

B.11 de P’apéndix B, per un joc de fallida de parametres (E;, r/) el valor de

Shapley ve donat per RO;(E;, r7). Llavors

$i(—Ajwj) = —¢i(\jw;) = ROy(Ej,17)
on Ej =X dij— ")y ir] = Ndij.

1EN
Per tant,

bi(—N\; wj n' Z min < \; dw,max{)\ Z dij — )+ — Z )\jdijao}

rellNv i€N kepPr

Alixi,

di(cg) == % > min$ Ay, max{A; (> dij — ")y — > Njdi, 0}

jeg \ ey ieN kePr
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Finalment,

(bi(CQﬁ) = Z dij - cj + (lﬁi(Cﬁ).

jeG
O

La interpretaci6 del valor de Shapley en el context dels jocs de demanda
amb descompte és la segiient: inicialment cada jugador ha de pagar per la
seva demanda; ara bé, com la demanda presenta un descompte, a la quan-
titat inicialment assignada se li descompta una part. Aquesta part que se li
descompta a cada usuari es relaciona segons el valor de Shapley a un cert
grau d’incertesa, aixi es considera que el descompte que tindra un jugador
depén de 'ordre en qué acudeixi a demanar-lo. Si és el primer se li descomp-
ta el percentatge corresponent a la seva demanda, al segon se li descompta,
si encara hi ha descompte per repartir, el percentatge corresponent a la se-
va demanda, i en cas contrari la part que resti, aixi es continua fins que el
descompte total s’esgota, a partir d’aquest moment els altres jugadors no
tindran cap descompte. El valor de Shapley té en compte tots els possibles
ordres d’arribada i, per tant, realitza la mitjana d’aquests pagaments.

Remarcar que el valor de Shapley presenta la propietat de la racionalitat
coalicional, és a dir, pertany al core dels jocs de demanda amb descompte ja
que el joc és concau. Per tant, és un concepte de solucié a considerar.

4.4.2 Regles de fallida

Procedim a centrar-nos en la segona possibilitat, és a dir, en la proposta de
solucions per als jocs desagregats. L’estudi dels jocs desagregats per a cada
bé j ens ha permeés obtenir una relacié molt interessant amb la classe dels
jocs de fallida (veure apéndix B). A continuacié aprofitarem aquesta relacio
per proporcionar altres solucions a part de les utilitzades usualment com a
métodes de repartiment dins la teoria de jocs cooperatius.

La idea és usar la descomposicié del joc en un joc additiu més jocs de
fallida. D’aquesta manera ens centrarem en generar solucions per als jocs
de fallida, les quals poden ser traslladades d’una manera molt elegant com
a soluci6 del joc de demanda amb descompte. Aixi, les solucions que pre-
sentarem seran les segiients: en primer lloc proposarem les tipiques solucions
per a cada joc de fallida —\jw; conegudes com a regles de fallida , en segon
lloc trobarem la soluci6é associada al joc de descompte restant les solucions
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dels diferents béns j i finalment proposarem les solucions per al joc de de-
manda amb descompte sumant-li les demandes del béns per part del jugador.

El principal problema amb qué ens trobem és que els conceptes de solucid
no s6n additius i, per tant, en general les solucions dels jocs desagregats no
coincideixen amb les solucions del joc de demanda amb descompte. Ara
bé aquest inconvenient és menor degut al fet que la suma de solucions que
pertanyen al core dels diferents jocs desagregats també pertanyen al core del
joc de demanda amb descompte.

Proposici6 4.14. Sigui (N, cq,) un joc de demanda amb descompte i

(N, =Xjw;) el joc de fallida associat. Sigui p(—Ajw;) una regla de fallida
del joc —\jw; tal que @;(—Ajw;) < dij- \j per a tot i € N, i sigui p;(cg) =
— Z wi(—Ajw;) per a toti € N la corresponent regla de fallida del joc de

iS4
descompte. Llavors, ¢(cq,) € Core(ca,) on wi(ca,) = Z dij - ¢j + @i(cp)
Jj€EG
per a tot 1 € N.

Demostracié:

Com @(—\jw;) satisfa que p;(—A\jw;) < dij - Bj - ¢; per a tot i € N,
aleshores pel teorema B.10, es compleix que ¢(—Ajw;) € Core(—Ajw;)
o equivalentment p(Ajw;) € Core(A\jw;). Com Ajw; sén jocs concaus,
Z Core(Ajwj) = Core(z Ajw;) = Core(cg).

Jj€g J€G
Per tant, p(cg) = Z o(Ajw;) € Core(cg).
Jj€g

Per ultim, com ¢cq, = ¢p +¢g on ¢p és un joc additiu amb un Gnic punt

al core, {(Z dij - ¢j)ien}, i com pel teorema 4.9 es satisfa que Core(cq,) =
JEG
Core(cp) + Core(cg), aleshores ¢(cq,) € Core(cq,) on

pi(ca,) = Z dij - ¢j + @i(cp) per a tot i € N.
JEG
O

La relacio del joc de demanda amb descompte cq, amb els jocs de fallida
ens permet trobar solucions que satisfan una propietat tan raonable per a
una soluci6é com és pertanyer al core del joc i que, en general, no coincideixen
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amb les solucions tradicionals proposades per als jocs cooperatius, excepte
per al valor de Shapley ja que aquest compleix I'axioma d’additivitat.

Aixi, procedirem a posar de manifest aquells conceptes de soluci6 usual-
ment utilitzats en els jocs de fallida (veure apéndix B) com son:

e Regla proporcional, P(E,r).

e Regla proporcional als drets truncats, P'(E,r).

e Regla igualitaria, FA(E,r).

e Regla igualitaria restringida, CEA(FE,r).

e Regla igualitaria restringida de pérdues, CEL(E, ).
e Regla del Talmud, T'(E,r).

e Regla proporcional ajustada, AP(E,r).

e Regla d’ordre aleatori, RO(E, ).

Una vegada triat un concepte de solucié per al joc de fallida, els sumarem
i finalment els hi afegirem el cost sense descompte generat per la demanda de
cada jugador. La principal caracteristica és que aquests conceptes de soluci6
pertanyen al core, la qual cosa justifica la pertinéncia d’aquests conceptes.

4.4.3 Una aplicacié de les regles de fallida

En el segiient exemple analitzarem i calcularem els conceptes de solucié tradi-
cionals de la teoria de jocs cooperatius i les regles de fallida presentades en
la seccié 3 de 'apéndix B, aixi com també justificarem el seu comput.

Exemple 4.15. Sigui un problema cooperatiu de demanda Q3 = (N, G, D, £7)
on:

e N = {1, 2, 3} son les universitats que formen el consorci,
e G ={1,2 3 4} son el conjunt de revistes que ofereix ’editorial,

e [a matriu de demanda és
1 2 8 4

31 4
D= 2 021 0|,
0 3 1
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e ¢ = (10,20,5,8) és el vector de preus de les revistes,

e ¢* = 2 és la quota que indica el volum a partir del qual hi ha el
descompte,

e i on els descompte unitaris que s’apliquen a les unitats que superin la
quota son = (0'1,0'2,02,0'5).

Aquesta situacié es pot modelitzar per mitja d’un joc de costos de de-
manda amb descompte cq,, de manera que per a cada coalicio S sabrem
quin seria el cost en qué hauria d’'incorrer. Aixi, per exemple si les uni-
versitats {1,2} decidissin formar una coalici6 nomeés elles dues, el cost que
haurien de suportar seria la suma del cost de les seves respectives demandes,
3-10+3-20+2-5+4-8 =132, menys el descompte per les unitats que
superen la quota, 1-10-0'1+1-20-02+2-8-0'5 = 13, Aixi, el cost que
haurien de suportar en total les universitats {1, 2} seria 132 — 13 = 119.

La funcié caracteristica associada al problema de demanda la descom-
pondrem en el joc additiu, c¢p, més el joc de descompte, cg.

4
e Joc additiu, cp(S) = szij - ¢y

j=1icS

S Z diict Z dioca Z dizcs Z discs || cp(S)
icS ics ics icS

5 30 20 5 32 87
2) 0 10 5 0 15
31 0 60 5 8 3
0,2 30 60 10 32 132
(1,3} 30 80 10 10 160
12,3} 0 100 10 8 118
.2,3) | 30 120 15 10 205

4
e Joc de descompte, cg(S) = Zx\j ~w;(S) on A\j = G - ¢
j=1
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’ S H )\1w1(5) ‘ )\21112(5) ‘ )\3ZU3(S) ‘ )\4104(5) H Cﬁ(S) ‘

{1} —1 0 0 =8 -9
{2} 0 0 0 0ol 0
(3} 0 —4l 0 ol —4
1,2} —1 4l 0 8| —13
{1,3} —1 -8 0 —127] —21
2,3} 0 —12 0 0 —12
{1,2,3} —1 —16| -1 —12| =30

Aixi, la funci6 caracteristica del joc de demanda amb descompte ve do-
nada per cq, = cp +cp

c,(1) = 78, cq,(2) =45,  cq,(3) = 69,
co,(12) = 119, cq,(13) = 139, cq,(23) = 106,

ca,(123) = 175.

Cal remarcar que la cooperacié provoca una reduccié del cost, de manera
que és més satisfactori per a les universitats actuar conjuntament a fer-ho
per separat. Aquesta reduccié de costos és deguda al fet que quantes més
revistes es demandin el descompte s’aplicara a més revistes.

A continuacié calcularem els conceptes de solucié més usuals de la teoria
de jocs cooperatius per al joc de demanda amb descompte. Aixi, calcularem
el valor de Shapley, ¢(cq,), el nucleolus, 1(cq,), i el valor de tau, 7(cq,):

e El valor de Shapley és ¢(cq,) = (73,40, 62).
e El nucleolus és n(co,) = (73'5,40'5,61).

e El valor de tau és 7(cq,) = (73'06,40'06,61'88).

Per dltim, degut a la relaci6 existent entre els jocs de demanda amb
descompte i els jocs de fallida, proposarem solucions per a aquests darrers
tipus de jocs i les traslladarem als jocs de demanda amb descompte. El
procediment sera el segiient:
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i) Trobar el problema de fallida associat a cada joc de quota amb signe
negatiu, —\; - w;.

Els problemes de fallida corresponents tindran com a patrimoni E; =

Bj - ¢;( E dij — +1comadretsr = B; - ¢j - di;. Aixi,
iEN

’ Joc ‘ Patrimoni(Ej) ‘ Drets(r?) ‘

— - wy 1 (3,0,0)
—Xg - wy 16 (4,8,12)
*)\3"[1)3 1 (1,1,1)
—Xi - wy 12 (16,0,4)

ii) Calcular les regles de fallida comentades en I’apéndix B per als proble-
mes de fallida de cada bé, p(—X\; - w;).

En aquest cas, les regles de fallida associades als problemes de fallida
de cada bé sén:

| Regla [ (1,(3,0,0)) [ (16,(4,8,12)) | (1,(1,1,1)) | (12,(16,0,4)) |
P(E;,17) (1,0,0) (2'66,5'33, 8) (3,3,3) (9'6,0,2'4)
PYHEj,17) (1,0,0) (2'66,5'33, 8) (3.3, 3) (9,0,3)
EA(Ej,17) (3,51 [(533,5/33,533) | (5,3,3) (4,4,4)
CEA(E;, ) || (1,0,0) (4,6,6) (5.3.3) (8,0,4)
CEL(E;,r7) (1,0,0) |(1'33,533,9'33) | (3.3,3) (12,0,0)
T(E;,17) (1,0,0) (2,5,9) (3,3,3) (10,0,2)
AP(E;,17) (1,0,0) (2/4,4'8,8'8) (3,3,3) | (10'66,0,1'33)
RO(E;,r7) (1,0,0) | (2'66,4'66,8'66) | (3,3,3) (10,0,2)

iii) Sumar les regles de fallida per a cada bé per obtenir la regla de fallida
corresponent al joc de descompte, ¢(cg).

iv) Sumar la solucié del joc additiu (z) més la regla de fallida correspo-
nent al joc de descompte per obtenir la regla corresponent del joc de
demanda amb descompte, p;(cq,) Z dij - ¢j + pi(cg).

jeg
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’ Regla H Z?:l dij - c; ‘ ¢(cg) H p(coy,)

|

P(cg,) 87,45,73) | —(13'6,566,10'73) || (734,39'33,62'27)

P'(co,) 87,45,73) | —(13,5/66,11/33) (74,3933, 61/66)
EA(cq,) || (87.45,73 —(10, 10, 10) (77,35, 63)
CEA(cq,) || (87,45,73) | —(13/33,6'33,10'33) || (7366, 38'66, 62'66)

T(cq,) 87,45,73) | —(12/33,5'33,11'33) || (74766, 39’66, 61'66)

AP(co,) || (87,45,73) | —(14'4,5'13,1046) || (72'6,39/86,62'54)

(
( )
75575
CEL(cq,) || (87,45,73) | —(14766,5'66,9'66) || (72'33,39'33,63'33)
( )
( )
( )

RO(cq,) || (87,45,73 —(14,5,11) (73, 40, 62)

Observi’s que totes les solucions i regles presentades, excepte la distribu-
ci6 igualitaria, tenen la caracteristica de pertanyer al core del joc de demanda
amb descompte.

Les solucions usuals de la teoria de jocs satisfan aquesta propietat ja que
el joc considerat és concau. En canvi les regles de fallida ho satisfan ja que
en els respectius jocs de quota als jugadors se’ls hi assigna una quantitat
inferior al seu dret.

Dels diferents conceptes de solucidé presentats és necessari destacar el
valor de Shapley. Degut a I’axioma d’additivitat el valor de Shapley del joc
de demanda amb descompte coincideix amb el cost de la demanda individual
de cada jugador menys la suma de les regles d’ordre aleatori dels problemes
de fallida dels diferents béns.

També cal destacar el nucleolus, ja que s’observa que tot i que el comput
del nucleolus del joc de demanda amb descompte no és senzill, podem trobar
el nucleolus dels jocs de quota facilment, sumar-los i finalment obtenir la regla
corresponent del joc de demanda amb descompte a partir de la diferéncia
entre el cost de la demanda individual de cada jugador i aquesta suma de
nucleolus. Remarcar que la soluci6 obtinguda pertany al core del joc de
demanda amb descompte, tot i que en general no coincideix amb el nucleolus
d’aquest joc.

<

En el cas de tenir un problema amb la demanda binaria, estudiat en la
seccid 3.5, totes les regles de fallida assignen la mateixa distribucio, és a dir,
reparteixen el patrimoni de forma igualitaria entre els jugadors amb drets no
nuls.
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4.5 Aplicaci6: assignacié de costos en el CBUC
en la compra de revistes a I’editorial Academic
Press

En aquesta secci6 analitzem 1’acord d’adquisicié de revistes electroniques que
va realitzar el Consorci de Biblioteques Universitaries de Catalunya (CBUC)
amb l’editorial Academic Press IDEAL, una de les editorials més significa-
tives en quant a volum de revistes que ofereix. Recordem que el CBUC esta
format per ’agrupacié de vuit universitats publiques catalanes : Universitat
de Barcelona (UB), Universitat Autonoma de Barcelona (UAB), Univer-
sitat Politécnica de Catalunya (UPC), Universitat Pompeu Fabra (UPF),
Universitat Rovira i Virgili (URV), Universitat de Lleida (UdL), Universitat
de Girona (UdG), Universitat Oberta de Catalunya (UOC) i la Bibliote-
ca de Catalunya (BC). Les dades concretes del mencionat acord es troben
recollides en el capitol 2.

Un dels objectius del CBUC és evitar la duplicaci6 de revistes a les que es-
tan subscrites els seus membres i crear un fons comu de revistes electroniques,
i com a conseqiiéncia el CBUC signa acords amb diferents editorials les quals
li ofereixen unes tarifes beneficioses ja que presenten economies d’escala.

La principal motivacié d’aquesta seccio6 és estudiar com s’haurien de dis-
tribuir les tarifes de subscripcio6 de les revistes oferides per 'editorial Acade-
mic Press IDEAL (acordades amb el CBUC) entre les diferents universitats.
Aquest treball el farem des d’un punt de vista de la teoria de jocs coopera-
tius. En primer lloc comprovarem que aquesta situacié coincideix amb un cas
particular del model dels joc de demanda amb descompte. Aixi comentarem
i calcularem el valor de Shapley estudiat en la seccié 4.4.1, el valor de tau i el
nucleolus. També presentarem el métode de repartiment aplicat pel Consor-
ci, compararem les diferents solucions i finalment proposarem aquella soluci6é
que per les propietats que satisfa sigui més apropiada per al nostre model.

Basicament 1’acord es centra en la compra de les revistes ja eren com-
prades en format imprés amb anterioritat per algun membre del Consorci.
Aixo inclou 123 de les 176 revistes de ’editorial. A més, es decideix incloure
totes les altres revistes de forma gratuita, de manera que totes les revistes
son accessibles per tots els membres.

A la taula C.1 de ’apéndix C es troben recollides les dades relatives a la
subscripcié per part de les diferents universitats de la totalitat de les revistes
oferides per I’editorial Academic Press IDEAL al Consorci.

El problema de distribuci6é dels costos resultant de ’adquisicié del pa-
quet de revistes de ’editorial Academic Press IDEAL requereix ’analisi de
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determinats requisits. Aixi comencarem establint la principal hipotesi del
problema, cada universitat té la seva propia demanda de revistes. D’ara
endavant, en aquesta aplicacié considerarem que el conjunt de jugadors és:

N = {UB, UAB, UPC, UPF, URV, UdL, UdG, UOC, BC},

que G és el conjunt de revistes oferides per ’editorial Academic Press IDEAL,
i que la demanda de cada universitat inclou exactament les revistes a les que
estava subscrita en format impres (veure taula C.1).

La quantia final s’estableix a partir de la demanda historica. De cada
revista s’han de pagar tantes unitats com universitats adquirien la revista
(amb independéncia del nombre d’unitats que comprava una mateixa uni-
versitat). Com incentiu, es fa un 10% de descompte del cost de les revistes
que tenen més d’un comprador. Formalment, per a cada j € G

0 si =0,
filx) =13 ¢ sioz=1,
z-c;—01-(x—1)-¢; si z>2,

on c; és el preu anual de subscripci6é per a cada revista.

Aixi, el joc cooperatiu de costos es correspon amb el joc de demanda
amb descompte estudiat a la secci6 4.1, on 3; = 0'1 i ¢* = 1. A més, la
determinaci6 de les dades es fa de forma binaria (seccié 3.5). A partir de
les dades recollides en la taula C.1 de 'apéndix C, obtenim el cost total, en
dolars americans, a repartir en aquest suposit:

cos(N) = > <Z dij - cj+ min{0,1 — Y dij}-o’l-cj> = 252.900'51.

JjEG \ieEN i€N

Es a dir, el cost total de subscripcié és el cost de la demanda binaria
historica de les universitats menys un descompte del 10% sobre les revistes
que demandaven més d’una universitat.

Si es compara el valor obtingut amb la suma dels costos individuals de
cada universitat actuant separadament (taula 4.1) s’obté un estalvi total de
12.629’19 dolars, el qual suposa gairebé un 5% del descompte sobre el cost
total. Aixi, sembla que la cooperacié entre les diferents universitats esta
garantida.
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cQ, (UB) | 117.393'55 cQ, (UPF) | 6.237'05 CQ, (URV) | 7.842'00
Qs (UAB) | 85.107'50 Qs (UdG) | 6.955'80 cQ, (U0C) 0
CQﬁ(UPC) 27.176'25 CQﬁ(UdL) 14.817'55 CQﬁ(BC) 0

Taula 4.1: Costos individuals de op

El cost de subscripcio de tot el paquet de revistes per a una coalicié S
ve donat per:

CQﬁ(S) = Z (Zdij'cj+ min{O, 1 - Zdij}'0/1'6j> .

jeEG \ie s i€S

El joc de demanda amb descompte té una estructura molt especial. S’ob-
serva clarament que el joc en qiiestié és la suma de diferents jocs, un per a
cada revista; de manera que el cost total de subscripcié ve determinat per la
suma dels costos d’adquisicié de cada revista.

Com s’ha vist a la seccid 4.1, la principal caracteristica dels jocs de des-
compte és la concavitat, i I’efecte de la concavitat és el fet de treballar amb
un joc amb core no buit. Aixi, es poden obtenir distribucions del cost total
on totes les coalicions d’universitats estan satisfetes en ’aspecte que se’ls
assigna un cost inferior al que suporten elles soles, cq, (S). La interpretacio
de la concavitat és el conegut com a efecte bola de neu. Es a dir, es fomenta
la cooperaci6 entre totes les universitats, ja que el cost aportat per una uni-
versitat en incorporar-se a una coalicié ja formada decreix quan més gran és
la coalicié. La concavitat també implica la subadditivitat de manera que la
cooperacid entre totes les universitats estd garantida, degut al fet que per a
qualssevol dues coalicions la suma dels seus costos és superior al cost de la
coalici6 total.

L’estructura dels jocs de demanda amb descompte, que permet analitzar
el joc com a suma de diferents jocs, una per a cada revista, fa raonable cercar
meétodes de distribucié additius que distribueixin separadament el cost de
subscripcié de cada revista demandada entre els membres del Consorci. Per
aquest motiu centrarem l’analisi de I'aplicaci6é en ’estudi d’un concepte de
solucié que es comporta additivament: el valor de Shapley. Ara bé, tot i
no comportar-se additivament també pararem especial esment en el valor de
tau, ja que per a jocs concaus és senzill de computar. Finalment, parem
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atencié en el nucleolus ja que és un concepte de solucidé que sempre que el
core és no buit hi pertany, encara que la seva computacid és forca complexa.

A part dels conceptes de solucié classics, en I'analisi dels jocs amb des-
compte s’estudien multiples regles de repartiment originades en la vinculaci6
existent amb els jocs de fallida. Perd com ja hem comentat en la pagina 98,
aquestes regles no aporten solucions diferents al valor de Shapley en el cas
d’analitzar problemes amb demanda binaria. Per tant, no les tindrem en
compte en aquesta aplicacié.

Dels conceptes de solucions conjuntistes considerarem el core. El core
d’un joc de demanda amb descompte es pot descompondre en la suma del
core d'un joc additiu més el core del joc de descompte.

El joc additiu, c¢p, ve donat pels costos generats en la compra sense
descompte. Es conegut que el core d'un joc additiu té una tinica distribucio,
formada pels costos individuals. En aquest cas, aquest punt es correspon
exactament amb els costos que tenien les universitats abans de 1’acord, és a
dir, Zdij - ¢;. Per tant,

Jj€g

Core(cp) = {(Y_ dij - ¢j)ien} = {(ca,(0))ien}-

JjE€G

Observi’s que en aquest cas co, (i) = cp(i) ja que els descomptes s’apli-
quen a partir de la segona unitat demandada.

Ara només cal veure qué assigna el core a la part del joc de descompte,
cg. Com ja hem vist en la pagina 85, aquest joc pren valors negatius o zero
ja que repartim un descompte. Els vértexs del core coincideixen amb els
vectors de contribucions marginals i s6n senzills de calcular pel fet de ser un
joc concau.

En les distribucions del core, una universitat que demanda una revista en
concret, pot obtenir un descompte que va des del 10% del preu de la revista
a no obtenir cap descompte. En les revistes que demanda en exclusiva segur
que no obté cap descompte perqué aquests no s’apliquen. Aixi, en el core del
joc de demanda amb descompte una universitat paga com a molt les revistes
demandades, o sigui el cost individual. I com a minim, paga les revistes
demandades exclusivament al seu preu original i la resta de revistes amb un
preu rebaixat del 10%, és a dir, el cost separable de la universitat. Per tant,
el pagament d’un jugador i dins del core esta limitat per una fita superior i
una fita inferior:

SC’i(CQﬁ) <z < CQﬁ(i) per a tot¢ € N.
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Aixi, per a les diferents universitats, una distribucié del core ha de com-
plir les segiients desigualtats:

109.243'50 < ayp < 117.393'55,
77.146'45 < wzyap < 85.107'50,
24.945'98 < zypc < 27.176'25,

5.693'70 < zypr < 6.23705,
6.394'82 < zpse < 6.955'80,
13.382'82 < azya, < 14.817'55,
7.05780 < =xpyry < 7.84200,
0 < zypoc < 0,
0 < zpc < 0.

Aquests valors ens donen una idea de sobre qué cal assignar a cada univer-
sitat, perd no ens proposen una unica distribucié del cost total. En 'entorn
practic que estem analitzant, és de gran interés trobar una soluci6é que sigui
facilment calculable. Degut a la gran quantitat de dades que cal gestionar,
amb 123 revistes diferents i 9 universitats, és basic definir una soluci6 que
ens resolgui el problema de forma fiable i senzilla. D’aquesta manera, ana-
litzem les solucions classiques de la teoria de jocs cooperatius per prendre
una decisio: el nucleolus, el valor de Shapley i el valor de tau.

e Valor de Shapley: la formula del valor de Shapley per als jocs de
demanda binaria amb descompte ’hem obtingut al corol-lari 3.12. La
seva expressi6 per al model d’Academic Press IDEAL on ; = 0’1 és
la segiient:

_ fi(ny) :
pi(ca,) = Z Tj per a toti € N,

on n; és el nombre de demandants de la revista j i DP; és el perfil de
demanda de cada jugador i.

El problema que s’estudia, a part de tractar-se d’un problema amb
descompte, es determina a partir d’'una matriu de demanda binaria i
amb una funcié de costos que no carrega cost a la demanda de zero uni-
tats ja que en ’acord es decideix regalar aquestes revistes. D’aquesta
forma el valor de Shapley assigna a cada universitat una distribucié on
paga per totes les revistes que demanda a parts iguals amb els altres
demandants, i no paga res de la resta de revistes.
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Observi’s que el valor de Shapley es computa per a cadascuna de les
123 revistes que formen part del paquet facilitat per Academic Press i
després es sumen les diferents distribucions obtingudes, és a dir, s’apli-
ca el principi de descomposicié estudiat en la seccié 3.5 com a forma
de comput del valor de Shapley.

La segiient taula recull la part del cost total que ha d’assumir cada
universitat en ’aplicacié analitzada segons el valor de Shapley:

duB(co,)

112.790'4

dupr(cay)

5.869'52

durv(cay,)

7.342'41

duas(co,)

80.628'27

dvac(cas)

6.593'73

dvoc(cay,)

0

purc(co,)

25.775'26

duar(ca,)

13.90092

dBc(cay)

0

Taula 4.2: Valor de Shapley de cq,

El valor de Shapley és un concepte de solucié que pertany al core dels
joc de demanda amb descompte ja que aquests son jocs concaus (veure
pagina 183).

Valor de tau: per als jocs de demanda amb descompte, el valor de tau
és molt senzill de calcular ja que es tracten de jocs concaus. Tal i com
s’explica en la pagina 180, el valor de tau s’obté del compromis eficient
entre una cota superior, que en el cas dels jocs concaus ve donada
pels costos individuals, ¢(7), i per una cota inferior donada pels costos
separables dels jugadors, SC;(c).

Aquest fet permet calcular el valor de tau del problema originat sense
necessitat de trobar la funcié caracteristica. Unicament cal saber quin
és el cost individual i el cost separable de cada universitat.

Tots dos valors els coneixem de I'estudi del core. Per tant, hem de
cercar el compromis entre (co,(7))ien 1 (SCi(cay))ien-

La segiient taula recull la part del cost total que ha d’assumir cada
universitat en ’aplicacié analitzada segons el valor de tau:

Analogament al que passava amb el valor de Shapley, el valor de tau
també pertany al core.

Nucleolus: per ultim donarem el resultat de la distribucié del cost
total segons el nucleolus. Recordem que el nucleolus és la imputacié
que minimitza les maximes queixes (veure definicio A.16).
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TUB(CQﬁ) 112.642 TUPF(CQﬁ) 5.920 TURV(CQﬁ) 7.384
waB(co,) | 80.466 || Tydg(ca,) | 6.628 || Tvoc(cas) 0
vpc(cos) | 25.876 || tyan(ca,) | 13.881 || 7pc(cqs) 0

Taula 4.3: Valor de tau de cQp

Si es prioritza la resolucié del problema sense necessitat de construir
el joc cooperatiu, la primera consideracié és descartar el nucleolus, tot
i les seves excel-lents propietats, degut a la dificultat de calcul que
suposa no només en general, siné també en els jocs de demanda amb
descompte. Tot i aix0, en ’analisi de la distribuci6 del cost d’adquisi-
ci6 de les revistes d’Academic Press IDEAL entre els nou membres del
Consorci, hem procedit a avaluar totes les coalicions possibles i a calcu-
lar el nucleolus mitjancant eines informatiques, ja que és un concepte
de soluci6 interessant per la seva pertinenca al core.

La funci6 caracteristica del nostre joc de demanda amb descompte es
troba a la taula C.2 de I'apéndix C.

La segiient taula recull la part del cost total que ha d’assumir cada
universitat en I'aplicacié analitzada segons el nucleolus:

T]UB(CQﬁ) 112.386'22 T]UpF(CQﬁ) 5.965'38 UURV(CQB) 7.449'90
nuap(cas) | 80.289'17 || nuac(ca,) | 6.675'31 || nuoc(cay,) 0
nupc(cas) | 26.03435 || nuar(cq,) | 14.100'18 || npc(ca,) 0

Taula 4.4: Nucleolus de Q4

Un cop analitzats els criteris de distribuci6 tradicionals de la teoria de jocs
cooperatius, ens centrarem en el criteri de distribucié establert pel Consorci.
El CBUC determina els costos assignats a cada universitat exclusivament
en funcié de la demanda historica. Es a dir, es reparteixen els costos pro-
porcionalment a la despesa que es venia efectuant, la qual coincideix amb la
distribucié proporcional respecte als costos individuals:

g (N)

per a toti € N.

T = cqu(i) -

> cay(k)

keN
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La segiient taula mostra el repartiment assignat a cada universitat pel
CBUC:

xUB(cQﬁ) 111.810 J}‘UPF(CQﬁ) 5.940 ZEURV(CQB) 7.469
ryap(ca,) | 81.059 || zyac(ca,) | 6.624 || zyoc(cay,) 0
zupc(ca,) | 25.883 || ayar(ca,) | 14112 || xpo(ca,) 0

Taula 4.5: Distribucié del CBUC

L’objectiu final és realitzar una analisi comparativa entre les diferents
solucions. Per a una millor comparacié en la taula 4.6 recollim la totalitat
de les distribucions computades:

’ Univ. H ¢(CQﬁ) ‘ T(CQQ) ‘ W(Cﬂﬁ) ‘ L
UB 112.7904 112.642 | 112.386722 111.810
UAB 80.628°27 80.466 | 80.289’17 81.059
UPC 25.775°26 25.876 | 26.034’35 25.883
UPF 5.869’52 5.920 5.96538 5.940
udG 6.593'73 6.628 6.675’31 6.624
UdL 13.900°92 13.881 14.100°18 14.112
URV 7.342°41 7.384 7.449°90 7.469
UuocC 0 0 0 0
BC 0 0 0 0

Total H 252.900751 | 252.900°51 | 252.900’51 | 252.900°51

Taula 4.6: Taula comparativa de les distribucions analitzades

En la taula 4.7 recollim els percentatges de la part de cost total de subs-
cripci6 assignades a les diferents universitats per cadascuna de les distribu-
cions de la taula 4.6.



4.5 Aplicacié: assignacié de costos en el CBUC en la compra de
revistes a ’editorial Academic Press 107

| Univ. || %¢(cq,) | %t(ca,) | %onlca,) | %z |
UB 4060 | 4454 [ 4444 | 44721
UAB 3188 | 3182 | 31’75 [ 3205
UPC 10'19 10°23 1029 [ 10°23
UPF 2'32 234 236 | 235
UdG 2'61 262 264 | 2'62
UdL 5’50 5’53 558 | 5758
URV 290 292 295 | 295
UuoC 0 0 0 0
BC 0 0 0 0

| Total || 100 100 100 | 100 |

Taula 4.7: Percentatges sobre el cost total

Cal destacar que tots els métodes analitzats beneficien a les universitats
petites, ja que es basen en la demanda historica. Les universitats que es
veuen clarament beneficiades son la UOC i la BC ja que no demandaven res
i en conseqiliéncia no suporten cap cost, i és més ara tenen accés a totes les
revistes del paquet ofert per ’editorial API.

Una altra dada que pot ser d’interés és ’estalvi que té cadascuna de les
universitats en les diferents situacions, ho recollim a la taula 4.8.

’ Univ. H ca, (i) — P(cay) ‘ ca, (i) — 7(cay,) ‘ ca, (i) — nleas) ‘ cay(i) —x ‘

UB 4.603’15 4.750799 5.007°33 5.583’50
UAB 4.479°23 4.640'82 4818’33 4.047°90
UPC 1.40099 1.30012 1.141°90 1.292°56
UPF 36753 31674 271°67 296°65
udG 36207 327702 28049 330'83

UdL 916’63 836’36 71737 704’76
URV 499’59 45714 392’10 37298
UuocC 0 0 0 0

BC 0 0 0 0

Taula 4.8: Estalvi sobre el cost individual

A la taula 4.8 es mostra la reducci6 en els costos per a cada universitat.
S’observa que les universitats més grans, UB i UAB, presenten un estalvi
similar, mentre que els estalvis de les altres no sé6n comparables.
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Per fer possible una comparacié entre les dades, proporcionarem la re-
ducci6 en el cost de cada universitat expressat en percentatges sobre el cost
individual (taula 4.9).

| Univ. | %R.¢ | %R7 | %Ry | % R |

UB 0’04 0704 0’04 0’05
UAB 0’05 0’05 0’06 0’05
UPC 0’05 0’05 0’04 0’05
UPF 0706 0’05 0704 0705
UudG 0705 0’05 0’04 0705
UdL 0706 0’06 0705 0705
URV 0706 0’06 0705 0705
UoC 0 0 0 0

BC 0 0 0 0

Taula 4.9: Percentatge de reduccié sobre el cost individual

Aquest model té la caracteristica que les distribucions no presenten grans
diferéncies en les assignacions, aixo és degut a que l'estalvi total és aproxi-
madament d'un 5%. Aixi observant les dades veiem que els percentatges
de reducci6 no difereixen gaire d’aquesta xifra, excepte per a la UOC i la
BC que obviament tenen estalvi zero ja que tenien cost zero. Per tant, les
diferéncies entre els diferents métodes de calcul sé6n menors, ara bé ’eleccié
d’un o un altre métode pot tenir importants efectes sobre els pressupostos i
actuacions de les universitats.

Comparacio6 i proposta

En definitiva, davant la manca d’un métode superior als altres, les diferéncies
observades exigeixen que es comparin les propietats dels distints métodes i es
seleccioni el métode d’acord amb les necessitats de cada cas. A continuacié
establirem les propietats que creiem que hauria de satisfer un meétode de
distribucié per a un joc de demanda amb descompte.

e Racionalitat individual: La primera propietat que podem demanar
és que cap de les universitats es vegi perjudicada en compartir, és a dir,
yi < cqg (7) per a tot ¢ € N. Es a dir, que a cap de les universitats se
li assigni un cost superior al cost de la seva demanda, és ’anomenada
racionalitat individual.
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e Racionalitat coalicional: Una segona propietat que podem demanar
és que cap grup d’universitats hagi de pagar més del que els hi costaria
per si mateixes atendre a la seva demanda, és a dir, Zy, < cqu(9),

€S
per tant estem demanant que pertanyi al core del joc de demanda.

e Additivitat: Una tercera propietat requerible és ’additivitat. El Con-
sorci demana un paquet de revistes, les demandes de les quals sén inde-
pendents, aixi sembla raonable demanar que el sistema de repartiment
sigui additiu, és a dir, ¥;(co,) = ng(cg)ﬁ) per a tot j € G. El re-

Jj€g
queriment es tradueix en demanar que la soluci6 assigni el mateix a
la distribuci6 realitzada sobre el conjunt de revistes que a la suma de
les fetes sobre cadascuna de les revistes individualment, per tant, es
requereix que el procés d’imputacié es pugui dur a terme independent-
ment per a cada revista.

e Comput facil: Un quarta propietat que es pot requerir és un calcul
senzill. En un entorn practic és molt important aquesta propietat degut
a ’elevat nombre de revistes demandades pel Consorci.

Procedim, per ultim, a concretar I'objectiu de la present seccié: pro-
posar una solucié de repartiment del cost total de subscripcié del paquet de
revistes de ’editorial Academic Press IDEAL. Per fer-ho tindrem en compte
els criteris anteriorment establerts basats en les propietats que considerem
ha de satisfer una solucié per a un joc de demanda amb descompte.

D’aquesta manera el métode de repartiment que proposem és el valor
de Shapley. A continuacié enumerarem les raons per les que creiem que és
especialment idoni com a solucié per al nostre model:

1. El valor de Shapley per als jocs de demanda amb descompte és un
concepte de soluci6 eficient que satisfa la racionalitat individual, és
a dir, cap universitat incorre en un cost superior al cost de la seva
demanda.

2. El valor de Shapley és un concepte de solucidé que pertany al core per
als jocs concaus. Com tot joc de demanda amb descompte és un joc
concau, el valor de Shapley sempre es troba dins del core d’aquests
jocs. A més, en els nostres jocs aix0d equival a que cap universitat
suporta un cost superior al seu cost separable ni un cost inferior al seu
cost individual.
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3. El valor de Shapley per als jocs de demanda amb descompte és un
concepte de solucié additiu, de manera que el repartiment de costos
es pot portar a terme imputant costos independentment per a cada
revista. Aquesta propietat és especialment important ja que desglossa
el seu comput individualment per a cada revista, fet d’altra banda
requerible ja que la demanda de cada revista és independent de les
altres.

4. El valor de Shapley, en general s’obté com a solucié de la mitjana d’una
serie de pagaments tenint en compte totes les possibles ordenacions
dels jugadors (en el nostre cas 9!=362.800 combinacions) i per tant el
seu comput és complicat. Ara bé, en el nostre model es pot efectuar
un calcul facil i rapid que en analisis practics com és el nostre cas en
prioritzen la seva aplicacié.

5. I per ultim, el valor de Shapley és I'anic concepte de soluci6 dels
analitzats que satisfa les condicions requerides anteriorment.

El valor de Shapley ja ha estat aplicat anteriorment amb éxit a problemes
d’assignacio de costos (veure Tijs i Driessen (1986) [76], Young (1994) [84] i
Moulin i Shenker (1996) [56]).

A continuacié mostrarem quines de les anteriors propietats no satisfan
les altres solucions proposades des del punt de vista de la teoria de jocs
cooperatius i la soluci6 proposada pel CBUC.

Cal remarcar que totes les solucions satisfan la racionalitat individual i
per tant cap d’elles ha de pagar un cost superior al de la seva demanda. Per
altra banda, totes les distribucions proposades des de la vessant dels jocs
cooperatius pertanyen al core dels jocs de demanda amb descompte. Ara
bé la solucié establerta pel CBUC en general no pertany al core i, per tant,
tot i en aquest cas concret satisfa les desigualtats del core en general ens
podriem trobar amb que alguna coalicié d’universitats estigués descontenta
amb la distribuci6 assignada ja que per si mateixa incorreria en un cost
inferior. Respecte a ’additivitat 'anic repartiment que ho satisfa és el valor
de Shapley, ja que ni el nucleolus, ni el valor de tau ni la proporcional
als costos individuals sén additius. Per dltim, remarcar que el calcul del
nucleolus és complicat i, per tant, en un ambit practic com el nostre no té
gaire sentit la seva aplicacié com a concepte de soluci6.

Després d’haver realitzat una analisi del model i d’haver estudiat els di-
ferents conceptes de soluci6 arribem a la conclusié de qué el valor de Shapley
és el més apropiat. De totes maneres, cal remarcar que no existeix la millor
soluci6 i l'eleccié del métode de repartiment per part d’una universitat o
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d’una altra pot variar en funci6 de la seva politica interna d’actuacio i de les
seves prioritats.
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