\%
RE
7\

— W

UNIVERSITAT e
BARCELONA

i

=

Facultat de Matematiques
i Informatica

GRAU DE MATEMATIQUES
Treball final de grau

Algebres de Banach i el teorema
de Gelfand-Naimark

Autor: Andreu Camprubi Peir6

Director: Dr. Joaquim Ortega Cerda

Realitzat a: Departament de Matematiques i Informatica

Barcelona, 21 de juny de 2020



Abstract

Banach algebras are Banach spaces equipped with a continuous multiplication. We begin
this thesis by familiarizing ourselves with the general theory of these objects. Next, we
turn our attention to the study of the commutative case. It is in this frame that we
conclude the project, by proving the Gelfand-Naimark theorem, a striking representation
theorem of a certain type of Banach algebras, namely commutative C*-algebras.

Resum

Les algebres de Banach sén espais de Banach equipats amb una multiplicacié continua.
Iniciem aquest treball familiaritzant-nos amb la teoria general d’aquests objectes. Segui-
dament, centrem la nostra atencié en ’estudi del cas commutatiu. Concloem el projecte en
aquest marc, amb la demostracié del teorema de Gelfand-Naimark, un sorprenent teorema
de representacié d'un cert tipus d’algebres de Banach: les C*-algebres commutatives.
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1 Introduccio

1.1 Per que s’anomenen algebres de Banach?

Les algebres de Banach, tal com els espais de Banach, reben el seu nom del matematic
polones Stefan Banach (1892-1945), que introdui el concepte d’espai de Banach pero en
canvi mai estudia les algebres de Banach. Aquestes s’anomenen aixi simplement perque
sén algebres que també tenen estructura d’espai de Banach. El primer matematic que
les va definir explicitament, anomenant-les anells lineals métrics fou el japones Mitio
Nagumo 'any 1936 [13]. Tanmateix, el primer matematic que va desenvolupar-ne una
teoria general fou Israel M. Gelfand (1913-2009), que les va introduir amb el nom d’anells
normats [7]. Finalment el 1945 el nom d’algebra de Banach fou proposat per W. Ambrose
[1], i és el que ha perdurat fins a dia d’avui.

1.2 Breu perspectiva historica

El tema de la tesi doctoral de Gelfand de 1939 fou les algebres de Banach commutatives.
En ella fou el primer en identificar el rol central jugat pels ideals maximals. Utilitzant les
seves propietats, va crear l’estructura moderna de la teoria commutativa de les algebres
de Banach. Aquesta teoria, actualment anomenada teoria de Gelfand, va revel-lar interes-
sants connexions entre ’analisi funcional i 'analisi classica. Com a exemple sorprenent
d’aquest fet, Gelfand va ser capa¢ de demostrar el lema de Wiener (veure teorema )
en unes poques linies. Aquest fet va provar la poteéncia de la teoria i va atreure 'atencid
de la resta de la comunitat matematica. Pocs anys més tard, el 1943, en col-laboracié amb
M. A. Naimark van demostrar el teorema de Gelfand-Naimark (veure teorema (3.32)), fet
que marca l'inici de la teoria de les C*-algebres.

Estructura de la Memoria

En la seccié 2 d’aquest treball presentem la teoria general de les algebres de Banach. El
que necessitarem en la segiient seccié arriba fins el teorema de Gelfand-Mazur. A partir
d’aquest punt tot el que segueix és independent de la resta del treball.

En la seccio 3 centrem la nostra atencié en I’estudi de la teoria de Gelfand. Presentem
els objectes basics: els ideals i la transformada de Gelfand. Com a colofé donem una
demostracié del teorema de Gelfand-Naimark. Presentem també algunes connexions amb
el calcul simbolic desenvolupat en la seccié anterior.

Per acabar, en la seccié 4 exposarem les conclusions i proposarem possibles continua-
cions per a aquest treball.



2 Teoria general de les algebres de Banach

2.1 Definici6 i exemples

Definicié 2.1. Un espai de Banach complex, A, dotat d’una multiplicacio que satisfa

(2.1) z(yz) = (zy)z,

(2.2) (x+y)z =22+ yz, x(y+2) =2y + x2,
(2.3) a(ry) = (ax)y = z(ay),

(2.4) eyl < Nzl

per tot x, y, z € A i per tot a € C s’anomena algebra de Banach.

Si a més conté un element unitat e tal que
(2.5) re=er=ux
per tot x € A, i
(2.6) lell =1,
es diu que ’algebra de Banach és unitaria.

Observacions 2.2. Un espai vectorial sobre el cos dels complexos amb una multiplicacio
que satisfa les condicions (2.1]) a (2.3) s’anomena algebra complexa.

En general no demanarem que A sigui commutativa, és a dir, que xy = yx per tot x i
y de A.

Es clar que 'element unitat, e € A és tinic, ja que si e’ també satisfés , aleshores
e =¢ee=ce.

En aquest treball, a no ser que s’indiqui el contrari, sempre suposarem l’existéncia
d’element unitat. Procedirem d’aquesta manera ja que quan existeix un element unitat té
sentit parlar d’inversos i, tal com veurem més endavant, I’espectre d’un element de A pot
definir-se de manera més natural que en el cas contrari. A més, la perdua de generalitat
resultant és petita, ja que moltes algebres de Banach tenen element unitat, i a les altres
se les pot dotar d’un pel procediment canonic que segueix.

Proposicié 2.3 (Unitaritzacidé). Tota dalgebra de Banach A no unitaria es pot considerar
com un ideal bilater tancat d’una algebra de Banach unitaria.

Demostracid. Suposem que A satisfa les condicions a , pero que A no té element
unitat. Sigui Aj el conjunt de tots els parells ordenats (z,)), x € A, A € C, és a dir,
A; = AXC. Aleshores A; esdevé una algebra de Banach si les operacions d’espai vectorial
i la multiplicacid es defineixen per

(2, A) + (y, 1) = (x +y, A+ ), (@, A) = (pw, pA),



(@, M)y, 1) = (Y + Ay + p, Ap),
i definim
(@, M =[]l + Al e:=(0,1)

per tot z,y € Ai A\ p € C. A més l'aplicacié6 z + (z,0) és un isomorfisme isometric
d’espais vectorials de A en un ideal bilater tancat J de A; de codimensié 1. La compro-
vacié que A verifica les condicions a i és de Banach és rutinaria. Pel que fa
a la segona afirmacié, sigui J = {(z,A\) € A1 : A = 0} (la imatge de D'aplicacié abans
esmentada). Tenim que codim(J) := dim(A,/J) = dim(C) =1 , ja que A;/J = C via
I'isomorfisme 7((z,A)) — A, on per m denotem l’aplicacié quocient. Clarament, A; és
commutativa si, i només si, A és commutativa. O

Observaci6 2.4. La desigualtat (2.4) ens diu que la multiplicaci6 és una operacié continua
en A. Aixo vol dir que si z, — x 1y, — y, aleshores x,y, — zy. Aquest fet és con-
seqiiencia de la identitat

(2'7) TnlYn — XY = (mn - x)yn + m(yn - y)'
En efecte, (2.7) implica que
[#nyn — 2yll < [(@n — )| [[ynll + ]| [|(yn — y)]| = 0.
En particular, la multiplicacié és continua per ’esquerra i per la dreta, és a dir,
(2.8) Tpy > xy 1 Y, — Y
sixzy, 21y, = v.
El segiient resultat és interessant ja que mostra que la condici6 ([2.4)) pot ser substituida

per la condicié (aparentment més feble) (2.8) i que podem prescindir de la condicié (2.6
sense per aixo estendre la classe d’algebres en consideracié.

Teorema 2.5. Suposem que A és un espai de Banach i a més una dlgebra complexa
amb element unitat e # 0 en la qual la multiplicacid és continua per l’esquerra i per la
dreta. Aleshores existeir una norma equivalent sobre A que converteiz A en una algebra
de Banach.

(L’assumpci6 e # 0 exclou el cas patologic A = {0}).

Demostracid. Per a x € A, sigui L, : A — A V'operador de multiplicacié per ’esquerra
definit per y +— xy. Sigui A el conjunt de tots els L,. Clarament L, és lineal. Com
assumim que la multiplicacié per la dreta és continua, tenim que si ¥y, — y, aleshores
L. (yn) = xyn — xy, i per tant L, és continu (en ser continu per successions). Aixi doncs
A C L(A), espai de Banach de tots els operadors lineals i continus de A en A.

Es clar que x — L és lineal, és a dir, Lyyy = Ly + Ly i Ly, = AL;. A més 1)
implica que també és multiplicativa, és a dir, L,y = L;L,. Si x € A, aleshores

[z]la = llzella = [ Lyefla < [ILel lle]|a-

Podem resumir aquests fets dient que x — L, és un isomorfisme de A en I'algebra A, que
té invers continu. Com

[ Lz Lyl = sup | Lo Lyal| 4 < sup || Le||[| Lyalla = [| Lz ||| Ly
a<l a<l

3



[Lell =[]/ =1,

A satisfa les condicions |D a 1' Per veure que A és una algebra de Banach només
ens manca veure'n la completesa, aixo és, que és un subespai tancat de £(A) respecte de
la topologia donada per la norma d’operadors.

Suposem que T € L(A), T; € Ai T, — T en la topologia de £(A). Si T; és la
multiplicacié per I'esquerra per x; € A, aleshores

(2.9) Ti(y) = ziy = (zie)y = Ti(e)y.

Quan i — 00, el primer terme de ([2.9)) tendeix a T'(y), i T;(e) — T'(e). Com la multiplicacié
s’ha suposat continua per l'esquerra en A, el darrer terme de (2.9) tendeix cap a T'(e)y.
Posem z = T'(e). Aleshores,

T(y) =T(e)y = vy = La(y), Vy e A

de manera que T'= L, € K, i A és tancada.

Ara el teorema de 'aplicacié oberta (veure, per exemple, els corol-laris 2.12 de [17])
implica que = — L, és també continua. Aixi doncs, A i A sén homeomorfes i |||/ 4 1 || Lz||
sén normes equivalents en A. O

Observacié 2.6. El teorema anterior ens diu, en particular, que en tota algebra de
Banach la continuitat per la dreta i per l'esquerra de la multiplicacié n’impliquen la
continuitat conjunta.

Principalment hi ha tres classes d’algebres de Banach, que a grans trets es poden
descriure com a algebres de funcions (amb la multiplicacié puntual), algebres d’operadors
(amb la composicié d’operadors) i algebres de convolucio (amb el producte de convolucid).
Vegem-ne alguns exemples.

Exemple 2.7. Sigui X un espai de Hausdorff compacte no buit. Denotem per C(X)
I’algebra de totes les funcions complexes continues sobre X. Les operacions d’algebra sén
la suma, la multiplicacié i el producte per escalar puntuals. Amb la norma del suprem

[flle = sup [f(z)],  VfeCl(X)
zeX

lalgebra C(X) esdevé una algebra de Banach commutativa i unitaria, ja que la funcié
constant igual a 1 n’és ’element unitat.

Si X és un conjunt finit que consta, per exemple, de n punts, aleshores C(X) és
simplement C". En efecte, si X = {z1,...,x,} s’identifiquen via l'isomorfisme f
(f(xl)v ) f(wn))

En particular, en el cas n = 1, obtenim I'exemple més senzill d’algebra de Banach, C amb
el modul complex.

Exemple 2.8. Sigui X un espai de Banach. Denotem per £(X) l'algebra de tots els
operadors lineals i continus en X. La multiplicacié és la composicié d’operadors. Es una
algebra de Banach amb la norma usual d’operadors

|T|| =inf{M > 0: ||Tz|| < M||z| Vo € X}, VT € L(X).



L’operador identitat I n’és I’element unitat. Si dim(X) =n < oo (n # 0), aleshores L£(X)
és isomorfa a My, x,(C), lalgebra de les matrius n per n complexes. Si dim(X) > 1,
aleshores £(X) no és commutativa.

Tota subalgebra tancada de £(X) que contingui I també és una algebra de Banach.
La demostracié del teorema (2.5) prova que de fet, tota algebra de Banach és isomorfa i
homeomorfa a una d’aquestes.

Exemple 2.9. Anem a introduir ara una subalgebra de Banach de C(X) (veure ’exemple
(2.7))). Sigui X un subconjunt compacte no buit de C. Denotem per A(X) l’algebra de les
funcions f : X — C, continues en X i holomorfes en I'interior X° de X. Clarament, A(X)
és completa (respecte la norma del suprem), ja que el limit uniforme d’una successi6 de
funcions holomorfes és una funcié holomorfa (és doncs tancada en C(X)).

Es d’especial interes el cas en qué X =D, on D denota el disc unitat tancat D = {z €
C: |z| < 1}. En aquest cas A(D) s’anomena algebra disc.

Exemple 2.10. L’espai (L'(R"), | - |]1), amb la convolucié

s D@ = [ ala-niwids= [ awrta =)y

com a multiplicacid, és una algebra de Banach commutativa no unitaria (veure la secci6

9.19 de [16]).

Se 1i pot afegir una unitat pel procediment descrit en la proposicié (2.3]) o es pot fer
més concretament per extensié de L'(R") a

L ={f+ad: fecL'R"), acC},

on § = Jp és la mesura de Dirac en R™. En efecte, .Z és una algebra de Banach commu-
tativa amb unitat d respecte de les operacions

(f +ad) + (g+ B6) = (f +g) + (a+ B)J,
B(f + ad) = (Bf) + (aB)s,
(f +ad) x(g+ B6) = (f x g+ Bf + ag) + (aB)d,

per tot f,g € LY(R™) i per tot a, 8 € C, i la norma
If +adl| =[fli+]al, VfitadeZ.

A més L' (R™) és isometricament isomorf a un subespai de . via f — f +0- 6.

Observacié 2.11. Tot i que les algebres de Banach reals (que es defineixen de manera
analoga al cas complex) també han estat estudiades, en aquest treball ens centrarem en
les algebres de Banach complexes, que presenten una teoria més rica. Aix0 és degut
al fet que certes propietats de les funcions holomorfes juguen un paper important en el
desenvolupament de la teoria. Aquest fet quedara ben pal-leés en la part corresponent
al calcul simbolic (veure subseccié (2.4)). A més algun dels teoremes que veurem més
endavant (per exemple el teorema (2.26)) és fals en el cas real.

Un altre motiu pel qual resulta més interessant el cas complex és que C té una involuci6
(veure definicié (3.25))) natural no trivial, la conjugacié, i que moltes de les propietats
profundes de certs tipus d’algebres de Banach depenen de la preséncia d’una involucié.



2.2 Homomorfismes complexos

Entre les aplicacions importants d’'una algebra de Banach en una altra hi ha els homo-
morfismes.

Definicié 2.12. Siguin A i B algebres de Banach. Si h: A — B és una aplicacid lineal
que a més és multiplicativa, és a dir,

h(zy) = h(z)h(y), Va,y € A,
aleshores h s’anomena homomorfisme.

Es especialment interessant el cas en que B = C.

Definicié 2.13. Siguin A una algebra complexa i ¢ una forma lineal sobre A no idéntica-
ment nul-la. Si a més ¢ €s multiplicativa, és a dir,

P(xy) = d(z)o(y)

per tot x,y € A, aleshores diem que ¢ és un homomorfisme complex sobre A.

(El fet d’excloure el cas ¢ = 0 és simplement una qiiestié de conveniéncia).

Definicié 2.14. Un element x € A es diu tnvertible si té¢ un invers en A, és a dir, si
existeiz un element x~' € A tal que

on e és la unitat de A.

Proposicié 2.15. L’element invers, si existeix, és unic.

Demostracid. Sigui x un element de A i suposem que té dos inversos, y i z. Aleshores
yr = e = xz,1per tant y = ye = y(zz) = (yr)z = ez = 2. O

Proposicié 2.16. Si ¢ és un homomorfisme complex sobre una algebra complera A amb
unitat e, aleshores ¢(e) =1 i ¢p(x) # 0 per tot element x € A invertible.

Demostracid. Donat que hem exclos ¢ = 0 en la definicié d’homomorfisme complex, tenim
que ¢(y) # 0 per algun y € A. Com

o(y) = ¢(ye) = ¢(y)9(e),

la llei de cancel-lacié en C implica que ¢(e) = 1.
Si x és invertible, aleshores

per tant ¢(x) # 0. O

Les parts (a) i (c) del segiient teorema es troben entre els fets més utilitzats en la
teoria de les algebres de Banach.

Teorema 2.17. Sigui A una dalgebra de Banach. Six € A és tal que ||z|| < 1, aleshores:



() (e —2)"' —e—af < 22

(c) |¢(x)| < 1 per tot ¢ homomorfisme complex sobre A.

Demostracié. (a) Com |z™| < [|z||™ i ||z|| < 1, els elements
(2.10) sp=etaxta’t o +a"

formen una succesié de Cauchy en A.
Vegem-ho. Hem de veure que

Ve >0 dng € N:Vn,m > ng, ||sn— sml <e.

Suposem sense perdua de generalitat que m > n i tenim que

m m
5 — smll = ”—Z:cmsz—w"“—~ o = Z
7=0
m .
<™ ] < el el = 3 el 50 (mm s o).
Jj=n+1

Com A és complet, existeix un s € A tal que s, — s. Donat que ™ — 0 (||z||" < ||z]|” — 0
ja que [lz]| < 1), i

snle —x) = <Z£m> (e —x) = Z;(x —a) =e— 2" = (e — 2)sp

(per aquesta darrera igualtat ’argument és el mateix que abans pero ara multiplicant per
la dreta), la continuitat de la multiplicacié implica que s és 'invers de e — x. En efecte,

lim s,(e —z) = lim e — 2" = lim (e — x)s, <= s(e—xz)=e= (e —1x)s.
n—00 n—00 n—r00

(b) Ara, (2.10) prova que

[e o]

Is —e—xll =

2 ] Il

(c) Finalment, sigui A € C, tal que |A| > 1. Per (a), e — A"'z és invertible. Per la

proposicié (2.16|),

1=2

Tlo(@) = gle—A"'z) £ 0.
Per tant ¢(z) # . Aixd acaba la demostracio. O

Observacié6 2.18. La part (c) del teorema (2.17)) implica que tot homomorfisme complex
sobre una algebra de Banach és continu.

Amb el mateix argument que en (c) perd amb |[A| > 1 es veu que ||z|| < 1 implica
[p(x)] < 1.



2.3 L’espectre d’un element d’una algebra de Banach

En aquesta subseccié introduim la nocié basica d’espectre d’un element d’'una algebra de
Banach i n’establim algunes de les propietats basiques.

Definicié 2.19. Sigui A una algebra de Banach. Denotem per G(A) el conjunt de tots
els elements invertibles en A. Aquest conjunt té estructura de grup, ja que si x,y € G(A),

aleshores y~'x és linvers de x =1y, i per tant x~ 'y € G(A).

Per ax € A, el conjunt
(2.11) oalx)={AeC:he—x ¢ G(A)}

s’anomena espectre de x en A. El seu complementari, Qa(x) = C\ oa(z), s’anomena
conjunt resolvent de x.

Observacié 2.20. Observis que el concepte d’espectre que acabem de definir estén la
noci6 d’espectre d’un operador lineal i continu en un espai de Hilbert.

En la literatura també es pot trobar I'espectre definit com a
oalr) ={AeC:z—Xe ¢ G(A)}.

Clarament aquesta definici6 és equivalent a (2.11) ja que x — Ae és invertible en A si, i
només si, Ae — x és invertible en A.

Notacié 1. Quan no hi hagi dubte possible sobre quina és l’algebra A que estiguem con-
siderant, ometrem el subindex A i escriurem simplement o(x) i Q(z) per referir-nos a
l’espectre i el conjunt resolvent d’un element x € A.

Exemple 2.21. Si A = M,,+,(C), aleshores 'espectre és simplement el conjunt dels
valors propis. Més en general, si X és un espai de Banach de dimensié infinita i A =
L(X), conjunt dels operadors lineals i continus en X, aleshores tot valor propi pertany a
I’espectre, pero el reciproc no és cert en general, ja que un operador injectiu no té perque
ser exhaustiu. Vegem aixo amb un exemple concret.

Considerem 'espai de Hilbert H = L?([0,1]), i definim I'operador de multiplicacié per
Pesquerra T': H — H per T'f(z) = xf(z). Vegem que esta ben definit. Com,

1 1 1
[ ler@Pe= [ af@Pde< [ if@)Pds < .
0 0 0
aleshores zf(z) € H. Vegem a més que és lineal i continu. Donat que,

T\f +pg) = (AN + pg) = M f) + p(zg) = XT(f) +pT(g9), VApeCiVf,geH,

T és lineal. A més,

sl =lesta= ([ \xf(xﬁdxf -(/ 1zv2|f(fﬂ)|2dx>; ([ If(:v)Ide>§ _

= [I£1l2-

Per tant T' és continu. Aixi doncs, T' € L(H). Sigui EV(T') el conjunt dels valors propis
de T. Anem a veure que EV(T) = 0, és a dir, que T'— A és injectiu per tot A\ € C. Per
a veure-ho vegem que ker(T — AI) = {0} per tot A € C. La inclusié {0} C ker(T — \I)



és clara, ja que (T"— AI)(0) = 0 per ser T" — A lineal. Per veure laltra inclusid, sigui
f € ker(T — \I). Aleshores,

(T-A)(f) =0 < Tf-Af=0 < (z-N)f=0 < (2=\)f(z)=0, Vael0,1].

0, siIm(\)#0o Re(M\) €]0,1]°
A siIm(A) =01 Re(\) € ]0,1]
, per tant és un conjunt de mesura nul-la amb la mesura de Lebesgue. Aixi doncs,
f(x) =0 a.e. z i aleshores, f =0 en H. Queda doncs provat que T no té valors propis.

Ara tenim que {x € [0,1] : z = A per algun A € C} =

Anem a veure ara que (1) = [0,1], és a dir, que T'— A no és exhaustiu per tot
A € [0,1]. Vegem primer la inclusié o(T) C [0,1]. Si A ¢ [0, 1], aleshores (x — A\)"'f € H
per tot f € H, ja que x — A # 0 en [0, 1]. En efecte,

1 1 1
[N @R de = [ NP @P dr <K [ @) de < o,
0 0 0
on hem usat que ﬁ < K,on K >0, jaquexz € [0,1]. Per tant, (T —\)~': H — H
definit per f +— (z —\)~Lf és I'invers de T — Al si A ¢ [0,1]. Per tant C\ [0, 1] esta inclos
en el conjunt resolvent de T, i aixd ens dona que o(7") C [0, 1].

Vegem ara 'altra inclusié. Sigui A € [0,1]. Aleshores T'— AI no és exhaustiu, ja que
clx — /\)_1 ¢ H per a ¢ # 0, i per tant les funcions constants no nul-les ¢ no pertanyen a
la imatge de T — AI. Vegem aixo més en detall. Prenem f = ¢, amb ¢ una constant no
nul-la, que pertany a H. Suposem que existeix g € H tal que (T'— AI)(g) = c. Aleshores,

Tg—dg=c <= (z—N)g(z) =c <= g(:v):%.
x —_—

Pero,

' L ef? ! IEC
/ l9(2)[? do z/ . \c!Q/ L e Jo-ox sAE01]
0 o |z — A2 o |z — A2 - G Ae01]

Com en el nostre cas A € [0, 1], tenim que g ¢ H, arribant a una contradiccié. Aixi doncs
la imatge de T'— AI no és igual a H. Per tant T'— AI no és exhaustiu i aleshores A € o(T).

El segiient teorema mostra que si afegim una “petita pertorbacié”a un element inver-
tible, aquest segueix sent invertible.

Teorema 2.22. Siguin A una dalgebra de Banach, x € G(A) i h € A tal que ||h] <
Fllz=t| 7t Aleshores x + h € G(A), i

Iz +h) ™ — 2™ + 27 ha ™| < 2|27 PRl
Demostracié. Com z+h = z(e+z~h)i |27 h| < 1, lapart (a) del teorema (2.17) implica
que e — (—x71h) € G(A). Aix{ doncs, z(e + x71h) € G(A) i per tant z + h € G(A).
La part (b) del teorema ([2.17) implica que la norma del segon membre de la identitat
(x4+h) =zt et ha = [(e+ 27 h) T —e a7 R

obtinguda utilitzant que (z +h)~! = [z(e + 2z 'h)] 7! = (e + 27 h) "z}, és com a molt
2||z71h||?|x7L||. En efecte, de (2.17) (b) tenim que,

[ e e

Tt < 1]

(e +27 ) — e+ a7l < < — 2fje A%



Per tant,
e +27"h) ™ —e+a Rz < (e + 27 h) ™ —e+a  h]f[la7 ] < 2z~ AP 271

Com
2/l AP lz ] < 207 P]|R)1?

obtenim la desigualtat buscada. U

Teorema 2.23. Si A és una algebra de Banach, aleshores G(A) és un subconjunt obert
de A, i Uaplicacié x +— x~1 és un homeomorfisme de G(A) en G(A).

Demostracié. Del teorema (12.22) obtenim que G(A) és obert. En efecte, sigui z € G(A)
ie=2llz7Y| . Aleshores si a € Be(z) = |la—z| < 3llz7!||7! i el teorema (2.22)
implica que (a —z) + x = a € G(A).

Del mateix teorema (2.22)) també obtenim la continuitat de x — z~!. En efecte,
ly™ =2 <y =2+ y —a)a | + a7 y - 2)a |

<227 HPlly — 2l® + llz7H P ly — =],

on y € G(A). Per tant, per tot z € G(A) i per tot € > 0 escollim § tal que 2||z~1||362 +
|z~ 1|25 < €, i obtenim la continuitat de 'aplicacié.

Finalment, com z — 2! aplica G(A) en G(A) i és la seva propia inversa ((z~
és un homeomorfisme. O

El segiient teorema és un dels resultats més fonamentals de la teoria de les algebres
de Banach. En la seva demostraci6 la teoria de les funcions holomorfes en una variable
complexa jugara un paper rellevant. Abans d’enunciar aquest teorema, pero, ens convé
donar una definicid i enunciar el teorema segiients.

Definicio 2.24. Sigui Q@ C C un obert i X un espai de Banach complexr. Una funcio
f:9Q — X es diu holomorfa en Q) si

i 00 = ()

w—z w—z
existeir (en la topologia de X ) per tot z € Q).

Teorema 2.25 (Teorema de Cauchy). Sigui Q un obert de C, sigui X un espai de Banach
complex i suposem que f: Q1 — X és holomorfa. Aleshores el teorema de Cauchy és valid,
és a dir, siI' és un cami tancat en Q tal que Indr(w) = 0 per tot w ¢ Q, aleshores

(212) [ s@ac=o.
A més si 'y i 'y sdn camins tancats en € tals que
Indr, (w) = Indr, (w)

per tot w ¢ 2, aleshores
(2.13) [ s©dc= [ rod
r Ty
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Una demostraciéo d’aquest teorema es por trobar, per exemple, en el teorema 3.31 de
[17].

Teorema 2.26. Si A és una algebra de Banach i x € A, aleshores l'espectre o(x) de x
és compacte i no buit.

Demostracié. Anem a veure primer que o(x) és acotat. Si |A| > ||z aleshores e — A\ 7lz €
G(A) pel teorema , i com e —z = A(e — A"1z), que té per invers A"l (e — A71z) 7,
també tenim que Ae — x € G(A). Per tant, A ¢ o(x). Aixi doncs, si A € o(z), aleshores
Al < ||z||. Es a dir, o(z) és un conjunt acotat.

Vegem ara que o(z) és tancat. Per a fer-ho definim g : C — A per g(\) = e — z.
Tenim que g és continua ja que

lg(A) =gl = lIre — 2 — (pe — 2)|| = [(A = pell = [A — pl.
Aixi doncs, és una isometria i per tant continua. A més
g HGA)={AeC:gN)eGA)}={NeC:de—z€GA)} =0a(z).
Com g és continua i G(A) és obert, o(x)¢ és obert i per tant o(x) és tancat. Concloem
doncs que o(x) és compacte.
Sigui 2 = o(z)°. Per tal de veure que o(z) és no buit, definim f: Q — G(A) per
(2.14) fO)=0RQe—2)"Y,  vieQq.
Ara substituim z per Ae — z i h per (u — \)e en el teorema . SiAeQipés prou

proper a A, el resultat d’aquesta substitucid és

(2.15) (1) = FO) + (= N2 < 20 F )P = A%,
de manera que

_f(w) = f(A)
igﬁ_—fm), \ON=RY)

ja que fent © — X en (2.15) tenim que Hw - (—f2()\))H — 0. Per tant f és una

funcié holomorfa en 2 a valors en A.

Si |A| > [|z]|, es compleix que [[(A™'2)"|| < [[A7'z||™ i |A"'z|| < 1. Per tant, el
mateix argument que en la demostracié de la part (a) del teorema (2.17) prova que
sp=e—+ A"l 4.+ X"z" és de Cauchy. Aix{ doncs, s, — s € A, on

5= i Az = (e — A t) = AN e — )] = Af (V).
n=0

Per tant,
o]

FO)=> Al
n=0
Aquesta serie no és més que la serie de Laurent de f en el domini {|\| > ||z||}. Per tant, la
série convergeix uniformement sobre compactes de {|A| > ||z||}. En particular, convergeix
uniformement sobre tota circumferéncia I'y, amb centre en 0 i radi r > ||z||. Aix{ doncs,
la integraci6 de f(\) terme a terme és legitima. Per tant,

1
(2.16) 2" =— [ N'f(A)d\  perar>|z|]iVneN.
211 I,

11



En efecte,

1 1 < gm " 1
— [ A"F(N\)d\ = — N — _d\=— LU - )
2mi Jp, >y 2mi |, mZ::o AmAl 2mi mz::o v /FT \l+(m—n) =77

i aquesta darrera integral val 27i si n = m i 0 en cas contrari. D’aqui obtenim (2.16])).

Si o(z) fos buit, Q seria C i el teorema de Cauchy ([2.25), implicaria que totes les
integrals de (2.16) sén 0. Perdo quan n = 0, el membre de 'esquerra de (2.16|) és e # 0.
Aquesta contradicci6 prova que o(x) és no buit. O

Observaci6 2.27. Per tal d’aplicar el teorema de Cauchy (2.25)) a les integrals de ’equacié
(2.16]) hem fet servir el resultat segilient aplicat a () = A™:

Sigui Q2 un obert de C, A una algebra de Banach i f: Q — A, ¢ :  — C funcions
holomorfes. Aleshores pf : 2 — A és una funcié holomorfa.

Definicié 2.28. Per tot x € A, el radi espectral de x és el nimero
pa(x) = sup{[A[ : A € oa(z)}.

Es a dir, és el radi del menor disc tancat en C centrat en 0, que conté o(x).

Observacié 2.29. L’existencia de sup{|\| : A € o(z)} és conseqiiencia del teorema ([2.26
(n’hem obtingut que o(z) és no buit i acotat). Aix0 ens garanteix que la definici6 (2.28
té sentit.

Notacié 2. De nou quan no hi hagi dubte possible sobre quina és l’algebra A que estiguem
considerant, ometrem el subindex A i escriurem simplement p(x) per referir-nos al radi
espectral d’un element x € A.

Teorema 2.30. Per tot x € A el radi espectral p(z) satisfa

(2.17) p(z) = lim ||z"||= = inf ||z"=.
n>1

n—oo

Aquesta igualtat s’anomena formula del radi espectral.
Observem que l'existencia del limit (2.17)) és part de la conclusié.

Demostracié. Primer notem que la implicacié A € o(x) aleshores |A| < ||z|| vista en el
teorema (2.26)) i la definicié de radi espectral, ens donen la desigualtat

(2.18) p(z) < |z

A més tenim que 2 = o(z)° conté tots els A € C tals que |A| > p(z), ja que si A € o(x)
aleshores |\| < p(z), i per tant |A| > p(x) implica que A € Q. Aix{ doncs, si w ¢ Q
aleshores |w| < p(x). En conseqiiencia,

Indr, (w) =Indr,, (w) =1

per a I'y, i I, circumferéncies centrades en 0 i de radis 1 > ||z|| i 2 > p(z). Per
tant aplicant (2.13) del teorema de Cauchy (2.25), tenim que la condicié r > ||z|| pot

substituir-se en (2.16)) del teorema (2.26) per r > p(z).

12



Considerant 'aplicacié f definida en (2.14)) del teorema (2.26]) definim

M(r)= max [f(re”)],  Vr>p(x).
0€[0,2m]
Com f és continua, la composicié de f i || - || també és continua. A més {re? : 0 € [0, 27]}

és compacte, i per tant el teorema de Weierstrass garanteix que M(r) < oo. Ara (12.16])
del teorema (2.26]) ens dona que

|| < M ().

En efecte,
n 1 n 1 o 0 |n 0 !
=" =o=|| [ A"FN A < o= [ [re”["||f(re”)[[|T%.(0)] 46
27 Iy 27 0
< i7’"]\4(7’) /27T IT7.(0)] do = i7“"M(7“)2 r ="M (r)
~ 27 0 " o = '

D’aqui, prenent arrel n-essima, obtenim que
2" |[% < rraM(r)n.

Com el membre de la dreta és una successié convergent, és acotada. Aix0 garanteix
Iexistencia del limit superior del membre de I’esquerra. Ara, prenent limit superior a
banda i banda de la desigualtat obtenim que

lim sup ||x”]|% <, Vr > p(z),
n—oo
d’on
(2.19) limsup [|z"[|7 < p().
n—oo

D’altra banda, si A € o(x), la factoritzaci6
(2.20) (e —x) < Z A”llx’> = Z D L AR L
=0 i=0

prova que A\"e — z" ¢ G(A). Per tant A" € o(z™). Per la desigualtat (2.18]), |\ < ||z |
per a n € N*. Per tant,

AP < ) = N < lanlF = (A < nf o
n_
Es a dir, inf,> ||:B”||% és una cota superior de |\|. Per definicié de radi espectral, tenim
doncs que
1 1
, < "W < limi i
(2.21) plx) < inf [l < liminf ||z"[},
i (2.17) és una conseqiiencia directa de (2.19)) i (2.21). O
Observacié 2.31. Per a deduir de (2.20) que \'e — 2™ ¢ G(A) hem fet us del cas

commutatiu del resultat segiient:

Si zy 1 yx sén invertibles en A, aleshores x i y sén invertibles en A

13



El segiient teorema és una conseqiiencia del teorema ([2.26)), i caracteritza les algebres
de Banach que sén algebres amb divisid, és a dir, en que tot element no nul és invertible.

Teorema 2.32 (Gelfand-Mazur). Sigui A una algebra de Banach amb divisio. Aleshores
A és isométricament isomorfa al cos dels complexos.

Demostracié. Pel teorema ([2.26)), per tot z € A, existeix A\, € C tal que \ye —x ¢ G(A).
Com G(A) = A\ {0} per hipotesi, se segueix que \ze = x.

Vegem que aquest A, és unic, és a dir, que o(z) consta exactament d’un punt. Siguin
x € Ai A, A € C, tals que A\ # Ao. Aleshores com a molt un dels elements Aje — = i
Xoe — x és 0. En efecte, si

Ae—z=0 1 Xe—z=0 = Ne=Xe <= (A1 —A2)e =0,

que com e # 0 implica que A1 = A2, que és una contradiccié. Per tant, com ens trobem
en una algebra amb divisié, almenys un dels dos és invertible, i per tant no pot ser que
tots dos pertanyin a o(z).

Considerem ara 'aplicacié x +— A;. Clarament és un morfisme d’algebres. A més és
exhaustiu ja que per tot p € C, p € o(pe), i per tant g = A,e. Es també una isometria,
ja que |Az| = |[\ze|| = ||z|| per tot x € A. O

Ens preguntem ara si els espectres de dos elements = i y de A sén propers, en un sentit
convenientment definit, quan = i y sén propers 'un a l'altre. El segiient teorema respon
a aquesta pregunta de manera senzilla.

Teorema 2.33. Suposem que A és una algebra de Banach, x € A, Q) és un conjunt obert
de C i o(x) C Q. Aleshores existeiz 6 > 0 tal que o(z +y) C Q per cada y € A tal que
[yl < é.

Demostracié. Ja hem vist que ||(Ae — z)71| és una funcié continua de A en el comple-
mentari de o(x). Aquesta norma tendeix a 0 quan |[A\| — co. En efecte, recordem que en

[e.@]
el teorema ([2.26) vam veure que si A > ||z, |[(Ae — 2)71|| = > A" 1a™. Per tant, en

aquestes condicions

1
N "
It I Z T = Tl

que prova que ||(Ae — x)7Y| — 0 quan |A| — oc.

Aixi doncs existeix un nimero M < oo tal que
[(Ae —2)7| < M, VA e Q°.
Ara, siy € A, |ly|| < 77 1 A ¢ ©, se segueix que
e — (z+y) = (e —x)[e — (Ne — )1y
és invertible en A, ja que [|(Ae — z) 'yl < [[(Ae —2) H|ly|l < M4; = 1. Per tant

A ¢ o(x +y). Aixo dona la conclusié desitjada amb 6 = ﬁ, ja que hem provat que
Q° C o(x +y)° que implica o(x + y) C . O

14



2.4 Calcul simbolic

Donada una funcié f : 2 — C on Q2 C C és obert i  un element d’una algebra de Banach
A, volem veure quan podem donar sentit a I’expressié f(x) en A.

Exemple 2.34. Si considerem f : C — C definida per f(A) = ag + -+ + apA\", és a
dir, un polinomi amb coeficients complexos «;, és clar que vol dir f(z). En efecte, és
lelement de A definit per f(x) = ape + a1z - - - + a,x™, que es troba ben definit ja que la
multiplicacié, la suma i el producte per escalar sén tancats en A.

o0
Exemple 2.35. Si considerem f : C — C definida per f(A) = > ax ¥ i que sigui entera,

k=0
oo
resulta natural definir f(z) € A per f(z) = 3. azz”, ja que aquesta serie sempre és
k=0
convergent. En efecte, si f(\) € H(C), aleshores el seu radi de convergencia és Ry =
okl — 5o, D’altra banda,
n—o0 |41l
o oo oo
k k k
D e[l =" lanll2*]| < lowl 2],
k=0 k=0 k=0
Jou |

que té per radi de convergencia R, = lim R) = co. Aixi doncs,

n—oo lokt1l

o0 oo
ZHakka < 00, Vee A = Zakazk < 00, Vo e A,
k=0 k=0

ja que ens trobem en un espai de Banach. Notem que en particular, si

k!
k=0

ok
fN) =er = :exzz%, Vo € A.
k=0

Exemple 2.36. Considerem f : C\ {a} — C, la funcié meromorfa definida per f(\) =

—L;. En aquest cas, la definicié natural de f(z) és f(z) = (ce — )", que té sentit per

tot = tal que a ¢ o(x).

En vista d’aquest darrer exemple podriem conjecturar que f(x) és definible en A quan
f és holomorfa en un conjunt obert que conté a o(z). Més endavant en aquesta subseccié
veurem que aquesta conjectura és correcta i que es pot deduir d’una certa versié de la
férmula de Cauchy.

Interrompem ara el desenvolupament principal d’aquesta subseccid, per tal de presen-
tar alguns resultats que necessitarem més endavant.

2.4.1 Integracié de funcions a valors en una algebra de Banach

Per tal de poder desenvolupar el calcul simbolic necessitarem poder integrar funcions
continues definides sobre un espai de mesura compacte Q amb una mesura complexa p i
que prenen valors en una algebra de Banach A.

Definicié 2.37. Siguin p una mesura complexa de Borel en un espai de mesura compacte
i de Hausdorff Q, X un espai de Banach i f una funcié continua de Q a X. L’aplicacid
Af:Q — C es defineizx per

(Af)(q) = A(f(q)), VYgeQ.
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St existeix un vector y € X tal que
A= [ (A

per tota A € X*, aleshores, per definicid, prendrem

/Qfdurzy-

Observacié 2.38. Es clar que com a molt existeix un tal y, ja que X™* separa punts de
X (veure el corol-lari del teorema 3.4 en [17]).

L’existencia queda provada pel segiient teorema, del qual se’'n pot trobar una demos-
tracid, per exemple, en el teorema 3.27 de [17].

Teorema 2.39. Siguin X un espai de Banach i p una mesura complexa de Borel definida
en un espai de Hausdorff compacte Q. Si f: Q — X és continua, aleshores la integral

yz/Qfdu

existeir en el sentit de la definicid .

Presentem ara un resultat del qual haurem de fer is més endavant. Se’n pot trobar
una demostracid, per exemple, en el teorema 3.29 de [17].

Teorema 2.40. Sigui Q un espai de Hausdorff compacte, X un espai de Banach, f :
Q — X continua, i p una mesura de Borel positiva definida en Q. Aleshores

H /Q fduH < /Q 11l d.

Ens interessa ara demostrar una propietat addicional d’aquesta integral que farem
servir en el que segueix.

Proposicié 2.41. Sigui A una algebra de Banach i f una funcid a valors en A, continua
en un espai de Hausdorff compacte QQ sobre el que esta definida una mesura complexa de
Borel n. Si x € A, aleshores

(2.22) x/Qfdnz/Qxf(p)du(p)

(2.23) ( /Q fdu)xZ /Q fp)zdulp), e Q.

Demostracié. Provem primer (2.22)). Sigui M, l'operador de multiplicaci6 per 'esquerra
per z, definit per z — xzz per tot z € A, i sigui A una forma lineal acotada sobre A.
Aleshores AM, és una forma lineal acotada sobre A. En efecte, és lineal donat que

(AM;)(Aa + pb) = A(Aza + pab) = A (za) + pA(zd) = AM(AM;)(a) + p(AM,)(b),
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i acotada ja que
[AM,(a)| = |A(za)| < M[zal < M|lz|all,

per a M > 0, tenint en compte que A és acotada. Com M, és continu i per tant M, f
també, la definici6 (2.37)) aplicada d’una banda a la integral de f i de I'altra a la integral
de M, f implica que

AM, /Q fdp = /Q (MM, f) dps = A /Q (M) du,

per cada A € A*. Aixi doncs com A* separa punts de A,

Mx/Qfdu - /Q(Mmf) dp

que és justament una altra forma d’escriure ([2.22)).

Provem ara ([2.23)) Canviant en la demostracié de ([2.22)) M, per 'operador de multi-
plicacié per la dreta la demostracio és exactament la mateixa. (|

2.4.2 Contorns

Tot i que l'exposat en la subseccié (2.4.1) és més general, a nosaltres ens interessara
realitzar la integracié sobre uns compactes de Hausdorff particulars que presentem a
continuacié.

Sigui K un subconjunt compacte d’un obert €2 C C i sigui I' una col-leccié finita de
segments orientats 71, ..., v, en £ cap dels quals talla a K. En aquestes condicions,

(1) La integraci6 sobre I' es defineix per

n

/F P(\) dr = Z A B(A) dX.

]:1 J

(2) Podem escollir I" un cicle de manera que

1 d\ 1 si(ekK
Indr(C)=./= ‘g
2mi Jp A —C 0 si¢ gé Q
i tal que la férmula de Cauchy

Q) = - /F (A—O) L F(N) dA

- 2mi
sigui valida per tota funcié f holomorfa en €2 i per cada ( € K. Per a una demos-

tracié d’aquest fet vegis, per exemple, el teorema 13.5 de [16].

Per referir-nos a la situacié (2) direm que el contorn I' envolta K en Q.
Notis que ni K, ni €2, ni la unié dels segments orientats 7; s’han suposat connexos.

Reprenem ara el fil principal. Anem a veure com donar sentit a f(z) si f és una funci6
racional. Primer de tot necessitarem el segiient lema.
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Lema 2.42. Siguin A una algebra de Banach, x € A, a € C tal que a ¢ o(x), @ = C\{a}
i suposem que I' envolta a o(xz) en Q. Aleshores
1

(2.24) 5 (@ —=XN)"Ne—z)td\ = (ae — ), Vn € Z.
i

Demostracié. Denotem la integral en ([2.24) per y,. Quan A ¢ o(z),

(2.25) Me—z)"t = (ae—2)"t + (a = N)(ae —z) T (he — )7L
Ara per la proposicié (2.41)), y, és llavors la suma de
1
1

(e — )

Tt — —N"d\ =
2mi /F(a ) 0,

on la integral és zero pel teorema de Cauchy, ja que Indr(«) =0, 1 de

*i /F(oz — A" (e —2)7tad

ae —x
( ) 27
Per tant,

(e — )Yn = Yn+1, Vn € Z.

Aquesta férmula recurrent demostra que la igualtat (2.24)) es dedueix del cas n = 0. Hem
de provar doncs que

1

2.26 —
( ) 21 T

(Ae—z)tdr=e.

Sigui I', una circumferencia orientada positivament, centrada en 0 i de radi r > |[|z|].

o0
Sobre Ty, (Ae — )™t = >> A7 12" tal com es va veure en la demostracié del teorema
n=0
(2.26]). La integracié terme a terme d’aquesta série dona ([2.26)), amb I, en lloc de I'. En
efecte,

[e.e]

1 1
, e — d\ = — "(2midn0) = e.
2mi Jr, (e —z) = omi Z - AnH ami o= (2midno) = e

Com l’integrand de és una funcié a valors en A holomorfa sobre el complementari
de o(z) (vist en la demostracié del teorema ([2.26)), i com

Indr, (¢) = 1 = Indr(¢)

per cada ¢ € o(x), el teorema de Cauchy (2.25) prova que la integral (2.26]) no canvia si
se substitueix I' per I';. Aix0 completa la demostracié. (I

Teorema 2.43. Sigui
(2.27) R(N) =P+ emua(A—am) "

una funcidé racional amb pols en els punts cu,. (P és un polinomi, i la suma de té
tan sols un nombre finit de termes). Si x € A i o(x) no conté pols de R, definim

(2.28) R(z) = P(z) + Z Cmp (T — ame) ™.

m,k

Si Q és un conjunt obert en C que conté a o(x) i en el que R és holomorfa, i si I' envolta

a o(x) en Q, aleshores
=5 / R\ (e —2) ta.
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Demostracié. La prova s’obté aplicant el lema (2.42)). En efecte,

27m/R Ae — ) 27”/]3 Ae — ) “Lax +
—I—%cm,kzm/lﬂ()\—am)_k()\e—x) d\ = P(x —I—%cmk z — ame) ¥ = R(2).

On hem aplicat el lema ([2.42) a cadascun dels termes del polinomi P()\) i a la integral
del segon sumand. O

Notis que (2.28) és la definicé més natural de funci6 racional en x € A. El teorema
ens demostra que mitjangant la férmula de Cauchy s’obté el mateix resultat. Aquest fet
motiva la segiient definicié.

Definicié 2.44. Siguin A una algebra de Banach, Q un conjunt obert en C i H(Q)
lalgebra de totes les funcions complexes holomorfes en €. Pel teorema ,

Ag={x € A:0(x) CQ}
és un subcongjunt obert de A.

Definim ﬁ(AQ) com el conjunt de totes les funcions f a valors en A, definides sobre
Aq, obtingudes a partir de funcions f € H(Q) per la formula

(2.29) =5 / FO) (e —z)7tax,

on I' és qualsevol contorn que envolti o(x) en Q.
Aquesta definicié requereix d’alguns comentaris.

(a) Com T esta aillat de o(x) i la inversié és continua en A, I'integrand en (2.29) és una
funcié continua, per tant la integral existeix i defineix a f(z) com a element de A.

(b) L’integrand, de fet, és una funcié holomorfa a valors en A definida en el comple-

mentari de o(x) (veure 'observacié (2.27)). Per tant el teorema de Cauchy ({2.25)),
implica que f(z) és independent de l’eleccio de T', en el benentes que I' envolti o(x)

en ).
(c) Siz=caeiacQ,laférmula (2.29) esdevé
(2.30) flae) = f(a)e.
En efecte,
/f Y( e — ae)” /f a)e] L dr =
= o
fx
-  ar = fae.

27m r )\ -«
On A # ajaque I’ no talla o(«e), ila darrera igualtat s’obté utilitzant que Indp(«) =
1 donat que o(ae) = {a} i aplicant el teorema de Cauchy.
Observis que ae € Agq, si, i només si, a € ). En efecte, ae € Aq, si, i només si,
{a} = o(ae) C Q, si, i només si, a € Q.

Si identifiquem A € C amb Ae € A, cada f € H(f) pot considerar-se com a
f:Aqn{e) — A1ialeshores 1) prova que f pot considerar-se com una extensié
de f.
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(d) Si S és un conjunt qualsevol i A és una algebra, la col-leccié de totes les funcions
definides en S i a valors en A és una algebra si es defineixen el producte per escalar,
la suma i la multiplicacié punt a punt. Per exemple, si u i v apliquen S en A,
aleshores

(uv)(s) = u(s)v(s), Vs e S.

Nosaltres aplicarem aquest fet a funcions definides en Aq a valors en A.

Els objectes f(;c) definits a partir de la definicié lb tenen algunes propietats in-
teressants. En resumim les més importants en els segiients tres teoremes.

Teorema 2.45. Siguin A, H(Q) i H(Ag) com en la definicid . Aleshores:

(1) H(Aq) és una dlgebra compleza.

(2) Laplicacié f — f és un isomorfisme d’algebres de H(QY) en H(Aq) que és continu
en el sentit seglient:

Si fn € H(Q2) ambn € N* ¢ f,, — f uniformement sobre els subconjunts compactes
de 2, aleshores

fl@) = lim fu(x) V€ Aq.

n—oo

(3) Siu(A) =Xiv(A) =1 en Q, aleshores u(z) = x i v(x) = e per tot v € Aq.

Demostracid. L’aﬁrmaci(’)se segueix del teorema (2.43)). En efecte, u : 2 — C definida
per A = Aiwv:Q — C definida per A — 1 sén funcions racionals holomorfes en 2. Com

x € Agq, aleshores o(x) C Q. Per tant,

_ 1 »
u(z) = 5 F)\()\e —z) d\ ==z,
! 1
v(z) = 3 /F(Ae —z) td=e.

L’afirmacio se segueix de ’observacio @

Comprovem ara ’afirmacio La linealitat de f — fés clara, en vista de la repre-
sentacié integral (2.29) de la definicié ([2.44]).

Per veure’n la injectivitat, si f pertany al nucli de I'aplicacid, f: 0. Aleshores com
i

f(a)e = f(ae) per tot o € Q (veure ), tenim que f = 0.

L’exhaustivitat és clara per definicié de H(Ag).

Anem a veure’'n la continuitat en el sentit esmentat en I’enunciat. Tenim que
Ve' >0 Inj € N*:Vn > ng, |fn(A) — fF(N)] <& VA e K CQ compacte.
Volem veure que

Vz € Ag Ve >0 3ng € N*:¥n > ng, ||fu(z) — f(z)] <e.
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Fent 1s del teorema ([2.40), de la definicié (2.30)), del fet que (Ae — x)~! és continua per
tot A € T' (vist en la demostracié del teorema (2.26]) ) i usant el mateix I' per tot f,,
tenim que

1
271'2

1f () = fla)] =

IR f(A)KAe—ﬂ:)‘ldAH
3 [ 1) = FOV e =)

| /\

Com T és compacte i ||(Ae — x)7!|| és continua, el teorema de Weierstrass ens dona que
[(Ae — 2)71|| és acotat en T, és a dir, ||(Ae — 2)7!|| < C per tot A € I'. Ara donat un

€ > 0 prenem & = %, on M = fF d\, 1 escollim ng = nj. Aleshores per tot n > ny,

|fn(A) = f(N)] < € i per tant

/|fn — FOV)| [[(he —2) 7Y dX < eC/d)\— —'CM =e¢.

Només ens manca veure que f +— Jch és multiplicativa. Dit d’una altra manera, si
feHQ),ge HQ)ih(A) = f(AN)g(N) per tot A € , hem de veure que

(2.31) h(z) = f(z)g(x), Vo € Aq.

En el cas racional, si f i g s6n fun(nons racionals sense pols en i h = f g, aleshores
h(z) = f(z)g(x), i com el teorema assegura que R(z) = R(z), (2 és valida.

En el cas general, el teorema de Runge (teorema 13.9 de [16]) ens permet aproximar
f 1 g per funcions racionals f, i g,, uniformement sobre els subconjunts compactes de 2.
Aleshores fngn convergeix a h de la mateixa manera (ja que el producte en C és continu),
i se segueix de la continuitat de I'aplicacié f — f En efecte com ja tenim el
resultat en el cas racional sabem que si f, € H(Q), g, € H(Q) i hy(\) = fn(A)gn(A) per
tot A € Q, aleshores hy,(z) = fn(7)gn(z) per tot x € Ag. Com f, = f, gn — g, by — h i
f — f és continua, aleshores f,, — f, g, — g i h, — h. Per tant,
lim hy(z) = lim fp(2)gn(z) = lim fu(x) lim g,(z) < h(z) = f(x)g(z), Vze Aq

n—oo n—oo n—oo

n—oo

, on s’ha fet servir que el producte és continu en A. O

Com H () és clarament una algebra commutativa, pel teorema (2.45) H (Aq) és també
commutativa. Malgrat que aixo pugui semblar sorprenent ja que f(z) i f(y) no tenen

perque commutar, f(z) i g(z) sf que commuten en A per tot x € Ag. Per tant fg = gf
per la definici6 del producte en H(Aq) (veure @ en els comentaris a la definicié (2.44))).

Teorema 2.46. Siguin x € Aq i f € H(QY). Aleshores:

(a) f és invertible en A si, i només si, f(\) # 0 per tot X € o(x).
(b) o(f(x)) = flo(x)).
La part (b) s’anomena teorema de l’aplicacio espectral.

Demostracié. (a) Per a la implicacié cap a l’esquerra. Si f no té zeros en o(z), aleshores
g = % és holomorfa en un conjunt obert ©; tal que o(z) C Q7 C Q. En efecte, Q; =
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Q\ Z(f), on per Z(f) denotem el conjunt de zeros de f en 2, que és un tancat. Com
fg = 1en Qy, el teorema (2.45) (amb 4 en lloc de Q) prova que g(x) f(x) = f(z)g(z) = e
(aplicant f +— f a la igualtat anterior), i per tant f(z) és invertible en A.

Per veure la implicaci6 cap a la dreta procedim pel contrareciproc. Si f(a) = 0 per

algun « € o(x), aleshores existeix h € H(2) tal que
(A= a)h(A) = F(N), VA€Q,

la qual cosa implica
(2.32) (z — ae)h(z) = f(z) = h(z)(z — ae)
pel teorema 1j i fent servir que pel lema 1} f= fenvia A—aax— ae. Com
x — ae no és invertible en A, tampoc ho és f(x) per (2.32).

(b) Fixem g € C. Per definicié, § € U(f(x)) si, 1 només si, f(l‘) — Be no és invertible
en A. Per (a), aplicat a f — 8 en lloc de f, aix0 succeeix si, i només si, f — 3 té algun zero

en o(x), és a dir, si, i només si, existeix A\g € o(x) tal que (f — 8)(Ag) = 0, que ocorre si,
i només si, f(Ag) = B si, i només si, § € f(o(x)). O

El teorema de I’aplicacié espectral fa possible incloure la composicié de funcions entre
les operacions del calcul simbolic, tal com mostra el segiient teorema.

Teorema 2.47. Siguin v € Aq, f € H(Q), Q1 un obert que conté a f(o(x)), g € H(S), i
h(A) = g(f(A)) en Qo, conjunt de tots els A € Q tals que f(A) € Q. Aleshores f(z) € Ag,

i h(z) =g(f(z)). Esadir, h=gof sih=gof.
Demostracio. Per la part (b) del teorema (2.46), o(f(z)) = f(o(x)) C Q1, que és equiva-
lent al fet que f(z) € Aq,, i per tant g(f(z)) esta ben definit.

Fixem un contorn I'; que envolti f(o(z)) en ;. Com f és continua, existeix un
conjunt obert W, amb o(z) C W C Qq, prou petit per tal que

(2.33) Indr, (f(\) =1, VAeW.

Aquest fet ens indica que f(\) ¢ I'; per tot A € W. Fixem un contorn I'g que envolti
o(x) en W. Si ¢ € T';, aleshores ﬁ € H(W). Per tant usant I'isomorfisme del teorema
(2.45)), amb W en lloc de €2, tenim que

@31 e @) =0 | K-S0 an, weers
Com I'; envolta a o f(m en 1, (2 - i - ) impliquen

3@ = 5 [ a(Olce ~ Fla))dc =

N
B % . (217”/r 9(Q)[Ce - f(a:)]ld§> (Ae —z)"tdr =
—or: [ N0 a7 ar= 2 [ e -0 =i

On en la segona igualtat hem fet servir el teorema de Fubini i en la tercera igualtat hem
fet servir (2.33)) per aplicar el teorema de Cauchy per tal d’obtenir

L g©lce - Tt dc = g(£ (V).

27 I
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2.4.3 Aplicacions

Donem ara algunes aplicacions del calcul simbolic que hem desenvolupat fins ara.
Definicié 2.48. Diem que un element x € A té una arrel n-éssima (ambn € N*) en
A six=1y" per algun y € A.

Si x = exp(y) per algun y € A, diem que y és un logaritme de x € A.

Observaci6é 2.49. Podem definir I’exponencial d’un element d’una algebra de Banach
via la serie de potencies o equivalentment mitjancant la integral de linia de la definicié

(2.44). A més, com

Eon Eoq ko
Y Se—y)tdar=> = / Nde—y) tdd=> =
I'n=0 n! n=0 n! r n=0 n!
i
f(N) = nz% ] convergeix uniformement a nZ:O = exp(A) per tot A € C,

la continuitat demostrada en ([2.45)) ens dona que

00 k n
y : y 1 1
=1 A — AN (e — dA.
Z nl ke n!  2mi pexp( JAe =)
n=0 n=0

Per tant ambdues definicions coincideixen.

Teorema 2.50. Siguin A una dlgebra de Banach, x € A i suposem que l’espectre o(x)
de © no separa O de co. Aleshores:

(a) x té arrels de tots els ordres en A,
(b) x té un logaritme en A, i

(c) sie >0, existeiz un polinomi P tal que ||[z~! — P(z)|| < e.

A més, si o(x) esta en ’eix real positiu, les arrels en (a) poden escollir-se de manera que
satisfacin la mateiza condicio.

Demostracio. Per hipotesi, 0 esta en la component no acotada del complementari de o(z).
Per tant, existeix una funcié f, holomorfa en un conjunt obert simplement connex que no
conté 0, Q D o(x), que satisfa exp(f(A)) = A. En efecte, com A € H(Q) i 1 € H(f)), una
aplicacié de la part (h) del teorema 13.11 de [16] ens mostra I'existencia d'una tal f. Se
segueix del teorema que exp(f(x)) = x, per tant y = f(x) és un logaritme de x. Si
0 < |A| < oo per tot A € o(z), f pot escollir-se real sobre o(z) (prenent la determinacié

principal del logaritme, que és real sobre els reals) i, aleshores, o(y) = o(f(z)) = f(o(z))
esta en l'eix real, pel teorema de laplicacié espectral. Aixo prova (b).

Si z = exp(¥), aleshores 2" = x, ja que [ewp(@)]” = exp(f(A)) i aleshores pel
teorema (2.47)), [exp(%)]” = exp(y) = x. Una altra aplicacié del teorema de ’aplicacié
espectral ens dona que o(z) = olexp(¥)] = ewp[@] = e:np[%] C (0,00) si o(y) €
(0,00). Aixo prova (a).
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Per provar (c), observis que % es pot aproximar per polinomis, uniformememnt sobre
algun conjunt obert que contingui o(x) (teorema de Runge) i fent servir la continuitat
vista en el teorema obtenim el resultat desitjat. En efecte, com existeix P,(\) — %
uniformement per tot A € o(z) C 2, aleshores nh_}nolo P,(z) = 27! per tot x € Aq. Per tant,

per tot € > 0 existeix un ng € N tal que tot P, amb n > ng és tal que ||z~ — P, (z)|| < e.
U

Exemple 2.51. Com a cas particular de (b) tenim que M € M,,»,,(C) és ’exponencial
d’una matriu N € M,,»x,(C) si, i només si, 0 no és un valor propi de M si, i només si,
M és invertible. La segona equivalencia és evident. Per veure la primera equivaléncia,
aplicant (b) a A = M,,x,»(C) obtenim la implicacié cap a ’esquerra, i recordant que si
M = exp(N), els valors propis de M sén e, on \; sén els valors propis de N, tenim la
implicacié cap a la dreta.

3 Teoria de Gelfand

L’objectiu principal d’aquesta secci6 és desenvolupar la teoria de Gelfand de les algebres
de Banach commutatives. Com en la seccié precedent sempre suposarem que les algebres
de Banach estudiades sén unitaries.

3.1 Ideals i homomorfismes

Primer de tot recollim alguns resultats basics sobre ideals en una algebra de Banach
commutativa. Comencem considerant una algebra complexa commutativa.

Definicié 3.1. Es diu que un subconjunt no buit J d’una dalgebra complexa commutativa
A és un ideal quan

(a) J és un subespai vectorial de A, i
(b) xy € J sempre que x € A iy € J.
Observacions 3.2. (1) De la definicié és clar que tot ideal és una subalgebra de A.

(2) Notem que (b) implica que J és tancat pel producte per escalar. En efecte, per (b)
si e € A, iy € J, aleshores \ey = Ay € J, per tot A € Ciper tot y € J. En la
definici6 (3.1)) podriem demanar, doncs, només que J sigui tancat per la suma i la
part (b).

Definicié 3.3. Sigui J un ideal de A. Si J # A, diem que J és un ideal propa.
Exemple 3.4. Clarament {0} és un ideal propi de A.

Exemple 3.5. Sigui C([0,1]) :== C([0,1],C) ,amb la norma del suprem, I’algebra de Ba-
nach de les funcions complexes continues en [0, 1]. Sigui J = {f € C([0,1]) : f(z) =0Vx €
[0,4]}. Tenim que J C C([0,1]), ja que la funcié constant igual a 1 pertany a C([0,1])
pero no pertany a .J, i J és no buit ja que la funcié identicament nul-la hi pertany. A més,
si f,g € J, aleshores f + g € J, ja que en aquest cas f(z) + g(z) = 0 per tot z € [0, 3].
També es compleix que si A € Ci f € J, aleshores \f € J, ja que Af(x) = 0 per tot
z €[0,3],iquesi fecC(0,1])ig € J, aleshores f(z)g(z) = 0 ja que g(z) = 0 per tot
z € [0, 3]. Aix{ doncs, J és un exemple d’ideal propi no trivial de C([0, 1]).
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Definici6 3.6. Diem ideal maximal a tot ideal propi I de A que no estigui contingut en
cap ideal propi més gran, €s a dir, si no existeix cap ideal propi J de A tal que I C J C A.

Veure'm exemples d’ideals maximals més endavant.

Vegem ara algunes propietats basiques dels ideals.

Proposicié 3.7. Sigui A una dalgebra complexa commutativa. Aleshores:

(a) Cap ideal propi de A conté elements invertibles de A.

(b) Si a més A és una algebra de Banach, per tot J ideal de A, la seva adheréncia J és
també un ideal. Si J €és propi, aleshores J també.

Demostracié. (a) Sigui J C A un ideal propi i sigui z € G(A). Si x € J, aleshores com
7l € A, 7'z = e € J. Per tant, per tot y € A, ye =y € J, de manera que A C J i per
tant J = A, contradient ’assumpcié que J és propi.

(b) Tenim que J C J C A. Vegem que J és un ideal. Si z,y € J, aleshores existeixen
(Tn)n, (Yn)n € J tals que 2, — iy, — y. Com la suma és continua i J és tancat,
aleshores o, +y, =+ z+y € J. Si A € Cix € J, aleshores existeix (z,), C J tal que
2, — x. Com el producte per escalar és continu i J és tancat, aleshores Az, — Az € J.
Finalment, si x € Aiy € J, aleshores existeix (y,), C J tal que 3, — y. Com el producte
és continu i J és tancat, aleshores zy, — xy € J. Queda doncs provat que J és un ideal
de A.

A més, si J és un ideal propi, aleshores verifica que J C G(A)¢ i G(A)° és tancat en
A. Ara fent servir que J és la interseccié de tots els tancats que contenen J, tenim que
J C G(A)°. Per tant, J # A, és a dir, és propi. O

Observacions 3.8. (1) De la part (a) de la proposici6 (3.7]) se segueix que si e € J,
aleshores J = A, és a dir, que si J és propi, aleshores és una subalgebra no unitaria
de A (veure (1) de 'observacié (3.2)).

(2) Tot element no invertible = de A pertany a un ideal propi, per exemple, J = {zz :
z € A} = (x). Aixi doncs, z € A és invertible si, i només si, z no pertany a cap
ideal propi.

(3) En particular si una algebra de Banach A no conté cap ideal propi no trivial (# {0}),
aleshores A és un cos.

Per a la demostracié del proper teorema farem 1s del segiient resultat. Se’n pot trobar
una demostracié (que utilitza ’axioma de ’eleccid), per exemple, en [16].

Teorema 3.9 (Teorema de maximalitat de Hausdorff). Tot conjunt parcialment ordenat
no buit P conté un subconjunt totalment ordenat Q que és maximal respecte de la propietat
de ser totalment ordenat.

Teorema 3.10. Sigui A una dalgebra complexa commutativa amb unitat. Aleshores:

(a) Tot ideal propi de A esta contingut en un ideal mazimal de A.

(b) Si a més A és una algebra de Banach, aleshores tot ideal mazimal de A és tancat.
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Demostracié. (a) Sigui J un ideal propi de A. Sigui P la colleccié de tots els ideals
propis de A que contenen J. Ordenem P parcialment per la inclusié de conjunts; sigui Q
una subcol-leccié maximal totalment ordenada de P (I'existencia de Q queda assegurada
pel teorema de maximalitat de Hausdorff ), i sigui M la unié de tots els elements de
Q. Com que és la unié d’una col-leccié totalment ordenada d’ideals, M és un ideal. En
efecte, si x,y € M, aleshores existeixen I, J € Q talsque x € [ iy € J. Com l'ordre en Q
és total, suposem sense perdua de generalitat que I C J. Aleshores com z,y € J, tenim
quexz+yeJC M Amési e Ciaxe M, aleshores existeix I € Q tal que z € I,
i per tant Ax € I C M. Finalment, si x € A iy € M, aleshores existeix I € Q tal que
y €1, ipertant xy € I C M. Evidentment, J C M, i M # A ja que cap element de P
conté la unitat de A. Ara, la maximalitat de Q implica que M és un ideal maximal de
A. FEn efecte, si existeix Iy ideal propi de A tal que M C Iy C A, aleshores Iy conté J
i per tant Iy € P\ Q (com Ij inclou estrictament M, no pot pertanyer a Q). Perd com
M C Iy, iésla unié de tots els elements de Q, per tot I € Q, I C Iy. Aixd ens dona que
la col-leccié formada per tots els I € Q i aquest Iy és una col-leccié totalment ordenada
de P més gran que Q, contradient la maximalitat de O.

(b) Sigui M un ideal maximal de A. Com M és un ideal propi, aleshores M és un
ideal propi de A. Donat que M C M, la maximalitat de M prova que M = M, d’on se
segueix que M és tancat. O

Observaci6 3.11. Recollint alguns dels resultats precedents, podem enunciar el segiient:

Un element x d’una algebra de Banach commutativa A és invertible si, i només si, x
no pertany a cap ideal maximal. En particular, si A no admet cap ideal maximal no nul,
aleshores és un cos.

3.1.1 Homomorfismes i algebres quocient

En aquesta subsecci6 farem la construccié d’unes algebres de Banach que ens seran molt
utils per demostrar un dels fets clau de la teoria de Gelfand. Comencem abans amb un
resultat senzill.

Proposicié 3.12. Siguin A i B algebres de Banach commutatives i ¢ un homomorfisme
de A en B. Aleshores en nucli de ¢ €s un ideal de A, que és tancat quan ¢ és continu.

Demostracid. Tenim que ker(¢) C A i ker(¢) # 0 ja que 0 € ker(¢). Siz,y € ker(¢),
aleshores ¢(z + y) = ¢(x) + ¢(y) =0+ 0 = 0, per tant x + y € ker(¢). També, si A € C
iz € ker(¢), aleshores ¢p(Ax) = Ap(z) = A0 = 0, per tant Az € ker(¢). Finalment, si
x € Aiy € ker(¢), aleshores ¢(zy) = ¢(x)p(y) = ¢(x)0 = 0, per tant zy € ker(¢). Aixi
doncs queda comprovat que ker(¢) és un ideal de A.

Sigui (zp)n C A, tal que x,, € ker(¢) i z, — x. Si ¢ és continu, 0 = lim, o0 ¢(zy,) =
o(x), aleshores x € ker(¢), i per tant ker(¢) és tancat en A. Aix0O prova la segona
afirmacio. O

Ara anem a abordar la construccié de les algebres de Banach esmentades a l'inici.
Abans pero recordem la construccié segiient.

Definicié 3.13. Sigui E un espai vectorial i F' un subespai vectorial de E. Definim una
relacio binaria ~ a E per
U~V << u—veEF
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Clarament ~ és d’equivaléncia. Designem el conjunt quocient per E/F i per m(u) la classe
a E/F del vector u de E. Tenim que 7(u) = {u+w : w € F}. Definim a E/F una suma
1 un producte per escalar per

(3.1) m(x)+7(y) =n(z+y), an(xr)=mn(ax), Vz,ye E iacC.

Es comprova facilment que aquestes operacions estan ben definides, és a dir, que no
depenen del representant escollit a cada classe. El zero de E/F és w(0) = F. Amb
la suma i el producte per escalar que hem definit, doncs, E/F és clarament un espai
vectorial, que s’anomena espai vectorial quocient de E per F. A més per , T
és una aplicacio lineal exhaustiva de E en E/F que té F per nucli. Aquesta aplicacié T
s’anomena aplicacié quocient de E en E/F.

Ara aquest espai vectorial es pot equipar amb una multiplicacié i una norma que el
converteixen en una algebra de Banach.

Teorema 3.14. Sigui J un ideal propi tancat d’una algebra de Banach commutativa A,
im: A — AJJ Uaplicacié quocient. Aleshores A/J és una dalgebra de Banach i m un
homomorfisme.

Demostracié. Definim en A/J T'aplicacié ||7(z)||4/s = inf{|lz — 2|4 : 2 € J}. Vegem que
és una norma en A/J. Tenim que

I7(z)layy =inf{llz = 2[[a: 2 € J} =0 = Ve, > 032, € J: ||z — zpla < n,
on g, — 0 quan n — oco. Aix{ doncs

0< lim ||z —2,||la <0 <= 2z, >z,
n—oo

on z € J per ser J tancat. Per tant, 7(z) = 7(0). Clarament ||7(0)| 4,7 = inf{|z|l4: 2z €
J}=0,jaque 0 € J. A més,

. . z
IAm(@)llays = llm(A2)llayy = inf{[[Az = 2[4+ 2 € J} = inf{[|A(z = T)a: 2 € J} =
= inf{||A\(z — 2)||a: 2 € J} =inf{\|[(z — Z)|a: 2 € T} =
= [Alinf{[[(z = )| : 2" € J} = [A[[|m(2)]| a7,

on 2z’ =35 1iA#0 (el cas A = 0 és immediat). Finalment,

[m(@) +7Wllagg = Im(z +y)llays = mf{lle +y —z[la:z e J} =
=inf{llz+y—2z+w—wla:zeJ} <inf{||lr — z+w|a+
+ly—wla:z,we J} =inf{||lx —2||a+ |y —wlla:2,weJ}
=inf{ljz —2||a: 2 € J}+inf{|ly —w|a:we J} =
= |lm(@)llays + 7l ays,

on 2’ =z—wiw e J. Laplicacié || (x)| 4, és doncs una norma, que s’anomena norma
quocient.

Vegem ara que amb aquesta norma A/.J és un espai de Banach. Sigui (u)neny € A/J
tal que > 7 [[unlla/y < oo. Com 7 és exhaustiva, per tot u, € A/J existeix y, € A
tal que 7(y,) = up. A més la definicié de la norma quocient ens garanteix que per tot
e > 0 existeix z(e) € J tal que |y, — 2(¢)|la < [lunllajs +e. Prenent z, =y, — 2(¢) i
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3, concloem que existeix (2n)nen € A tal que 7(xn) = un i [|#nlla < [unllays + 5=
Per tant > > [|zn]|a < 0o, de manera que com A és un espai de Banach existeix z € A
tal que > % gz, = 2. Com |[|m(x)]l4/; = inf{||x — 2]|la : 2 € J} 10 € J, aleshores
lz|l € {||lx — z||a : z € J} iper tant |7 (x)| < ||z||. Aixd demostra que 7 és continua. La
continuitat de 7 implica que Y > 7 (zn) = > " Uy, = m(z). Hem provat doncs que tota
seérie absolutament convergent en A/J és convergent en A/J, i per tant que A/J és un
espai de Banach.

€= o

Definim ara una multiplicacié en A/J per
w(xy) = w(z)r(y), Vz,ye A.
Vegem que esta ben definit, és a dir, que no depén del representant escollit. Siguin
m(z') =7(x) i 7(y’) = 7(y), aleshores 2’ —x € J iy —y € J. Ara la identitat
2y —ay= (' —2)y+ 2/ -y
prova que 'y’ — xy € J. Per tant, w(2'y’) = 7(xy).

Ara la comprovaci6é que A/J amb aquesta multiplicacié és una algebra complexa com-
mutativa és rutinaria. Donada la definici6 de les operacions en A/.J, és evident que 7 és un
homomorfisme. A més, com 7(e) és la unitat en A/J, ja que 7w(x)w(e) = w(e)w(x) = 7(x)
per tot x € A, també es verifica que 7 envia la unitat de A a la unitat de A/.J.

Ens queda només per veure que la norma quocient satisfa la desigualtat multiplicativa
i la propietat .
Pel que fa a la primera, suposem que x; € A (i =1,2) i 6 > 0. Aleshores
(3.2) |z +yilla < llm(zi)llayg +0 (i=1,2)
per algun y; € J, per definicié de la norma quocient. Com
(1 +y1)(z2 + y2) € m(2122)
tenim que
[ (z122)[l 475 = I7[(21 + y1)(x2 +y2)lll ay5 = inf{[[(z1 +y1) (22 +y2) — 2[4 2 € T}
Donat que [[(x1 + y1)(z2 + y2)|la € {||(x1 + y1)(z2 + y2) — 2||a : 2 € J}, aleshores
[m(@1z2)||layg < (@1 +y1) (@2 +y2)lla < llz1 +yillallz2 + v2] 4,
de manera que implica la desigualtat multiplicativa
(3.3) [ (z1)m(z2)llayss < Im(@)llagsllm(@2)]]ays-
En efecte,
I (@)m(@2)llays = Im(zia2)llazs < Im(@)llagslla(@e) g + dllm(z)llags + 6%+
+ 6|l (z1)layg,
i prenent el limit § — 0 en arribem a .

Finalment, com 7(e) # 0 (si w(e) = 0, aleshores e € J, que no pot ser ja que e és
invertible i J és un ideal propi), aleshores per (3.3), [|7(e?)||la,s < |I7(e)||?, per tant

(3.4)

| < OV L Ol

“Alm(@)llags  llw(e)llay

= lIm(e)llay.,

on hem usat que w(e)* = w(e)w(e) = w(ee) = m(e). A més, com |w(x)|4,; < [lz]|a per
tot © € A, es té que |[m(e)[|a/; < |lela = 1. Obtenim doncs que |[7(e)||4/; = 1. O
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La part (a) del segiient teorema constitueix un dels fets clau de tota la teoria de
Gelfand.

Teorema 3.15. Sigui A una algebra de Banach commutativa, i sigui A el conjunt de tots
els homomorfismes complexos de A. Aleshores es verifiquen les propietats segiients:

(a) Tot ideal maximal de A és el nucli d’algun h € A.
(b) Sihe A, el nucli de h és un ideal mazimal de A.
(¢c) Un element x € A és invertible en A si, i només si, h(z) # 0 per tot h € A.

(d) X € o(x) si, i només si, h(x) = X per algun h € A.

Demostracid. (a) Sigui M un ideal maximal de A. Aleshores pel teorema (3.10), M és
tancat, de manera que pel teorema A/M és una algebra de Banach. Escollim z € A,
x ¢ M i definim

J={ax+y:acAyec M}

Aleshores J és un ideal de A que conté M, ja que x € J (prendre a = e iy = 0). Per
tant, la maximalitat de M implica que J = A, de manera que

(3.5) ar+y=eperalgimnaec Aiye M.

Sim:A— A/M és 'homomorfisme de pas al quocient, aplicant-lo a se segueix que
m(a)m(z) = w(e), amb 7(x) # 7(0) ja que x ¢ M. Tenim doncs que tot element no nul
m(x) de I'algebra de Banach A/M és invertible en A/M. Per tant, pel teorema de Gelfand-
Mazur , existeix un isomorfisme j de A/M en C. Definim h = jow. Aleshores h € A,
i M és el nucli de h. En efecte, si m € M, aleshores h(m) = j(mw(m)) = j(0) = 0 i per
tant m € ker(h), on hem usat que j és lineal i m € M = ker(w). Si m € ker(h), aleshores
h(m) = 0= j(mw(m)), per tant m(m) € ker(j) = {n(0)}, de manera que m € M.

(b) Si h € A, aleshores h~1(0) és un ideal de A que és maximal per tenir codimensié
1. En efecte, d’'una banda h=1(0) = {z € A : h(z) = 0} = ker(h), que prova que és un
ideal de A. D’altra banda, codim(ker(h)) = dim(A/ker(h)). Pel teorema d’isomorfia,
A/ker(h) = Im(h). Com Im(h) C C, dim(Im(h)) < 1,10 < dim(Im(h)), ja que
h # 0 (ho demanem en la definicié d’homomorfisme complex). Per tant dim(Im(h)) =1,
de manera que dim(A/ker(h)) = 1. Ara, si existeix un ideal propi I de A tal que
ker(h) € I C A, aleshores d’'una banda dim(A) = dim(ker(h)) + dim(A/ker(h)) i de
Paltra dim(A) = dim(I) + dim(A/I). Com dim(ker(h)) < dim([), aix0d implica que
dim(A/I) < dim(A/ker(h)) = 1, per tant dim(A/I) = 0, que implica que A = I,
contradient que I sigui propi. Aixi doncs, ker(h) és maximal.

(c) Si z és invertible en A i h € A, aleshores h(z)h(z™1) = h(zx™1) = h(e) = 1, per
tant h(x) # 0. Aixo prova la implicaci6 cap a la dreta.

Si x no és invertible, aleshores el conjunt {ax : @ € A} no conté e (i per tant és diferent
de A), per tant és un ideal propi contingut en un ideal maximal (pel teorema ), que

és el nucli d’algun h € A per (a). Com z € ker(h), aleshores h(x) = 0. Aixo prova la
implicacio cap a ’esquerra.

(d) Si A ¢ o(x), aleshores x — Ae € G(A). Prenem h € A, aleshores h(x — \e)h((z —
Xe)~1) = h(e) = 1, de manera que per tot h € A, h(z — Xe) # 0. Aix{ doncs, h(z) # .
Aix0 prova la implicacié cap a 'esquerra.
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Per veure la implicacié cap a la dreta, fem el mateix argument que per veure la
implicaci6 cap a lesquerra en (c) canviant x per x — Ae. (]

Observacié 3.16. Podem recollir el que hem vist fins ara en el segiient resultat:

Sigui A una algebra de Banach commutativa amb unitat. Aleshores pel teorema ([3.10)),
I'ideal propi {0} esta contingut en un ideal maximal que, per la part (a) del teorema
és el nucli d’'un homomorfisme complex de A. Aixo garanteix que per aquestes algebres
de Banach, A # (), o equivalentment, el conjunt de tots els ideals maximals és no buit.

Anem a veure una aplicacié del teorema . Aquesta aplicacié és un teorema
que té a veure amb funcions complexes definides en R™ que es poden expressar com a
suma de series trigonometriques absolutament convergents. Es interessant notar que les
afirmacions que es fan en aquest teorema no involucren conceptes algebraics perd que es
poden demostrar fent servir metodes provinents de les algebres de Banach.

Teorema 3.17 (Lema de Wiener). Sigui f una funcié compleza definida en R™ tal que

(3.6) f@)= " ame™?, amb Y |am| < oo

mezn mezn

Si f(xz) # 0 per tot x € R", aleshores

f(lx) = Z bme™®, amb Z b | < o0.

mezn" mezm™

Demostracid. Sigui W lespai de les funcions de la forma (3.6)), normat per

7= laml.

mezZn"

Anem a provar que W és una algebra de Banach commutativa respecte el producte punt a
punt, amb unitat donada per la funcié constant 1. Aquesta algebra de Banach s’anomena
algebra de Wiener.

Sigui ['(Z") I'espai de Banach de les successions complexes indexades per Z" abso-
lutament convergents. Considerem l'aplicacié W — *(Z") definida per f — f(m), on
f (m) és el coeficient de Fourier d’ordre m € Z™ de f. Té sentit parlar dels coeficients
de Fourier de f € W ja que W C C(T") C L'(T™). La segona inclusi6 és evident. Per a
veure la primera, considerem f,,(z) = ane’™?, que verifica |f, ()| < |am|, i aplicant-hi
el criteri M de Weierstrass i el teorema de convergencia uniforme i continuitat arribem a
la conclusié desitjada.

L’aplicacié [ +— f(m) és un isomorfisme isometric d’espais vectorials. Clarament
I'aplicaci6 és lineal i injectiva. A més és exhaustiva ja que donada a,, € I*(Z"), la serie
Y mezn ame™?® és absolutament convergent, i denotant per g la seva suma, tenim que
am = g(m). També és una isometria, ja que || fllw = > ,czn lam| i lamllt = D,czn [aml.
Aix0 prova que W és un espai de Banach.

Si f,g € W tenim que,

F@)g@) = 3 ane™ 37 b = 37 (37 apby i)

mezn meZL™ mezZ™  kezn
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A més, intercanviant ’ordre de sumacié

1ol =3 | asbmi| < 30 3 Jarllbmsl = 3 Jaxl 32 1bil = 171l

mezZn  keZn keZ™ meZn kezm mezZn

Aixo prova que el producte esta ben definit i que la norma satisfa la desigualtat ([2.4)).

Clarament 1 € W, jaque 1 = > . ame™® per a ay; = Omo. A més, ||1]| =

ZmGZ" |dmol = 1.

Per cada z, l'avaluacié f +— f(x) és un homomorfisme complex de W. La hipotesi
sobre la funcié donada f és que cap avaluacié s’anul-la. Si podem provar que W no té cap
altre homomorfisme complex, la part (c) del teorema implicara que f és invertible
en A, que és exactament la conclusié desitjada.

Per ar =1,...,n, sigui g,(x) = ", on z, és la r-éssima coordenada de x. Aleshores
gr i gi pertanyen a W i tenen norma 1. En efecte,
s

gr(x) = eixT = Z ameimxv

meZ
amb
r)
_ )1, sim=(0,..,1,...,0)
am = )
0, en cas contrari
: 1
- _ —(izy) _ imx
T)=e¢€ = ame’™",
gr( ) 2 om
meZ
amb

r)
1, sim=(0,..,—1,...,0) .

0, en cas contrari

Ay =

Si h € A, per la part (c) del teorema ([2.17)) tenim que
1

hgn)| 'h<glr>‘ =t

on la darrera desigualtat implica que |h(g,)| > 1, i per tant |h(g,)| = 1. Per tant existeixen
nombres reals y, € [0,27] tals que

hg) <1 i j

(3.7) h(gr) = exp(iy,) = g-(y), peral <r <n,

ony = (y1,...,Yn). Si P és un polinomi trigonometric (que vol dir, per definicié, que P
és una combinacié lineal finita de productes de potencies enteres de les funcions g, i L),

aleshores ([3.7]) implica "
(3.8) h(P) = P(y),

per ser h lineal i multiplicativa. Com h és continua en A (teorema (2.17)) i com el conjunt
de tots els polinomis trigonometrics és dens en A, implica que h(f) = f(y) per tot
f € W. En efecte, és clar que els polinomis trigonometrics sén elements de W, i per tant
la seva adherencia esta inclosa en W. A més, és clar de la definicié de la norma, que la
successié de polinomis trigonometrics Py (z) = ng[_ NN ame™® convergeix a f. Aixo
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prova que W esta inclos en 'adherencia del conjunt de tots els polinomis trigonometrics,
i per tant que aquests sén densos en W. Com per (3.8), h(Py) = Pn(y), aleshores

fly) = lm Py(y) = lim h(Py) = h( lim Py) = h(f),

N—o0
on hem fet servir la continuitat de h.

Per tant h és 'avaluacié en vy, i aixo conclou la demostracio. O

3.2 Transformada de Gelfand

En aquesta subseccié dotarem A d’una topologia compacta de Hausdorff. L’estudi de
les algebres de Banach commutatives quedara aleshores reduit en gran mesura a l’estu-
di d’algebres de funcions complexes continues sobre A, amb la suma i la multiplicacié
definides punt a punt.

Definicions 3.18. Sigui A el conjunt de tots els homomorfismes complexos d’una algebra
de Banach commutativa A. La férmula

z(h) =h(z), VYheA
assigna a cada xr € A una funcio & : A — C. Anomenem T la transformada de
Gelfand de x.

Sigui A el conjunt de totes les &, per a © € A. La topologia de Gelfand de A és
la topologia inicial induida per fl, és a dir, és la topologia menys fina que fa continua I,
per tot x € A. Aleshores obviament AC C(A), dalgebra de totes les funcions complezes
continues sobre A. A més, una base d’entorns de hg € A ve donada per la col-leccid de
conjunts
U(ho, 21y oy Ty e) ={h € At |h(x;) — ho(z;)| <e,1 <i<n},

one>0,neNix,.. x, son elements arbitraris de A.

Com existeix una correspondeéncia bijectiva entre els ideals mazximals de A i els ele-
ments de A (teorema ), A, dotat amb la seva topologia de Gelfand, s’anomena
usualment l'espai d’ideals maximals de A.

El terme “transformada de Gelfand”s’usa també per a Uaplicacio exhaustiva x — T de
A en A.

El radical de A, denotat per rad(A), és la interseccié de tots els ideals mazximals de
A. Sirad(A) = {0}, es diu que A és semisimple.

Teorema 3.19. Sigui A l'espai d’ideals maximals d’una algebra de Banach commutativa
A. Aleshores se satisfan les propietats segilients:

(a) A és un espai de Hausdorff compacte.

(b) La transformada de Gelfand és un epimorfisme de A en una subalgebra A de C(A),
que té per nucli rad(A). La transformada de Gelfand és doncs un isomorfisme si, i
nomeés si, A és semisimple.

(c) Per cada x € A, la imatge de T és l’espectre de o(x). Aizi doncs
[2]loo = p(x) < [l2[],

on ||Z||co = suppea |Z(R)|, i x € rad(A) si, i només si, p(z) = 0.
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Demostracié. Provarem primer les parts (b) i (c).

(b) Siguinx € A, y € A, a € Cih € A. Aleshores,
(ax)™(h) = h(ax) = ah(z) = az(h),
(z +y)"(h) = h(z +y) = h(z) + h(y) = &(h) + §(h) = (& +§)(h).
Per tant la transformada de Gelfand és lineal. A més,

(zy)"(h) = h(zy) = h(z)h(y) = (h)j(h) = (25)(h),

izé=z,jaque
(zé)(h) = &(h)é(h) = h(x)h(e) = h(x) - 1 = h(x) = &(h).

Aixi doncs hem vist que la transformada de Gelfand és multiplicativa i envia la unitat de

A ala unitat de A. Per tant x — & és un homomorfisme. Que és exhaustiu és evident de
la definicié de A.

Anem a veure quin és el nucli de D'aplicacié. El zero de A és 0(h) = h(0) = 0 per tot
h € A, ja que (Z + 0)(h) = &(h) + 0(h) = &(h) + 0 = &(h). Per tant, z és del nucli si
x +— 0. Aixf doncs els elements = € A del nucli satisfan h(z) = 0 per tot h € A, és a dir,
x € ker(h) per tot h € A, de manera que x € [\, ker(h). Pel teorema aquesta
és la intersecci6 de tots els ideals maximals de A, és a dir, rad(A).

(c) Si A esta en la imatge de &, aleshores A = &(h) = h(z) per algun h € A. Per la
part (d) del teorema ([3.15]), aixo succeeix si, i només si, A € o(x).

Amb el que acabem de veure, clarament ||Z||o = supyea |Z(h)] = sup{|A\| : A € o(x)} =
p(z) < ||lz||. A més z € rad(A) si, i només si, p(x) = 0. En efecte,

rerad(A) <= z € ﬂ ker(h) <= h(z) =0, Vhe A < &(h) =0, Vh € A <—
heA
|z(h)| =0, YVh e A <= 0= ||£]0c = p(x).

(a) Sigui A* I'espai dual de A (considerat com un espai de Banach, és a dir, considerant
només les formes lineals continues), i sigui K = {A € A* : ||A|la» < 1}, és a dir, la
bola unitat tancada en la topologia de la norma de A*. Pel teorema de Banach-Alaoglu
(veure, per exemple el teorema 3.15 de [I7]), K és feblement*-compacte. Per la part (c)
del teorema (2.17), A C K. En efecte, si h € A, aleshores |h(z)| < 1 per tot = € A tal
que ||lz||a < 1 si, i només si, ||h]la= < 1. Es clar que la topologia de Gelfand de A, és la
restriccié a A de la topologia feble* de A* (per recordar la definicié d’aquesta topologia
veure, per exemple, la seccié 3.14 de [I7]). Per tant, n’hi ha prou amb demostrar que
A és un subconjunt feblement*-tancat de A*. Anem a veure que A C A. Sigui Ag un
element de I'adhereéncia feble* de A. Com A C A*, aleshores Ag : A — C i és lineal. Hem
de provar que

(3.9) Ao(zy) = AoxAoy, Y,y € A,

i

(3.10) Ape = 1.

(Observis que és necessaria. Sino Ag podria ser ’homomorfisme nul, que no pertany
a A).
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Fixem x € A, y € A, € > 0. Definim
W ={Ae A" :|Az; — Aozi| <eper1<i<A4}

on zy =e, 29 =x, 23 =y iz4 = xy. Aleshores W és un entorn feble* de Ag que
conté per tant un h € A. En efecte, pel que fa a la primera afirmacié, Ag € W i
W = ﬂ?zl f21(B=(Aoz)), que és la interseccié finita d’antiimatges d’oberts de C per
aplicacions continues (f,, : A* — C definides per A — Az;) i per tant és feblement™-
obert. Com tot obert és entorn de qualsevol dels seus punts queda provada la primera
afirmacié. Per a comprovar la segona afirmacié, com Ag € A, per tot U feblement*-obert
tal que Ag € U, U N A # (), aleshores com W és feblement*-obert i Ag € W, W N A # 0,
de manera que existeix h € A tal que h € W.

Per aquest h,
|1 — Age‘ = ]h(e) — A06| <eg,

que dona ((3.10)), i

Ao(zy) — Ao(2)Ao(y) = [Ao(zy) — h(zy)] + [A(2)h(y) — Ao(z)Ao(y)] =
= [Ao(zy) — h(zy)] + [h(y) — Aoylh(z) + [h(z) — Aox]Agy,

(on hem fet servir que per la part (c) provada abans, |h(z)| < ||z||), que dona
[Ao(zy) — AozAoy| < (1 + [lz]| + |Aoyl)e,

que implica .

Ens queda veure que A és de Hausdorff. Cal veure que per tot h,g € A amb h # g
existeixen U,V oberts amb la topologia de Gelfand tals que h € U, g€ ViUNV = (.
Vegem-ho. Si h # g, aleshores existeix z € A tal que h(x) # g(x). Com C és de Hausdorff
existeixen Wy, Wy oberts de C tals que h(z) € Wy, g(z) € Wo i Wi N Wy = (. Per
tant, h € 271(W1) ja que 2(h) = h(z) € Wi, i g € 271 (W2) ja que 2(g) = g(z) € Wa.
Com 2~'(W1) i 271(W>3) sén oberts de A ja que sén l'antiimatge d'un obert per una
aplicacié continua i 271(Wy) N2~ 1(Ws3) = ), obtenim la conclusié desitjada. En efecte,
si f € 27 (W) N2t (Wy), aleshores 2(f) = f(x) € Wy i 2(f) = f(x) € Wa, de manera
que f(x) € Wi N Wa, que és una contradiccié donat que Wy N Wy = (). O

Anem ara a identificar I'espai d’ideals maximals per a algunes algebres de Banach
commutatives concretes.

Recordem abans la segiient definicid.

Definicié 3.20. Un conjunt de funcions S, d’un conjunt A en un conjunt B, es diu
que separa els punts de A si per tot x,y € A, x # y, existeix una funcio f € S tal que

flx) # f(y).

Exemple 3.21. Sigui X un espai de Hausdorff compacte i sigui A = C(X) amb la norma
del suprem. Per cada = € X, h, : C(X) — C definida per f +— f(z) és un homomorfisme
complex. Considerem l'aplicacié ¢ :  +— hy de X en A. Com C(X) separa punts en X
(pel lema d’Urysohn (veure Lemma B.28 de [20])), « # y implica h, # h,. Aix{ doncs
x +— h, és injectiva.

Ara vegem que també és exhaustiva. Hem de veure que per tot h € A existeix un
x € X tal que h = h,. Si aix0 fos fals, existiria un ideal maximal M en C(X) que
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contindria, per cada p € X, una funcié f tal que f(p) # 0. Anem a comprovar aquesta
afirmaci6. Volem veure la seglient implicacié,

Jdhe A:Vpe X, h#h, = Vpe X 3f € ker(h) : f(p) # 0.
La provarem per contradiccié. Suposem que
dhe A:Vpe X, h#h,i3qge X :Vf € ker(h), f(g) =0.

Com fixat un p € X, ker(hy) = {f € C(X) : hy(f) = f(p) = 0}, aleshores com per tota
f € ker(h), f(qg) =0, tenim que f € ker(hy). Tenim doncs que ker(h) C ker(hg) que
per la maximalitat dels ideals implica que ker(h) = ker(hgy). Per tant la correspondencia
bijectiva entre ideals maximals i homomorfismes complexos implica que existeix ¢ € X
tal que h = hgy, contradient la hipotesi.

Un cop vist aixo, la compacitat de X implicaria aleshores que M hauria de contenir
un nombre finit de funcions fi, ..., f, sent com a minim una d’elles no nul-la en cada punt
de X. En efecte, com per tot p € X existeix g € ker(h) tal que g(p) # 01 g és continua,
aleshores existeix E entorn obert de p € X tal que per tot ¢ € E, g(q) # 0. Aixi doncs

X=|JBE = X=E,U---UE,,
peX

on hem fet servir la compacitat de X. Sigui ¢ € X, aleshores existeix i € {1,...,n} tal
que q € E,,, de manera que f;(q) # 0. Per tant ker(h) conté un nombre finit de funcions
fi,..., fn tals que per tot p € X existeix ¢ € {1,...,n} tal que f;(p) # 0, arribant a la
conclusié desitjada.

Posem g = f1f; + -+ fuf,. Aleshores g € M, ja que fy,...,f,, € C(X)i M és un
ideal. A més, g > 0 en cada punt de X, i per tant g és invertible en C(X). Pero els ideals
propis no contenen elements invertibles. Hem arribat doncs a una contradiccié.

L’aplicacié ¢ : ¢ +— h; és a més continua.
En efecte, tenim que {f~1(U) : U és obert a C} fec(x) és una subbase de A. Aixi doncs,

¢ és continua si, i només si, ¢ 1(f~1(U)) és obert a X. Tenim que,

e (T ={reX o) e fH U} ={zeX hef N (U)}=
—{zeX: flhe)eUl={zeX h(f)eU}={zeX:flx)eU}=F"YU),

que és l'antiimatge d’un obert de C per una aplicacié continua i per tant obert a X.
Queda provada doncs la continuitat de .

Sabem que si Y és compacte i Z de Hausdorff, aleshores tota aplicacié f : Y — Z
bijectiva i continua és un homeomorfisme. Com ¢ és bijectiva i continua, X és compacte
i A de Hausdorff, concloem que ¢ és un homeomorfisme.

Aixi doncs, recollint tot el que hem provat fins ara tenim que ¢ és un homeomorfisme
sobre la imatge de X en A. Podem doncs identificar A amb X mitjangant ¢.

Aquesta identificacié també és correcta si s’expressa en termes de les dues topologies
involucrades. La topologia de Gelfand v de X (aqui ja identificat amb A) és la topologia
inicial induida per C(X), i és, per tant menys fina que la topologia original 7; pero ~y és
una topologia Hausdorff, i per tant v = 7. Hem usat que si 7 C 7 s6n topologies en un
conjunt X, si 71 és una topologia Hausdorff i si 7o és compacta, aleshores 71 = 75 1 el fet

que per tot f € C(X), f(hy) = f(x) per tot x € X, de manera que C(X) = C/(\X)
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En conclusid, X “és” l'espai d’ideals maximals de C(X), i la transformada de Gelfand
és l'aplicaci6 identitat sobre C(X).

Exemple 3.22. Sigui W ’algebra de Wiener, ja presentada en el teorema (3.17). En la
demostracié d’aquest resultat vam veure que els homomorfismes complexos de W sén les
avaluacions en els punts de R™. Aixi doncs els ideals maximals sén de la forma M, =
{f e W: f(z) =0}, amb x € R". Recordant que més precisament en la demostracié del
teorema, vam veure que tot h € A era lavaluacié en un y € [0, 27|", tenim que els
ideals maximals son de fet de la forma M, = {f € W : f(z) = 0}, amb = € T", identificant
T™ amb [0, 27]™ (on considerem 0 i 27 identificats). Essencialment els mateixos arguments
fets servir en l'exemple previ (recordant que W C C(T™)) demostren que x — h, és
un homeomorfisme de T"™ en A, on com en ’exemple previ h, és 'avaluacié puntual.
En aquest cas, pels mateixos arguments que en l'exemple previ, també tenim que la
transformada de Gelfand és I'aplicacié identitat en W i que la topologia natural en T"™
coincideix amb la topologia de Gelfand induida per W.

Exemple 3.23. Sigui A una algebra de Banach commutativa amb un conjunt finit de
generadors Ty, ..., Ty. Aixo vol dir que z; € A per a 1 < i < n i que el conjunt de tots els
polinomis en x1, ..., x, és dens en A.

Definim I'aplicacié ¢ : A — C™ per
¢(h) = (21(h), ..., Zn(h)), Vz € A.

Aleshores ¢ és un homeomorfisme de A en un conjunt compacte K C C". En efecte,
com A CC (A), totes les components de ¢ sén continues, i per tant ¢ és continua. Si
d(h1) = ¢(he), aleshores hi(x;) = ha(x;) per tot ¢ € {1,...,n}. Per tant, en tractar-se
d’homomorfismes complexos, hi(P) = ho(P), on P és un polinomi en z1,...,2,. Com
aquests polinomis sén densos en A,

n—oo n—oo n—oo n—oo

on hem fet servir la continuitat de hy i he. Aixi doncs hy = ho, que prova la injectivitat
de ¢.

A més ¢ és tancada ja que si T C A és tancat, aleshores T' és compacte (per ser
tancat dins d’un compacte), de manera que ¢(T') és compacte (per ser la imatge d'un
compacte per una aplicacié continua), i per tant ¢(7") és tancat (ja que C™ té la propietat
de Heine-Borel). Aixi doncs ¢ és un homeomorfisme sobre la imatge. El compacte de C”
abans esmentat és doncs K = ¢(A).

Podem ara transferir A des de A fins a K i considerar K com I’espai d’ideals maximals
de A. Per precisar aixo definim

Y(z)=2o0¢ , VzeA.

—1 N

Aix{ doncs, ¢(z) : K 25 A %5 C. Aleshores ¢ és un homomorfisme exhaustiu (iso-
morfisme si A és semisimple) de A en una subalgebra (A) de C(K), ja que & és un
homomorfisme.

Es comprova facilment que

Y(x)(2) =2 siz=(21,..,2n) € K.

36



En efecte,
D(@i)(2) = (@0 1) (2) = &i(h) = h(z;) = 2,
on hem fet servir que ¢ és exhaustiva sobre K i per tant donat z = (21, ..., 2,,) € K existeix
h € A tal que ¢(h) = z, és a dir, z = (£1(h), ..., 2n(h)) = (h(x1), ..., h(xy)).
Per tant,
Y(P(x1,...,xn))(2) = P(2), VzeK
per tot polinomi P en n variables.

A més 9 és continua. En efecte, es compleix que
Vee AVe>030>0:Vye A |z—ylla<d = ||[¢v(z) —v®)|ew <e&,
ja que
l¥(2) = W)l = 1(E0¢™") = (Fo o™ )lo = sup|(E0d™")(2) = (Fo o™ ")(2)| =

zeK
= sup |h(z) — h(y)l,
heA

i com tot h € A és continu, per tot h € A si ||z —y||a < 0, aleshores |h(x) — h(y)| < €, de
manera que suppena |h(x) — h(y)| < €, arribant doncs a la conclusié desitjada.

D’aquests darrers dos fets en resulta que tot element de ¥ (A) és limit uniforme de
polinomis sobre K. En efecte,

P(z)(z) = w(nlgn;OPn(xl,...,mn))(z) = lim Y(Pp(x1,....,2))(2) = lim P,(2), Vze€ K.

n—oo n—o0

Els conjunts K C C™ que sorgeixen d’aquesta manera com a espais d’ideals maximals
tenen una propietat coneguda com a convexitat polinomica:

Siw e C"iw ¢ K, existeix un polinomi P tal que |P(z)| < 1 per tot z € K, pero
|P(w)| > 1.

Per tal de provar aquest fet, suposem que no existeix un tal polinomi, és a dir, que
donat w € C"\ K, tot P polinomi tal que |P(z)| < 1 per tot z € K, verifica que
|P(w)| < 1. Aixi doncs, d'una banda |P(w)| < 1 = sup,¢ |P(2)|. D’altra banda,

P (21, .oy zn)l|a > |P(1, oy 20)] oo = sup | P(z1, ..., zn)| = sup |P(h(z1), ..., h(zp))] =
heA heA

= sup [P(¢(h))| = sup |P(2)],
heA z€EK

on hem usat la propietat de decreixement de la norma de la transformada de Gelfand

(veure (c) de (3.19)). Aixi doncs,

[P(w)] < [|P(1, -, 20) | a-

Ara donat w € C™\ K considerem ’avaluacié puntual en w de tot polinomi P € A, és
a dir, w — P(w). Sabem que els polinomis sén densos en A, aixo és, que per tot z € A
existeix P, — x. Aixo ens permet estendre I'aplicacié w — P(w) a tot A prenent la
successié P, — x i definint h : A — C per x — lim,,_,o P,(w). Ens cal ara veure que h
esta ben definida. D’una banda el limit que apareix en la definici6 existeix, ja que P, (w)
és una successié de Cauchy. En efecte, |P,(w) — Pp(w)| = |(Pn — Pn)(w)| < || P — Pl 4,
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i com (Pg)ren és convergent en A, aleshores és de Cauchy en A i aixo ens permet d’obtenir
la conclusi6 desitjada.

A més h és acotat i per tant continu en A. En efecte, tenim que
h@)| = | lim Py(w)| = lim [Py(w)] < lim [|Py(er,zn)lla = [a].

Notem que ens cal la continuitat que acabem de demostrar per veure que ’aplicacié esta
ben definida, ja que en cas de no ser-ho podria passar que

h(y) = h(lim P,,) # lim h(P,)= lim P,(w)

n—oo m—0o0 n—o0

per algun y € A.

Notem que podria passar que hi hagués més d’una successié de polinomis que con-
vergis cap a x. Es clar que aixo no afecta la definicié de h, donat que si lim,_, o P, =
lim,;, 00 @ = z, aleshores clarament

h(nh_{goPn) = h(%gnoo Qm) < lim h(P,) = n}gnoo hMQm) =

n—oo
<~ lim P,(w) = lim Qn(w),
n—oo m—0o0
on hem fet servir que h sobre els polinomis actua com ’avaluacié puntual.

De la continuitat de la suma, el producte per escalar i la multiplicacié resulta clar que
h és un homomorfisme complex de A.

A més es compleix que ¢(h) = w, ja que ¢(h) = (h(x1),...,h(xy)) i
h(z;) = limy, 00 zi(w) = x;(w) = w; per tot 1 < ¢ < n, donat que z; és un polinomi.

Pero aleshores w € K, arribant a una contradiccié. Aixo acaba la demostracio.

Exemple 3.24. Aquest exemple mostra que la transformada de Gelfand és una genera-
litzacié de la transformada de Fourier, com a minim en el context de L.

Sigui A, I’algebra unitaria ., tal com vam descriure en I'exemple ([2.10). Recordem
que els elements de A sén de la forma f +ad, on f € LY(R"), a € Ci 6 = &y és la mesura
de Dirac a R™. A més la multiplicacié en A és la convolucio:

(f +ad) x (g+ B6) = (fxg+ Bf + ag) + (ab)d.

Per cada t € R™, la formula

(3.11) hi(f +ad) = f(t) + o

defineix un homomorfisme complex de A, on f és la transformada de Fourier de f. En
efecte, fent servir la linealitat de la transformada de Fourier obtenim la linealitat de h;
simplement aplicant-ne la definicié. Es clar que ht(0) = 1. Pel que fa a la multiplicativitat,
I’obtenim recordant que m = f g. En efecte,

h((f % g+ Bf +ag)+ (af)d) = (f*g+Bf +ag) (t) +af =
= f(£)g(t) + BF(t) + ag(t) + aB = hy(f + ad)hi(g + BJ).

A més,

(3.12) heo(f + ad) =
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també defineix un homomorfisme complex, com és clar de la definicio.

he, siteR"
hoo, sit =00
és un homeomorfisme entre (R™)* = R™ U {oco} amb la topologia de la compactificacié
d’Alexandroff, 7, i A amb la topologia de Gelfand,v, és a dir, que com a espais topologics
(R™)* = A.

Ja hem provat abans que h esta ben definit, ja que h¢, hoo € A. Suposem que hy, = hy,

per a ti,ta € R™. Aleshores hy, (f + ad) = hy, (f + @) si, i només si, f(t1) = f(t2), que
implica t; = t2 ja que la transformada de Fourier és injectiva.

Ens queda per provar que tot h € A és de la forma (3.11)) o (3.12), és a dir, I'exhaus-
tivitat. Si h(f) = 0 per tot f € L*(R"), aleshores

Anem a veure que laplicacié h : (R™)* — A definida per ¢ —

h(f + ad) = h(f) + ah(0) = ah(d) = a = heo.

Si h(f) # 0 per algun f € L'(R™), aleshores h(f) = [ fBdmy, per algun 8 € L>(R").
Com h(f *g) = h(f)h(g), es pot demostrar que [ coincideix gairebé per tot punt amb
una funcié continua b que satisfa

(3.13) b(x +y) =b(x)b(y), Vz,yeR"
Finalment, tota soluci6 acotada de (3.13]) és de la forma
b(x) =e @t VreR"

per algun ¢t € R™. Aixi doncs h(f) = f(t), i per tant h és de la forma (3.11)). D’aquest
darrer cas només n’hem esbossat una prova. Per al cas n = 1 els detalls que completen
I’esbés es poden trobar a la seccié 9.22 de [16]. El cas n > 1 és bastant semblant.

Ens falta només comprovar la igualtat entre les topologies. Sabem que la transformada
de Gelfand dels elements de L!(R") és de la forma f + ad : A — C definida per h; +

f(t) + aihs — a. Anem a veure que és una aplicacié continua amb la topologia de la
compactificacié d’Alexandroff (identificant A amb (R™)* via h). D’una banda tenim que

tg)réloht(f—i—a&) = tl%lof“) +a=a=he(f+ad),

on hem fet servir que pel lema de Riemann-Lebesgue f(t) — 0 quan || — oo per tot
f € LY(R"). D’altra banda ens cal veure que t + f(t)+« és continua. Aixd és cert ja que
t — f(t) és continua (veure, per exemple el teorema 7.5 de [17]). Aixi doncs, A C C(A).

Tanmateix la topologia de Gelfand és la menys fina que fa continus els elements de A.
Aixi doncs v C 7. Com + és de Hausdorff i 7 és compacta, aleshores v = 7.

3.3 El teorema de Gelfand-Naimark

En aquesta subseccié demostrarem un teorema de classificacié d’un cert tipus d’algebres
de Banach. Abans pero ens cal introduir algunes nocions.

Definicié 3.25. Una aplicacio x — x* d’una dlgebra complexa (no necessariament com-
mutativa) A en A s’anomena involucid sobre A si satisfa les segiients quatre propietats:

(3.14) (x+y) =z"+y"
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(3.15) (Az)* = Az
(3.16) (xy)* =y ™.

(3.17) = .

Dit d’una altra manera, una involucio és un antiautomorfisme semilineal per conjugacio
de periode 2.

Cada x € A tal que x = z* s’anomena hermitic o autoadjunt.

Observacié 3.26. Notem que (3.17)) implica que tota involuci6 és la seva propia inversa,
i per tant bijectiva.

Exemple 3.27. L’aplicacié f ~ f és una involuci6 sobre C(X).

Vegem ara algunes propietats basiques de les involucions.

Teorema 3.28. Si A és una algebra de Banach amb una involucid, i si x € A, aleshores
(a) x+a*, i(x —x*) i xza* sén hermitics.
(b) x té una representacié unica x = u +iv, ambu € A, v € A i u i v hermitics.
(c) La unitat e és hermitica.
(d) x és invertible en A si, i només si, x* és invertible. En aquest cas (z*)~' = (z71)*.

(e) \ € o(x) si, i només si, X € o(z*).

Demostracié. (a) Tenim que
(x+az")' ="+ ="+ =2+2",

e —a"))" =7la” + (=a")") = —i(a" —2™) = ila — "),

(xx™)* = ™" = xa”.

(b) Si 2u = z + z*, 2v = i(z* — z), aleshores x = u + v és una representacié com
en (b). Aixd prova l'existéncia. Suposem que x = ' + v’ n’és una altra representacio.
Posem w = v/ — v. Aleshores tan w com iw sén hermitics, de manera que

iw = (lw)" = —iw* = —iw.
Per tant, 2:w = 0, de manera que w = 0, d’on obtenim la unicitat.

(c) Com e* = ee*, (a) implica que e* és hermitic. Aleshores (e*)* = e* de manera que
*
e=e".

(d) Per a veure la implicacié cap a la dreta, si z € G( ), (r7H* 2 = (zr ) =e* =e

iz (x~h)* = (7 '2)* = e* = e, per tant (z*)7! = (x271)*.
Per a veure la implicacié cap a l'esquerra, si #* € G(A), z*(z*)"! = e, per tant
[(z*)71]*2** = e si, i només si, [(z*)"*z = e, i (z*)"'z* = e, per tant z[(x )_1]* =e.

Aixi doncs, x € G(A).

(e) La part (e) resulta d’aplicar (d) a 2 —Ae en comptes de z. En efecte, z— e € G(A)
si, i només si, * — Ae € G(A). O
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Definicié 3.29. Una algebra de Banach A amb una involucio x — x* que satisfa
* 2
(3.18) [z = =]

per tot x € A s’anomena C*-algebra.

Observacié 3.30. Com ||a2|| = |lza*|| < ||z]|}z*||, aleshores ||z < |&*| i per tant també
|lz*]| < [|zz*|| = ||=]. Aix{ doncs,
(3.19) l2*]| = ||

en tota C*-algebra, és a dir, la involucié és una isometria. També es verifica que
(3.20) ™| = =[],

simplement perqué [lz*|| = [|[2 = ||zl

Reciprocament, (3.19)) i (3.20)) impliquen (3.18]). En efecte, aixo se segueix del fet que
suposant (3.19)) i (3.20) tenim que ||xz*| = ||z||||z*|| = ||=||||z|| = [|=|]>.

Ara ja podem enunciar i demostrar el teorema que dona nom a aquesta subseccié.
Abans pero recordem el resultat segiient, una demostracié del qual es por trobar, per
exemple, en el teorema 7.33 de [15]:

Teorema 3.31 (Stone-Weierstrass). Sigui A una algebra autoadjunta de funcions com-
plexes continues sobre un conjunt compacte K, tal que A separa els punts de K i A no
s’anul-la en cap punt de K. Aleshores A és densa en C(K).

Recordem que A és autoadjunta si, i només si, per tota f € A, f € A, i que A no
s’anul-la en cap punt de K si, i només si, per tot x € K existeix g € A tal que g(x) # 0.

Teorema 3.32 (Teorema de Gelfand-Naimark). Sigui A una C*-dlgebra commutativa
i unitaria amb espai d’ideals maximals A. Aleshores la transformada de Gelfand és un
isomorfisme isométric de A en C(A), amb la propietat addicional que

h(z*) = h(x), Va € a,Vh € A,
o, de manera equivalent

(3.21) )N =1, Vz € A.

—

En particular, © és hermitic si, i només si, T €s una funcid a valors reals.

La interpretacié de (3.21)) és que la transformada de Gelfand trasllada la involucié
donada sobre A a la involucié natural sobre C(A), que és la conjugacié. Els isomorfismes
que conserven d’aquesta manera les involucions se solen anomenar isomorfismes*.

Demostracié. Suposem que u € A, u = u* i h € A. Hem de provar que h(u) és real.
Posem z = u +ite, on t € R. Si h(u) = o + i3, amb « i [ reals, aleshores

h(z) =a+i(B+1) i 22* = 4 t2e
de manera que

o+ (B+1)% = [h(=)* < |l = [|22"]| < Jul® + 2,
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on hem fet servir que [|Z]|o0 < ||z, 0 bé
(3.22) o + B2 426t < |lul?, VteR.

Per (3.22), B = 0. En efecte, si B # 0 existeix ¢t € R tal que o? + 32 + 26t > ||lul?
2 2 2
simplement prenent ¢ > lulP=a=5% " ey tant h(u) és real.
28

Six € A, aleshores x = u + v, amb v = u* i v = v*. Per tant z* = u* — v* = u — iv.
Donat que u(h) = h(u) i v(h) = h(v), tenim que @ i 0 son reals, de manera que queda
provat (3.21]). En efecte,

() = (u— )" =0 —i0 =1a + 10 = &, Vz € A.

Per tant © € A, de manera que A és tancada respecte de la conjugacié complexa (auto-
adjunta).

A més, A separa els punts de A ja que per tot hi,hs € A, h1 # ho, existeix & € A
tal que &(h1) # Z(he) , donat que existeix z € A tal que hj(x) # ha(z) justament perque
h1 # ho.

També es compleix que A no s’anul-la en cap punt de A ja que per tot h € A existeix
i € A tal que &(h) = h(x) # 0. Si aixo fos fals tindriem que existiria h € A tal que per
tot & € A, #(h) = h(x) = 0, i per tant h seria I'aplicacié identicament nul-la, que és una
contradiccié ja que aquesta no pertany a A.

Pel teorema de Stone-Weierstrass 1) A és aleshores densa en C(A) (Z =C(A)).

Six € Aiy = zx*, aleshores y = y*, per tant |y?| = ||y||?>. Per induccié sobre n
resulta que

(3.23) ly™ | = llyl™ per a m = 2".

En efecte, hem de veure que ||y?"|| = |ly[|*" implica HyanH = |lylI*"*". Com Hyan =

lly||?", aleshores

2 = 2 = I 2] = P = (ll)? = 1™,

on hem fet servir que si y = y* aleshores y"™ = (y")* per a n = 2,3,.... En efecte, si
y"1 = (y)", aleshores 4" = (47", ja que

*, n—1

y=wy" ) =y ="

n n

v =y ly =y
Aixo prova ([3.23)).

n—l)*

Per tant, prenent arrel n-essima en (3.23)) i fent m — oo, resulta que ||§]lc = p(y) =
limyy, o0 [ly™ m = [yll, on hem utilitzat la férmula del radi espectral i la part (c) del
teorema (3.19)). Com y = zx*, (3.21) implica que § = |#|%. En efecte, § = (y*)" = ¢, on

§(h) = h(y) = h(zz*) = h(z) h(z*) = h()h(z) = |h(2)* = 2R, VheA.

Per tant,
2
12113 = (Sup !i(h)D = sup [2(A)> = || 12[*[loo = 19lloc = llyll = llzz*|| = [l]%,
heA heA

és a dir, [|Z]lcc = ||z|. Per tant z +— Z és una isometria. Com la completesa d’espais
metrics es preserva per isometries i A és complet, aleshores A és un espai de Banach i per
tant tancat en C(A). Com ja hem vist que A és densa en C(A), concloem que A = C(A).
Com ja haviem provat que x — & és un homomorfisme exhaustiu de A en A (teorema
(3.19)), aixd conclou la demostracio. O
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Observacié 3.33. La moral d’aquest teorema és que des d’un punt de vista abstracte
només hi ha una C*-algebra commutativa i unitaria: C(K) amb K un cert compacte de
Hausdorff.

3.3.1 Connexions amb el calcul simbolic

El segiient teorema, que és un cas particular del teorema de Gelfand-Naimark, ens permet
establir una connexié amb el calcul simbolic densevolupat previament.

Teorema 3.34. Si A és una C*-dlgebra commutativa que conté un element x tal que els
polinomis en x i x* son densos en A, aleshores la férmula

(Wf) = foi

defineix un isomorfisme isométric ¥ de C(o(z)) en A que satisfa

(3.24) F = (v
per cada f € C(o(x)). A més, si f(A\) =X\ en o(z), aleshores Vf = x.

Demostracid. Sigui A Pespai d’ideals maximals de A. Aleshores & és una funcié continua
en A que té o(x) per imatge. Siguin hy € A, ho € A, isuposem que Z(h1) = Z(hz), és a dir,
hi(x) = ha(x). El teorema de Gelfand-Naimark implica aleshores que hj(z*) = ha(x").
Si P és un polinomi qualsevol en dues variables, resulta que

hi(P(xz,z%)) = ha(P(z, 27)),

ja que hy i hy sén homomorfismes. Per hipotesi, els elements de la forma P(z,z*) sén
densos en A. La continuitat de hy i hy implica que hi(y) = ha(y) per tot y € A. En
efecte,

hi(y) = h1< lim Pn(:v,:v*)> = lim hy (Pn(x,x*)) = lim hy (Pn(x,x*)) =

n—o0 n—oo n—oo

= hg( lim Pn(x,:v*)> = ha(y), Vy € A.
n—oo

Conseglientment, h; = he. Hem provat doncs que Z és injectiva. Com A és compacte de
Hausdorff, 2 és un homeomorfisme de A en o(x). En efecte, sigui S un tancat de A. Com
A és de Hausdorff, aleshores S és compacte. A més (S) és també compacte per ser la
imatge d’un compacte per una aplicacié continua, i per tant com &(S) C C, #(S) és tancat.
Com Z és continua, injectiva i tancada, aleshores & és un homeomorfisme sobre la imatge,
és a dir, un homeomorfisme de A en o(z). Per tant laplicacié ¢ : C(o(x)) — C(A),
definida per f +— f o Z és un isomorfisme isometric que preserva la conjugacié complexa.
Es clar que preserva la conjugacié complexa, ja que o(f) = foi = foz = o(f). Es un
homomorfisme ja que,
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o(fg)(h) = [(fg) o z|(h) = (fg)(M(z)) = f(h(x))g(h(z)) = (f o &)(h)(go&)(h) =
= o(f)(h)e(g)(h),

per tot h € A, per tot f,g € C(o(x)) i per tot A € C. Es una isometria, ja que 1 fllo =
SWDxco(ey O] 1 [1f 0 Fllow = suppen |f(h(x))] coincideixen, ja que per tot A € o(z)
existeix h € A tal que h(xz) = A. Es exhaustiva, ja que donada g € C(A), prenem f =
goi~! € C(o(x)) (gia~! sén continues). Aleshores p(f) = p(god™!) = (goi 1oz =g.
Tota f o & és pel teorema de Gelfand-Naimark la transformada de Gelfand d’un tnic
element de A que denotem per ¥ f i que satisfa |V f|la = ||f o ]lcoc = ||f]loo- Per tant
—1
U : Clo(z)) = C(A) LN A, definida per f — fod + Wf, on per I'"! denotem la inversa
de la transformada de Gelfand. Es a dir, ¥ = I'"! o, amb I'"! un isomorfisme isometric
i ¢ un altre isomorfisme isometric, de manera que ¥ és un isomorfisme isometric.

L’afirmaci6 (3.24]) resulta de la féormula (3.21)) del teorema de Gelfand-Naimark. En
efecte,

(Of)'=Ffoi=for=(Tf)"=[Tf)",
on hem usat que (fo2)(h) = f(h(z)) = f(h(z)) = (f o 2)(h). Per tant, la injectivitat de
la transformada de Gelfand ens dona que U f = (¥ f)*.
Si f(A) = A, aleshores foi = & donat que (foz)(h) = f(h(x)) = h(z) = &(h) per tot

h € A. Per tant, (Vf)" = % i la injectivitat de la transformada de Gelfand ens dona que
Uf=ux. (]

Observacié 3.35. En la situacié descrita en el teorema , té perfectament sentit
escriure f(x) per ’element de A que té per transformada de Gelfand foZ. Aquesta notacié
s’utilitza freqiientment. Aixo estén el calcul simbolic (per aquestes algebres particulars)
a funcions continues arbitraries sobre ’espectre de x, tant si sén holomorfes com si no ho

7

son.

3.3.2 El teorema de Gelfand-Naimark en el cas no unitari

En aquesta subseccié anem a demostrar un resultat analeg al teorema de Gelfand-Naimark
(3.32) en el cas commutatiu i no unitari.

Primer anem a reformular per al cas no unitari un resultat que ja haviem vist en el
cas unitari.

Teorema 3.36. Sigui A una algebra de Banach commutativa i no unitaria i sigui A el seu

espai d’ideals maximals. Aleshores A és un espai localment compacte, pero no compacte,
de Hausdorff.

Demostracid. Denotem per 0 ’homomorfisme idénticament nul, que no pertany a A. Fent
servir el mateix argument que vam usar en la demostracié de la part (a) del teorema
per a veure que en el cas unitari A = A, perd ometent la condicié (3.10), veiem que en el
cas no unitari A U {0} = AU{0} = AU{0}, on hem utilitzat que AU{0} és de Hausdorff
(mateix argument que en la part (a) del teorema (3.19)), i per tant {0} és tancat. Per
tant AU{0} és feblement*-compacte. Podem escriure A = (AU{0})\ {0}. Aix{ doncs, A
és obert a AU {0} per ser el complementari d’un tancat. A més, pel fet de ser compacte,
A U {0} és localment compacte. Per tant tenim que A és localment compacte (per ser
obert dins d’un espai localment compacte). A més és clar que A no és compacte, per
haver-se obtingut traient un punt del compacte A U {0}. O
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L’analeg del teorema de Gelfand-Naimark en el cas no unitari ’obtindrem dotant d’u-
nitat la C*-algebra no unitaria, aplicant el teorema de Gelfand-Naimark a la unitaritzaci6
i finalment restringint-nos a la C*-algebra no unitaria de partida.

Lema 3.37. Sigui A una dlgebra de Banach amb involucié x — x* tal que ||z||* < ||z*z||
per tot x € A. Aleshores A és una C*-dlgebra.

Demostracié. Tenim que ||z||? < ||z*z|| < ||z*||||=]| per tot = € A. Per tant, ||z| < ||z*|
per tot x € A. Com z* € A, aleshores ||z*|? < ||z2*|| < ||z|||=*||. Per tant, ||z*|| < ||=||
per tot z € A. Ajuntant les dues desigualtats, hem provat que ||z|| = ||z*|| per tot = € A.
Aix{ doncs, ||z*z|| < ||z*|/||z]| = ||z||?>, de manera que usant la desigualtat de la hipotesi
arribem a ||z|? = ||z*z|| per tot € A. Aixd prova que A és una C*-algebra. O

Proposicié 3.38. Sigui A una C*-algebra commutativa i no unitaria, i per cada x € A
sigui Ly Voperador lineal en A definit per y — xy. Sigui B el conjunt de tots els operadors
en A de la forma A\I+L,, amb X € C ix € A. Aleshores B és una C*-algebra commutativa
i unitaria amb la norma usual d’operadors i amb (M + Ly )* = M + Ly« per involucié. A
més, x +— Ly, és un isomorfisme* isométric de A en un ideal tancat de B de codimensid
1.

Demostracié. Comencem comprovant que B C L(A), és a dir, que els operadors en B s6n
lineals i continus. Sabem que Al € L(A) i L, € L(A) (és 'operador de multiplicacié per
Iesquerra, que ja vam veure que és lineal i continu en la demostracié del teorema )
Per tant com L£(A) és tancada per la suma, A\l + L, € L(A).

Vegem ara que de fet B és una subalgebra complexa unitaria de L£(A). Es tancada
per la suma, ja que (A + L) + (ud + Ly) = (A + p)I + Ly4y € B. També és tancada
pel producte per escalar, ja que p(A + L) = (uX)] + Ly, € B. Finalment, és tancada
per la multiplicacié, ja que (A + L) o (uI + Ly) = (M)l + Lyt pz+ay € B. Notem que
aleshores B és commutativa si A és commutativa. A més I =11 + Ly € B.

Considerem ara ’algebra de Banach unitaria A; (veure la proposicié (2.3)). El que
acabem de provar en el paragraf anterior demostra que l'aplicacié Al + L, — (z,\) de B
en A; és un isomorfisme.

A més com la norma usual d’operadors és una norma submultiplicativa en L£(A) i
B C L(A), també ho és en Bi |I|| = 1.

L’algebra B és tancada en £(A), i per tant B és una algebra de Banach. En efecte,
suposem que T € L(A), (Ty)ney € B i T, — T. Tenim que T, = A\l + L;,. A més
sabem que A C A;. Clarament amb la mateixa definicié T), : Ay — A1 1T, € L(A1), és
a dir, podem considerar-los com a operadors lineals i continus en A;. Aleshores

Tn(y) =My + Ty = ()‘ne + l'n)y = Tn(e)ya Vy € Aj.

Quan n — oo, T, (y) — T(y) i Th(e) = T'(e). Com la multiplicacié és continua (en
particular per l'esquerra), T,,(e)y — T'(e)y. Posem z = T'(e) € A;. Aleshores,

T(y)=T(e)y=z2y=L:(y), VyeA.

Per tant, T = L, € L(A1). Recordem ara que els elements de Ay sén de la forma (z, a)
amb z € Aia e C. Aixi doncs

L.(a) = za = (z,a)(a,0) = (za + aa,0) «— za + aa = (o + Lg)(a), Va € A,
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on com (za + aa,0) € J (la notacié és la de la proposicié (2.3)) hem usat l'isomorfisme
entre J i A per passar a A. Per tant, L,|4 = ol + L,, de manera que T'|4 = ol + L, € B.

A més (M + L;)* = M + Ly« € B és una involucié en B. En efecte, de la definici6 és
clar que [(A + Ly) + (ud + Ly)|* = (M + Ly)* + (ud + Lyy)*, [a(AM + L))" = a(A + Ly)*,
[((M + Lg) o (uI + Ly)|* = (u + Ly)* o (M + Lg)* i [N + Lg]™* = A\ + L.

Ara veurem que es compleix que |\ + Ly||? < [[(A] + Lg+) o (M + L,)|| i per tant pel
lema 1D tindrem que B és una C*-algebra. Per definici6 || M +L;||? = supjq) ,=1{[lAa+

zal|%}. Per tant, per tot € > 0 existeix a € A tal que |la][4 = 1 de manera que [|(Xe +
z)all} > ||M + L |*> — ¢, on hem considerat e € A;. Aix{ doncs,
IM + Lo||? < e+ [[(Ae +2)al}y = e + |la*(he + z*) (e + z)afla <
<e+la*||lall(Ae +z*)(Ne + x)a| =& + [|(Ae + ") (Ne + x)a| =
=c+[|(AT + Law) o (M + La(a))[la < €+ [[(M + Lo+) © (AL + Lo,
on hem fet servir que [la*[[4 = [la[la = 11 el fet que M + Lz+) o (M + Ly)|| =
supjjq|4=1 [[(Ae + %) (Ae + x)al|. Prenent el limit € — 0 obtenim el resultat desitjat.

Ens manca veure que 'aplicacié ¢ : A — ¢(A) C B definida per x — L, és un
isomorfisme* isometric de A en un ideal tancat de B de codimensié 1. Es clar que
(x,0) — L, és un isomorfisme entre J i ¢(A). Aixi doncs A = ¢(A).

Es clar que ®(A) és un ideal de B. A més, ja vam veure que el conjunt de tots els L,
és tancat en el teorema ([2.5).

Es una isometria. En efecte, tenim que per tot a € A, | Ly(a)||4 = ||zalla < ||z|lallal 4,
de manera que ||L;|| < ||z]|4. D’altra banda,

1214 = llea*lla = 1Lo(z") 4 < [Lallllz*a = [Lalllzlla = llz]la < [[Lal.

Aixi dones, ||z][4 = ||Ls].

A més ¢(z*) = p(x)*, ja que ¢p(x*) = Ly = (Ly)* = ¢(x)*. Aixd prova que ¢ és un
isomorfisme*.

Es clar que ¢(A) té codimensi6 1. En efecte,
codim(¢(A)) = dim(B/p(A)) = dim(A1/J) =1,
on la darrera igualtat ja va ser provada en la proposicié (2.3)). ([

Observacié 3.39. En el que segueix sera molt important saber quina és la relaci6 entre
AaiAp.
Com 9(e) = 1 per tot ¢ € Ap, cada ¢ € Ay té una tunica extensié ¢ € Ap definida

per
Pl + Xe) = p(x) + A, Vo e A, VA e C.

Sigui Ay = {@: v € Aa}t. A més, sigui poo 'homomorfisme de B en C amb nucli A, és
a dir, poo(z + Ae) = A. Aleshores

AB — AA U {(Poo}'

En efecte, si v € Ap i1 # ¢oo, aleshores Y|4 € Ay i per tant ¢ = m. Identificant
A4 amb Ay C Ap sempre pensarem Ay com a subconjunt de Ap. En aquest sentit,

Ap=AsU {ono}'
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A més es pot comprovar que Ap = Ay U {poo} és la compactificacié d’Alexandroff de
A4 (veure, per exemple, el teorema 2.2.3 de [9)]).

Observacié 3.40. Denotem per U4 i Up les bases d’entorns com en la defincié (3.18]) en
A4 i Ap, respectivament. Aleshores, per a ¢ € Ay, € > 0 i un subconjunt finit F' de A
tenim que

Ua(p, Fre) U{poc} st [p(x)] <& per tot € F,
Ua(p, F,e) en cas contrari.

Z/[B(<,0,F,€) = {

Fent servir que la topologia d’un espai vectorial topologic queda completament determi-
nada per qualsevol base d’entorns (veure, per exemple, la seccié 1.7 de [I7]), se segueix
que la topologia de Gelfand de A 4 coincideix amb la restriccié de la topologia de Gelfand
de A B-

Definicié 3.41. Sigui X un espai topologic localment compacte. Diem que una funcio
f: X = C s’anul-la a Uinfinit si per tot € > 0 existeir K C X compacte tal que per tot
x ¢ K, |f(x)] <e, o equivalentment, si per tot e >0, {x € X : |f(x)| > €} és compacte.

Denotem per Co(X) el conjunt de les funcions complexes continues definides en X que
s’anul-len a linfinit.

Observacié 3.42. Notem que si xg és un punt en un compacte de Hausdorff X hi ha
un isomorfisme natural {f € C(X) : f(zo) = 0} = Co(X \ {z0}), donat per f = f|x\(z}5
on estem considerant X com la compactificacié d’Alexandroff de X \ {z¢} donada per la
inclusié.

Teorema 3.43. Sigui A una C*-dlgebra commutativa i no unitaria i sigui B la seva
unitaritzacid. Aleshores la restriccid de la transformada de Gelfand T': B — C(Ap) a A
és un isomorfisme* isometric entre A i Co(A4).

Demostracié. Sigui ¢ € Ap com en l'observacié (3.39)), i considerem A identificat amb
¢(A) (veure la proposicié (3.38))), de manera que A C B. Si a € A, aleshores a(¢s) =
Yoo(@) = 0 per definicié de ps. Aixi doncs

I(a) =a € {f € C(AB) : f(pxc) =0} = Co(AB \ {¥}) = Co(A4),

on la darrera igualtat surt del que vam veure en 'observacié (3.39)). Per tant I'(A4) C
Co(A4). A més tenim que clarament I'|4 : A — Cp(A4) és un homomorfisme* isomeétric,
ja que per restriccié hereta aquestes propietats de I'. Ens manca veure’n ’exhaustivitat.
Tenim que

(3.25) I'(4) € Co(Aa) S C(AB),

on la darrera inclusio és estricta ja que, per exemple, la funcié constant igual a 1 pertany
a C(Ap) perd no pertany a Co(A4) (prenent € = 3, {¢ € Ay : 1> 1} = Ay, que no és
compacte).

Vegem que I'(A) és un ideal propi de C(Ap). Per tot al, az € T'(A), a1+az = aﬂ—\az €
I'(A). A més, per tot @ € C i per tot a; € I'(A), aay = aa; € T'(A). Finalment per tot
@ € T(A) iper tot b € C(Ap) = I'(B), (@b)(h) = a(h)b(h) = h(a)h(b) = h(ab) = ab(h),
per tot b € Ap. Per tant ab = ab € I'(A). Hem usat que ab € A ja que A és (isomorf a)
un ideal de B. Que és propi és clar de .
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Vegem que I'(A) és maximal. Pel teorema d’isomorfia aplicat a I'|4 : A — Co(Aa)
tenim que I'(A) = A/{0} = A, on hem fet servir que ker(I'|4) = {0} ja que I'|4 és
injectiva. Aixi doncs codim(I'(A)) = dim(C(Ap)/T(A)) = dim(B/A) = dim(C) = 1. Per
tant el mateix argument que ja vam fer servir en la demostracié de la part (b) del teorema
ens permet concloure que I'(A) és maximal.

Ara hem de veure que Co(A4) és un ideal propi de C(Ap). Si f,g € Co(A4), aleshores

Ver >0 3K; C A compacte Vo & K1, |f(p)] <er, i
Veg > 0 3Ky C Ay compacte : Vo ¢ Ko, |g(p)| < e2.

Prenem ¢ = e +e9 1 K = K1 U Ky C A4 compacte i tenim que
Ve >0 3K C A compacte Vo & K, |f(e) + g(p)| <e.

Aixi doncs, f+ g € Co(Ay).

Siae CifeCy(Ay), aleshores af € Co(A4). En efecte, es verifica que per tot € > 0,
{p € A : |af(p)| > e} € Ap és compacte per ser tancat dins d’'un compacte, ja que
{p € Aa:laf(p)| < e} = (af) H(B:(0)), que és obert en Ag. Hem fet ts del fet que
fecC(Ap).

Si feCy(Aa)igeC(Ap), aleshores fg € Co(A4). En efecte, es verifica que per tot
e>0,{peAy: \f((p)g(go)\ > ¢} C Ap és compacte per ser tancat dins d’un compacte,
jaque {p € Aa:|f(@)g(p)| < e} = (fg)~1(B:(0)), que és obert en Ap. De nou hem fet
us del fet que f € C(Ap).

Com I'(A) C Cp(Ay4), la maximalitat de I'(A) implica que I'(A) = Cp(A4), d'on se
segueix ’exhaustivitat. O

Exemple 3.44. Considerem l'algebra de Banach commutativa i no unitaria L'(R) (veure
els exemples (2.10) i (3.24))). La podem dotar de la involucié f — f. No obstant, no es
tracta d’una C*-algebra. En efecte, prenent f € L!(R) definida per

-1, size[-1,0]
flz)=<1, siz € (0,1]

0, en cas contrari

es comprova facilment que || f * f||1 # || f]|3-

En aquest cas la transformada de Gelfand f — f de L'(R) a Cy(R), que és simplement
la transformada de Fourier, és un isomorfisme* que no és isometric. En efecte, es pot
comprovar que la successié de funcions f,, € L*(R), n € N, definida per

1 .
fn(t) = ﬁefﬂp(—(l +ni)t?),
t € R, satisfa que ||f,][1 = 1 per tot n € N, pero ||};Hoo — 0 quan n — co. Per a veure-ho
resulta util la férmula [ exp(—ist — 2t?) dt = (g)%exp(—%), que és valida per tot s € R
i per tot z € C tal que Re(z) > 0.

Aix0 posa de manifest que en el teorema ([3.43)) la hipotesi que la norma satisfaci (3.18|)
és necessaria.
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4 Conclusions

Una de les conclusions més rellevants que es poden extreure d’aquest treball és que les
algebres de Banach proveeixen un marc abstracte que unifica les propietats de molts
exemples concrets provinents de diferents arees de I'analisi matematica. Entre aquests
exemples se’n troben alguns que ja havia abordat en algunes assignatures del grau, com ara
les funcions continues sobre un compacte, que van ser estudiades a ’assignatura d’analisi
matematica, i els operadors en un espai de Hilbert, que foren estudiats en el curs d’analisi
real i funcional.

Hem pogut constatar al llarg del treball que en el desenvolupament de la teoria de
les algebres de Banach la interaccié entre algebra, analisi i topologia és constant. Per
exemple hem pogut demostrar un resultat de ’analisi de Fourier (veure el teorema )
fent s de tecniques provinents de les algebres de Banach.

Com a continuacié d’aquest treball es podria abordar la demostracié del teorema
de Gelfand-Naimark en el cas no commutatiu (veure, per exemple, el teorema 12.41 de
[17]). També es podria estendre cap als dominis de la teoria espectral, donat que es pot
demostrar una certa versié del teorema espectral (veure, per exemple, el teorema 12.22
de [I7]) fent ts del teorema de Gelfand-Naimark (3.32). Finalment, podria ser interessant
estudiar les connexions de la teoria de les C*-algebres amb la mecanica quantica (veure,
per exemple, [14] i [19]).
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