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na red uccio nes,

llevando los valores de cos !t y sen Ct, que se ded uce n del conocido
de tg Ct á la primera de las e cuaciones (2) teni en do presente q ue

I n U 1
se n 0= - - "'----, cos = , resu lt a después de a lgu-

Pa ra resolverla puede segu irse el método de E ule r q ue co nsiste
en d ete rminar dos integral es pa r t icu lares de la misma. A este fin,
se po ne

- p +

:! ;: T I 1

- L - - -
T 2"C

Con est os valores de 1 y Ct la expresión l' = 1 en 3 ~/ ' _ :;(

arisface á la ecuac ión diferencial.
Para ten er la so lu ción com ple ta de la mi. rna hay que añ ad ir ú

la solució n part icu lar hallada, la g en eral de la ecua ció n si n segundo
miembro á sa ber

de do nd e
E

- :uo -

- - - - - - - -:=:---:-:

E = J \ / y~ -

ó sea qu e J( ten ga uno de los do s valo res

s iendo K un a co ns tante cu yo valor se dete rmina substituyendo e l
va lor an te rior de i en la ecuación propues ta . H ech a la su bst itució n
se encuentra que, pa ra que la fórmul a (4) sa ti sf;,ga :í la ecuación
d iferenc ial (3) es necesa r io que .l( sea raíz de la ec uació n

J( L" + p K + ~. = o

los cuales si p~ > 4c
L serán r -ea les y des ig ua les , si p' = 4

C
L serán

rea les é ig uales y s i ,,3 < .// son imag inari os conjugados . E n el

primer caso los dos valores d e K so n negati,'o • y e n ti segun do
• , p
Igualt:s a - :? L .
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las iguienres :
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Por lo ta n to, las soluciones completas e rrespon di entes á los tres

casos, son llama ndo 1.1 y A. á dos co ns ta ntes arbitrarias, y ponien do
co n objeto de abreviar la escri tura

- - 11 I V " . :
., ~ - -t -" 1 -": - íi J

- - "}I " ~,.. y"\1 - r- - ,. . 'Il.J -" : .

3· er ca o , F~ < 4 x , x ,
- r- , -F (

. E 2 L ". 2 L
1 = - en (0- 11. - 7.] ..1.. Al ecos ---, + A, e

~ 2 L -

s ie ndo en las t res fórmu las

Para de terminar las co ns ta ntes ).\ y A, hay q ue impo ner al val o r
de i ciertas condicione s, como so n , por ejemp lo, que en el ins­
tante en que ' = tI' el va lo r de la intensid ad así como la diferen cia

de potenci al .r ~di en las armaduras del co ndensado r ti en en va lo res

co nocidos de an temano , á los que llam aremos 1\ y e" Es tas dos con ­
d ici o nes permit en determinar 1" y I,! en funció n de i, y el ' Deja ndo
al cuidado del lector el hacer las operaciooes n los dos primero
ca so, vamos á desar rolla r el cál culo aplicable al tercer cas o e n
q ue p! < 4 XI x. que es, a caso el qu e se pre ra á di scu siones de
mayor aplicación prác ti ca pue s la condició n F' < +.-1 x! e cump le
e n los cab les ta n to aéreos co mo subterrán eo s .
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plicadas al caso que estamos considerando, Gt = - / '1. '

1 Gtl ~ r a ty, - -e sen~/ - - e co
r;. Gt •

De donde

E n los cables desti nados á tra nsmisio nes á elevado vo ltaje, .1:~ es
mu y g rande co mparad o co n p y x j j así es, que, a plicadas á los ca-

Gtt
GtI

o Gtt
Gtl ¡l

)' ~ - - ca ~ I ...L s: sen ¡l/ ) ; Y - -- seD ¡l 1 - - ca! ji /)I a.' +~1 a. ! c:xl ~ 1 a.

( 1) ll e aq ui como puede procede rse para el cálculo de las in tegra les :

)'1= J ~ (J. I cos ~ I di é y,=.r ~ r;. I sen ~ I di

que se nec esitan resolver para calcular el = Jl..:.:f
Int egrand o por part es ,

• r;.1 ~ J :t I • r;. 1 ~Y. - -~ cos il / + - e sen il / " I =- e Cos ~/ +- y,
Gt Gt Gt r;.

• r;. I il
il I di - - t sen ¡l 1- - Y.

01. 01.

nal it icamente , las condiciones de qu para t = t . t = l .

Ji d iY - C- = e. se ex p resa n mediante las dos ecuaciones siguientes:

eliminando entre estas ecuacio nes y la -) los va lores de A. r ¡' ! se
llega á la ecuación siguiente:

n(- .-:tl

. E )
" - - en 0 1- O. -Gt..



ó lo que es igual, desarrollando la determinante s 'gú n los d e­
mentes de la ú lt ima columna,
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De esta expres ió n se deduce

. E
I- - CO

x ~
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- p ]-t
E 2 L Ee , .. . 1-1/X x. - - cos O cos - - t - I + - cos (O - O) = o

• - X . " 2 L X . ". -

l E
-- co

x :

bl es de tran misron no se cometerá gran er ro r, s i en las fórmula
anteriores se hace caso omiso de ;. y 01:. delan te de x~ " on e ras

simpli ficacio nes 1% = - : ,:;~ = :2 1/ .\.0, x . ' :; = x : "

Propongámonos el estudio del valo r de . á pa rt ir del mo­
mento t I = o en que se cierra el circ u ito prece den t mente abiert o.

e tendrá q ue , para tI = o, l . = o y el = o , lu e O"o , con la sim­
plifi cacione anteriores la ecuación 6 es la sigui nt :

1- E en lJ

es te re sultado demuest ra que el valor de l ' e co mpone de dos par·

te s una .!f.- cos (O - 00 ) que representa un a co rr ie nte a nálog a
O~f

e n la forma á la de la fuerza electromotriz sinusoidal que la ha ori ­
g inado , y otra parte periódica cuya amplitud decrece con el tiempo
y que acaba por hacerse insensible para valores algo co nsiderables
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Lo que hemos considerad o como segunda parte en el valor de i
es como una pertu rbación al primer val or, perturbación originada
por el cierre del circui to. ¿Cab e preguntar en qué condiciones es
mínima ? Y, suponiendo q ue no podemos modificar los va lores
de P, L , c )- T de que dep en de, podemos precisar la p regun ta di ­
ciendo: ¿Pa ra qué valore s de 'ola perturbación en el valor de la
intensidad será mínima en un instante dado? E s decir por lo que
re pecta á la intensidad, ¿cuándo será conveni ente cerrar el cir­
cuito? Pa ra resolver este problem a basta hallar In en la ecuación

/ ­T' = 2 .. 1 Le

. b' 1/ z .. L To len,yaque=: = 4 X. ;~~: x .=--r- , )' X : =-=2 " C '

llamando P al facto r de la ex p onencial

del mismo. Los término s periódicos de esta segunda parte tienen
el período T' definido p or la igualdad.

en la fórmu la (7) y tom ar de las sol uci on es de la ec uación ante r io r
la q ue hace mínimo á P, ó sea posi ti va á

- -y en e ta forma se reconoce que para 00 = :.:. ó o = 3'::' q ue co rres -
2 2

d • 1 d . 1 .T. Tpon en a "a ores e f o Ig ua es a - o 3 - la pe rturbación, no sólo
4 4 '

T enie ndo en cue nta que x : es mu cho mayor q ue X l en el ca so
que estamos co ns id erando, la fórmula (7) puede escr ibirse aproxi­
madamente:
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es mIOIIDa sino que 01 siquiera existe. En consecuencia cerrando
el circuito en el momento en que la fuerza electromotriz total pasa
por el va lor máximo en valor absoluto, la perturbación en la
inte ns idad es n ula .

L os valores máxim os de la inten idad, ó de la fuerza electromo­
t riz ent re dos pun to s , en el caso general de ser 90 cualquiera, ó en
el particu la r, de te ner un valor conocido pod rán hallarse determi­
na ndo lo s valo res del t ie mpo, que hacen má xi mas estas dos funcio­
nes : S e dedu ce del cálculo , q ue no so n de teme r g ra ndes ele va­
-ciones de vo ltaj e ni valores excesivos e n la in ten sidad.

Sea e n segund o lu g ar , e l sig uiente cas o :
Supon g amos q ue las dos ar mad ura s del co nde nsado r están un i­

rlas por un cond ucto r de resi s te ncia despreciable . Y qu e en un ins­
tante dad o t = o, inte rrumpimos la co mu nicació n entre las dos
a rmaduras. La co rriente, antes de la interru pción, ven drá dada por

. E ,
1 = -;:; sen O- Uo - :t \..

-sup on ien do que e ha alcanza do yael égimen es tacionario, ósea
que el tiempo que ha estado el condensador e n corto circuito es
suficie nte me nte g rande pa ra que los té rminos perturbadores en el
-valor de i afectados de una ex p o ne ncial que actúa como función
amortigu ado ra , tengan escasa ó ninguna importa ncia. El valor
-de Z ' es el de :; en que x! es cero, esto es:

- ' = lfp~ .l. ... .
"\. I _"1

-sien do

tg c ' = x ,
p

E n' e l mom ento t = 0 , 0 = 0 , lu ego

. E (O '1
1

= - --;:;- scn o .l..e;t)
"\

Además, en este ins tante en que la armaduras está n unidas por
u n conducto r de resi stencia desp reciahle u diferencia de potencial

es cero, lueg o

Co n estos datos, y mediante las simplificaciones usadas ante­
-riormente la ecuación ó se convierte en la siguiente:
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bien desa rroll an do , egun los elementos de la última co ­
lu mna :

- p. - /ridt E . I [ P 't -\2 " . ] 2L- = - Scn (lIu -\- r;t ) - - cos - t + - sen ---.:. 1 e. e ,,' 2 2L 2 2L

-p
- t

1 • • 2L
- '~ E sen (00 -\- a') sen "'L' 1 e
2 .;: 2

- p
- t. E 2 L ~

, = -, sen lO. + a') ecos L- t
~ ~, -

e, [E- -=- - co
2 X ,

. E
¡' - - co U -IJ"I

x !

E , E {j
",- --:;- en OO+ Cl )-~ CO o

"\ ."' !

- E sen 00

Si partimos de este val or dei para ca lcula r la dife ren cia de p o­
tencial e n la a rmadura del condensador,

Como quiera que X 2 es muy grande co mparado co n z' , podemos
si mplifica r la expresión anterior y quedamos. só lo co n los térmi no
más influyen tes, resultando:

ó bien den tro del orden de aproximación seguido hasta aq uí ,

De donde se deduce que la amplitud de la pertu rbación cuando

es máxima , lo cu al ocurre al se r 00= ~-Cl' es igual al producto de
2

la am pli tud de la fuerza electromotriz aplicada E, por
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y de otra parte que e arnortizua e n el tiempo . Mientra no
se advierta 1 ontrario , se considera r án valore del tiemp
para los qu e la segunda parte ti ene valores des prec iable .
A la cli feren .ia

se le suele de iznar con el nombre de reactancia, y en e tu
conferencia la representaremo por la letra x. _ 1 cuadrado
de la rcactancia, má el de la re i ten in. lo representaremo
abreviadamente por ",:: llamando ií - i/l/pedal/cia. IX le
denomina áusrulc de fa -e , y u va lor e

El valor de i que resulta de re olver la ecuación dife­
rencia l de la pág. 33 se compone de una parte perió di a

análoga en la forma á la de e, á aber:

" lt T=---- L - - -
T 21t C

cantidad que puede se r lo suficientemente grande para qu corra
peligro el dieléctrico qu e separa las dos armaduras, La condición

Ij.=~_~' indica que en el insta nte en que se ro mpe el cono circuito

que exísre entre las armaduras, la corriente i = :: sen ( - 0 - ~

a lcanza el va lo r máximo ~ . Esta circunstancia d~be ev itarse, v de
'\ .

las co nside raci on es an teriores se deduce que el co rto circuito debe
a brirse en el momento en que la in ten sidad pasa por el va lo r cero,
ó más exactamente por un valor pró. imo á cero el cual se derer-

, • 1 11 d i" 1 r' idl , . di di ' .rm ri ara la an o e rmrurno (e, e si n p rescm Ir e os t crmr-

nos cuya amplitud cont iene como factor X.:r »< t ,

De un modo análogo se demostraría que pu ede acarrear pertur­
baciones g raves e l abrir un circuit o cuyo potencial es elevado, fun­
cionan do á ple na ca rga ,



P . d 2 o;;(1- 1 ) 2 o;; t'
amen o T o - O: = T se tendrá

, .. , ~ p:!. ~- x:! ~ ~ I , :t
F' +X- = --=- =-= ~

- ~\ ~I ~~ "

'\ " "

. )

_""

- :l k -

de un trianzulo rectángulo repre entan
.Y x la hipotenu a repre enta E fig . (2) Y

el anzulo de la hipo ten usa
con el ateto pe el á ngulo

. de fa e 0:.
~

i uponerno / ,,= o el
valor de i e puede poner
en la forma:

• F 2 0;;1 X 2:: 1
I = E --::; sen T - E -;:; CO. ~l'

'\ ,

i lo catetos
re pectivamen te p

r

F X d áy. como que cos:x= ----;- , sen lX = ----;- , e ten r
'\

20;;1-' 20;; (1- 10 ) / 2 ;: ( 2 11 (1-1 ,,) )
T ts COS T = P T cos T - lX

_ IL ( 2r. ) ~ (2o;; U-to) _ ) .L (2" (I- t,,)_)
T en T " l : e sen T lX

. E 2 :: 1 E 2 0;; 1
1 = , cos « en T - ,;: sena cos 7

Si en la ec uación diferencial ele la pág. '38 se substi-

d . ( 2 ;: ( 1 - 10 ) )tuye en ve z e 1 su valor 1 se n . 1 - lX ,se en cu entra
la sig uiente :

la ex presión :~ se la denomina e nductan in y en lo
'\

u e ivo será representada por p'; y á la ex pre i ón ~~ se la
'\

de nomina uscep taucia 1 que r epre en ta rernos abrevia damen te
por x '. i e suman los cuadrados de la concl uc tancia y la
usce pta ncia se encuentra una expresión izual al cuadr ado

de la in versa de la impedan cia 1 qu e se llama inductancia y
s rá rep re entada en lo sucesivo por s ' , sí, se tiene
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Fig· 3

sobre un eje AB de un

., -;: t ., ro (
e = J ;; co -- - - / x sen ---

T T

. E ' 2;:t E ' 2;:t
1= P sen T x - • x cos T

representa el valor de la proyección
vector OC = 1 que gir a
a lrededor de O con ve-

locid ad a ngular 'w = 2;'
Proyéctese , en efecto! el A ~_-,--.--+--+- _

punto e sobre .'lB y se
tendrá, on la notacio ­
nes de la figura (3).

La función

La fór mula empleando las notaciones p' y x ' se puede
ribir a nalogamente :

- :H !J -

2.. (2;; (') 2;: 2-;:'( [(2:'C) ' IJ 2.. ('T Eco T -;- a = J;; T cos T - / T L - c.; sen T

ó bien

(
2 rot' ) 2 .. ti 2 ;: ( '

Ecos -- -;- a = J" cos -- - / X sen - -T r T T

3. - Representación gráfica de las corrientes alternas

El primer miembro de esta fórmula es el valor de la
fuerza electromotr iz aplicada e, pue to que al pa ar de t
á t ' ólo e ha corrido el origen del tiempo, on obje to de
impli fi ar la fór mulas . Por lo tanto, prescindiendo de lo

índi e se puede escribir :

La fórmulas (9) y (10) constituyen el fund amento de la
repre entaci ón gráfica de las corriente alternas .

oc, = OC co ~
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T
OCI = 1 cos ¡¡ = 1 co

y por lo tanto

De aquí e deduce

Supongamos que al empezar á contar el tiempo ocupa OC
la posición OCo ' El ángulo recor r ido en el tiempo t, y qu e en

1 fi I R ' l ' t ' d 1 2'1tta gura va e t"' + a, es propor iona a ., SIen o Su va or T '

En consec uencia

') 11 t
" ' = l ' cos ---r- • 7'

- :t')O -

oc, = Ii

que es lo que queríamos de mo trar.
Sea otra funció n

Repr esentá ndola del mi mo modo, el nuevo vecto r I ' e
halla sobre OB cuando t = o, e decir cuando e em pieza á
contar porque para este valor del tiempo coincide en longi­
tud con la de u proyección. Como el tiempo que dura la
rotación alrededor de O, de lo dos vectores l é I' conside­
rados es igual para los dos , el nuevo vector a vanza siempre
re pecto del antizuo un ángulo a. Se dice, también que el
segundo r etra a, respecto de l primer o, el ángulo a, que se
denomina áng ul o d e fas e relativa.

E n vez ele usar ele la representación anteri or , en la que se
supone móvil a l vector y fijo al eje A.B de referencia pu ede
u arse de ot ra amiloga, en la que e suponen fijo los vectores
y móvil el eje de referencia que e repre enta en las figura
ubsiguiente por una recta dibujada de punto y trazo pro­

\ i ta de una flecha que indica el entido de u r otación. En
e ta nueva representación lo vec tor es con lo que coincide
momentáneamente el eje de r eferen ia , es tán adelantados re ­
pe to de los que coinciden de pués con el eje. L os valores
in tantáneos de las cantidades, cuyos valore máximos es-



y~ = l, cos

2 .. t
J", = /s en T

lo ve ta res representa tivos ofrecen una diferen ía de fase
de 1 0°, E n efecto, el valor de y, puede e ribirsc:

.- rep re en ta por lo tanto la pr oyección de un vector J: que
ofrec e re pecto del vector JI un retra so de O°.

En la do funciones

t án represen tado por la amplitude de lo di tinto vecto­
re. e obtienen proyectándolos sobre el irado eje móvil.

La funcione

e tarán re pre entadas por las pro} e cio ne obre la línea de
r eferencia de do vec tor es á ánz ulo r e too En Iecro, la se­
<T unda fun ion puede escribirse

(
., .. l )

Y \ = J\ cos - T - 1Ho
U

•

Por último, en las elos fun ciones

:! .. /
Yll = - / llsen T

el vector que representa la segunda adelanta 0° al vec tor
que repre enta la primera. En efecto pu de e cr ibir e

Con esto antec edentes vamo á de cr ibi r una repre en-



- ~152 -

raci ón zeom étri a de que so n su eptible la cantidade qu e
intervi enen en la or r iente a ltern a .

-[o fijaremo primeramente en la fórmula . Ex pre a
esta fórmula qu e el ya lar in tant áneo e de la / . c. I/l (fuer za
electro-motriz ) total , es igual él la urna de los valore in ­
tantán eos de las funciones.

2 ;: 1
I F cos T

2 ;: l
- I x en T

Esta dos fun iones pu eden reprc en ta r e por la pro­
ye cciones de dos vec tores de longi tu des 1p é [ .''-7, ad elan tado

el . cgundo respect o d e l pri­
mer de un á ngulo de e 0°, se­
gún 1 que acaba d dec ir
(fun ione y . é -,, ) . I ero la
urna de la proyec iones de

pI Y x 1 es la proycc i ón de
la diagonal del rectángul o
con t ruído so bre aq uéllas , y

e tadiagonal que e el vector
cuy a proye ion obre la lí­

nea de referencia va le e e i ual al va lor máximo de la fuer za
elec tro motriz , e decir á E . El anzulo comprendido ent r e el
vecto r p f Y el vector E es el ángulo de fase (f. , Se tiene, en
efec to (fi O' , 4),

.4 e x
oc =-; = tg ~

L a fuer za electromotriz ' adela nta á la in ten idad i cuy a
direcc ión es la de p I, i x, y por lo tan to x, es po iti va ; de
ot ro modo , la e iría retrasada respecto á i.

De la definición de .x se cleduc que si es cero, también
es cero a ¡ entonce dícese que ha y resanan ia entre la in­
ducción y la ca pacidad. Cuando es to ocurre la int en idad
se ha lla en fase con la / . e. ut , tata 1.
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El prim ro de e tos vectores ade­
lanta 90° al ezundo si (como en la
fia . - ) e upo ne á x ' posi tiva .

- ;l5:l -

on idérese en segundo luaar la fórmula (10). e ún ella.
el \ alar in tantáneo de i se obtiene proye tanda obre el eje
de referencia y umaudo luego lo ve 'tare E p' Y E x ' va ­
lore máximo de las func ione

IV . - Diagramas de Bedell

F ig. ó

\_0­___-.-r---'_o
-"

l :-c

t

- "-

De las consideraciones anteriore e deducen lo diagra­
ma de Bedel \.

PRThrER DJAGR.-\MA. - Hemos vi to que la / e, 1/1, total
puede rep re entar e por la proye cion de un ve tal' E tal
como 08 en la fig . 6, siendo OE la diagona l de un re trin­

a ula cuyos lados son pI = oF Y x l' = FB; for mando el pri ­
mero O F un .lnz ulo (J. ( n
retraso si x es positivo.
en avance si es nega ti vo)
con el ve tor E = oB; Y
ofreci endo el se gundo x I
un avance de 90° res­
pe to del primero. Una
vez on truído el t r ian ­
gula OF B par n rrn znr
el diagrama de Bedell se

procede como e indica á continua ion.
obre OF se toma un sec mento OD i ual á 1 Y por D

e traza la perpendicular A D á OD ( figur a 7). ea el

t i.
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Fig.7

E
0 .1 = ­

p

B
0 .1 = ­

p

040
- = ttr«O C o

o c 04 0 E E
= - = - - = -

tge¡¡ s tu « X

. ea

pun to C el de intersección de ID 0 0 OC. iendo esta úl tima
la perpendicular á 0.1 trazada por O. Evidentemente, sien ­
do OD= OF

p •

e

E l ángulo A CO es igu al al ,ODA CG , por tener sus lados
perpeneliculares , luego

y por tanto

' i en un circui to por una cau a ualquiera perrn a­

ne e E con tante así como x, IR lonz irud OC iz ua l .l~ será. x
también con cante .r el luzar zeométr¡ o de lo puntos D
será la ircunferencia cuyo diámetro e OC. Para diferente s
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valor e de padquirirá la intensidad di tinto valore. fizurado
por la ue rdas de la ci rcunferencia O/J qu e arrancan de

i en cambio E y r- son constante. y x variabl el
lucrar zecm étrico de los punto D para di ferente val ore
de x e la cir un ferencia de diámetro Oc.

EG ': DO DlAGRA.'l.o\. -Habiendo dem o trado que la inten-
idad i pue le repre entarse

pOI' la proyección de un vec­
tor J (fig . ) siendo 1 la dia­
g-onal de un rectángulo cu yo
lado on E c,' v E.'\: de lo

1 ~

.uale el primero E p' forma
un ángulo o: (en avance si x '
e po iti va y en retr aso i es
negativa) con el vector 1, y

ofre iend el ezundo Ex' un
retra o de 90° respecto de l primero el t ríánaulo OPB de la
fi . erá tal que us catetos podr án r pre cnta r l vec-

-.
Fig· 9
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i = 1/ - J.

siendo

e

'1

Fig.1 0

TI

V.-Representación por las imaginarias de las ca n tida­
des que se estudian en la teoría de las cor r ien tes al­
ternas .

tare E p' Y Ex' y su hipotenu a a l ve tor l . i obre OF se
toma OD = E Y por D se traza la perpendi ular ADC á OD
Y luego la semicircunferencia D y D. 1 e habr á
on truído el segundo diazrama de Bedell (fi<T, ). Lo valo-

re de los distintos segmentos 0 11 lo que e indican en la
fisura y ello puede demostrar e fá ilmen te iauiendo un
procedimiento análogo al sezuido al tratar del primer día­
zrama . Podemos en con ecuencia enun iar la do íguien ­
te propiedades: La Si en un cir uit o es on ta nte I así
como p' el lugar geométrico de lo puntos D e la ircunfe­
rencia que tiene á OA por di ámetro y 2.n i en un circuí­
t J Y ..r on constan~es el luzar ge ométrico de puntos D
tale que DD repres ente en maanitud y dire ion al ve tor E
e la circunferencia cuyo diámetro e e.

T odo vector que une un pu nto P del plan o á otro fijo O

que e considera como or igen, queda d fi ni lo por las 001'­

d nadas :~ . é Y de P referi das , por ejemplo <1 un s ist.cma
A cartesiano r cta ngular , pudi éndose

p '" + representar simbólicamente por

En lo s u esivo n s valdremos
pa ra la r epre se nt a ci o u simbólica
de la dispo ic iún el la fiz. 10. E n
ella las cantidade realc y positi­

va se toman según OA.. las reale y nezatíva egún OD
la imazinarias positiva ezún B y la nezativa se­
gún Oc.
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T oda expre ion
x+ iy

se puede e cribir
11 CO :.t + i en ll'.)

ó bien
I ll'.

ue

siendo
Il = l/ x' + y :

y
X

[eTC/. = -
o y

Se re or dará que á la cantidad u se la - llama módul o y
á a. argumento.

Adema la suma de dos ex pre ione da la forma

x, + I Y.
es

y el nuevo ve tor, suma de lo do anter iore tiene por pro­
yecciones sobre los ejes : XI + x~ é ."1 + y~, es decir la de la
diagonal del paralelogramo con tr uido tomando á los su­
mandos por lados adyacentes.

De la regla ele su mar se deduce la de la resta . Así, pues ,
para restar de un vector oC (1) , ot ro () 13, basta trazar por
el ext re mo C del pr imero un vector B 1, igual y contrario a l
segundo. La r sta viene repre entada por la recta o, que
une el origen o del primer vector con el punto A.

De las pre ed ntes rezlas de suma y re ta se ded ucen la
de la su ma a l ébr ica de un número ualquiera de vectores.

Para multi plicar dos expre ione

X, + iy,
x~ + i y~

(1) La figura se deja .1 cu idado del lector.
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I r

expresión orn pleja cuyo módul o es igua l al
módulos de los fa .tore y cuy a rgumento

es decir, un a
producto de 1
e la suma.

De e ra r ecr ia e dedu e la de la divi í ón. A í pues , para
dividi r una expre i ón compleja por otr a, basta dividir lo
módulo y r e la r los a ruumento . E l cocie nt e- una ex­
pre i n cuyo módulo e el cociente de los módulo y cuy
argume nto e la diferen cia entre el lel divi den do y el de l
di visor .

Estas co n idcracione y reg las t ien en a pli a cíon inme-
dia ta a l estud io de las 'or r ienres alternas. ea n dos eje
coordenado. recta ngular e (Iig . 9 ). Rep resentemos por el
ve tor 1 = Ol la inte n idad máxima le un cir uit o. E l vcc -

1

tor OB = J e escribir á imbólicamente :

i 2 1 -. :t .)
1l111 , e -

y e ve en tonce inmedia tament e qu e el produ cto e

12
/l . e 1

e conveniente ponerla s en la forma

1 :ti
1/, e

Si en el mism o diagrama se quiere representar la fuer za
ele t romotr iz , se obser vará que si x es positiva , la ~ e, 1// )

pre enta un a van e '" r e pecto de la intens ida 1 y por lo
tan to , la li nea de referen ia de tiempo marcada de punto
y rava en la figura ha de encontrar en su rotación a lre­
dedor de O á la direcc ión de E a nte que á la de I. El va lor
de E e obtie ne, por otra pa r te como re ultado de umar dos
ve tares

é
I x
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perpendiculare entr e sí . fig. 6). O de otro m do. multi-
plicando el ve tor I por el núme ro omplejo:

~ - IX .

E n efe to; el módu lo de e ta úl tima canti lad e In imp ­
dan ia

y el a r umento e

x
- are tg - = - :x

¡;

Oc modo que para hacer la multipli él i n hay que mul­
tiplicar I por la impedancia y al nuevo ve tor srir arl de un
á ng-ulo -;.( e decir, de un ángulo ;.( en sent ido ontrari al
de rota ión de la línea de referencia .

E n la repre entaci ón simbólica qu venimo ex plicando
la impedancia vendrá re pre entada imboli am ent por

F - I X

á cuya expre ion llamaremos en lo u e iYO . La r actan ­
ia e halla expresada simbólicamente por

IX

y la fuerz a elec tromotriz por

e = / -\ = / (¡; - i x)

. i el vector J, en vez de es tar dirigido eg ün el eje real
formara CO Il el mismo u n ángulo ~, se tendría

e = l tcc s ; + i en ;3) (p - i x ) .

ícever sa dado que sea E dispue to ezún el eje de
antidade reales , para hallar i bastara div idir E parla im­

pedan ia :

. E E
1= - =--.

, P - I X
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2 .. t 2;:1
en T + A en Oco T

A cos O+ i A sen O= A ~ ¡ O

(
2 ;: ( )

A en T + = .4 co

/ 2 ;: 1 )
A sen \7 + O

p' + i x '

P a ra representar simbólica me nte la admitancía se re­
co rdará qu e la intensi dad puede obtenerse como resultado
de la urna de do vectores á ángulo re to en fase el uno
on la fe, 111, Y uyo módulo es E p' Y iendo el módulo del

otro E x ' . L a fig. representa esta ornpos ici on para el caso
de ser .v' po ítiv a.

e tendrá en onse ueucía por lo que se deduce del exa­
men de la ti ura

ó bien , SI E forma un ángulo (Z con el eje ele cant idades
real es:

- 3

Luego la adm itancia se repre enta imbólicamen te por

i = E (p' + i x ')

An álogamente á lo hecho para la impedan cia designare­
mos á es ta ex pre íón por s ' ,

P ar a que el método imbólico no pueda inducir á confu­
siones. erá nece ario acaso hacer una pequeña aclaración.

En el mét odo simbólico se representa á un a ca nt idad pe­
ri ódi ca sinu oidal

por

y puede con iderar e corno un modo abreviado para no e _

cr ibir á cada paso cos 2;1
Y sen 2;1

, poniendo en vez de l pri­

mero la uni dad y en vez e1el egundo i,

La razón de er del método simbólico está fundada en
la irruiente con ideracione: i e multiplí a á una an-
tidad
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por un número y se resta de la fa e de la antidad re ul­
tante un ánzulo (1. constante, se obtiene la nueva antidad.

'2':; [ )
..4 S sen - T + O- el:

que e puede representar imb ólicamente por

.-I.Sei ( - 12. )

De mod que el resultado de las do operacione ante-
riore e tradu e en la expre i ón ímb ol íca, amo el re ul-
tado de multiplicar A e i lJ por c - ia. Ó ea por

S eos ct - i S sen 12. •

De lo que acaba de decirse no e puede de lucir que si e

multiplican dos antidades como

(

2 ;; [ )
Al sen T + 01

(
2 ;; [ )

A ~sen T + 91

el resul ta do pu ede expresarse simb óli amente por el pro ­
due to de Al e iu. por A~ e i O,, Ó se a por

i (91 + O,)
A l A ~ e •

En "e fec to,

(271l ) (2ret ) [ 2TtlJA I se n T + 01 A ~ sen T + 01 = A I JI ~ .cas a - cos ~ _

cuyo producto no es de la for ma de los fa tares , ya que
fig ura en él un término

2

que repre enta una cantidad uyo período ~ e la mitad del

per íodo de las cantidades var iables que se representan sim­
bóli amente} ) es , por tanto, de naturaleza diferente.
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r y por 10 tanto,
0 8 == OP sen to l

E n on ecuencia pu ede repr e en­
f tar e un a magn itud sinusoida l por el va­

lar ele la cuer la que , pa a ndo onstante ­
mente por O e tá comprendid a en un o
de los dos c irculas tangentes dc diáme­

tro O .P . En esta representa ción deb e
toma r e la cuerda omprendida en el
círculo super ior I a ra va lores de a , om­
pr endidos ent r e

F íg. II
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It = JI' t

2 .. [
·r, =.:(, cos ­

o T

0 8 = OP . en «

6. - Diagrama polar

Este diagra ma, de mucho u o en la -T écni ca con iste en
lo sig uiente: ea n dos írculos ia ual cs y ta ngente ex teri or­
mente . Con las notaciones de la figura 11,

• 1 imaginarnos que OB gir a al r ededor de O) con veloci ­
ciad ang ula]' ons ta nte 'Z ' . se ten drá :

y la cue rda negativa omprendida en el
c irculo inferi or para va lores de a , comprend idos entre

7· - Diferencias q ue presentan algu n as de las can tidades
estudiadas en lo que h ace r eferencia á la fa s e

Se recordara que el flujo magn ético que utraviesa una
e pira tiene por va lar
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Y la fuerza electromotriz engendrada va le

tI> '1 r: 1
e= - - = E en--

a l T

De 1, expre iones de <I> y e e dedu que I v tor qu e
re pre enta e a trasa 90<> re pecto del que rep re. en te <IJ . - bre ­
viadarnente e uel e decir qu e e pre enta re pe to de <1> un

retra o de 90°.
La fue rza ele trornotriz de autoi nducc i ón

d i
- l -- ti t

e ha lla re pecto de i en la mi ma condicione que e re ­
pecto de <1>. Luezo la fuerza elect ro mot r iz de aut indu ción

at ra a 90° r especto ele i,

En ca mbio, la relación entre la c1 ife re n ia de pot encial
en lo born es de l condensador ó ea

_ ( idt
. e

se halla respecto ele i en las mism as cond i ione qu e <1> res­
pecto de e, luego la citada diferencia de potencial adelanta
á i ele un á ngulo de 90°.



Fig . I

/1 /1' = k

~~. . 0 _ proponemos en esta co nferencia y en la iguien tc
~~~ apli ~11- lo diazrama de B den y las r pre enta ­
. .~ ciones simbólica á alzunos j mplo . Par a facil itar
la a plica ci ón 1 rec rda r mos antes al gu na tr an forma io­
nes de figu ra .

Consid ére e una curva en el plano uya ecuación en coor­
denado pola res ea (fig . 1).

u = f ta. )

- Una de las transformaciones
más u ada en e l estudio de las
cor rie ntes a ltern a es aquella que
con i te en multi plicar lo radios
vectores de la cur va an terior por

- 3IH-

Conferencia tercera

1 . - Sobre algunas transform aciones geométricas

Estudio del circuito constituído por dos
impedancias en serie y del correlativo

iendo J1l Y Jl con tante . L a urva t ran formada e' se ob­
tiene z irando la cur va primitiva e de un ángulo Jl alrededor
de O or igen de coorden adas , y multipli can do luego los radios
vec to re de la curva así obtenida por tu,

En la tran formación llamada por radio vectore re í­

pro o el radio ve tor 11 de la urva dada y el 1/ de la tr an: ­
formada sat i face n á la izualdad :
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+

Fo/: 3

+

Fl g. 2

+

si en do k constante. E n es ta transforma ion 'e con ervan lo
án ulo ; es decir el áng ulo de do rama duna urva de
do curvas de un a recta y una curva ó de do recta e
ízual al de us tr an formadas .

La curva uya tran formada e má intere ante cono-
e r es la circunferencia . E n <Teneral, e otra circunferencia
á meno que la primera pa e por el orizen de tran forma­

ion que e el punto O, en cuyo a o la tran formada e una
recta perpendicular a l diámetro que pa a por O.

Recíprocamente la transformada de una re ta e una
ir uníerencia que pasa por el orizen á meno que el ori­

<Ten ea un punto de la recta, en cuyo e o la tran formada
d la recta e ella misma.

Para determinar la circunferencia tran formada de otra
C I por radio vectores recíprocos Ó por inver ion como e
uele llamar tambié n trácese el diámetro uya prolongac ión

p. a por el origen y hállen se en él ó en u prolongaci ón lo
punto l ' y B ' co njugados de us extremo 1 y B. El punto

medio de A ' E ' es el centro de la cir­
cunferencia tran formada uyo diá ­
metro es A' B '. uan do C l pasa por
el or igen (Iig. 2) basta trazar el diá­
metro OA qu e pasa por O y hallar
el punto inver so ó conjugado de l A .
Sea por ejemplo A' . La r ecta que
pasando por A ' es perpendicular á

O ..'les la t ransformada qu e se busca .
Es de ver (fig . 3), que á un se nt ido

determinado en el recorrido de una
ir un feren ia dada corresponde el

op uesto al r ecorrer su inversa .
•n la ons ideraciones qu e pre e­

den r pe to de la inversión hemo
up ue to que el si tema de eje de referen ia era tal, que la
oordenada medidas en uno ú otro eje eran real . P ro
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referencia se mueve en sentido opue to e dec ir, en el en­
tido de las agu ja de un r eloj i ante e movía al rev é .

A la con ta nte k e la de nomina poten ia de inver ion.

2 . - Resolución gráfica de u n problema (a

S e dispone una d.istribuciáu de fu erza en la que la
uuiquinas recept oras son motores asiucránicos caracteri­
z ados por ser constante la susccptnucia x'~ d e los mismos.
Si en los ex t remos de la linea cuya resist encia álnuica
es PI Y el/ya reactancia es x I actúa l/11({ d.if ereucia d e po­
tencial . it ntsoitlal cuya amplitud ó valor máx imo E, e
constan!e, e pregunta.: ¿ Cuál erd el " alar de la iu teu i­
dad para d.i: erso valore. d e la cond uctaucia p';! de In.
máquinas recept oras ?

ean (fig . ) do ejes rectan rula re ~í lo que e referi rán
las diver a ant idad es , un o de ello erá el de cant idade
reale y otro el de imaginaria pura . La impedancia de la
linea vale imbólicamente

viniendo repr e. entada en la fig. por el vector 00, de valor
absoluto l'

La impedancia de todo el ci rcuito será igual á la de la
lín ea , más la de las máquin as receptoras que deduciremos
del diagrama 2.° de Bcdell en la forma que á continuaci ón se
indica . En el ci tado diagrama (fig. 7 de la C. an teri or), toelos
los segmentos son propor ciona le éí. I~ El ezrnento OD val e
ap lica ndo el diazrama á la máquina r ce ptora E = 1 ~ . Por
lo tanto s i J fuera igual á la unid ad, O 1 ería el verdadero
valor de ~ . y, orn o-por otra par te , en la máq uina re ep­
tora , x ':! e on tanteoel luga r acométr ico de 10- pun to 1 e

el emi ir ul ODC, cuyo diámetro , uponiendo I = 1 e ,~, .., ,

( 1) V. Arnold . W t!chselstrOllltech nicr.. lo m o 1. Lei pzig . 1902 .

1
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En con e uen ia , si por 01 (fig . ) e tra za una re ta 0 1 pa­

ralela al eje imaginario , y e limita la por ción 0 , e = ; '. •

la circuníerencia , cuyo diámetro e 0 1 e era el Iuzar g ·0 ­

métrico de 10_ extremos D de lo radio vectore O D que
representan la impedancia total - 1+ - 2'

Dad un va lor de P~ se hallará el cor respondient d ~~

tomando sobre 0 1 perpendicul ar <l O. e un segment 1 ' /

= _1, ; uniendo el ex t re mo A de es t segmento con el pun to .
p 2

Y det erminan do el punto D de encue ntro ele A e con 0 1 1 C.
El v ector 0 1 J) rep resenta Z2 '

D e es te m do, y para cada valor de P'2 se conoce la im­
pedancia total del circuito . Para onocer la inten idad que
lo atravíe a en cada caso e podrá razonar como sizuc. La
curva inver a de la circunferencia 0 1 J) e lugar zeom érr¡
de las impedan ías, e otra circunferencia que erá el luzar
gcométrí o de la admitancia si la potencia de inv ersion
es la unidad. Ahora bien, el produ to de E por la admí­
tancia e la inten idad. Luezo obtenida la curva de admi­
tancia ba tara multiplicar por E su radios vectore para
obtener la cun-a lugar geométr i o de inten idade .

Para obtener la curva de adm ítancia , bastará como e
ha dich o. invertir la de impeda n ia on la P?tencia + l . Al
invertir , la ur va t ransformada apnrccerá á In izquier da del eje
real. Para t nerla á la derecha se puede utilizar el giro d que
se ha habl ad o a ntes , con la circuns tancia el e cambiar el sentido
de r ot ación ele la línea de referencia , qu e ser á después del airo
el de las agujas de un reloj . Ob teni da así la urva de admitan­
cias basta multi plicar los radio ve tare por E, como qu eda
dicho pa ra obtener la curva de int n idade ..Mas no e pre­
ciso, par a bt cner esta última, dibujar antes la de admitan­
cias. Modificando la potencia de inversión, se puede obtener
directamente de la curva de imp dan ia la de inten idade
Basta rá en efecto tomar para valor de la dicha potencia

1 X E



- :l'iU -

A í re ulta en la ficura la ur va de in t nsidade .
Para obte ne r la intensidad orrespondic nte al valor O, D

por ejemplo ele '- 21 ba la unir D con O y l punto D , más
pr óximo á O de lo do en que la r cta O D encuentra al

nuevo círculo] es tal que

.Y la proyec i ón de O l , obre la lí nea de referen ia es i ual
al valor in tantaneo i de la intensidad.

na vez cono ido el va lor de la in ten idad se puede al­
cula r la pérdida de tensión en la línea . Importa, sin cm­
barz ; co nocer antes la pos ición de l vector que rep re nta
á la dife rencia de poten ial e en la e rac ión ze neradora . Para
esto, sup óngase que e nula la impedancia de la máquina
r e ep tora en cuyo ca o la impeda ncia de t do el cir cuir es
sólo la de la línea es de ir , S I ' Y, co mo en es te aso el vec­
tor qu e representa la intensidad tiene la direcc ió n de O O,.
Y como por otr a par te, (' i x, s po itix o ha de adelantar á

la intensidad el producto s, I e obtendrá haciendo gir a r al
ve ctor i de u n án gulo .

XI:( = al'c tg -
:' t

en ent ido op ue to al de l Q"jro de la línea de referencia iI ) .Y

multiplicando luez el módulo l por el rnó lulo de la impe­
dan ia , ó se a por

E videntemente el nuevo vector e halla confund ido con el
eje real.

En estado de ca rga, mando la impedancia de las maqui­
na receptoras ti en e un valor di tint de cero . la pérdida de
ten i ón en línea erá

1;'1

( 1) Se reco rdará q ue el sentido actual de giro de la línea de refcreu cla es el de
las ag u jas d e u n rel oj .
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y debe de scontar e de e para obtener la diferencia de poten­
cial en 10 bornes de la máquina receptora. El lucrar eo­
métrico de lo ve tore i 5 1se obtendr á multiplicando l luzar
geométr ico del vector i por la antidad imazinaria SI de lo
que r es ulta que lo vectores i -. ad elantan á los vec t r i
de un ángul

x.
7. = are tg - ­

p.

El nu evo lugar geo métr ico es un a .írcunfer encia que pasa
evidentemen te por el extremo ele e. El pu nto A l es el que
corresponde al DI de la cir cunleren ia de intensidade . Pa ra
ha llar la di fere ncia de pot en cial en lo bornes de la e ta i6n
6 máquina re eptora, hay que restar de e lo radios ve tares

<; __-".'" O--- -

I
/

I
j I

~ /

I
/

--- - - ...... .... ...,
\

\
\
I
I
I
I

/
I

/......./

..­
;"

/
. /

/ -,
I
I
\
\,

\

"

Fil:. 7

de la nueva ir unferencia como ya hemos dicho. Por ejem­
plo, OE - OA 1 = ,AIE = OA' (fíg . 7). El lugar ge ométrico
de lo puntos A', representado aparte en la fig. 7 e eviden ­
temente otra ir unferencia izua l á la a nter ior , y cuyo centro
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es I punt o simé t rico del entr o V de la mism a , r s pecto de l
pun t medio de E, cir cun ra ncia que resulta de er DAB A'
un paralelogramo.

n ejemplo práctico c uya ejecución d ej a mos al c u idado del le c­
tor acl arará la s construcciones que se acaban de explicar.

S ean

E == 2500 Volts ; PI = 0,2 ohrns : Xl = 0,4 ohms ; x'! = 0 ,06 ohms

«T ó me nse ( 1) dos ej es co o rd ena dos rec ta ngu la res O A Y O B .
E l O A d irigido , á parti r de O hacia la parte s uperi or de l pa pel , y
el O B á la izq ui e rda d e O A. El eje O A será el d e cantidades rea­
les r posit ivas , el O B el de imaginarias positivas. Sea O e la p ro­
longación d e O B hacia la derecha d e O A. Sobre O e se tomará, á
partir de O, una lo ngit ud O R igual á mm. como representando
los 0 ,4 ohms de reactancia ;\71 ' En la escala adoptada ( ohm= 1 c m .
En R se elevará una pe rpendicular á O • tomando sobre ella u na
lon gi tud R R 1 ig ual á 2 mm . que rep rese n ta á PI ' Por R

l
se t razará

una paralela á O e y se Iimi tar á e n ell a u na porci ó n R
l
R

2
= Xl,

•=--..!...-ó = 16 ,6¡ cm. , la cual será el di á me tro de u na c irc unfe ren-
0 ,0

c ia Cl lu g ar geométrico de las impedancias.»

De éste, como es sab id o , tomando la potencia de inve rs ión
igual á la unidad, se p ued e pasa r á la ci rcun ferencia C de admi­
tancias. Ahora bien ; si 1 cm. equivale á un ohm, J cm. será tam­
bién el equivalente del mho, si 1 c m . es la potencia de inversión.
E l amp ére es igual producto del mh o p or el vol t, L a curva C. d e
a m pé res s e obte ndrá mu lt i pli ca nd o la cu rva C

2
por 2 ,50 0 . Y e l

número de amp éres se ría el d e cen tíme t ros de los rad ios vectores
de la Curva e.. es decir, á cada cm . corresp o ndería u n am p ére . E n
esta e ca la , las longitudes s erían excesivarnen te g ra nd es , por ejem­
plo, para 2 0 0 amp éres se necesitarían 2 m. Así, pues, e rá conve­
niente red ucir estas magnitudes á la d écima pa r te, de m odo que 10

am p ére están representados por r cm.

De la cun-a Cl se puede pasar á la de a dmitancias en la nueva
escala con sólo to mar como potenc ia d e inversión 0, 1 c m". Así
d ir emos, ( o h m se representa p or 1 cm. , 1 mho p or 1 mm . , J a m­
p ére ta mb ié n p or J mm . direc tamente se puede pasa r d e la

(1) La parle constructiva va ent re comill as.
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cu rva el de impedancias á la e
J

de intensidades , tomando como po­
tencia de inversión O ,J X 2 , 5 0 0 cm. ~ = 2-0 cm ," El número de mi­
límetros de los radios vectores serán lo s a mp éres correspon di entes.

« E n consecuencia, trazada la circumfere ncia CI se invertirá
tomando á O como centro de in -e rs i ón , y 250 cm. " como poten cia.
La circunfe rencia r esulta nte es ta l, que lo s radios vectores á parti r
de O, medidos e n mm. da n el valo r de la intensidad en amp : res . »

De la curva C. se pasa á la C de pérd ida de tensión en línea.
Los ra di os ve cto res de CI representa n volts y se obtie nen multi­
p l icando los de C. por el número de oh ms á que eq uivale la
impedancia de la lí nea. L uego u n mi límetro sobre el ra di o vector
de C

4
re presen ta un vol t. «La circ u nferen cia C4 se ob tie ne g irando

al rad io vector q u e une O con el centre 0 1 de C. hacia la izq uie rda
y de un ángu lo rp dado po r

0 ·4l a(l.= - - = 'l
:J 0 . 2 -

ósea

y situando en él el centro de la circunferencia á una distancia

siendo el radio del círculo igual a l del cí rculo C. multiplicado

por 0,424 ».

3 . - Resolución s imbólica del m ismo problema

Al vector e lo imagina re mos dirigid o segú n el ej de
cantida des r alcs, así es que simbólicamente se representa rá
por E. Al vector i se le designad por 11 1+ i 112 siendo lit y 1/2

las componentes de su amplitud l abre los ejes. Con e ta
notaciones e tendrá evidentemente

expre i ón que para cada valor de p': da lo de lf l y u de lo
cua les se deducen los de la amplitud



E ~

+ P,
XI -,-o

.\ ::!.,
X ,

PI + '"""7"i"
s !

1/. R
ta ~ = - - = - = ----=:-

lO /l l .4

} ' • • E !
. = I1 - -1- 11 - = - -­

• , A ~ + !3 !

En consec uencia

[
. P'. - i x', ] . ( x '; ) ( p'~ )E = ?,-IX, + ,-~ ..L .,~ ( U J . I U! = PI + , ;- 1l 1 .L x l +-,i 11~

p! . X ~ s:: s,

é
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AE
u 1 = A 2+ /P

BE
u ~= A 2+ B ~

Ll a man do A a l primer pa réntesis y B al segundo, las
do ecuaciones anterior es pueden escribirs e

E = A111 + B li t

0= BII I - A 11 1

de las cuales se deduce

pudiéndo e e cribir , por lo tanto, como r ultado de la igua­
la i ón de pa r tes rea les é imagin a ria

En efecto la ecuación (1) puede descompone rse en sus
parte real é imagin a ria del modo que á continuación se
indica llamando s''!. al valor a b oluto de la admitan ía :

y de la fase ~ de laintensidad, pues
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La fuerza elec tromot riz perdida n la línea, a le

y la diferen ia de potencial en lo borne es

en cuyas expresiones podrá fá cilmente el lec tor se parar la
partes rea les é imagi narias ha llando finalmen te la a rn plit u 1

y fase ele l' ~ y E - e~.

4 . - Tanto por ciento de pérdida de tensión

Gráficamente pueden evaluarse antidades cuyo ono i­
miento puede er de mucha uti lidad . Tales son las llam ada
pérdida y 0'. nancia procentua le en la tensión y que se
definen por las iguientes expre ione :

E - E
p= E 1 X 100

E -Es >: I 100
El

siendo E Y El las am plitudes de las -difer encias de p te n ial
en las esta iones generadora y re­

A '
ceptora .

Obtenid a s la s r epresen t aci on es
ve ctoriales ele las dos diferencias de
potencial ante riores , en la forma qu e
indi ca la Iiz. I en qu e AD = El se ha
deducido amo dife rencia vectorial
ent re B A = E Y B D.= E 1 iendo <_e
la amplitud del vector que repr e enta
la pérdida de ten ion en línea el cua l
vale i 1I la representación geométrica B

de p e obtiene sin dificultad. Trá- Fi .

cese á este ñn la circunferencia cuyo diámetro es B,D = E! ;
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200

el resulta do es p.
i lo vec tores se dispu íeran

con forme se indi ca en la fig. 9, la
fórmula del tanto por ciento de
pérdida rela tiva ería

pue to que en es te ca o E l = A C
+ C D. P or lo tanto iem pr e queFig . 9

n

DC I ( B C) ~P= .4B + -;O AH

100 10 0

\1 • • ( ( BC).~ ..AD =.4.C-DC = AB" -B C - D C=AB 1 - A H - DC

- :176 -

' p _ E - EI _ DC I ( B C )~- - - - + - -
10 0 E .!lB::! ALJ

pr olóng ue e AD = E l hasta que por e. .unda vez en .uentre
á la circunferencia en C. e tendrá

En la pr ácti a B e e pequ eño comparado con AB.

Desarrollando la potencia ~ del bin omio 1 - - ~~ enserie, e­

zün la potencia de ~~ y quedán dono sólo con los té rm i­

no de segundo grado , queda

de dond

ó bien

de donde e deduce qu e para conoc er p ba stará ev a luar en la
figura D e y P Cunidaeles igua les él la ce ntési ma parte ele A B:
y llamando; y "(j á los resultado de la medida a lcula r
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el segundo punto e de ínter e cción de El con la circuníeren­
cia de diámetro J!.~ e té fuera de l eg mento A D . E l deb to­
marse el i no +delante de ; y el iz no - en ca o onrrarí .

P ráctica mente , para hallar p e pr cederá del íguí enre

modo. e t razará una circunfe ren ia uyo diá metro ea

D B = ~"L
10 0

y tí partir ele] ext remo D ele es te diá metro se tra zará una
recta que f rrne co n él el ángulo qu e E~ forma con El' Po­
dr án s uceder dos cosas : que la r cta sa lea fuera de la cir ­
cunferencia ó lo contr ario . En el primer caso se prolong ará
en sentid o opue to, limitándose en un o y otro ca o en el
gundo punto de inte r ecc ion e co n la itada circu nferen ia.
L a longitud de la cuerda ínter eptada repr esenta + ~ en el
primer ca o y - ¡; en el segundo. El ezmento rectilíneo B
repre enta ~ en uno y otro caso .

El valor de la z anancia relati va e puede obtener de
un modo pa recido . Basta al efec to repetir las constru io­
nes anteriore partiendo de

DB -= E,
El
100

así es , qu e llamando s' y r¡ 1á los nuev os valores de 1

y eB , se tien e
-, .,.,'g = ; -t-­

200

5. - Estudio del cir cuito constituido por dos impedancias
en paralelo

n cir uito constituído por dos impedancias 1 B D
Y A eD en paralelo como indica la figura 10, es , en ierto
modo or relati\' 0 del que se a aba de e tud ia r . En efe to :
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1, =-\ t e

i ,

;,+ i, =; = (~ ' I + ~'.) c=,,' e

A

o

,FiS_ 10

i,B
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1 , rÓv Ó. » 1 1
- = '" = -\1 'T" ", ~ = - + -

" • :;- 1 "\ :

la diferencia de potencia l e anterior era la suma de el Y e;
aquí la inten idad total de línea i es la suma de las inten i­

dades i, é i2 en las r amas; all í______....;A~

era una sola la co r r iente que
atravesaba el circuito aquí es
una la diferencia de potencial
entre los ex trem os comunes ele
las dos impedancias ; a llí y,
como consecuencia de lo ante-

e dar , la impe dancia tota l del cir­
cu ito era la suma ele las impe­
dancias de la línea y de la má­
quina receptora aquí o urre lo
mismo COll la adrnitancias de
las dos ramas , pues to que si
son ésta S 'I)T E '~ se tendrá
llama ndo e ti la diferencia de
potencial entre 1 v D.

de donde

Interesa en muchos caso conocer el valor de la impe­
dancia z equivalente al sistema de dos impeda ncia s S I y Z 2

en paralelo.
E viden temente

Gr áficamen te pued e const ruirse E dad as Z l Y Z2 ' A este
efecto , upongamos que vec tor ialmente ~l = OA Y Z't = O B
(fig. 11). L as admitanci as respecti vas erán
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áng ulo ~ qu e forman O C;! y "";! limitando sobre O Cl un eg­
mento O C uyo ex tremo C e la intersección on O Cl de
una recta t ra za da por el ,extremo de E l y for mando con ella
el mismo anzulo ¡J que E l forma con la diagonal O C:! ,

El circuito co nstit uido por dos impedancias en paralelo,
se pres ta á un es tudio an álogo a l de dos en serie , con las
diferencias que in troduce la correla tividad que antes se ha
pu esto de mani fie too Así por ejemplo , el probl ema resuelto
gr áfica y simbólicamente, tiene al qu e se enuncia á conti­
nuación por co r re la t í o. na corriente de inten idad cons ­
tant e se de tina á alimentar dos impedancias en paralelo.
En una de e llas es constant la reactan cia y va ria ble la
resisten cia I en la otra son constan tes am ba viniendo
dadas por lo val ores conocidos de la co nducta n ia y de la
susc ep tancia . Se pide el va lor de la in tensidad que atr ave­
sar á cada una de las ramas , así como la diferencia de poten ­
cia l en sus extremos comune para diferentes valo r e de la
resi ten cia variable. Para resolver este problema podrá pr o­
cederse de un modo cor rela tivo á ómo se r esolvió el ante-

• rior , debiendo emplea rse en la resolución gráfica el primer
diazrama de Bedell. Dejamo que el lec to r se ejercite en la
resolución de este problema , as í como de los que se enuncian
al final de la Conferencia.

Las nociones de pérdida y z anancia de tensión en línea
tie nen sus equiva lentes, á saber:

1 -/r ' = - .-: X 10 0
1

y
1 - 1

a ' = - . -- X 100
1 :

y son suscept ibles de represen taciones (¡'ráficas anal ozas á
las de p y (1" ,

Prácticamente el circuit o de qu e nos es tamos ocupa ndo
hac e referencia al caso de un a máquin a receptora con la



excitación ó me ani roo rezulador en para lelo obre la im­
pedancia princi pa l de la misma y lo valores de P' y rr'

hacen refer neia á la pérdida ó gan ancia procentual rela tiva
que absorbe la excitación ó regulación.

6. - E j ercicios

1.° Existe un a di feren cia de potencial con stan te en lo s extrc­
mas de u na lin ea , la cua l está caracte r izada p or su res isten cia y
rea cta ncia co ns ta ntes . Se pi de la in tensidad y pérd ida procentu al
de ten sión cua ndo la máqui na receptora , constitu ida por un a im pe­
da ncia en serie co n la línea , trabaja e n d istintos es tados de carga.
sabiendo que con independencia de éstos , la corriente ofrece un re­
traso y constante respecto de la fuerza elec t ro mo triz q ue actúa en
los bornes de la máq uina recep tora. (El circulo el del pri mer pro­
blema se convier te, en este caso , en u na r ecta incli nada de su
á ng ulo sobre el ej e real) . R esolver el problema correlat ivo para
el cas o de dos impedanc ias en paralel o .

2. ° En lo s bornes de un a máq uin a receptora hay una d ife re n­
cia de pote ncial es co ns ta nte, s iendo co nst a n te la resistencia el ' c­
tr ica de la máquina y va riab le su r eactancia , S e pi de la fu erza
elect romotr iz en los bornes de la línea de al imentació n, sabiendo
los valores de la r e istencia )' de la reacta nci a de la misma.

Para resol ver es te problema simbóli ca mente , hay que calcular
la intensidad en función de la react anci a va ria ble , y luego mu lti­
pl ica rl o por la impedan cia de la lín ea para tener la difere ncia de
potencial perdida en la misma . La inte ns idad es ev id en te men te el
cociente de ez por la impedancia de la má q uina recepto ra .

3'° R eso lver el mismo problema an terior, pe ro supo nie nd o
q ue en vez de ser constante la r esiste nci a y va riable la react ancia,
la máquin a recepto ra tiene consta n te la susc ep tancia y variable la
conducta ncia . (Aplicar el primer d iagram a de Bedell).

4'0 Constru ir g ráficamente la imp ed an cia equivalente á otras

var ias di spuestas en paralelo .
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Conferencia cuarta

Estudio analítico y gráfico de un circuito constituído por
una impedancia en serie con el sistema de dos en paralelo

1 . - Estudio analítico

•
t.~ 0. , la mayor parte de las aplicacione del cir uito de

• . la fi g. 1, una de las impedancias , la (3), por ejemplo,
: '. es va riable, sez ün cie r ta ley , y e trata de ver cómo
ha de var iar la impeda n ia (3) pa ra que, permanedcn do in­
variable la am plitud E de la diferencia de potencial e

J
cual _

qui era que sea n las variaciones
de (2) y de (3) se ma ntenza cons­
tan te la am plitud El de la dife ­
rencia de potencia l e2 entre Ay B.

E jemplo : S upongamos que la
[ irnpeda ncia (2) se a tal que su

s u ceptancia ea consta nte pu­
diendo ,-ariar ]a onductancia.
La resolución simbólica de l pro­
blema que consiste en ha llar una

Fig. I re lación entre p'~ y ~3 e la que
e ind i a á continuació n, en la

que la impeda ncia equ iva lent e a l is tema de (_) y ( ), se ha
representad o por 3 23' Se tiene evide ntemente:

e. = i , ;:.3 = ', - -_
- - J

- + -

. e -e,
1)= - ­

{ I
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Median te es ta dos ecu aci ones , e pueden determinar 11

y .53' Como quiera que de c'}. ólo e variable la fa e, inter­
vi enen en la fórmulas anter iore ada una de la cuale e
desdobla a l eparar la parte reale de las imag inar ia la
siguient es in óznita :

La fase C2 de e2'
La a mplituel y fase ele i l •

La r ea tancia ele Z 3, Y
La resi st encia de 3 3'

En totalidad , el número ele var iables es 5 , siendo 4 el de
ecuaciones. Hay. por consecu encia , indetermina ción que
desaparece introduci endo una nueva condició n que puede
ser por ejemplo

?s =o

disponiendo e en to nces de cuatro e uaciones para determi ­
nar cuatro inc ógnitas, y mediante la cuales pueden expre­
sarse tres de ella en función de p'!. He aquí el pormenor de l
cálculo. Eliminando i, se tiene:

- , ,
-.- + -
, X:I -\'!

e - e.
e 2 = -~-' - - - -

'\1

ó bien

e ,\p [ - '- - - ' -] = e - e;J 1 • !
- {~ , X ,

Suponi endo que la fase de e es ce ro, y poniendo en vez
de e y e2 sus valores simbólico s, quedará:

E! Leos E: + i se n E.l [PI - ¡X \] [p': + ¡x': + : ] = E - E! [cos E: + í se n !:J
•• s

Sep aranelo en e ta ecuación las partes r eales de la ima­
ginarias e de dobla á saber:



la cuales pueden esc ribirse de este modo:

E~co E! [-X.r:~~ [:. (X/~ + :JJ+E~ . n ~ [ Psp'~ -1. X s(x':.J..:,) 'LsJ = o

que son de la forma
.4 COS E + [J sen E =- E

- B cos ¡¡ + A seo E - o

Para resolver e te sis te ma se po rá es rí bir
...

A = M' cos«

B = M coa.

con lo cual se reduce al sizuiente

}'I cos z - a = E
.~'l sen E - ct) = O

De la última se deduces si M ± 0 ,

y en este caso, la primer a da
M= E

Como quiera qu e-llf= 1/ A' + B' se tendrá

E = E~ \! [p/p'2+x, (X'2 ~ ~J :- 1] ! + [XI P'2·- PI (x'.+ ~) J
I

ó bien

(
E)2 , ,)2~ _ 1-]. 2 1 2 .L 1. .J- .. -.: ..' ~E. - Pi (PI .. XI ) , (PI , XI ) \ x 2 ' X

3

+ ,

-1. , ~" ( , .J.. I), 2 P\ P 1 ' _x, x ~ , Xi

E ta es la relació n que liga á P'2 Y x 3 entre sí, la cual.
uponiendo á P'2 Y ':Xs coordenadas re ctanzula re de una curva

representa una elipse.
L o valores de las demás variable en función de P'2 se

hallan in difi cultad iguiendo el procedimi ento ya indicado.
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2 . - Resolución gráfica del problema anter ior
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e re orda r á que el luzar geométr ico de lo e,' tremo' de
vectore que r epresentan la diferencia de p t n ial de lo
borne de una máquina receptor a : e una cir umferen ía
cua ndo en los bornes de la tran mi ora exi te una diferencia
de pot en ial e cuya amplitud E es con tante y va rta la e n-
ducta ncia de aquélla permaneciendo A

in vari able u usceptancia (couíeren-
cia 3." fiz . 7) . Para ca da valor de la
co nd uc tanci a de la máquina receptora B'

aparece un valor de e?, de magnitud
y fa e vari able con aquélla. Pero i
en derivación respecto á la máquina
receptora e intercala en el circuito una
resi ten cia con autoinducci ón y ca pa­
cidad pudiendo variarse esta última á
voluntad, se obtendrá el circuito de
la fiz. 1 del que nos proponemos hallar los val ore de la ca­
pa cidad intercala r que mantendrá n constante á E?' de macla,
que el luga r geomé trico de vectores et sea ah ora una cir-

um feren cia de ce nt ro O y radio O B ' = E2 (tio', 2).
Obsérvese que la diferencia de fase Cf2 ent re i 2 y ('2 es

indep endiente ele z~ y depe nde s ólo de Z 2 6 mejor ele pi? pu s to
que x'? es cons tante. Por lo tant o, el extre mo de 1;. ha ele
es ta r en una recta paralela á E 2 Y á una di ran cia :)."'2 de la
mism a . Del mism o modo la di feren cia ele fas e entre 13 y ('2

es independient e de Z2 Y viene dada por:

x
tg C? = .:.2­

p.

i la deri va i ón es tal que P3 pueda cons ide rar e como
de preciableomparado con X 3 el valor de 1 0" 'P3 e indefi­
nidamente grande, y por lo tanto, la dirección de i3 e .cono-
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cida cuando se conoce la de e-: i X a es ne ativa que es el
ca o de e tar con ti tuí da la reactan ia por una a pa idad

:;J= - 90°

y la corriente 13 adelanta 900:í. e~ (\ . fig. 2). ( e recordad
que en la Iizura á que nos referimo el entido a tual de la
línea de referencia, es el de la a uja ele un reloj).

La diferencia vect orial entre e y c. repre entará la dife ­
ren cia de potencial pe rdida en línea . la ual vale

De aquí e deduce el valor de il' á aber

. c - c
' 1= --­

:¡l

de modo que basta dividir ve toria Imente e - c! por _" para
lo cual i el ángulo de fase de--, e negativo, y vale , ver­
bizraci a - (J. habrá que girar a l vector - e~ de un án­
zulo « en entido de la s aguja de un r loj dividiendo luezo
su módulo por el de E t •

Asi, pues , par ti endo de un val or cualquie ra OB' de la
diferen cia e 2 de potencia l, y cuyo módulo sea E2, la fi gura 2
indica como se halla el de e - c~ = O A - OE ' = E /A co­
rresp ondiente , y de éste , se pasa al de I, mediante la s ope ­
raciones dic has . Así resulta del valor arbitrario OB ' el co­
rresp ondiente de i, en módulo y fa se. Aho ra bien , 'l' 1 se pued e
co nside rar como suma de dos ve ctores i2 é · i~ . Del primero
se sa be qu e su extr emo está en una paralela (P) ÉL O B = E 2

Y á una distancia X '2 de la misma (la pa ra le la (1) ) no se ha lla
representada en la figur a 2), y del vector que represen ta i3 se
conoce su dirección. Con estos da tos resulta fá ci l hallar los
valores de i~ é i3 ; en efecto, basta por el extremo de i, t r a zar .
un a paral ela á i3 hasta que encuentre á la paral la (p) en un
punto qu e será precisamente el extremo d i~ .

El valor de ~ se ha lla determinado él u vez por la lon­
zi tud del sezmenro de recta que ' e acaba de trazar. Cono-
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ido el va lor de 1;, para dete r minar la reactancia .\"3, e podrá
utili za r la fórmula :

. E~xs= - y
2

.\.1 mi mo tiempo se viene en cono imient o de la p'! de
la maquina receptora correspondiente al valor OB ' ele ido
para t!2 pue la proyección oc tozona l de i~ obre OB' vale
pre i amente E P'2 Y basta por lo tanto. div idir el valor de
la citada pr oyección por E: para hallar P'2'

Par tiendo de otros r adios análogos á OB ' e pueden calcu­
lar por el procedimiento anter ior lo valore cor re pondiente
de P'2 y X 3 on los cuales se puede con truir rrráfi amente la
un-a qu e lo relaciona. y con ello e tá el problema r e uelto.

3. - Estudio del circuito teniendo en cuenta
las perturbaciones que se originan al abrirlo ó cerrarlo

Para el estu dio de estas perturbaciones hay q ue acudir á las 0­

luciones completas de las ecuaciones diferenciales , de las cua les
la representación sim bólica só lo atien de á los términos no amorti­
g uados .

Las leyes de Kirchhoff aplicadas al circuit o, darán el sig uie nte
s iste ma de cuatro ecuacio nes con la s no taciones de la figura r ,

E li mina nd o 1
J

Y d iíerenciando co n obj eto de hacer desaparecer
el signo f queda
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a)

l b )

di, + d~ i, + (2+ 1).
(2 PI + p,) di (2 L1 + L ,) dt~ C

l
C~ 1,

d t, d' i ( 2 1 ) • de+ 2 P1 + p.) dt + ( 2 L. + L. ) dt~ + C
l
+ e 1, = di

Es ta ecuación jun to co n

di , d~ t, + l . di , L d2 i l + 1 •
p, di + L , dt~ C, 1, = P. di. -r L 3 dt ~ C

I
13

(
" .. t )i'. = 1, sen - T - ~,

• -r 1 - K t
" = 1 , + I , e
• -r + 1 - K t
1. =1 • •", .e

sien do l : é 1\ solucio nes particulares de la forma

(

.) :t t )
i', = 1, sen - T - '.t.

e n el supuesto de se r

(
,, :t t )

e=E scn T - B

y satisfaciendo A~ e -K! y A 3 e - K ! á la ecuació n (b) y á la (a)
sin segundo miembro.

La de terminación de los valo res de I :. I . ~: y 0:. es an áloga á
la em p leada en el caso de dos impedancias en se rie , pudiendo uti­
lizars e el método simbólico .

Para hallar los va lo res de ]"{, que convi en e n á las solucio ne s de
(b) y (a) sin segu ndo miembro, se subst i tu irá en ellas en á vez de i;
é 'l' , los valor es A , e - Kt y A . e - Kt resulta ndo -

co nst it uyen un s istema de dos ecuacio nes, del q ue se podrá n dedu­
cir los va lores de 11 é 1·. en fu nci ón ele t .

Para resolver el s is tema se puede escribir

lulti plica ndo por 2 la última y añadiendo á ella sucesivamente
las dos igualdades e n q ue se puede descomponer la primera , igua­
lando el primero y el segundo mi embros al tercero, se tiene:



Divid e nd o es tas ecuaciones por e - K I Y eli mina ndo A . Y A
queda la s ig u iente ecu ación para K: (1)

td )

=0- L KI _ p A - -
1
-

, • I C
I

2 Im=-+­C¡ C~

2 I
1I = - ...L - .e¡ C, '

- :J 9 -

e- K I [.4,[2 L1 -'o L , K~ - 2 P, + PI) K + ( ~, + ~JJ
+ A l [ 2 L 1 -'o La) s: - 2 P, -'o 1'a) K + ( ~1 -'o ~JJ]= O

y

L . K' - PI K + ~:

(2 L¡+L J ) K' -(2 P, + pJ K +- m

siendo

ecuación de cuarto g rad o que dará para K cu at ro valores , los c ua­
les podrán ser todos reales, dos reales y dos imag in ari os conj uga­
dos ó todos imaginarios , siendo dos de ellos co nj ug ad os de lo s
otros d os.

«x + b)'= o

a'x + b')' = o

( 1) Cuando se tiene un sistema de ecu aciones homog éneas en n úmero igua l al de
incógn itas, por ejemplo:

se ne cesita la condición

J' = Alllx = A,b

para que sea resoluble: Y si se cu mple, los valores de las incógnitas son proporciona.
les á los determinantes menores de los elementos de una fila en ( 1). Asl, pu es , se
puede escri bi r

En las ec uaci ones (e) y (d) A~ Y .43 ju egan el pape l de x é y en los dos an teriores.
Luego .

A. = Al ( - L . Rj ' +- P, Á~ - ~J

A, = A, ( L , X;. - p, Á~ + ~,

Abora bien, dada la forma lineal de las ecuaciones difer en ciales (a) y (b), la su ma
de un número cualq uiera de solucion es es tam bién un a solu ción. Y, sumando las cua­
tro so luciones co rrespondien tes á los cuatro va lores q ue puede tener K se baila la so­
luci6n general con cuatro consta ntes Al }. : 1 3 r )" .
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y algunas de
escri b irs e en

- K t
el..:..

- K t
e

- K t
e ' ..:..

e
- .A~ t ....

- K I
L~ Eí.. ~' - P, , + e

•

K - K IL~ . - - :': • -¡- C.

i.

. ., . (L K" K I
' . - ' . = l., ~ .- - :', , -r -c:

( 1) - K. I

i.. L . K .' - p. K . + C. e +-

- 3!10 -

A. t Y \ t ~ ;

Resuel ta es ta ecuación, se te nd rá, llam ando /(", . K~, I ( 3 Y I (, á
las cu a tro ra íces , sup ues ta s reales y desiguales.

a l 1%( a l al
e co ~ l • e sen s t ", fe 'cos s r . y t e scn sz.

s ie ndo Al' x, x, Y J., constantes a rbit ra rias , cuy o va lo r se deduce
las co ndi cio nes límites que puede n ser, por ejemp lo , que
ti empo t = 0 , las intensidades z'p l2 é 1~ t en g an valores dados
a nte ma no, as í como la diferencia de potencia l en lo s bornes de
co nde nsador .

S i las ra íces de la ecuación en I ( fuera n reales,
ella s igual es, por ejemplo; K

2
= K . = J( 1 debie ran

vez de 1..., y A¡ ,

.y si fueran dos de ellas imaginarias co nj ugadas por ejemp lo - K .
= a + l' ~, - I ( = a- 'i ~ , en vez de e- 1\. 1 y e - K, I se pondría e a t

COS ~ t Y e a t se n ~ t re specti vamente . En e l caso de raíces imagina­
rias múltip les, por ej emplo -K! = - K . = a + i~ , - K~ = - f (
= I% - i~ se pondrán en vez de e - K, I, e - K, I, e -K I, y e -K, ' los
siguie n tes valo res :
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L as fó rm ulas gue aca bamos d e obtener ti e ne n m ucho int r és e n

los estudios d e electrorecnla mode rn a . E n m uch os cas os , la ecua':'
c ión e n .K es d e g rado inferio r al c uar to . Consideraremos breveme nte
a lgu no, usando ya d e la fó rmul as anter io res y a de otras análogas
más se ncilla s , d educidas por planteo d ir ec to, siguiendo la mi ma
marcha ó más sim plificada q ue s e sizuió en el planteo de la ecua­
ci ones diferencia les a y (b) q ue e refieren a l caso completo co­
rrespond ie n te a l circ u it o de la fig . l .

S i la cor r ie nte es co ntin ua, la fue rza electr o mo triz e, e n vez de
tene r con stan te tan só lo la ampl it ud E, será constante e n todo v a­
lo r del ti empo . Ahora bien, si e n un circuito como en el de la fi­
g u ra 1, servi d o por un a fuerza e lectromot r iz co ns ta nte, v in ie re á
va r ia r b ru sca men te la fuerza electromot r iz r esi st encia, sus ceptari­
cia, e tc . , de las r a mas del circuito, antes d e alcanzar las nuevas
in te nsidad es sus valores de régime n , varia rían entre el valor inicial
corresp ond ie nte al régimen ant ig uo , a n tes de la alteración de la
d icha j", e, 1/1, impedanci a , e tc ., y el corresp ondiente a l nuevo régi­
men. E l modo d e ser de es ta variac ió n , qu e puede ser consi cle rahle ,
es d e gran interés, y p ara co noce rl e p recisa proced e r p la nteando el
problema e n la forma di cha.

Antes d e e ntra r e n el pormenor de un ej em plo , adver tiremos ,
sig uiendo á S tein me tz ( 1) q ue aun tra tándose d e régime n no sinu-

soid a l lla ma re mos reac ta ncia á 2 ;:: I L - 2 7': ~l:. s ie ndo f .una fr e­

cuencia tipo, p o r ejemplo, la que corresponde á 60 ciclos por se­
gundo .

S ea un ci rcuito de la fo r ma de la fig. 1 e n que e = E = 600

volts, p¡ =24 ohms , P! = 1 íd . , P,= 1000 íd . , x, =4 íd . x _=40 íd .
)' x . = 40 íd . E n es t e ci rcu ito la corrien te con tinua de régime n en
las ramas (2) y (3) d edu cida, median te las ley es de Kirch hoff, val­
drá respectivam ente:

i /! = 23.9

; /. = 0 ,0 239

S u p o ng a mos q ue en un mo men to dad o, la fue rz a elec tromo t r iz
vinier e á varia r de un 10 p o r 1 0 0 , es dec ir, pasara del valor 6 0 0 al
valo r 540. Los valores de las nue va s in tensidades d e régim en ,. ,
sera n:

;"i'= 2 1,6

;",,= 0,021 6

( 1) Transient Pheno mena, New York, 'g09.



, + di , di 3

h l , - P, I , x ' d o - x 'dO = O

Esta ecuación , junto co n la q ue se obt iene res ta ndo la segu nda
y la tercera:

- 3D2 -

, L di, ' + L dI,
e! =" : -l• • ([¡ = F,l ' di

. "" + I - K1, = l . " e

i . =i,+i,

. di ,
e: =F,I ,+x' dO

. di,
e_= l', I,+ X, d

, t» + I - ''-0
1, = '. " e

constit uyen un sistema de dos ec ua cio nes dif eren cial es s im ultá neas
de lo s que se podrán obtener loa va lore s i: é 1, Poniendo:

De es tas ecuaciones se deduce q ue, poniendo en la últ ima, en
vez de i 1 su igual 1': + 1. mul tipli cá nd olo por 2 y escr ib iendo en
vez de 2 e el result ado d e s uma r la seg unda y la tercera ,

ó bi en con las notaciones convenida, y poniendo 2 :: f I =

hora bien , ¿ cómo varí an las inten si dades t'~ é t~ a l pasar de
los valore s antig uos á los nuevos ? E l p la nteo del problem a se rá , en
es te periodo va r ia b le el siguiente (leyes de Kirchhoff) :
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:r subs ti tuyendo, e n las ecuaciones aruer io re s, e podrán és tas des­
componer e n las cua t ro siguie ntes :

p, r. - PJ i"J = o
( 2 p. + p, i". + 2 ~I + ~ a) i", = 2 e

A, ( ~, - K x , - .4a (Pa - K Xa) = o

A. [(2 p. + x, - K (2 Xl + x, ] +
A a [(2 p. + x a) - K (2 Xl + XI ] = O

de las cuales las dos primeras dan los valores de la intensidad en el
régimen perm an en te , á saber, los va lores 21,6 Y o 0:H6 ampéres, y
las dos últimas lo s va lores de la parte var ia ble . Como és tas so n
homogéneas e n A 1 Y A . para que sean co mpatib les se necesita que
el determ inante del si stema sea nu lo, es decir, que 1f vendrá de­
terminado por la ecuación de segundo g rado :

XI X. + X, XI + Xl x, K 1 - [P I IX, + Xa) + 1', XI + Xa + ... (Xl + x J ] K

+ (PI ~, + F. Fa + P, Fa ) = O

Si K, Y K : son las dos raíces , los valo res de A! Y Al será n pro­
porcion ales respecti vamen te á Pa - K .'\:', Y p. - K x, respectiva­
mente. Lla mando l .• á la co ns ta nt e de proporcio nalidad, para
K = K

I
Y A. para K = K 1 la solució n comple ta se rá

K - X t O O ' K -: « O
i , = i," + 1..1 PI - I Xa e + 1' 1 (P, - 1 Xal e '

o " + lO - K I fJ + t -: - K Oi a = l a 1..1 p, - n I X, e A, p, - n, X,) e '

En estas ecuaciones quedan a ún por determinar las constantes 1..,

lo cual, en nuestro cas o , se log rará atendiendo á qne, inicialmen te ,
es deci r, para t =o = o, los valores de i: é i . son co nocidos. Y se
tendrá n las dos ecuaciones de cond ic ión, subst it uyen do va lores)'
obse rvan do q ue en el ejemplo K, = o,8;p Y J(: = 23 , 1 :

- 0 ,832 O - 23.1 O
23 ,9 = 21,6 + 1..1 966,72 e + 1.., 26 e

- o, 32 O - 23, 1 0
0 ,0239 = 0,21 6 - "132,2 e - /', 9 23 e

De estas ecuaciones se deduce n los va lo res de 1..1 y /' 2 Y llevados
á los de i, é la se ti en e

- o 32 O - 23 1
i, = 21 .6 + 2, 407 e ' - o.ooi e '

. - 0, 32 Il - 23 , 1 a
I = 0 ,021 - 0.0806 e + 0.0 30 e



y substituyendo valores se llega á

( e)

Cf)- 0 .8 3 2 O - 23 . 1 0
e, = 24 + 7 7, 9 e - 6,2 e

Si una vez en el régimen viniere e á alcanzar otra vez el valor
primitivo 600 vol ts, la variación de e~ vendría dada por

. di .
F3 ' 3 + X . d

-;j!H-

Estas fórmulas nos dan el modo como varían las intensidades al
pasar de uno á o tro régimen. S;i se q uiere co nocer como va ría ":
se observará que

De estas dos fórmulas (e y (f se deducen interesantes conse­
cuencias. S upongamos que el conductor de resistencia PI y r eac­
ran cia x . sea un voltrnerro, y el conductor de co nstantes p. y x ! u n
motor en serie en un a instal ación d e tracción el éctrica á 60 0 volts.
E l voltaj e indicado por el voltmetro en el régimen permanente de
600 volts es de 2 + vo lts, en el rég imen permanente de 540 es de
21 '6 . Pero al pasar de un régimen á otro, el , voltmetro lejos de
pasar gradualmente de 2+ á 21 '64 Y viceversa después pasa brus­
camente de 2 + á 50 vo lts , lu ego pasa g radualme nte á marcar 2 J '6 Y
a l volver c. á su val or de 600 vol ts , pasa bruscamente de 21 ' 6 á más
de 90 para baja r lu eg o g ra dualmente hasta _+. Estas va riacio nes en
la diferencia de potencial á que está sujeto el voltrnetro pueden
deteriorarle si en el momento de variar bruscamente la fuerza el ec ­
tromotriz, se ha lla en der ivació n sobre un conducto r en que pre­
domin e la reactancia de autoinducci ón sobre la resisten cia, corn-.
parado con. el vol tmetro.

Puede demostrarse con las fórmulas a nte riores , que siempre que
se tenga un conductor (2) d autoinducción bastante g ra nde como
parada con la resistencia y en derivación con él un conductor 3)
e n que ocurra lo co ntrario , toda variació n en el circ uito p rincipal
(1) qu e hag;;1 va r iar la corriente origina rá una va riación mu cho
mayor en el co nd uctor (3) que en el (2). Esta cir cuns tan cia se ex­
presa prácticamente diciendo que la autoinducción de (2) re pele»
Ó «escupe» las va riaciones de la corrien te, que se ma nifiestan acen­
tuadas en (3) . Esta manera de se r de los ci rcuitos q ue es ta mos co n­
sid era nd o es aprovech ada en lo s relais, v . g., de la lámpara de arco.
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ie mp re que e trata de instalar un aparato q ue á la menor variaci ón
de una corriente 1

1
haga funcionar tal ó cual órgano adverridor ,

regulador, etc., se hará bien en di poner e n serie e n 1 una au ­
roinducción y shuntarla con un conductor (3 q ue g en ralmente .
el hilo de un electroimán el cu al se a el órgano primordial del r lai .

El efecto de una capacidad es contrario al de a u to ind ucció n . i
un co nd uc to r e shun ta con una capacidad és ta aspira ó trans­
mite las variaciones de la corriente principal. A si , si se quiere in ­
talar un receptor y se- le quiere in dependiente de las Iluctuacione
de la corriente pri ncipal (1) se le shunrar á u na capacidad , e nte n­
die ndo que cu anto más rápidas sean la s fluc tuaciones de la cor ri e n­
te (1 má al abrigo estará de ellos el a pa rato . E l lector podrá ej er­
cita rse en la resolución de ej emplo s a nálog os á lo 4.° y 5 .° que
iguen para fam iliar izarse con el modo de obrar de la autoind ucción

y la capacidad colocados en deriv ació n respecto de las va r iacione
de la corriente principal.

4 . - E j ercicios

l . Hallar analítica y gráficamente la reactancia de regul ariza­
ción en una máquina receptora en la que es co n tan te la diferencia
de fase entre 1 diferencia de potencial en los bornes y la corriente
que la atraviesa, sabiendo que en la estación generadora existe
entre los bornes una difer en cia de potencial constante.

Fig.3

2. El ci rc u it o de la figu ra 3. representa una distribución en
que la linea tiene una resistencia PI y reactancia XI y ca pacidad
derivada distribuida uniformemente á lo largo de la misma. Esta
ca pacidad la imaginaremos substituida por un condensador de
reactancia - ' ·s intercalado en la forma que la figura 3 indica . e
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pi de la relación que debe existir e ntre Xl y p~ sup o nie ndo que E es
constante así como la diferencia de potencial en los bornes de p_,

3· Demostrar que con las no ­
taciones de las fig uras 4 y 5, s u­
poniendo X I = - Xl la intensidad
ele la corrien te q ue a trav iesa las
lámparas de resistencia to tal P. y
reactancia total x

1
es constante

cu a les q ui e ra q ue sea p" es decir ,
cualqu ie ra q ue sea el número de

las lámparas, s iendo E constante Bo uchero t},
.¡.. Hallar g ráficame nte la cu rv a que representa en fun ció n

de l ti empo las va r ia cion es de las
intensidades i ! é i

l
en el circuito

de la figura 1, en que e = 2 00

vo lts, P. = 20, X I = 20 , P, = 100 ,

X 2 = 5, P. = 1 , X , = 500 ohms,
y la resistencia PI pasa brusca­
mente del valor 20 al va lor 5 para
alcanzar desp ués el _va lor 30 y
vol ver al 20.

Representar g rá ficamente la relación e ntre la intensidad 1,
y el tiempo e n el circ uito d e la figura 1 en q ue en la rama 2 ha y
sólo una capacidad cuy a reactancia referida á una frecuencia de 60
periodos por segundo va le 10 ohms. El cond uctor 1 y el 3 son los
mi mas q ue an te s. La ecuación en K es , en este caso , de tercer
g ra do . Las condiciones inici ales para O = o podrán ser los valores
de las intensidades 1'!, i

3
Y el de c:,
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Conferencia quinta

Potencia y rendimiento de las
corrientes alternas sinusoidales

1 . - Potencia de una corriente sinusoidal

.. . . A potencia P de una corr iente de inten idad i al -
o o~ vando la diferencia de potencial el vale :

P =ci

i la fuerza electromotr iz así omo la inten idad on
inu oi ale

, 2... t (2"' l)P = E sen ----;:¡- x 1 sen T - o:

E l va lor de P es función de l tiempo. Comúnmente se da
como definición de potencia el valor medio de P en un pe-

ríodo T ó se rniperfodo ~. Así , pues , llam ando 7t á este valor

medi o, que en 10 sucesivo llamaremos simplemente pot encia,

T

7t = ....:..¡ 2E 1 sen~ sen (21t l _ 0:) d t
T T T
2 o

hora bien, reco rdando que

eos (a - b) - eos (a + b) = 2 sen a en b

y por tanto, que

1
sen a sen b = - reos (a - b) - eo ti -+- b»

2

(1)



Ji é I se les denomina fuerza ele tromotri z é int ensi­
dad «efica es », y tienen gr an importan ia por ser los vale­
res que en gener al eva lúan lo aparato destinados á la
medida de fuerza s electromotrices ó intensidades .

T raducida la fór mula TI = Ei os IX. a l I ngu a je vulga r
di e : « la pote ncia es igual al producto de la fu r za ele _
tromotriz efica z, por la intensidad efica z, por el osen o del
anzulo de fase r elativa». A es te coseno se la denomina
«fa tOI" de potencia ».

La pérdida por efecto Joule se refiere analoza rnenre á
un se miperiodo. \ ale :

T

J
2

E l
dt = - co

T
o

1: 1
d l --= - cO ':l

z n t 2 ;: i
en T en T F di

T

E .
- - = E
IG

1 .
-- = 1
JÍ2

(
4 ;; t
-- - :L

T

10 = E i cO ':I;

T

J
2

E l
- Toco,

e e ribe

T

- 39 -

e rendra apli ando e ta fór mula á (1)

T

2 f '2 I [ [4 ;; t ].. = T E 1 o 2 COS :1; - COS _T - :L_

e tendrá
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Empleando la mi sma I úrmula (:') . la in tegral a nterio r e

puede tran forma r en la siguien te :

T

J
2

~ ,
- I'p - [1 - caT ~

o

2 , - Representación gráfica

E

Fi . I

Se representa it por un vector d am plitud Jij for mando
con el eje de ca ntida des r ea le un ánzulo (J. (fig. 1). De e te
modo, su proyección sob re este eje es el ver-
dadero valor de it lIamándo e por e te mo­
ti YO á la proyecci ón potencia real , mien tras
se lla ma poten ia imaginaria á la proy ec­
ción É i en ex sobre el eje de cantidade ima­
ginarias pura .

La potencia real ó imazinaria pueden
considerar e amo producto de E por la
componente j o a Ó i sen a de la inten idad
efica z en la direcc ión de E, En la té nic a e da el nombr
de intensidad de potencia real ó encrzética á i cos ex , é in­
tensidad de potencia imaginaria ó no energética á i sen ex .

E l vector potencia tal y cómo se ha r epresentado, pued
cons íderars amo el r esultado de multipli car Ji por un vec-. .
tor I' sim étri o de I respec to del eje de cantidades r eale ,
En efecto , recordando la regla para multiplica r dos cantida­
des imagi na rias , i (/.. Y - a~ son los argumentos de lo
fac tore CL, - (/. t erá el del producto, el cual es tará repre-
en tado por un ve tor de módulo E i formando con el eje

real un ángulo CL = CL , - a~ .

La repre entac ion gráfica que antecede es convencional.
y no debe inducir á creer que la potencia instantánea P e
la proyec ion de it sobre la línea de referen ia .
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3. - Representación gráfica de la pérdida por efecto J oule

La circunstancia de que en los diagramas de BedelI o en
la aplicación de los mismos se expresan zraficamente las
inten idades por radios vectore que unen el orizen de coor­
denadas á distintos pun tos de una circunferen ia onduce á

una representación gr á fica de 12 p muy intere ante y prác­
tica ideada por
O anna.

En coorde­
nadas polares.
la ecuación de l
c ír ulo , cuyo
centro di ta e
de l origen, cu­
yo radio e R
yen que (l.: es el

~;::-----'--L---4t!"----------__
ángulo que for -
ma con el eje
pola r el diáme­

tr o que pasa por el origen , es , con las nota iones de la fig. 2

R~= i· + C"- 2 i C co ' [O -a']

Multiplicando por p esta expresión y desp ejando j 2p
queda

. .
P p= 2 e p f cos (O- a') - (Ci _ Ri) p

Ó bien

j2P = 2 e p [i cos-tu _ a') _ _C_!--:::-f_~! 1
. 2 C .J

Ahora bien' j cos (8 - el) es la proyec ion O A de j so ­
bre la dirección de O O' Y

0 -R!
e = 0 8,


