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llevando los valores de cos = y sen z, que se deducen del conocido
de /g z ala primera de las ecuaciones (2) teniendo presente que

gL 1 -
sen § — ——= , COS 6 — — -, resulta después de algu-
Vi-w©a | T

nas reducciones,

de donde

T‘I )‘
~ 2=C
2%t

Con estos valores de / y «, la expresién =/ sen (= —=)
satisface 4 la ecuacion diferencial.

Para tener la solucion completa de la misma hay que adadir 4
la solucion particular hallada, la general de la ecuacién sin segundo
miembro, a saber

% . di i
' fa e @)

Para resolverla puede seguirse el método de Euler que consiste
en determinar dos integrales particulares de la misma. A este fin,

se pone
Kt

1=e : (4)
siendo A una constante cuyo valor se determina substituyendo el
valor anterior de 7 en la ecuacién propuesta. Hecha la substitucion
se encuentra que, para que la formula (4) satisfaga 4 la ecuacién
diferencial (3) es necesario que A sea raiz de la ecuacidn

I
A G e
K ¢ K C 0

6 sea que A tenga uno de los dos valores

-

/

— g Y p’—4~é—

K —
z2 L
. % L . : s L -
los cuales, si g* >?{C—- seran reales y desiguales, si p* =% seran
< & : « L . : : -
reales é iguales y si g* <C " son imaginarios conjugados. En el

primer caso los dos valeres de A son negativos, y en el segundo

o

iguales a — 3L




Por lo tanto, las soluciones completas correspondientes a los tres
casos, son llamando 2, y 2, 4 dos constantes arbitrarias, y poniendo
con objeto de abreviar la escritura

las siguientes :

1. caso, ! > 4 x, x,

—sen (8—0,—a] -2 e
F

0 2 = -
2.% caso, p' — 4 x, x,

sen (8 — 6, —«]
3.°fcaso, p" < 4 x, =,

'y

i = —sen (§ — b, —«]

)

siendo en las tres formulas

w=arclg-

Para determinar las constantes 2, y 4, hay que imponer al valor
de 7 ciertas condiciones, como son, por ejemplo, que en el ins-
tante en que 7 = /7,, el valor de la intensidad asi como la diferencia
Siat

Cc
conocidos de antemano, a los que llamaremos 7, y ¢,. Estas dos con-

diciones permiten determinar 2, y %, en funcion de 7, y ¢,. Dejando
al cuidado del lector el hacer las operaciooes en los dos primeros
casos, vamos a desarrollar el calculo aplicable al tercer caso en
que p* << 4 x, x, que es, acaso, el que se presta a discusiones de
mayor aplicacion practica, pues la condicion ¢* < 4 x, x, se cumple
en los cables tanto aéreos como subterraneos.

de potencial en las armaduras del condensador tienen valores
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Analiticamente, las condiciones de que para Z=/, 7 =17,
idt . . woied -
v f—(. — ¢, se expresan mediante las dos ecuaciones siguientes:
=8
: E *y 9 ey £
1 —sen (b, —0,—=z)+- 4, e A.e sen—-1,
= 1 1 : 2l
2 - -~
Ex

-Ccos(b, —8,—ax)—

A

eliminando entre estas ecuaciones y la (5) los valores de 2, y 2, se
llega a la ecuacion siguiente :

; 0 2 L % 2 L %s
| ——sen (—0H, —a) —e cos 4 —_e sen t =0
g Y 2L
- —p
— 1, -
E 2L > 2L Zs (6)
jy——sen (b — b, —u) —e cos — I, —_ sen —1{,
2 2 L 2L
= —_—
E I % 2 ljl'
A 2x,x,¢g 2L X S 5 2X, X, P 2
e-- *cos(f,—0,—u) ——=e (cos A sen-l’—r‘) B (scuﬁ-I'—-—cos— )
X 2, Vs 3 o 2L '3, 2 L L?

En los cables destinados a transmisiones a elevado voltaje, x, es
muy grande comparado con gy x,; asi es, que, aplicadas 4 los ca-

(1) Heaqui como puede procederse para el cdlculo de las integrales:

,vltfeu!cosf:h/! é 41',:,rz'u'lscn[ir:/!

que se necesitan resolver para calcular ¢y = '—gi
Integrando por partes,
1 ot B 3 B
B . 7
Yy —— cos 3¢ —fa sen e dt=—¢ cos 8 —
1 ¢ o 4 o ¢ o )11
I ol 3 B " 1 al 8
Yoo —¢ sen §7—— r‘ cus;/ut-r—( 5(.‘!1‘3.’——'1;'l
- 2 * @
De donde
xl . al
“‘. gsr® ) — sen § ¢t —-= cos § #)
Y, = (cosg/Z-—-——senj3?); y,=—70 (5D § { —— CO )
= s = ¢ = oLg ¢ % 8
Aplicadas al caso que estamos considerando, g =— "I Y= "Z_
- 2 - 2




bles de transmision no se cometera gran error, si en las formulas
anteriores se hace caso omisode g y x, delante de x,. Con estas

|a

simplificaciones « = — — ,z, =2 Vx, x,, s — x,.

Propongamonos el estudio del valor de 7 a partir del mo-
mento 7, — 0, en que se cierra el circuito precedentemente abierto.

Se tendra que, para Z, —o0, 7, = 0 y ¢, = 0, luego, con las sim-
plificaciones anteriores la ecuacion (6) es la siguiente :

- 4 t
E 2 L < 2L s
1 — — CcOos (6 —4u,) —e cos — 1 —_e sen — 1t |=0
Xq 5 B 2L
— — cos i, —1 0
— E senf, = — Vx, x,
= 2

6 lo que es igual, desarrollando la determinante segin los ele-
mentos de la dltima columna,

t
- P - Ep s
e sen — ¢ cosh, + £ sen b,
2 %X
—e
iy
e <
— Ee T B
—Vx x| —— cosf,cos—t—1i+—cos(h—0,) | =0
N % 2L %y
De esta expresion se deduce
—p
- —1
o : o ol X 2
=l — COS (6 —10,) — e — — COS 0 COS — 1
X S S 2 L (7)
Ep E - e
— [— GOSN, ———0 52N ”"J sen — 1]
2851 Xy Xs 1 Xy Xa 2 L

este resultado demuestra que el valor de 7 se compone de dos par-

E . ’
tes una — cos (6 — ,) que representa una corriente analoga

]
en la forma 4 la de la fuerza electromotriz sinusoidal que la ha ori-
ginado, y otra parte periodica cuya amplitud decrece con el tiempo,
y que acaba por hacerse insensible para valores algo considerables




del mismo. Los términos peridodicos de esta segunda parte tienen
el periodo 7" definido por la igualdad.

T 3k
S bie ; = = en o e AR o o U o
o bien, yaques, =V 4 x, x,; x, — Ty Y Xy == 5\
T"—=2=VLC

Lo que hemos considerado como segunda parte en el valor de 7

es como una perturbacién al primer valor, perturbacién originada
por el cierre del circuito. ;Cabe preguntar en qué condiciones es
minima? Y, suponiendo que no podemos modificar los valores
dep, L, C'y 7" de que depende, podemos precisar la pregunta, di-
ciendo: ;Para qué valores de 7, la perturbacion en el valor de la
intensidad sera minima en un instante dado? Es decir, por lo que
respecta 4 la intensidad, ;cuindo sera conveniente cerrar el cir-
cuito? Para resolver este problema basta hallar %, en la ecunacion

P)=o0

dh, :
llamando 7 al factor de la exponencial

—_— 5
v

2. L

t

e

en la féormula (7) y tomar de las soluciones de la ecuacién anterior
la que hace minimo a 2, 6 sea positiva 4

a* (P)
‘i UII:

Teniendo en cuenta que x, es mucho mayor que x, en el caso
que estamos considerando, la formula (7) puede escribirse aproxi-
madamente:

cos (0 —60,)—e os B, cos

(2]

2y
w
>~
Blm

VEL

y en esta forma se reconoce que para g, =— 6 §o = 3 - quecorres-

. e T P
ponden a valores de 7, iguales a + ©3 ., la perturbacién, no sélo




es minima, sino que ni siquiera existe. En consecuencia, cerrando
el circuito en el momento en que la fuerza electromotriz total pasa
por el valor miximo en valor absoluto, la perturbacién en la
intensidad es nula.

Los valores maximos de la intensidad, 6 de la fuerza electromo-
triz entre dos puntos, en el caso general de ser 6, cualquiera, 6 en
el particular, de tener un valor conocido, podrin hallarse determi-
nando los valores del tiempo, que hacen maximas estas dos funcio-
nes. Se deduce del cilculo, que no son de temer grandes eleva-
ciones de voltaje ni valores excesivos en la intensidad.

Sea en segundo lugar, el siguiente caso:

Supongamos que las dos armaduras del condensador estan uni-
das por un conductor de resistencia despreciable. Y que en un ins-
tante dado 7= o, interrumpimos la comunicacion entre las dos
armaduras. La corriente, antes de la interrupcion, vendra dada por

i=—sen (h—b, —«')

1

suponiendo que se ha alcanzado ya el régimen estacionario, 6 sea
que el tiempo que ha estado el condensador en corto circuito es
suficientemente grande para que los términos perturbadores en el
valor de 7, afectados de una exponencial que actia como funcién
amortiguadora, tengan escasa 6 ninguna importancia. El valor
de z' es el de z en que x, es cero, esto es:

siendo

(gr/.’ :E
-
rJ

En el momento =0, i =0, luego

i, =— —- sen (0, + &)
=
Ademas, en este instante en que las armaduras estan unidas por
un conductor de resistencia despreciable, su diferencia de potencial

es cero, luego
e,=o0

Con estos datos, y mediante las simplificaciones usadas ante-
riormente, la ecuacién 4 se convierte en la siguiente:




- 5 ) - (=0

s 2 2
I——cos(f —1u ) —e cos t —e sen— 1

: ' 2L
— — sen (, + a’)——cosh, —1 o

: '.:
e — 3

— E'sen 6,

(5]

O bien desarrollando, segiin los elementos de la iiltima co-
lumna:

r E 0
cos (0 +a) = "U)]

~

T el D5 SR 1 Al s m t(E<e 8, +a -‘—ECOSG).J—O
— [—LOSI — it t.O\zL ? n(s, ),x: o =

Como quiera que x, es muy grande comparado con z', podemos
simplificar la expresién anterior y quedamos sélo con los términos
mas influyentes, resnltando:

—p
— 1
E s g
— sen (9, +-a)e cosit
X 2

Si partimos de este valor de 7 para calcular la diferencia de po-
tencial en la armadura del condensador,

—p
—_
idt FE o T 2 ] Y &
— =—8en (0, + «) [———cos — 1 4+ — sen — IJ e
-f G x R 2 2L 2 27

6 bien dentro del orden de aproximacién seguido hasta aqui,
¢ 2L

+ E sen (8, + ) sen —% t e
2L

]Aa

1
2

~a_

De donde se deduce que la amplitud de la perturbaciéon cuando
es maxima, lo cual ocurre al ser 0= ;—m' esigual al producto de
la amplitud de la fuerza electromotriz aplicada £, por

_—

'\»

SRR 5SS

e p—————

— e
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cantidad que puede ser lo suficientemente grande para que corra
peligro el dieléctrico que separa las dos armaduras. La condicion

H“:—g—z' indica que en el instante en que se rompe el corto circuito

. . . E ’
que existe entre las armaduras, la corriente 7 = 5 sen (8§ — §,—«)

2

alcanza el valor maximo — . Esta circunstancia debe evitarse, y de

Y

las consideraciones anteriores se deduce que el corto circuito debe
abrirse en el momento en que la intensidad pasa por el valor cero,
6 mas exactamente por un valor préximo 4 cero el cual se deter-

: £ p:s o idl . sliae RN e
minara hallando el minimo de | - sin prescindir de los térmi-

nos cuya amplitud contiene como factor x, ="

De un modo analogo se demostraria que puede acarrear pertur-
baciones graves el abrir un circuito cuyo potencial es elevado, fun-
cionando a plena carga.

El valor de 7 que resulta de resolver la ecuacion dife-
rencial de la pdg. 338 se compone de una parte peri6dica
andloga en la forma 4 la de ¢, 4 saber:

E 2% (t—1,)
R e ——— ~ sen (—1—-—1)
(i 2 = L T \:
\/ . (7 T2 -‘-C)
v de otra parte que se amortigua con el tiempo. Mientras no

se advierta lo contrario, se considerardn valores del tiempo
para los que la segunda parte tiene valores despreciables.

A la diferencia
"
7 (

L
a

 ft—

4

o

(8

L

se le suele designar con el nombre de reactancia, y en estas
conferencias la representaremos por la letra x. Al cuadrado
de la reactancia, mds el de la resistencia, lo representaremos
abreviadamente por z* llamando 4 = impedancia. A x se le
denomina dngulo de fase, y su valor es:

X
U.:a}clg—’—
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Si los catetos de un tridngulo rectdngulo representan

respectivamente p, y x, la hipotenusa representa =z fig. (2) y
el dngulo de la hipotenusa
A //’

v 1 con el cateto g es el dngulo
. - o e - P
Z |2 de f.‘l.Se a.
/ Si suponemos f,= o0, el
1ot A A valor de 7 se puede poner
r £ en la forma:
Fig. 2
: E > 2% I E AR, {
1 — — COS = sSen —_— @ C
T T 5 T
£ X :
Y, COMO que cosz— —, sen = — —, se tendrd
£ :
: e 27 o 1% 2% ¢ :
x=E—;scn —T——b?cOS—,I.— (8)

A la expresion —- se la denomina conductancia y en lo

sucesivo serd representada por p; v 4 la expresi()n% se la

5
denomina susceptancia, que representaremos abreviadamente
por x’. Si se suman los cuadrados de la conductancia y la
susceptancia se encuentra una expresion igual al cuadrado
de la inversa de la impedancia, que se llama inductancia y
serd representada en lo sucesivo por z'. Asi, se tiene

. B et z* ! A
F = = - = 3 = T’— =X
i

4 A

Si en la ecuacion diferencial de la pdg. 338 se substi-

27:(!——10)_

tuye en vez de 7 su valor /sen ( z) , Se encuentra

/
la siguiente:
i/z'cogﬁr([;” le 27—;- (”:”T_t‘) a)
_[L(g—r:)lsen( r(t—t) ) ( i . u)
T
Poniéndo 2=t o A% o tetdrd

f & T




2% f2=T 2w 2%l 271 2 %!
Ecos( T u)_], = cos —1[( .1:) L— ] sen —
6 bien
a=xt’ | )_ W ) 2=’
Ecos(T -a)—Jpcos T —1xsm~,1_—

El primer miembro de esta férmula es el valor de la
fuerza electromotriz aplicada e, puesto que al pasar de ¢
4 ¢ s6lo se ha corrido el origen del tiempo, con objeto de
simplificar las férmulas. Por lo tanto, prescindiendo de los
indices, se puede escribir:

2% 2 %

e:l,:cos"_'[', —Ixscn"T ()

La formula 8, empleando las notaciones g’y x’ se puede
escribir andlogamente :
’ 2%t 2%
z=Ep’senTx—Ex‘cos—_i,— (10)
Las férmulas (9) y (10) constituyen el fundamento de la

representacién grdfica de las corrientes alternas.

3. — Representacion gréfica de las corrientes alternas

La funcion fee Jiooh (2—; t —a)

representa el valor de la proyeccion sobre un eje A8 de un
vector OC =/ que gira
alrededor de O con ve-

. 2%
locidad angular w = -

Proyéctese, en efecto, el A

Al—smeeeNn

punto C sobre 4B y se ' I
tendrd, con las notacio-
nes de la figura (3). Fig. 3
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Supongamos que al empezar 4 contar el tiempo ocupa OC

la posicion OC,. El dngulo recorrido en el tiempo Z, y que en

A . c . 2nt
la figura vale  + «, es proporcional 4 #, siendo su valor -

En consecuencia

Y, por lo tanto

2wl
OC1=1cos,’7:1co<( T —1)

De aqui se deduce
OC, =

que es lo que queriamos demostrar.

Sea otra funcion
27t

T

p’—= 1" cos

Representdndola del mismo modo, el nuevo vector 7’ se
halla sobre OB cuando # =0, es decir, cuando se empieza 4
contar, porque para este valor del tiempo coincide en longi-
tud con la de su proyeccién. Como el tiempo que dura la
rotacion alrededor de O, de los dos vectores 7 é I’ conside-
rados, esigual para los dos, el nuevo vector avanza siempre
respecto del antiguo un dngulo «. Se dice, también, que el
segundo retrasa, respecto del primero, el dngulo o, que se
denomina dngulo de fase relativa.

En vez de usar de la representacion anterior, en la que se
supone movil al vector y fijo al eje 4B de referencia, puede
usarse de otra andloga, en la que se suponen fijos los vectores
y movil el eje de referencia que se representa en las figuras
subsiguientes por una recta dibujada de punto y trazo, pro-
vista de una flecha que indica el sentido de su rotacién. En
esta nueva representacion, los vectores con los que coincide
momentidneamente el eje de referencia, estdn adelantados res-
pecto de los que coinciden después con el eje. Los valores
instantdneos de las cantidades, cuyos valores mdximos es-
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tdn representados por las amplitudes de los distintos vecto-
res, se obtienen proyectdndolos sobre el citado eje movil.

LLas funciones

2%
y, = I, cos

e

2=l
y. =1, sen

estardn representadas por las proyecciones sobre la linea de
referencia de dos vectores 4 dngulo recto. En efecto, la se-
gunda funcion puede escribirse

2wt
Ys— 1 COS( T —r)()")

v representa, por lo tanto, la proyeccion de un vector /7, que
ofrece respecto del vector 7, un retraso de 90°.
En las dos funciones

27l
cOS —

b, 34
2%t

T

.“‘J=I

ys——1I, cos

los vectores representativos ofrecen una diferencia de fase
de 180°. En efecto, el valor de y, puede escribirse:

27:[ )0
_‘}“):[‘ CcOS '—YT—IhO .

Por ltimo, en las dos funciones

2w
yo—1; cos S

2%t

T

ys = — Iy sen

el vector que representa la segunda adelanta 90° al vector
que representa la primera. En efecto, puede escribirse
] 2wt

= COS — -+ 0} .

( T + %)

(2]

Con estos antecedentes vamos 4 describir una represen-




— 352 —

tacion geométrica de que son susceptibles las cantidades que
intervienen en las corrientes alternas.

Nos fijaremos primeramente en la formula 9. Expresa
esta formula que el valor instantdneo e de la /, ¢, m (fuerza
electro-motriz) total, es igual 4 la suma de los valores ins-
tantdneos de las funciones.

2%t
—

y 2wl
— 1 x sen

l ¢ cos

Estas dos funciones pueden representarse por las pro-
yecciones de dos vectores de longitudes /¢ é /x, adelantado
el segundo respecto del pri-

2 mero de un dngulo de 90°, se-
75N gln lo que se acaba de decir

: i (funciones y; € v;). Pero la
RS e A suma de las proyecciones de
;. ely x I es la proyeccion de

=) »B la diagonal del rectdngulo
s construido sobre aquéllas, y
A o estadiagonal, que es el vector
cuya proyeccion sobre la li-

nea de referencia vale ¢, es igual al valor mdximo de la fuerza
electromotriz, es decir 4 £. El dngulo comprendido entre el
vector p / y el vector £ es el dngulo de fase «. Se tiene, en
efecto (fig. 4),

AC

—_— - o @
ocC 5

o | %

La fuerza electromotriz ¢ adelanta 4 la intensidad 7 cuva
direccion es la de ¢ 7, six, y por lo tanto z, es positiva; de
otro modo, la e iria retrasada respecto 4 7.

De la definicion de x se deduce que si es cero, también
€s cero «; entonces dicese que hay resonancia entre la in-
duccién y la capacidad. Cuando esto ocurre la intensidad
se halla en fase con la f, ¢, m, total.
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Considérese en segundo lugar la formula (10). Segiin ella,
el valor instantdneo de 7 se obtiene proyvectando sobre el eje
de referencia y sumando luego los vectores £ g’ y £ x', va-
lores mdximos de las funciones

E zzt__E_,__ 2=l 0°)
g Seén T — g COS (*,1_ G v]

. P < 2%
— Ex'cos — — Ex cos (

1

— 180"

El primero de estos vectores ade-
lanta 90° al segundo si (como en la

fig. 5) se supone 4 x’ positiva.

IV.— Diagramas de Bedell

De las consideraciones anteriores se deducen los diagra-
mas de Bedell.

PriMER pDiaGrRAMA. — Hemos visto que la /, ¢, m, total
puede representarse por la proyeccion de un vector £ tal
como OB en la fig. 6, siendo OB la diagonal de un rectdn-
gulo cuyos lados son p/ = oF y x/ = FB; formando el pri-

mero OF un dngulo « (en

i retraso si x es positivo,

Fl < .B en avance si es negativo)

con el vector £ = 0B,y

Iplis /1 g ofreciendo el segundo x/

- . un avance de 90° res-
'_,,,,--/""l‘/ pecto del primero. Una
e vez construfdo el tridn-
Fig. 6 gulo OFRB para trazar

el diagrama de Bedell se

procede como se indica 4 continuacion.
Sobre OF se toma un segmento OD igual 4 / y por D
se traza la perpendicular ADC 4 OD (figura 7). Sea el




1
—_ 3% —

punto C el de interseccion de 4D con OC, siendo esta tiltima

la perpendicular 4 O A4 trazada por O. Evidentemente, sien-

OF
do OB =
' OB
OA —=-

7

O sea e E
’ 04 —=—

P

Fig. 7

El dngulo ACO es igual al DOA 6 «, por tener sus lados
perpendiculares, luego

AV
BT

y por tanto 49 & &
[ga {.tg'/. -

Si en un circuito, por una causa cualquiera perma-
: % i ¥ -
nece £ constante asi como x, la longitud OC igual 4 - serd

tambi€n constante, y el lugar geométrico de los puntos D
serd la circunferencia cuyo didmetro es OC. Para diferentes
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valores de g adquirird la intensidad distintos valores, figurados
por las cuerdas de la circunferencia ODA que arrancan de O.
Si, en cambio, £ y ¢ son constantes, v x variable, el
lugar geométrico de los puntos D para diferentes valores
de x es la circunferencia de didmetro OC.
SEGUNDO DIaGrAMA.— Habiendo demostrado que la inten-

sidad 7 puede representarse
por la proyeccién de un vec-
tor 7 (fig. 8) siendo 7 la dia-
gonal de un rectdngulo cuyos
lados son K¢ y Ex', de los
cuales el primero £; forma
un dngulo « (en avance si x’
es positiva y en retraso si es
negativa) con el vector 7 ¥
ofreciendo el segundo £x" un

Ex'

Fig. 8

retraso de 90° respecto del primero, el triiingulo OFFB de la
fig. 9 serd tal que sus catetos podrdn representar los vec-
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tores £g' y Ex' y su hipotenusa al vector 7. Si sobre OF se
toma OD = Ey por D se traza la perpendicular ADC 4 OD
y luego las semicircunferencias ODC v OD A se habri
construido el segundo diagrama de Bedell (fig. 9). Los valo-
res de los distintos segmentos son los que se indican en la
figura y ello puede demostrarse fdcilmente siguiendo un
procedimiento andlogo al seguido al tratar del primer dia-
grama. Podemos, en consecuencia, enunciar las dos siguien-
tes propiedades: 1.* Si en un circuito es constante 7 asi
como ¢, el lugar geométrico de los puntos D es la circunfe-
rencia que tiene 4 04 por didmetro, y 2.* Si en un circui-
to / y x son constantes, el lugar geométrico de puntos D
tales que OD represente en magnitud y direccion al vector E,
es la circunferencia cuyo didmetro es OC.

V.—Representacién por las imaginarias de las cantida-
des que se estudian en la teoria de las corrientes al-
ternas.

Todo vector que une un punto 2 del plano 4 otro fijo O
que se considera como origen, queda definido por las coor-
denadas x € y de P referidas, por ejemplo, 4 un sistema

A cartesiano rectangular, pudiéndose
Pﬂ |+ representar simbolicamente por

N\ x4iy
? ; siendo
+u i 0 : S—

5 i=V—1.

En lo sucesivo nos valdremos

- para la representacion simbolica
de la disposicion de la fig. 10. En
ella las cantidades reales y positi-

vas se toman segin O4, las reales y negativas segiin OD,

las imaginarias positivas segin OB y las negativas se-
gun OC.

D

Fig. 10
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Toda expresion
X -1 i_\'
se puede escribir
u (cos = -+ 1 sen =)

6 bien
1
ue
siendo
U — ]/x"' +

}.’

lgo— *

8 ¥

Se recordard que 4 la cantidad # se la llama modulo y
4 o argumento.
Ademds, la suma de dos expresiones da la forma

x4+ 1y
x, + 1y,

x+x5%+i0,+7)

v el nuevo vector, suma de los dos anteriores, tiene por pro-
yecciones sobre los ejes. x; + x, € v, -} V,, es decir las de la
diagonal del paralelégramo construido, tomando 4 los su-
mandos por lados adyacentes.

De la regla de sumar se deduce la de la resta. Asi, pues,
para restar de un vector oC‘" otro 0B, basta trazar por
el extremo C del primero un vector B4, igual y contrario al
segundo. La resta viene representada por la recta o4 que
une el origen o del primer vector con el punto 4.

De las precedentes reglas de suma y resta se deducen las
de la suma algébrica de un nimero cualquiera de vectores.

Para multiplicar dos expresiones
x + 1y
Xt Y,

2 o

(1) La figura se deja al cuidado del lector.
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es conveniente ponerlas en la forma

y se ve entonces inmediatamente que el producto es

(% %)

es decir, una expresion compleja cuyo modulo es igual al
producto de los médulos de los factores y cuyo argumento
es la suma.

De esta regla se deduce la de la division. Asf, pues, para
dividir una expresién compleja por otra, basta dividir los
moédulos y restar los argumentos. El cociente es una ex-
presién cuyo modulo es el cociente de los médules y cuyo
argumento es la diferencia entre el del dividendo y el del
divisor.

Estas consideraciones y reglas tienen aplicacion inme-
diata al estudio de las corrientes alternas. Sean dos ejes
coordenados rectangulares (fig. 9). Representemos por el
vector /= OB la intensidad mdxima de un circuito. El vec-
tor OB = [ se escribird simbolicamente:

[

Si en el mismo diagrama se quiere representar la fuerza
electromotriz, se observard que six es positiva, la f, e, m,
presenta un avance a respecto de la intensidad, y por lo
tanto, la linea de referencia de tiempos marcada de punto
y raya en la figura, ha de encontrar en su rotacion alre-
dedor de O 4 la direccién de E antes que 4 la de Z El valor
de £ se obtiene, por otra parte, como resultado de sumar dos
vectores

lp

I x
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perpendiculares entre si (V. fig. 6). O de otro modo, multi-
plicando el vector 7 por el nimero complejo:

z—1Xx.

En efecto; el modulo de esta tltima cantidad es la impe-
dancia

Ve +x

y el argumento es

—arclg— ——a ;

2

De modo que para hacer la multiplicacion, hay que mul-
tiplicar 7 por la impedancia y al nuevo vector girarlo de un
angulo — « es decir, de un dngulo z en sentido contrario 2l
de rotacién de la linea de referencia.

En la representacion simbélica que venimos explicando
la impedancia vendrd representada simbélicamente por

g—1Xx

d cuya expresion llamaremos en lo sucesivo z. La reactan-
cia se halla expresada simbélicamente por

ix
y la fuerza electromotriz por
o=l = {p—71x)

Si el vector /, en vez de estar dirigido segtin el eje real
formara con el mismo un dngulo 3, se tendria

e=1/[(cosg+isend)(p—ix).

Viceversa, dado que sea £, dispuesto segiin el eje de
cantidades reales, para hallar 7, bastard dividir £ porla im-
pedancia:

1 =

E E

g — IX
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6 bien, s1 £ forma un dngulo « con el eje de cantidades

reales:
E (cos = + i sen a)

|
|

i

Para representar simbolicamente la admitancia se re-
cordard que la intensidad puede obtenerse como resultado
de la suma de dos vectores 4 dngulo recto, en fase el uno
con la f, e, m, y cuyo médulo es Eg" y siendo el maodulo del
otro £ x'. La fig. 8 representa esta composicion para el caso
de ser x’ positiva.

Se tendrd, en consecuencia, por lo que se deduce del exa-
men de la figura,

i=E(@E +ix)

Luego la admitancia se representa simbélicamente por
SRy

Andlogamente 4 lo hecho para la impedancia designare-
mos 4 esta expresion por 2.

Para que el método simbélico no pueda inducir 4 confu-
siones, serd necesario acaso hacer una pequefia aclaracion.

En el método simbolico se representa 4 una cantidad pe-
riédica sinusoidal

5 -

/2= \ 2%t Y 2%
A scn\? -+ H/) =—A cosﬂsen-7— - 4 sen 8 cos

~

por ie
Acosb--iAsenth—Ae

y puede considerarse como un modo abreviado para no es-

2wl

AL ; 2wl $ .
cribir 4 cada paso cos T ¥ sen —, poniendo en vez del pri-
mero la unidad y en vez del segundo 7.

La razon de ser del método simbélico estd fundada en
las siguientes consideraciones: Si se multiplica 4 una can-
tidad

4 sen (');‘—[ + u)
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por un nmimero S, y se resta de la fase de la cantidad resul-
tante un dngulo o constante, se obtiene la nueva cantidad.

AS sen (:;,t - U—:x.)

que se puede representar simbolicamente por

L 18—
ASe

De modo que el resultado de las dos operaciones ante-
riores, se traduce en la expresiéon simbolica, como el resul-
tado de multiplicar .4 e?% por Se—#* 6 sea por

Scosz—iSsena.

De lo que acaba de decirse no se puede deducir que si se

multiplican dos cantidades como

2wl
A, sen (T + 91)

2=t
A, —— + 0
_sen( - :)

el resultado puede expresarse simbdlicamente por el pro-
ducto de 4, ¢ % por 4, e'fs, 6 sea por

i (8, + 6,
AlAiel(‘ )

En efecto,

27l ami amt
A, sen (—[— 45 0,) A, sen (T+0’)= A, Ay | cosa— cos T

9
cuyo producto no es de la forma de los factores, ya que

figura en ¢l un término
anl

A, A, cos Ea

- - iy .
que representa una cantidad cuyo periodo — es la mitad del
periodo de las cantidades variables que se representan sim-
bolicamente, y es, por tanto, de naturaleza diferente.
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6. — Diagrama polar

Este diagrama, de mucho uso en la Técnica, consiste en
lo siguiente: Sean dos circulos iguales y tangentes exterior-
mente. Con las notaciones de la figura 11,

OB =0Psen=

Si imaginamos que OB gira alrededor de O, con veloci-
dad angular constante w, se tendr4 :
@ =i
y por lo tanto,
OB = 0OPsenw!

En consecuencia, puede represen-
tarse una magnitud sinusoidal por el va-
lor de la cuerda que, pasando constante-
mente por O estd comprendida en uno
de los dos circulos tangentes de didme-
tro O P. En esta representacion debe
tomarse la cuerda comprendida en el

circulo superior para valores de «, com-
prendidos entre

2K= y (2K+ 1)=
Fig. 11 5 .
y la cuerda negativa comprendida en el

circulo inferior para valores de «, comprendidos entre
@K+1)x y (@K+2)=x

7. — Diferencias que presentan algunas de las cantidades
estudiadas en lo que hace referencia 4 1a fase
Se recordard que el flujo magnético que atraviesa una
espira tiene por valor

4 A4
o —— CO}‘__
] T

’\-‘*4
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y la fuerza electromotriz engendrada vale

De las expresiones de @ y ¢ se deduce que el vector que
representa e atrasa 90° respecto del que represente ©. Abre-
viadamente se suele decir que ¢ presenta respecto de ® un
retraso de 90°.

LLa fuerza electromotriz de autoinduccion

di

“dt

se halla respecto de 7 en las mismas condiciones que ¢ res-
pecto de ®. Luego la fuerza electromotriz de autoinduccion
atrasa 90° respecto de 7.
En cambio, la relacion entre la diferencia de potencial
en los bornes del condensador, 6 sea
tdt
1=

se halla respecto de 7 en las mismas condiciones que D res-
pecto de ¢, luego la citada diferencia de potencial adelanta
4 7 de un dngulo de 90°,
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Conferencia tercera

Estudio del circuito constituido por dos
impedancias en serie y del correlativo

1. —Sobre algunas transformaciones geométricas

mos proponemos en esta conferencia y en la siguiente,
- b.":' aplicar los diagramas de Bedell y las representa-
69 ciones simbolicas 4 algunos ejemplos. Para facilitar
la aplicacion, recordaremos antes algunas transformacio-
nes de figuras.

Considérese una curva en el plano cuya ecuacioén en coor-
denados polares sea (fig. 1),

u=f(2)
Una de las transformaciones
mds usadas en el estudio de las
Q vap corrientes alternas, es aquella que
Vi : consiste en maultiplicar los radios
Fig. 1 vectores de la curva anterior por
ip
me

siendo m y p constantes. La curva transformada ¢’ se ob-
tiene girando la curva primitiva ¢ de un dngulo p alrededor
de O origen de coordenadas, y multiplicando luego los radios
vectores de la curva asi obtenida por m.

En la transformacion llamada por radios vectores reci-
procos, el radio vector u# de la curva dada y el # de la trans-
formada satisfacen 4 la igualdad:

uu' =k




L

F SRR R

siendo % constante. En esta transformacion se conservan los
dngulos ; es decir, el dngulo de dos ramas de una curva, de
dos curvas, de una recta y una curva 6 de dos rectas es
igual al de sus transformadas.

La curva, cuya transformada es mds interesante cono-
cer, es la circunferencia. En general, es otra circunferencia
4 menos que la primera pase por el origen de transforma-
cion que es el punto O, en cuyo caso la transformada es una
recta perpendicular al didmetro que pasa por O.

Reciprocamente, la transformada de una recta es una
circunferencia que pasa por el origen, 4 menos que el ori-
gen sea un punto de la recta, en cuyo caso la transformada
de la recta es ella misma.

Para determinar la circunferencia transformada de otra
C, por radios vectores reciprocos ¢ por inversiéon como se
suele llamar también, trdacese el didmetro cuya prolongacion
pasa por el origen y hdllense en €l 6 en su prolongacion los
puntos A’y B’ conjugados de sus extremos 4 y 5. El punto
medio de 4’ B’ es el centro de la cir-
cunferencia transformada, cuyo did-
metro es A' B'. Cuando C, pasa por
el origen (fig. 2), basta trazar el did-
metro O A que pasa por O y hallar
el punto inverso ¢ conjugado del 4.
Sea por ejemplo 4'. La recta que,
pasando por A" es perpendicular 4
O A es la transformada que se busca. .

rig, 2

Es de ver (fig. 3), que 4 un sentido R +
determinado en el recorrido de una \C, M
circunferencia dada, corresponde el ~“\_ B "4.\
opuesto al recorrer su inversa. ‘11}

En las consideraciones que prece- T O

Fig. 3

den respecto de la inversion, hemos

supuesto que el sistema de ejes de referencia era tal, que las
coordenadas medidas en uno 1 otro eje eran reales. Pero, si
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uno de los ejes lo es de cantidades imaginarias puras, un ra-
dio vector cualquiera tiene por expresion
ie
uc
y el de la curva inversa vendri dado por

ue'Yyxue'? k

En lo sucesivo supondremos 4 % real, En esta hipotesis
se tendrd, separando partes reales ¢ imaginarias de la tltima

expresion literal,
=K,

u
e

=F =0

Por lo tanto, de las dos porciones en que el eje de canti-
dades reales divide al plano, una, contiene la curva dada. ¥
!

la otra su transformada (fig. 4). A un movimiento que trans-
porte (4 sobre OB, corresponde en

+ Hf ) la figura inversa un movimiento en
M B \ _z_i. sentido opuesto, de 04" 4 OF. Ade-
e i ~ 3~ mds, vy al revés de lo que antes ocu-
. =i ‘ . -
o R rria, un punto ¥y su conjugado re-
o1 B s o 3
o corren las curvas respectivas en el
— mismo sentido,
Fig. 4

Si por un giro alrededor del eje
de cantidades reales, viniere 4 coincidir 1a porcion del plano
situada 4 la izquie nd:l del eje real con la situada 4 la derecha

se obtendria la fig. 5. Este giro per-
mite economizar L‘:IJ;IL‘iu v lineas en . BAS
los diagramas. Pero de usarse, hay .-
., *’\.__.'-"( - H
que tener presente lo que sigue: Si B FA_-
la lfnea de referencia es OR, el vec- Was T
tor OB’ de lafig. 4, por ejemplo, ade- . -a— ===
lanta al vector OA4'. En cambio, des- Fig. 5

pués del giro (fig. 5), 04’ adelanta

4 OF'. Para no alterar el sentido de los adelantos o retrasos
en la fase, se convendrd en que después del giro, Ia linea de
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referencia se mueve en sentido opuesto, es decir, en el sen-
tido de las agujas de un reloj si antes se movia al revés.
A la constante £ se la denomina potencia de inversion.

2. — Resolucién gréfica de un problema ™

Se dispone una distribucion de fuervza en la que las
mdquinas receptorvas son motores asincréonicos caracteri-
zados por ser constante la susceptancia x's de los mismos.
Si en los extremos de la linea cuya resistencia dhmica
es p, v cuya reactancia es x, actia una diferencia de po-
tencial sinusoidal cuva amplitud 6 valor mdximo kK, es
constante, se pregunta: ; Cudl serd el valor de la intensi-
dad para diversos valores de la conductancia g’ de las
mdquinas rveceptoras?

Sean (fig. 6) dos ejes rectangulares 4 los que se referirdn
las diversas cantidades, uno de ellos serd el de cantidades
reales y otro el de imaginarias puras. La impedancia de la
linea vale simbdlicamente

Xi—P;—1tX

1 1

viniendo representada en la fig. 6 por el vector OO, de valor
absoluto S,.

La impedancia de todo el circuito serd igual 4 la de la
linea, m4ds la de las mdquinas receptoras que deduciremos
del diagrama 2.° de Bedell en la forma que 4 continuacion se
indica. En el citado diagrama (fig. 7 de la C. anterior), todos
los segmentos son proporcionales 4 7. El segmento OD vale,
aplicando el diagrama 4 la mdquina receptora, £= /z,. Por
lo tanto, si 7 fuera igual 4 la unidad, O D seria el verdadero
valor de z,. Y, como por otra parte, en la midquina recep-
tora, A, es constante, el lugar geométrico de los puntos D es
el semicirculo ODC, cuyo didmetro, suponiendo /=1 es-t',— .

(1) V.Arnold. Wechselstromtechnick, tomo 1. Leipzig, 1g02.
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En consecuencia, si por O, (fig. 6) se traza una recta O, C pa-
ralela al eje imaginario, y se limita la porcién O, C = ?',-,
la circunferencia, cuyo didmetro es O, C, serd el lugar geo-
métrico de los extremos D de los radios vectores O que
representan la impedancia total z; + 5.

Dado un valor de g, se hallard el correspondiente de =z,
tomando sobre O, 4 perpendicular 4 O, C, un segmento O, .1
=-;,—2; uniendo el extremo 4 de este segmento con el punto €
y determinando el punto D de encuentro de 4 C con O; D C.
El vector O, D representa z,.

De este modo, y para cada valor de p'; se conoce la im-
pedancia total del circuito. Para conocer la intensidad que
lo atraviesa en cada caso, se podrd razonar como sigue. La
curva inversa de la circunferencia O; D C, lugar geométrico
de las impedancias, es otra circunferencia, que serd el lugar
geométrico de las admitancias, si la potencia de inversién
es la unidad. Ahora bien, el producto de £ por la admi-
tancia es la intensidad. Luego obtenida la curva de admi-
tancia bastard multiplicar por £ sus radios vectores para
obtener la curva lugar geométrico de intensidades.

Para obtener la curva de admitancias, bastard como se
ha dicho, invertir la de impedancias con la potencia + 1. Al
invertir, la curvatransformada aparecerddlaizquierda del eje
real. Para tenerla 4 la derecha se puede utilizar elgiro de que
se ha hablado antes, con la circunstancia de cambiar el sentido
de rotacion de la linea de referencia, que serd después del giro
el de las agujas de unreloj. Obtenida asf la curva de admitan-
cias, basta multiplicar los radios vectores por £, como queda
dicho, para obtener la curva de intensidades. Mas no es pre-
ciso, para obtener esta iltima, dibujar antes la de admitan-
cias. Modificando la potencia de inversion, se puede obtener
directamente de la curva de impedancias, la de intensidades.
Bastard, en efecto, tomar para valor de la dicha potencia

1 X E
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Asi resulta en la figura la curva de intensidades.

>ara obtener la intensidad correspondiente al valor O, D
por ejemplo, de z,, basta unir D con O, y el punto D, mds
proximo 4 O de los dos en que la recta OD encuentra al
nuevo circulo, es tal que

0D, —1I

v la proyeccion de O D, sobre la linea de referencia es igual
al valor instantdneo 7 de la intensidad.

Una vez conocido el valor de la intensidad se puede cal-
cular la pérdida de tensién en la linea. Importa, sin em-
bargo, conocer antes la posicion del vector que representa
4 la diferencia de potencial ¢ en la estacion generadora. Para
esto, supéngase que es nula la impedancia de la mdquina
receptora, en cuyo caso la impedancia de todo el circuito es
s6lo la de la linea, es decir, z,. Y, como en este caso el vec-
tor que representa la intensidad tiene la direccién de OOy,
y como por otra parte, ¢, si x, es positivo ha de adelantar 4
la intensidad, el producto 5, / se obtendrd haciendo girar al
vector 7 de un dngulo.

xl
o=arc lg —
L

en sentido opuesto al del giro de la linea de referencia 'V ¥
multiplicando luego el médulo / por el modulo de la impe-
dancia, 6 sea por

Evidentemente el nuevo vector se halla confundido con el
eje real.

En estado de carga, cuando la impedancia de las mdqui-
nas receptoras tiene un valor distinto de cero, la pérdida de
tension en linea serd

I :1

(1) Serecordard que el sentido actual de giro de la linea de referencia es el de
las agujasde un reloj.
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y debe descontarse de ¢ para obtener la diferencia de poten-
cial en los bornes de las mdquinas receptoras. El lugar geo-
métrico de los vectores 7 z, se obtendrd multiplicando el lugar
geométrico del vector /7 por la cantidad imaginaria =, de lo
que resulta que los vectores 7 5, adelantan 4 los vectores 7
de un dngulo
% —arc g %‘-
“y
El nuevo lugar geométrico es una circunferencia que pasa
evidentemente por el extremo de ¢. El punto 4, es el que
corresponde al D, de la circunferencia de intensidades. Para
hallar la diferencia de potencial en los bornes de la estacion
6 médquina receptora, hay que restar de ¢ los radios vectores

/’ \\
| E / \\
_ / \
1o / \\
// [} AV |
/ \ VN ==/ |
/ \ | /l‘/ / y
/ \ 47 |
[ Nt N : //
\ K ;
\ T
\ N J =
\\ \\
'\\\ ,’z 0
Fig. 7

de la nueva circunferencia como ya hemos dicho. Por ejem-
plo, 0E— 0A, — 4, E= 04 (fig. 7). El lugar geométrico
de los puntos 4, representado aparte en la fig. 7, es eviden-
temente otra circunferencia igual 4 la anterior, y cuyo centro

24
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es el punto simétrico del centro 77 de la misma, respecto del
punto medio de O, circunstancia que resulta de ser OAE A’
un paralelégramo.

Un ejemplo prictico cuya ejecucién dejamos al cuidado del lec-
tor, aclarara las construcciones que se acaban de explicar.
Sean

E — 2500 Volts; ¢, = 0,2 ohms; x,— 0,4 ohms; x’, — 0,06 ohms

«Tomense (1) dos ejes coordenados rectangulares 0 4 y O 73,
El O A dirigido, a partir de O hacia la parte superior del papel, y
el O B i la izquierda de O 4. El eje O A sera el de cantidades rea-
les y positivas, el O B el de imaginarias positivas. Sea O C la pro-
longacién de O 7 hacia la derecha de O 4. Sobre O C se tomari, 4
partir de O, una longitud O R ignal 4 4 mm. como representando
los 0,4 ohms de reactancia x,. En la escala adoptada 1 ohm— 1 cm.
En R se elevara una perpendicular 4 O C tomando sobre ella una

longitud R &, igual 4 2 mm. que representa 4 p,. Por R, se trazara
A , IR ’ N, . 1

una paralela @ O C'y se limitara en ella una porcién R, R2=T

2

oo — 16,67 cm., la cual serd el didAmetro de una circunferen-
r

cia C, lugar geométrico de las impedancias.»

De éste, como es sabido, tomando la potencia de inversién
igual a la unidad, se puede pasar a la circunferencia C, de admi-
tancias. Ahora bien ; si 1 cm. equivale 4 un ohm, 1 cm. sera tam-
bién el equivalente del mho, si 1 cm.? es la potencia de inversion.
El ampére es igual producto del mho por el volt. La curva Gode
ampcres se obtendrd multiplicando la curva C, por 2,500. Y el
numero de ampéres serfa el de centimetros de los radios vectores
de la curva C,, es decir, 4 cada cm. corresponderia un ampeére. En
esta escala, las longitudes serian excesivamente grandes, por ejem-
plo, para 200 ampéres se necesitarian 2 m. Asi, pues, sera conve-
niente reducir estas magnitudes 4 la décima parte, de modo que 10
amperes estan representados por 1 cm.

De la curva C, se puede pasar 4 la de admitancias en la nueva
escala con sélo tomar como potencia de inversién o,1 cm®. Asi
diremos, 1 ohm se representa por 1 cm., 1 mho por 1t mm., 1 am-
pére también por 1 mm. Y directamente se puede pasar de la

(1) La parte constructiva va entre comillas.

0 2
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curva C, de impedancias 4 la C, de intensidades, tomando como po-
tencia de inversién 0,1 X 2,500 cm.* = 250 cm.* El nimero de mi-
limetros de los radios vectores serian los ampéres correspondientes.

« En consecuencia, trazada la circumferencia C, se invertira
tomando 4 O como centro de inversion, y 250 cm.* como potencia.
La circunferencia resultante es tal, que los radios vectores a partir
de O, medidos en mm. dan el valor de la intensidad en ampéres. »

De la curva C, se pasa 4 la C, de pérdida de tension en linea.
Los radios vectores de C, representan volts y se obtienen multi-
plicando los de C, por el numero de ohms a que equivale la
impedancia de la linea. Luego un milimetro sobre el radio vector
de C, representa un volt. « La circunferencia C, se obtiene girando
al radio vector que une O con el centrc O, de C, hacia la izquierda

y de un dngulo ¢ dado por

O sea
 — l}_}"

y situando en €l el centro de la circunferencia a una distancia
‘l':‘—.__.
0o, X Y 0,2* X 0,4 =00, X 0,424

siendo el radio del circulo igual al del circulo C, multiplicado

pOT 0,424%.

3. — Resolucién simbdlica del mismo problema
Al vector ¢ lo imaginaremos dirigido segtin el eje de
cantidades reales, asi es que simbodlicamente se representard
por E. Al vector i se le designard por u, + 7 U, siendo uy y u,
las componentes de su amplitud / sobre los ejes. Con estas
notaciones, se tendrd evidentemente

. 1 3 =
= [?1 — 11X, T ,—‘:—]luI +1u,) (1)
. P + 1X,

expresion que para cada valor de g/, da los de u, y u,, de los
cuales se deducen los de la amplitud

E

F—=ul tug




— 374 —
y de la fase 3 de la intensidad, pues

Uy

togg—
& u

En efecto, 1a ecuacion (1) puede descomponerse en Sus
partes real é imaginaria del modo que 4 continuacioén se
indica llamando s, al valor absoluto de la admitancia :

’ ® s ’ 'f
= 2 Pe—1X5 ], s e g ¢
E=|p—ix *—.‘.—.']tu +iu)=(p + 5 )u, X+ ) U
! 1 3 =2 1 - 1 of 2
P 7 X5 Sa $3

“w

pudiéndose escribir, por lo tanto, como resultado de la igua-
lacion de partes reales € imaginarias

7

<

Llamando 4 al primer paréntesis y B al seg
dos ecuaciones anteriores pueden escribirse
E=Au, 4+ Bu,
o=DBu —Au,
de las cuales se deduce

undo, las

I

AE
“E BB
o BE
2_A2+ B*
En consecuencia,
Py
8 u, B x1+,\_'1’
08 — = — e =— —
= u, A ks -
1 73
é E* i

2 3
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La fuerza electromotriz perdida en la linea vale
e.—(p,—ix,) (u,+1u,)
v la diferencia de potencial en los bornes es
E—e,
en cuyas expresiones podrd facilmente el lector separar las

partes reales ¢ imaginarias hallando finalmente la amplitud
y fase de e, y E—e,.

4. — Tanto por ciento de pérdida de tension

Grdficamente pueden evaluarse cantidades cuyo conoci-
miento puede ser de mucha utilidad. Tales son las llamadas
pérdida y ganancia procentuales en la tensién, y que se
definen por las siguientes expresiones:

1

E—FE
Pt E

B,
88— E - X 100

X 100

siendo £ y E, las amplitudes de las diferencias de potencial
en las estaciones generadora y re-
ceptora.

Obtenidas las representaciones
vectoriales de las dos diferencias de
potencial anteriores, en la forma que
indica la fig. 8 en que 4D = E, se ha
deducido como diferencia vectorial
entre BA=E y B D— E, siendo E;
la amplitud del vector que representa

’ -

la pérdida de tension en linea, el C%llil \h\)w i
valeiz,, la representacion geométrica B

Fig. 8

de p se obtiene sin dificultad. Tré-
cese 4 este fin la circunferencia cuyo didmetro es BD = £,
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prolonguese AD = E, hasta que por segunda vez encuentre
4 la circunferencia en C. Se tendrd
1

s .| BC\*\ ?
.40_—Ac—-1)c_\l.45*-3(:-1)«.:.43(1_(3) ) —DC

En la prdctica B C es pequeiio comparado con ARB.

FRe : 7 BC ;
Desarrollando la potencia — del binomio 1 - —— g enserie, se-

2 A BG e L % W
gin las potencias de — g Y Quedidndonos s6lo con los térmi-

nos de segundo grado, queda

iR £ 1
de donde
p ‘l;—I,IﬁDC_*_r BC\*
oo B AB S s \AB
0 bien

2. DC P ki BC\ 2
p_AB 200 AB)

100 \ 100

de donde se deduce que para conocer P bastard evaluar en la
figura DC y BCunidades iguales 4 la centésima parte de A8,
y llamando £ y 7 4 los resultados de la medida, calcular

- T‘
B —

200

el resultado es p.

Si los vectores se dispusieran
conforme se indica en la fig. 9, la
formula del tanto por ciento de
pérdida relativa seria

K

p=—§%+

200

puesto que, en este caso £, = 4C
+ CD. Por lo tanto, siempre que

————
'




=
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el segundo punto C de interseccién de £, con la circunferen-
cia de didametro £, esté fuera del segmento 4D = E, debe to-
marse el signo + delante de Z y el signo — en caso contrario.
Practicamente, para hallar p se procederd del siguiente
modo. Se trazard una circunferencia cuyo didmetro sea
npe e

Fas

100

y 4 partir del extremo 0 de este didmetro se trazard una
recta que forme con €l el dngulo que £, forma con £,. Po-
drdan suceder dos cosas: que la recta salga fuera de la cir-
cunferencia 6 lo contrario. En el primer caso se prolongard
en sentido opuesto, limitdndose en uno y otro caso en el se-
gundo punto de interseccion C con la citada circunferencia.
La longitud de la cuerda interceptada representa + £ en el
primer caso y — £ en el segundo. El segmento rectilineo C B
representa 7 en uno y otro caso,

El valor de la ganancia relativa g se puede obtener de
un modo parecido. Basta, al efecto, repetir las construccio-
nes anteriores partiendo de

E,
DB = _EZ ;

100

asi es, que llamando §'y v 4 los nuevos valores de DC
y C B, se tiene

5. — Estudio del circuito constituido por dos impedancias
en paralelo

Un circuito constituido por dos impedancias A4 B D
y ACD en paralelo, como indica la figura 10, es, en cierto
modo, correlativo del que se acaba de estudiar. En efecto:




S e

la diferencia de potencial e anterior era la suma de ¢, v ¢,
aqui la intensidad total de linea 7 es la suma de las intensi-
A, dades 7; € 7, en las ramas; alli
era una sola la corriente que
: atravesaba el circuito, agui es

A una la diferencia de potencial
entre los extremos comunes de
las dos impedancias; alli, y,
como consecuencia de lo ante-
B Ni, i, > C rior, la impedancia total del cir-
cuito era la suma de las impe-
dancias de la linea y de la ma-
quina receptora, aqui ocurre lo
mismo con las admitancias de

D las dos ramas, puesto que si
son éstas sz, v 25, se tendrd
llamando ¢ 4 la diferencia de

D, potencial entre A y D.

Fig. 10 S
1,—3%,¢€
I,—%, €

de donde
L+, =1i= (g +3)e=3g'e
Interesa en muchos casos conocer el valor de la impe-
dancia s equivalente al sistema de dos impedancias z, y 2,
en paralelo.,
Evidentemente

1 1

- el
= ! 1 T2 - =
A a1 13

I

Grdficamente puede construirse =z dadas =, y
efecto, supongamos que vectorialmente z,= 04 y 5, = OB
(fig. 11). Las admitancias respectivas serdn

!

L S —

I
. Pl ('):1
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[.a admitancia total serd O C, v su inversa serd la impe-
dancia z que se busca. Pero de A -

0A x 0A, !

OBx OB, =
se deduce / :
flt ’}B A'// ‘_' ' g
Cn‘ir1 ~ 0A 24 7 : y L
o bien, ya que OB, = A, (, Q./’Ji /,:-"'{ ,-/
04=RB (,—:. "—"";/" j;" : J
== - o
0A, OB 0 B
Y i - = ‘
A€, PG ol

y, como que el dngulo O 4, € es igual al O B C,, los tridn-
gulos 0 4,C, y O BC, son semejantes, De su semejanza se
deduce que
A, OC, C,08
Ademds, si por A sc traza AC, tal que 0AC =0, B,
como que O G B = 0C, 4, se lendrd

DAC=0C,A,

y los tridngulos O 4 Cy 0 A, C, que tienen dos dngulos igua-
les son semejantes, luego
0A, OC
-"){T:_ ~ 0A
& bien
DA X0OA, 0OCxOC,

de donde, como que O A=z, O A= v OC =

0C=z¢

De estas consideraciones, s¢ deduce, que para construir

grificamente =, conocidas z; v &, basta trazar la diago-
nal O C, del paralelogramo determinado por =, ¥ =, ¥ a
partir de =z, trazar una recta OC; que forma con ella el

4 |
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dngulo «z que forman OC, y =,, limitando sobre O C, un seg-
mento OC cuyo extremo C es la interseccién con O C; de
una recta trazada por el extremo de =, y formando con ella
el mismo dngulo 3 que =, forma con la diagonal O G.

El circuito constituido por dos impedancias en paralelo,
se presta 4 un estudio andlogo al de dos en serie, con las
diferencias que introduce la correlatividad que antes se ha
puesto de manifiesto. Asi, por ejemplo, el problema resuelto
grafica y simbolicamente, tiene al que se enuncia 4 conti-
nuacion por correlativo. Una corriente de intensidad cons-
tante se destina 4 alimentar dos impedancias en paralelo.
En una de ellas es constante la reactancia y variable la
resistencia, en la otra, son constantes ambas, viniendo
dadas por los valores conocidos de la conductancia y de la
susceptancia. Se pide el valor de la intensidad que atrave-
sard cada una de las ramas, asi como la diferencia de poten-
cial en sus extremos comunes para diferentes valores de la
resistencia variable. Para resolver este problema podrd pro-
cederse de un modo correlativo 4 c6mo se resolvié el ante-
rior, debiendo emplearse en la resolucion gréfica el primer
diagrama de Bedell. Dejamos que el lector se ejercite en la
resolucion de este problema, asi como de los que se enuncian
al final de la Conferencia.

Las nociones de pérdida y ganancia de tension en linea
tienen sus equivalentes, 4 saber :

T

p'=—— X 100
2

y
T e

g = :)(1”0

Is

y son susceptibles de representaciones gradficas andlogas 4
las de p v g.

Pricticamente el circuito de que nos estamos ocupando
hace referencia al caso de una mdquina receptora con la

l’J
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excitacion 60 mecanismo regulador en paralelo sobre la im-
pedancia principal de la misma y los valores de p" vy g
hacen referencia 4 la pérdida 6 ganancia procentual relativa
que absorbe la excitacién 6 regulacion.

6. —Ejercicios

1.° Existe una diferencia de potencial constante en los extre-

mos de una linea, la cual esta caracterizada por su resistencia y
reactancia constantes. Se pide la intensidad y pérdida procentual
de tension cuando la maquina receptora, constituida por una impe-
dancia en serie con la linea, trabaja en distintos estados de carga,
sabiendo que con independencia de éstos, la corriente ofrece un re-
traso z constante respecto de la fuerza electromotriz que actia en
los bornes de la midquina receptora. (El circule C, del primer pro-
blema se convierte, en este caso, en una recta inclinada de su
ingulo g sobre el eje real). Resolver el problema correlativo para
el caso de dos impedancias en paralelo.

2.° En los bornes de una miaquina receptora hay una diferen-
cia de potencial ¢, constante, siendo constante la resistencia eléc-
trica de la maquina y variable su reactancia. Se pide la fuerza
electromotriz en los bornes de la linea de alimentacién, sabiendo
los valores de la resistencia y de la reactancia de la misma.

Para resolver este problema simbédlicamente, hay que calcular
la intensidad en funcién de la reactancia variable, y luego multi-
plicarlo por la impedancia de la linea para tener la diferencia de
potencial perdida en la misma. La intensidad es evidentemente el
cociente de ¢, por la impedancia de la maquina receptora.

3.° Resolver el mismo problema anterior, pero suponiendo
que en vez de ser constante la resistencia y variable la reactancia,
la maquina receptora tiene constante la susceptancia y variable la
conductancia. (Aplicar el primer diagrama de Bedell).

4.° Construir graficamente la impedancia equivalente a otras
varias dispuestas en paralelo.
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Conferencia cuarta

Estudio analitico y grafico de un circuito constituido por
una impedancia en serie con el sistema de dos en paralelo

1. — Estudio analitico

N Ia mayor parte de las aplicaciones del circuito de
la fig. 1, una de las impedancias, la (2), por ejemplo,
es variable, segtin cierta ley, y se trata de ver c6mo
ha de variar la impedancia (3), para que, permaneciendo in-
variable la amplitud £ de la diferencia de potencial e, cuales-
quiera que sean las variaciones
de (2) y de (3) se mantenga cons-
tante la amplitud £, de la dife-
rencia de potencial e, entre Ay B.

Ejemplo: Supongamos que la
impedancia (2) sea tal, que su
susceptancia sea constante, pu-
diendo variar la conductancia.
La resolucion simbolica del pro-
blema que consiste en hallar una
Fig. 1 relacion entre g, v 2; es la que

se indica 4 continuacion, en la
que la impedancia, equivalente al sistema de (2) y (3), se ha
representado por z,,. Se tiene evidentemente :




— 383 —

Mediante estas dos ecuaciones, se pueden determinar 7,
y z,. Como quiera que de ¢, s6lo es variable la fase, inter-
vienen en las férmulas anteriores, cada una de las cuales se
desdobla al separar las partes reales de las imaginarias las
siguientes incognitas:

La fase &, de e,.

La amplitud y fase de ;.

La reactancia de 23, ¥

La resistencia de zj.

En totalidad, el nimero de variables es 5, siendo 4 el de
ecuaciones. Hay, por consecuencia, indeterminacion que
desaparece introduciendo una nueva condicion, que puede
ser, por ejemplo,

P,—0
disponiéndose entonces de cuatro ecuaciones para determi-
nar cuatro incognitas, v mediante las cuales pueden expre-
sarse tres de ellas en funcion de g,. He aqui el pormenor del
cdlculo. Eliminando 7, se tiene :

e—e, 1

6 bien

Suponiendo que la fase de ¢ es cero, y poniendo en vez
de e y e, sus valores simbolicos, quedard :

E.|cose, +1sens] [p, —ix,]|0, - 1X, -:-i — E —E, [coss, -isene,
2 2 - 1 1 2 2 X 2 2 p |
pisit

Separando en esta ecuacién las partes reales de las ima-
ginarias, se desdobla, 4 saber:

w
n
(=]
w

m

w

AT : 0 5
E, I-'F'n coss, + X, sens,) p,—(p, sen &,—X, COSE,) (}:‘3T x_)] — kK —F
; 0

; I
E, [(FI sen s,—X, COS&,)p. + (¢, COSE, + X, S€n £) (.\', = ;—)]=—E: Sen &,




)

las cuales pueden escribirse de este modo:

- g ; I P ; I
Eycoss, | ppy+x, [x + =)+ 1|+ E,sens | x,¢'\—p, ( Xy ) |=E
x X
3
y ' ( ' 1 ’ 73 I
Eicoss, | —x;p5+p; (3 +—) |+ E,sens ] p, 0+ X [Xg+—) +1 0
3 : 7 a3 = A gL

que son de la forma
Acoset+Bsene=F
—Bcose+ A senes =0
Para resolver este sistema, se podrd escribir
A= AI cos=
B=Msenx
con lo cual se reduce al siguiente
Mcos (cG—a)=FE
Msen (e —o)=0
De la iiltima se deduce, si 4/ =+ o,
E==0a
y en este caso, la primera da
M—F

Como quiera que-M = |/ 4* + 5, se tendrd

E=E, \/ [p’::'3 + X (x’2 + ’Ci;) + l] " I;.\‘, Pls—0y (x’, o i—) ]
O bien

E * ”2 o 2 ¢ ° “ I 3
(E) — Py~ (py° %) -+ () + %,%) {x’2 + =] +1

' FRig - £0 I
t2pphtax (X + —
-3

Esta es la relacion que liga 4 p', y x; entre sf, 1a cual,
suponiendo 4 ¢, y x; coordenadas rectangulares de una curva,
representa una elipse.

Los valores de las demds variables en funcién de ¢, se
hallan sin dificultad siguiendo el procedimiento va indicado.




2. — Resolucién grafica del problema anterior

Se recordard que el lugar geométrico de los extremos de
vectores que representan la diferencia de potencial de los
bornes de una mdquina receptora, es una circumferencia
cuando en los bornes de la transmisora existe una diferencia
de potencial ¢ cuya amplitud £ es constante y varia la con-
ductancia de aquélla permaneciendo
invariable su susceptancia (conferen-
cia 3.* ig. 7). Para cada valor de la
conductancia de la mdquina receptora
aparece un valor de e,, de magnitud
y fase variable con aquélla. Pero, si
en derivacion respecto 4 la mdquina
receptora seintercala en el circuito una
resistencia con autoinduccién y capa-
cidad, pudiendo variarse esta tltima 4
voluntad, se obtendrd el circuito de
la fig. 1 del que nos proponemos hallar los valores de la ca-
pacidad intercalar que mantendrdn constante 4 £,; de modo,
que el lugar geométrico de vectores e, sea ahora una cir-
cumferencia de centro O y radio O B = E, (fig. 2).

Obsérvese que la diferencia de fase ¢, entre 7, y ¢, es
independiente de =, y depende s6lo de #, 6 mejor de 'y puesto
que x', es constante. Por lo tanto, el extremo de Z ha de
estar en una recta paralela 4 £, y 4 una distancia &', de la
misma. Del mismo modo la diferencia de fase entre 7; v e,
es independiente de =, vy viene dada por:

Fig. 2

3

X
Ig Py T
3

Si la derivacion es tal, que p; pueda considerarse como
despreciable comparado con x; el valor de /g v, es indefi-
nidamente grande, y por lo tanto, la direccion de 7; es.cono-
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cida cuando se conoce la de ¢,. Si x, es negativa, que es el
caso de estar constituida la reactancia por una capacidad,

Py=—00"

y la corriente 7; adelanta 90° 4 ¢, (V. fig. 2). (Se recordarad
que en la figura 4 que nos referimos el sentido actual de la
linea de referencia, es el de las agujas de un reloj).

La diferencia vectorial entre ¢ y ¢, representard la dife-
rencia de potencial perdida en linea, la cual vale

De aqui se deduce el valor de 7, 4 saber

Ci—'C¢
1, =— =

-

Al
de modo que basta dividir vectorialmente ¢— ¢, por z,, para
lo cual, si el d4ngulo de fase de sz, es negativo, v vale, ver-
bigracia — «, habrd que girar al vector ¢ — e, de un 4n-
gulo 2 en sentido de las agujas de un reloj, dividiendo luego
su modulo por el de z,.

Asi, pues, partiendo de un valor cualquiera OB’ de la
diferencia e, de potencial, y cuyo modulo sea £,, la figura 2
indica como se halla el de ¢ — ¢, = O A — OB = B'A co-
rrespondiente, y de éste, se pasa al de /, mediante las ope-
raciones dichas. Asi resulta del valor arbitrario O B’ el co-
rrespondiente de 7; en modulo y fase. Ahora bien, 7, se puede
considerar como suma de dos vectores 7, € 7,. Del primero
se sabe que su extremo estd en una paralela (p)d OB = E,
y 4 una distancia x’, de la misma (la paralela (p) no se halla
representada en la figura 2), y del vector que representa 7, se
conoce su direccion. Con estos datos resulta fdcil hallar los
valores de 7, € 7;; en efecto, basta por el extremo de 7, trazar.
una paralela 4 7; hasta que encuentre 4 la paralela (p) en un
punto que serd precisamente el extremo de 7.

El valor de 7, se halla determinado 4 su vez por la lon-
gitud del segmento de recta que se acaba de trazar. Cono-
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cido el valor de 7, para determinar la reactancia x;, se podrd
utilizar la férmula :

Al mismo tiempo, se viene en conocimiento de la g/, de
la mdquina receptora correspondiente al valor O B’ elegido
para e,, pues la proyecciéon octogonal de 7, sobre O B’ vale
precisamente X~ g5, v basta por lo tanto, dividir el valor de
la citada proyeccién por £, para hallar g',.

Partiendo de otros radios andlogos 4 OB’ se pueden calcu-
lar por el procedimiento anterior los valores correspondientes
de g, ¥ x; con los cuales se puede construir grdficamente la
curva que los relaciona, y con ello estd el problema resuelto.

3. — Estudio del circuito, teniendo en cuenta
las perturbaciones que se originan al abrirlo 6 cerrarlo

Para el estudio de estas perturbaciones hay que acudir a las so-
luciones completas de las ecuaciones diferenciales, de las cuales
la representacion simbdlica solo atiende a los términos no amorti-
guados.

Las leyes de Kirchhoff aplicadas al circuito, daran el siguiente
sistema de cuatro ecuaciones con las notaciones de la figura 1.

; ik AT T . di i
32=PQ12-FL9(‘E;JI__J I"dltzpnz:lrL[‘:L_ﬂ'-i"_ by dt

Eliminando 7, y diferenciando con objeto de hacer desaparecer
el signo [ queda

SR i T e SRR L O
Pl I T R R T S T Y e e
as, . di, i d i, I o de de,

Gt L geoh ’at‘+?"+(.‘,""m—dt
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Multiplicando por 2 la ultima y anadiendo a ella sucesivamente
las dos igualdades en que se puede descomponer la primera, igua-
lando el primero y el segundo miembros al tercero, se tiene:

Cote) it Gl L)ty +)

di, ai,
Esta ecuacion junto con
di, da. T 1’! ai, 1
nathgptgi=agthgtgs ®
1 <3 L 3

constituyen un sistema de dos ecuaciones, del que se podran dedu-
cir los valores de 7, é 7, en funcién de 7.
Para resolver el sistema se puede escribir

— Kt

=14 A,e
=1+ A

siendo 7', € 7', soluciones particulares de la forma

am?
=7 sen (—I —m,)

2wt
= [, s€n (—7:* *21)
en el supuesto de ser

Esen (221
e= \Cﬂ( T )

— Kt

y satisfaciendo 4, ¢ A
sin segundo miembro.

La determinacién de los valores de 7,, 7, =, y «, es aniloga a
la empleada en el caso de dos impedancias en serie, pudiendo uti-
lizarse el método simbdlico.

Para hallar los valores de X, que convienen 4 las soluciones de
(6) y (a) sin segundo miembro, se substituira en ellas en 4 vez de 1,

7, los valores 4, e=¥ y 4 e~ ¥ resultando

yd,e a la ecuacién (4) y a la (a)

- s i ) , I
Pt 2 [.4,([, ~—;,1\+?,—)—A3[L3R~—;3K+C—a]]=o (c)

~3
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&, - [.4, [(2 Li+L)K— (20, +p)) K+ \:— ;) I
+ A, [(2 L +L)K—(2p,+p) K+ (= + (*l_)]J —

Dividendo estas ecuaciones por ¢~ %'y eliminando 4, y 4

b
queda la siguiente ecuacién para K : (1

L:[\':_p:K_g_é .—L’Ki_‘;'K—C_[; !:0
(2L, +L)K*—(2¢,+e)K+m (2L, +L)K*—(2p,+p)K+ ,,‘
siendo
y 2 1
nzcl;-é-l :

ecuacion de cuarto grado que dara para X cuatro valores, los cua-
les podran ser todos reales, dos reales y dos imaginarios conjuga-
dos 6 todos imaginarios, siendo dos de ellos conjugados de los
otros dos.

(1) Cuando se tiene un sistema de ecuaciones homogéneas en nimeroigual alde
incégnitas, por ejemplo:

ax+by=—o0
a'x + by —=o0
se necesita la condicién
a & | =0
a' ¥ @)

para que sea resoluble: Y si se cumple, los valores de las incégnitas son proporciona-
les 4 los determinantes menores de los elementos de una fila en (1). Asi, pues, se
puede escribir

x=270 y=>xza

En las ecuaciones (e) y (d) Aa y Agjuegan el papel de x é y en los dos anteriores.
Luego

: =0 . s

A= (— L, K+ py Ky — )

a

el -3 = 1’
"132"!(‘{'3 Ky — P A.‘*‘z.‘)
:

Ahora bien, dada la forma lineal de las ecuaciones diferenciales (a) y (b), la suma
de un nimero cualquiera de soluciones es también ura solucién. Y, sumando las cua-
tro soluciones correspondientes 4 los cuatro valores que puede tener K se halla la so-
lucién general con cuatro constantes Ay 2243 ¥ A4
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Resuelta esta ecuacion, se tendra, llamando 5 K VK
las cuatro raices, supuestas reales y desiguales.

. - s - ! — K ¢
h— 0 —%; L: "*—-,::1\(“ € 1

siendo %, 4., 4, ¥ %, constantes arbitrarias, cuyo valor se deduce de
las condiciones limites que pueden ser, por ejemplo, que al
tiempo /=0, las intensidades 7,, 7, € 7, tengan valores dados de
antemano, asi como la diferencia de potencial en los bornes de un
condensador.

Si las raices de la ecuacion en A fueran reales, y algunas de
ellas iguales, por ejemplo; &K, = K, = KX, debieran escribirse en
vez de A, y A,

Mty A

'y si fueran dos de ellas imaginarias conjugadas por ejemplo — X,
—oa+7p —K =—ou—178 en vezde e—Fst y e—Ki ! ge pondria e*’
cos §Zy e**sen 3/ respectivamente. En el caso de raices imagina-
rias miltiples, por ejemplo — &, = — K, —u+ 7§, — K, —=— K,
—a—1( se pondrian en vezde e—Kits ¢ =Kty p—Kly y o—Kit]ps
siguientes valores :

x! 1 @t vy ol al
e cosBt , & senft-, fe cos Bt ..y ‘te sen fi.
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Las formulas que acabamos de obtener tienen mucho interés en
los estudios de electrotecnia moderna. En muchos casos, la ecua+
cién en K es de grado inferior al cuarto. Consideraremos brevemente
alguno, usando ya de las formulas anteriores ya de otras analogas
mas sencillas, deducidas por planteo directo, siguiendo la misma
marcha 6 mas simplificada que se siguio en el planteo de las ecua-
ciones diferenciales (¢) y (#) que se refieren al caso completo co-
rrespondiente al circuito de la fig. 1.

Si la corriente es continua, la fuerza electromotriz ¢, en vez de
tener constante tan solo la amplitud £, serd constante en todo va-
lor del tiempo., Ahora bien, si en un circuito como en el de la fi-
gura 1, servido por una fuerza electromotriz constante, viniere a
variar bruscamente la fuerza electromotriz, resistencia, susceptan—
cia, etc., de las ramas del circuito, antes de alcanzar las nuevas
intensidades sus valores de régimen, variarian entre el valor inicial
correspondiente al régimen antiguo, antes de la alteracion de la
dicha 7, e, 2, impedancia, etc., y el correspondiente al nuevo régi-
men. El modo de ser de esta variacion, que puede ser considerable,
es de gran interés, y para conocerle precisa proceder planteando el
problema en la forma dicha.

Antes de entrar en el pormenor de un ejemplo, advertiremos,
siguiendo 4 Steinmetz () que aun tratindose de régimen no sinu-
soidal llamaremos reactanciaa 2= /L — 2—,‘-IT siendo f -una fre-
cuencia tipo, por ejemplo, la que corresponde a 6o ciclos por se-
gundo.

Sea un circuito de la forma de la fig. 1 en que ¢ —=E =600
volts, p,= 24 ohms, p,=1 id., g, = 1,000 id., 2, =4 id. x,—4o0 id.
y x, = 40 id. En este circuito la corriente continua de régimen en
las ramas (2) y (3) deducida, mediante las leyes de Kirchhoff, val-
dra respectivamente :

Supongamos que, en un momento dado, la fuerza electromotriz
viniere a variar de un 10 por 100, es decir, pasara del valor 600 al
valor 540. Los valores de las nuevas intensidades de régimen,
seran: .

1= 27,0
i", = 0,0216

(1) Transient Phenomena, New York, 1g0g.
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Ahora bien, ; como varian las intensidades 7, € 7, al pasar de
los valores antiguos a los nuevos? El planteo del problema sera, en
este periodo variable, el siguiente (leyes de Kirchhoff):

e Py
di, = Ll'l
e,—p.~t, L. —=p, 1,4+ L,
= * dt YREe ' dt
i
L ey i
€ "‘1’1-7_1‘1‘_{! €y
o bien con las notaciones convenidas, y poniendo 2= f/ 7 =
i, =i,+1,
: di,
€:~—;’11+.\‘;{”
di
0
e, —¢, 1,7+ x, 76
1i
‘
e=g 1, +x, —+e,
dah

De estas ecuaciones se deduce que, poniendo en la iiltima, en
vez de 7, su igual 7, 4+ 7, multiplicindolo por 2 y escribiendo en
vez de 2 e, el resultado de sumar la segunda y la tercera,

3 / dl.,

2e=1(2¢; +p,) ’:+ (20, 4p5) 1, 3 (2 X, +I,)9—0
di,
+ (2 x; + x;) ==
dt

Esta ecuacion, junto con la que se obtiene restando la segunda

y la tercera:

‘ di, di,
l,—op,1 X, 5 — X, — =0
P3 fa + H ‘_{” ) d“

-
o
-

constituyen un sistema de dos ecuaciones diferenciales simultineas
de los que se podran obtener los valores 7, é 7, Poniendo:

: — A
=1’ 1+ A, e '

= . — A'H
L, =17+ A,e
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y substituyendo, en las ecuaciones anteriores, se podran éstas des-
componer en las cuatro siguientes:

P i"! —p i’y =0
(e, +e) 1", + (20, +2,) 1", =2¢
A (py—Kx)— A, (p,—Kx,)=—0
A (e, +x)—K(2x,+x)]+
A, (e +x)—K(2x,+x)]=0

de las cuales las dos primeras dan los valores de la intensidad en el
régimen permanente, a saber, los valores 21,6 y 0,0216 ampéres, y
las dos ltimas los valores de la parte variable. Como éstas son
homogéneas en 4, y A, para que sean compatibles se necesita que
el determinante del sistema sea nulo, es decir, que X vendra de-
terminado por la ecuacioén de segundo grado:

@, %, + %, %, + %, %) K2 — [, (%, 4 %) + ¢, 5 + %) +2, (5, + x)] K
+‘:"1f"=+"‘l ';J+l":!"l'=o

Si X, y K, son las dos raices, los valores de 4, y 4, seran pro-
porcionales respectivamente a p, — X x, y p,— K x, respectiva-
mente. Llamando 2, 4 la constante de proporcionalidad, para
K=K, y, para K= K, la solucién completa sera

A0 5 K.6

i, =iy +%50@—K x)e LA —K x)e Tt

- . - - — Kl 3 - ,  — K,
11=l1”+"‘l (Fn_l\lxi'e : +":(?|_I\ax!)e +

En estas ecuaciones quedan ain por determinar las constantes 2,
lo cual, en nuestro caso, se lograra atendiendo 4 que, inicialmente,
es decir, para /=0 = 0, los valores de 7, € 7, son conocidos. Y se
tendran las dos ecuaciones de condicion, substituyendo valores y
observando que en el ejemplo X, — 0,832y K, = 23,1

— 0,832 0 —23.18

23,9 == 21,6 + 4, 966,72 e + 2,206

v , . —0,8320 — 23,16
0,0239 = 0,216 — 2, 32,28 ¢ T —2,023e J

De estas ecuaciones se deducen los valores de 2, y 2, y llevados
a los de 7, € 7, se tiene

) — 0,832 6 -_— 23,19
i,— 21,64+ 2,407 ¢ — 0,007 € =

— 0,832 4 _ —23.1 8
3 -+ 0,0830¢ 3

i, = 0,0216 — 0,0806 e
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Estas formulas nos dan el modo como varian las intensidades al
pasar de uno a otro régimen. Si se quiere conocer como varia ¢,
se observara que

di,
e,=p; iy + X, —
3 ¥3 *a 3 J"'
y substituyendo valores se llega a
. — 0,832 6 > — 23,10 2
e,—21,6—770¢ 3 4Gae ¥ (e)

Si una vez en el régimen viniere ¢ a alcanzar otra vez el valor
primitivo 600 volts, la variacion de e, vendria dada por

— 0,832 0 — 23,10

e,=24+7709€ —6,2¢ (f)

De estas dos formulas (¢) y (/) se deducen interesantes conse-
cuencias. Supongamos que el conductor de resistercia p, y reac-
tancia x, sea un voltmetro, y el conductor de constantes g, y x, un
motor en serie en una instalacion de traccion eléctrica a 600 volts.
El voltaje indicado por el voltmetro en el régimen permanente de
600 volts es de 24 volts, en el régimen permanente de 540 es de
21'6. Pero al pasar de un régimen a otro, el voltmetro lejos de
pasar gradualmente de 24 4 21°64 y viceversa después, pasa brus-
camente de 24 4 50 volts, luego pasa gradualmente a marcar 21'6 y
al volver ¢ a su valor de 600 volts, pasa bruscamente de 21‘6 4 mas
de go parabajar luego gradualmente hasta 24. Estas variaciones en
la diferencia de potencial & que esta sujeto el voltmetro pueden
deteriorarle si en el momento de variar bruscamente la fuerza elec-
tromotriz, se halla en derivacion sobre un conductor en que pre-

domine la reactancia de autoinduccion sobre la resistencia, com-

parado con el voltmetro.

Puede demostrarse con las formulas anteriores, que siempre que
se tenga un conductor (2) de autoinduccion bastante grande com-
parada con la resistencia y en derivacion con €l un conductor (3)
en que ocurra lo contrario, toda variacién en el circuito principal
(r) que haga variar la corriente originara una variacion mucho
mayor en el conductor (3) que en el (2). Esta circunstancia se ex-
presa practicamente diciendo que la autoinduccién de (2) «repele»
6 «escupe» las variaciones de la corriente, que se manifiestan acen-
tuadas en (3). Esta manera de ser de los circuitos que estamos con-
siderando es aprovechada en los relais, v. g., de la lampara de arco.

—




— 395 —

Siempre que se trata de instalar un aparato que a la menor variacion
de una corriente (7,) haga funcionar tal 6 cual 6rgano advertidor,
regulador, etc., se hara bien en disponer en serie en (1) una au-
toinduccion y shuntarla con un conductor (3) que generalmente es
el hilo de un electroiman el cual sea el 6rgano primordial del relais.

El efecto de una capacidad es contrario al de autoinduccién. Si
un conductor se shunta con una capacidad ésta «aspira» 6 trans-
mite las variaciones de la corriente principal. Asi, si se quiere ins-
talar un receptor y se le quiere independiente de las fluctuaciones
de la corriente principal (1) se le shuntara una capacidad, enten-
diendo que cuantu mas rapidas sean las fluctuaciones de la corrien-
te (1) mas al abrigo estara de ellos el aparato. El lector podra ejer-
citarse en la resolucion de ejemplos analogos a los 4.° y 5.° que
siguen para familiarizarse con el modo de obrarde la autoinduccion
y la capacidad colocados en derivacién respecto de las variaciones
de la corriente principal.

4.— Ejercicios

1. Hallar analitica y graficamente la reactancia de regulariza—
cién en una miquina receptora en la que es constante la diferencia
de fase entre la diferencia de potencial en los bornes y la corriente
que la atraviesa, sabiendo que en la estacién generadora existe
entre los bornes una diferencia de potencial constante.

L

|
|
f
T AL BRI

Fig. 3

2. El circuito de la figura 3, representa una distribucion en
que la linea tiene una resistencia p, y reactancia x, y capacidad
derivada distribuida uniformemente a lo largo de la misma. Esta
capacidad la imaginaremos substituida por un condensador de

reactancia — x, intercalado en la forma que la figura 3 indica. Se
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pide la relacién que debe existir entre x, y 5, suponiendo que £ es
constante asi como la diferencia de potencial en los bornes de Pe-
3. Demostrar que con las no-

— BTN ——~| taciones de las figuras 4 y 5, su-

" .r“/j/ poniendo x, = — x, la intensidad

[ o, de la corriente que atraviesa las
/,/’J/C/ lamparas de resistencia total p, y
— | reactancia total x, es constante

Fig. 4 cualesquiera que sea p,, es decir,

cualquiera que sea el nimero de
las lamparas, siendo £ constante (Boucherot).

4. Hallar grificamente la curva que representa en funcién
del tiempo las variaciones de las
intensidades 7, é 7, en el circuito
de la figura 1, en que ¢ = 200
volts, p,= 20, x, = 20, p, = 100,
, = 900 ohms, E
y la resistencia p, pasa brusca-
mente del valor 20 al valor 5 para
alcanzar después el valor 30 y
volver al 20.

5. Representar grificamente la relacién entre la intensidad 7,
y el tiempo en el circuito de la figura 1 en que en la rama 2 ha\
s6lo una capacidad cuya reactancia referida 4 una frecuencia de 60
periodos por segundo vale 10 ohms. El conductor 1 y €l 3 son los
mismos que antes. La ecuacién en X es, en este caso, de tercer
grado. Las condiciones iniciales para 6§ — o podran ser los valores
de las intensidades 7,, 7, y el de ¢,.

Xy =0, p=—1,%

Fig. 5




Conferencia quinta

Potencia y rendimiento de las
corrientes alternas sinusoidales

1. — Potencia de una corriente sinusoidal

.
: /XE &\ potencia P de una corriente de intensidad 7 sal-
b‘j vando la diferencia de potencial ¢, vale:

P=ei

Si la fuerza electromotriz, asi como la intensidad son
sinusoidales,

P 'Escu——gg;,t % [ sen (z—;—l—a)

El valor de P es funcién del tiempo. Cominmente se da
como definicién de potencia el valor medio de / en un pe-

riodo 7 6 semiperfodo —. Asf, pues, llamando = 4 este valor

medio, que en lo sucesivo llamaremos simplemente potencia,

T
= 27t 2
'ﬂ:;L E [ sen ; sen( ;,t—a.) dt (1)
2 o

Ahora bien, recordando que
cos (a-b)—cos (a + b)=2senasen b

y por tanto, que

| (e .
sen a sen b — — [cos (a — b) — cos (a + b)] (2)
a9
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se tendrd aplicando esta formula 4 (1)

£ I
ZE%I;//'-%[COSfL——CO\”A#—iI—Jd’I [T/ ‘ -cuxzd'!
o 0
£
_Efl -cog (4_;‘—4) dat /i/ Cos =
of O

Si se escribe

_E__,
V 2
/
—_— =7
l’:

se tendrd

7?>_—El'cosa

A E é Iseles denomina fuerza electromotriz € intensi-
dad « eficaces », y tienen gran importancia por ser los valo-
res que en general evalian los aparatos destinados 4 la
medida de fuerzas electromotrices 6 intensidades.

Traducida la formula = = £7 cos o al lenguaje vulgar
dice : « la potencia es igual al producto de la fuerza elec-
tromotriz eficaz, por la intensidad eficaz, por el coseno del
dangulo de fase relativa». A este coseno se la denomina
« factor de potencia ».

La pérdida, por efecto Joule se refiere andlogamente 4
un semiperiodo. Vale:

T

> 2 = R 2xnt
- i‘.:dl=T/‘/ *cn;.].~<cn_' pdt
e 0

T
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Empleando la misma [6rmula (2), la integral anterior se
puede transformar en la siguiente :

2. — Representacion grafica

Se representa = por un vector de amplitud E I formando
con el eje de cantidades reales un dngulo « (fig. 1). De este
modo, su proyeccion sobre este eje es el ver-
dadero valor de =, llamdndose por este mo-
tivo 4 la proyeccion potencia real, mientras
se llama potencia imaginaria 4 la proyec-
cion £ 7 sen « sobre el eje de cantidades ima-
ginarias puras.

Las potencias real 6 imaginaria pueden
considerarse como productos de E por la
componente I cos « 6 I sen a de la intensidad
eficaz en la direccion de £. En la técnica se da el nombre
de intensidad de potencia real 6 energética 4 I cos a, € in-
tensidad de potencia imaginaria 6 no energética 4 / sen a.

El vector potencia tal y como se ha representado, puede
considerarse como el resultado de multiplicar % por un vec-
tor 7' simétrico de 7 respecto del eje de cantidades reales,
En efecto, recordando la regla para multiplicar dos cantida-
des imaginarias, si %, ¥ — «. son los argumentos de los
factores, «, — 2, serd el del producto, el cual estard repre-
sentado por un vector de médulo E I formando con el eje
real un dngulo & = o, — a,.

La representacion grdfica que antecede es convencional,
y no debe inducir 4 creer que la potencia instantdnea P es
la proyeccion de = sobre la linea de referencia.
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3. — Representacién gréafica de la pérdida por efecto Joule

La circunstancia de que en los diagramas de Bedell 6 en
la aplicacion de los mismos se expresan grdficamente las
intensidades por radios vectores que unen el origen de coor-
denadas 4 distintos puntos de una circunferencia conduce a
una representacion grdfica de fzp muy interesante y pric-
tica ideada por
Ossanna.

En coorde-
nadas polares,
la ecuacion del
circulo, cuvo
centro dista C
del origen, cu-
yo radio es R
yenque a es el
dngulo que for-
ma con el eje
polar el didme-
tro que pasa por el origen, es, con las notaciones de la fig. 2

R*—PF+ C*—21Ccos [§ —]
Multiplicando por p esta expresion y despejando Ve P
queda
IPp—32 Cplcos (0 —a)—(C*—RYp
O bien

l'“p=2Cp[1'cos»(0—a‘|_g:’_<2]

2
Ahora bien; 7 cos (8 —a’) es la proyeccion O 4 de 7 so-
bre la direccién de OO, y

C:—R:
~——~—=08,




