La Logica Lasi els Models Finitament Determinats.

Pilar Dellunde i Clavé

Treball de recerca dirigit pel Dr. Ramon Jansana.
Departament de Logica, Historia i Filosofia de la Ciéncia.
Universitat de Barcelona. Febrer del 1992,

Signatura del Director:

\R-
0

NIVERSITAT DE BARCELONA

T

il

lN

]

o]




els arbres d'altura <w i les segiients estructures algebraiques: els grups abelians, els moduls so-
bre un anell numerable i els cossos C, R i Qp. Algunes caracteristiques importants d’aquests ti-
pus de models sén les segiients: Tota teoria de Primer Ordre consistent i amb models infinits té
un model finitament determinat de cardinalitat ¥1; tot model finitament determinat té una subes-
tructura L -elemental de cardinalitat <X ;; sumes disjuntes i productes finits de models finita-
ment determinats son finitament determinats, i sumes ordenades de models finitament determi-
nats son finitament determinades, si tots els seus components son L,equivalents. Trobem
també resultats recents interessants, sobre aquest tipus de models, en relacié amb la Teoria de
I'Estabilitat. Per citar-ne algun, tenim que, si T és una teoria de Primer Ordre tal que tots els

seus models son finitament determinats, T és una teoria estable 5,

Aquest treball pretén presentar d'una manera sistematica les caracteristiques basi-
ques de la Logica Estacionaria. Per aixo, el treball recull resultats dispersos en diferents articles
i en dona una presentaci6 unitaria. En alguns d’aquests articles els resultats eren formulats
sense prova o només amb un esbos. En aquest casos, he presentat amb detall les proves. El tre-
ball conté també resposta a algunes preguntes que han anat sorgint al llarg de la seva elaboracio.
Exposo a continuacio el contingut dels diferents capitols en que he dividit el treball, i indicaré
els articles més importants de referéncia de cadascun dels capitols. El capitol 1 és una introduc-
cié al filtre dels tancats i cofinals. Es un capitol preliminar que serveix per familiaritzar-nos amb
aquest filtre, a partir del qual es defineix el quantificador aa. Una bona introduccio al filtre dels
tancats i cofinals és I'article de W. Kueker Countable approximations and Léwenheim-Skolem
theorems®, on podem trobar una caracteritzacié d’aquest filtre en termes de jocs. En el capitol 2
exposo la sintaxi i la semantica dels llenguatges de L,,i dono algunes mostres del poder ex-
pressiu d’aquesta logica. En el capitol 3 introdueixo un sistema axiomatic per Ly, i provo alguns
metateoremes importants d’aquest sistema. En els capitols del 4 al 6 es dona la prova del
Teorema de Completesa. Per als capitols del 2 al 6, I'article basic de referéncia és el de K. J.
Barwise, M. Kaufmann i M. Makkai, Stationary Logic. En el capitol 7 mostro que L., €s una
extensio propia de L(Q;) L'article d’introducci6 a la logica L(Q,)és larticle de H. J. Keisler
Logic with the quantifier "There exist uncountably many”’. A més a més, en la tesi doctoral de
M. Kaufmann, Some results in stationary logic, podem trobar la definicié dels procediments de
back-and-forth per aquesta logica. En el capitol 8 provo que falla el Teorema d’Interpolacio per
L., ATarticle de J. A. Makowsky i S. Shelah The theorems of Beth and Craig in abstract mo-

5 Veure [13] pagina 894,
% Veure [11]
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del theory II. Compact Logics 8 podem trobar la referéncia d’aquesta prova. Finalment, en el
capitol 9 es defineixen els models finitament determinats i, amb I'ajut de procediments de back-
and-forthper a aquest tipus de models, es prova que I'ordre dels reals és finitament determinat i

també ho son tots els ordinals. Per la definicié de model finitament determinat i les seves pro-

pietats basiques es pot veure l'article de P. C. Eklofi A. H. Mekler Stationary Logic of Finite-
ly Determinate Structures®. Podem trobar una descripci6 dels procediments back-and-forth per

a estructures finitament determinades a la tesi doctoral de M. Kaufmann. I per ultim, podem
trobar la prova que tot ordinal és finitament determinat, a I'article de D. G. Seese Stationary
Logic and ordinals '°. Un cop exposat el contingut d'aquest treball, només em queda desitjar
que sigui d'utilitat a totes aquelles persones que es vulguin introduir en I'estudi d’aquesta logica
i espero que la lectura d’aquest treball els pugui ajudar a descobrir la importancia que té pera la
Teoria de Models actual.

Bellaterra, 7 de febrer del 1992

8 Veure [12]
9 Veure [4]
10 Veure [14]
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1. Preliminars. El filtre dels tancats i cofinals.

En aquest capitol, en primer lloc, introduirem el filtre ¥ (A) dels conjunts tancats i
cofinals d'un conjunt A i provarem que ¥ (A) és un filtre wj-complet i normal i d’altres propie-
tats basiques seves. En segon lloc donarem una caracteritzacio de ¥ (A) en termes de jocs. I fi-

nalment mostrarem la correspondéncia que hi ha entre el filtre dels conjunts tancats i cofinals de
wy i el filtre ¥(A) d’un conjunt A de cardinalitat wj.

1.1. Definici6. Si A ésun conjunti XCPw;(A) ! diem que:
1. X és cofinal sii 2 per tot t€ Pw;(A), hi ha re X tal que tCr.
2. X és tancat sii per tota cadena (respecte a la inclusid), <r,:n€ w>, numerable
d’elements de X, Upe meX.

1.2. Definicié. Diem que ¥ és un filtre (propi)sobre un conjunt S sii ¥ és una col.lecci6 de

subconjunts de S tal que:
i) SeT.

ii) SiXe¥ i YeT, llavors XNY€T.
iii) Si X,YCS, Xe¥ i XCY, llavors YET.
iv) 0¢T.

1.3. Definicié. Donat un conjunt A+@, sigui ¥ (A)={XCPw;(A): X inclou un conjunt tancat

i cofinal}.

1.4. Lema. Per tot conjunt A, si X,YCPw;(A) son tancats i cofinals, llavors XNY és tancat i
cofinal. .

Prova: Siguin X,YCPu (A) tancats i cofinals. i) XNY és tancat: Sigui <r:n€ w> una cadena
numerable d’elements de XNY, ho sera per tant de X i de Y. Aixi, donat que aquests conjunts
son tancats, Upew mEX iUpey mEY, pertant Upey meXNY. ii) XNY és cofinal: Sigui
t€ Pw)(A), construim per recursi6 una cadena numerable d’elements de Pw;(A), <rp:n€ w> que
satisfa:

INotacié: Direm que un conjunt X és numerable si |X|<w). I donat un conjunt A, Pw;(A)={XCA: X és
numerable}. :
2Notacié: A partir d’ara "sii” abreujara "si i sols si”.
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o=t
Ih+1= | un element de X que inclou ry, si n és parell
un element de Y que inclou 1y, si n és senar

La successié <r,:n € > esta ben definida ja que, si n és un parell, per ser X cofinal i r, un
conjunt numerable, hi ha x€ X tal que r,Cx. I si n és senar, per ser Y cofinal i r; un conjunt
numerable, hi ha y€eY tal que r,Cy. Aixi <rpp+1:n€w> és una cadena numerable d’elements de
Y amb suprem r=Upe oy I <rop: 0<n > és una cadena numerable d’elements de X que té

també com a suprem r.Aixi per ser ambdés conjunts tancats re X i re€Y. Per tant tenim que
reXnY itCr.a

1.5. Proposicio. Per tot conjunt A*@, T (A) és un filtre sobre Pw,(A).

Prova: i) Pu;(A)€ T (A) perqué Pw;(A) és tancat i cofinal. ii) Si X,Ye¥ (A), llavors
XNY €e¥(A), pel lema 1.4. iii) Si X€¥F(A), llavors inclou un tancat i cofinal. I per tant si
YCPu(A) i XCY, llavors Y inclou també un tancat i cofinal. Aixi Y€¥F(A).1

1.6. Definicio. Un filtre ¥ sobre un conjunt S és principal si hi ha XCS tal que ¥'=
{YCSS:XCY]).

1.7. Proposicié. Si A és un conjunt numerable no buit, ¥(A) és un filtre principal sobre
Pui(A) i T(A)={Y €Pu,;(A):{A}CY].

Prova: {A} és tancat i cofinal, per tant {A} €F(A). Aixi per tot YCPw;(A), si {A}CY llavors
Y €¥(A), perqué F(A) és un filtre (per iii) de la definicié 1.2.). Inversament, si YET (A),
YNn{A}#0, perii) i iv) de la definicié 1.2. Aixi {A}CY. Per tant F(A)={YCPu,(A):
{A}CY}, i¥(A) és un filtre principal i

1.8. Definicio. Donat un conjunt S, diem que un filtre ¥ sobre S és x-complet sii per tota
col.leccié CC¥F tal que |C|] < x, NCET.

1.9. Lema. Per tot conjunt A, si {X,:n€w} és una col.leccié numerable de tancats i cofinals,

la seva interseccio és tancat i cofinal.
Prova: Sigui Y=Npe Xp- 1) Y és cofinal: Si t€ Pw(A), construim per recursio una successié

<rp:n€ w> que satisfa: r, és un element de X, que inclou t (existeix perqueé X, és cofinal) i su-
posant definit ry, r,+ és un element de X,N...NXp+1 que inclou r, (existeix perqueé del Lema

1.4. se’'n segueix que la interseccié d’'un nombre finit de tancats i cofinals és tancat i cofinal).



El filtre dels tancats i cofinals

Aixi construida, per tot n,m€ w, si nSm, ry, € Xy, aixi per ser cada X, tancat Umanty =
Une wf€ Xp. Per tant tenim que tSUpe ofn i Une €Y. ii) Y és tancat: Si <r;:n€ > és una
cadena numerable d’elements de Y, en particular ho és de cada X;,. Aixi per tot n€ w, per ser
Xp tancat, Upew tn€Xp. Pertant Upey tm€eY. B

1.10. Corol.lari. Donat un conjunt A+Q, el filtre ¥(A) és wi-complet.

1.11. Observacié. Si A és un conjunt no numerable, ¥(A) no és un filtre principal.
Prova: Per tot re Pw;(A), per ser A no numerable, el conjunt {r€Puw;(A): P-r+@} és tancat i

cofinal. Aixi per tot ré Pw;(A), {r€Pu(A): r#r}, que inclou el conjunt {r €Pw,(A): r-r+0},
pertany a ¥ (A). Per tant N¥ (A)=0, aixi T (A) no és un filtre principal (ja que si hi hagués
XCPuwi(A), X#0 tal que T(A)={YCPw(A):XCY}, llavors com que XSNF(A), NF(A)#0).1

1.12. Definici6. Si A és conjunt i <X:a€ A> una col.leccio de subconjunts de Pw,;(A),
la interseccio diagonal de <Xz:a€A>, AacAXa , €s el conjunt {r€Pw;(A): r€MNgerXal-

1.13. Definicié. Donat un conjunt A#@, diem que un filtre ¥ sobre Pw;(A) és normalsi esta

tancat sota interseccions diagonals.

1.14. Lema. Per tot conjunt A, si <X :a€ A> és una col.leccié de tancats i cofinals, llavors
AaeAXa €s tancat i cofinal.

Prova: i) AaeaXa és tancat: Sigui <rp:n€ w> una cadena numerable d’elements de Ay eaX, i
r=Unewfn. Suposem que a€r, llavors hi ha n€ w tal que a€ r,, aixi per tot m=n a€ ryy,, per tant
I'm € Xa, doncs ry € Ay e AXa. Aixi per ser X, tancat, Umen th=r€ X,. Llavors re N, ¢ X, i aixi
r€Aae AXa. ii) Age AXa és cofinal: Si tePw;(A), construim per recursié una successié
<rp:n € w> d'elements de Pw;(A) que satisfa: r,=t i suposant definit ry, rp+1 €s un element de
Nae mXa tal que rCry+1 (existeix un tal ry+) perqué pel Lema 1.9., en ser r, numerable i
<Xa:a€A> una col.leccié de tancats i cofinals, Nae mXa €és un conjunt tancat i cofinal).
Mostrem ara que si r=Up ¢ tn, T€NaerXa: Siac€r, llavors hi ha n€w tal que a€r,. Per tant per
definicio de la successio <ry:n€ w>, per tot m>n ry, € X,. Aixi <rp:m>n> és una cadena nume-
rable d’elements de X,. Per tant com que X, és tancat, Up>nfm=r€Xa. Aixi r€AgepXa i tCr.ll

1.15. Corol.lari. Per tot conjunt A#@, el filtre ¥(A) és normal.

Observem que si <X,:a€ A> €s una col.leccié de tancats i cofinals, tal com hem definit la
interseccio diagonal, Nae AXaSAae AXa. Pero en general Nae AXa*Aac AXa. Posem un

exemple: Sigui A un conjunt no numerable. Considerem per cada a€ A, el conjunt
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Xa={tePui(A): act}. Pertota€ A, X, €F(A). Per tant, per ser A no numerable, NgecAXa=9.
Aixi NacaXa¢¥(A), perd pel Corol.lari 1.15. tenim que Age AXa€F(A).

Observem també que, per un conjunt qualsevol A, si <X,:a€ A> i <Y,:a€ A> son col.leccions
de tancats i cofinals tals que: per tot acA, X,CY,; llavors per definicié de interseccié diagonal,
BaeAXaCAae A Yo

1.16. Definicio. Sigui A un conjunt, diem que YCPw(A) és estacionarisii per tot tancat i
cofinal X, XnY#0.

1.17. Observacié. Per tot conjunt A, per tot X,YCPw (A):
i) Si Y és estacionari i X és tancat i cofinal, llavors XNY és estacionari.
ii) Si X és tancat i cofinal, X és estacionari.
iii) Si Y és estacionari, Y és cofinal.

Prova: i) Si Z és tancat i cofinal Zn(XNY)=(ZnX)NY+D (ja que Y és estacionari i, pel Lema
1.4., ZnX és tancat i cofinal). Per tant XNY és estacionari. ii) Pel Lema 1.4. la interseccié de
dos tancats i cofinals no és buida, és un tancat i cofinal. Per tant si X és tancat i cofinal la inter-

seccio de qualsevol tancat i cofinal amb X sera no buida, aixi X sera un conjunt estacionari. iii)
Sigui re Pw;(A). Llavors el conjunt X;={r' € Pw;(A):rCr’} és tancat i cofinal. Aixi si Y és esta-
cionari, X;nY+#@. Per tant hi ha reY tal que rCr’. Aixi Y és cofinal.

1.18. Lema. Donat un conjunt A#+@, X €F(A) sii X intersecta no vacuament a tot conjunt
estacionari.

Prova: D’'una banda, per definicié de conjunt estacionari, si X€¥ (A), llavors X intersecta no
vacuament a tot conjunt estacionari. D’altra banda, si X intersecta no vacuament a tot conjunt

estacionari, llavors Pw;(A)-X no és estacionari. Si ho fos, (Pw;(A)-X)NX#@. Per tant, hi ha un
tancat i cofinal Y tal que (Pw;(A)-X)NY =@. Aixi YCX. Llavors Xe¥F(A). I

1.19. Corol.lari. Donat un conjunt A#@, Y €s estacionari sii Pw;(A)-Y¢¥(A).

1.20. Definicié. Diem que un filtre ¥ sobre un conjunt S és un wvltrafiltressii per tot XCS, o
Xe¥ oS-XeF.

1.21. Proposicié. Si A és un conjunt no numerable i Y és estacionari, llavors hi ha una
col.lecci6 no numerable de subconjunts estacionaris de Y disjunts dos a dos.
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Prova: Per I'axioma d’eleccid, escollim per cada re Puw;(A) una funcié injectiva frir—w, i
considerem per tota €A, per tot n€ w, el conjunt Xy g={r€ Pu;(A): f{a)=n}. Mostrem ara que,

per tot a€ A, el conjunt Ba=Up ¢ xXn a €s tancat i cofinal. Fixem a€ A, llavors: i) B, és cofinal:
Sigui tePwj(A), llavors si r=tu{a} i n=f{a), tenim que re X, 5 i per tant tenim r€ B, tal que

tCr. ii) B, és tancat: Sigui <rp:n€ w> una cadena numerable d’elements de B,, sigui r=Un ¢ fn.
Llavors a€r i si k= f{a), r€ X aCB,. Per tant r€ B,. Aixi donat que Y és estacionari, YNB,
€s estacionari també, per I'Observacié 1.17 i). A més a més, hi ha n€w tal que X, ,NY €s esta-
cionari; altrament si per cada n € w hi hagués un tancat i cofinal Cj tal que X, 2NYNCp =0, lla-

vors YNBaN(Npe wCn)=9. Absurd perqué Npe,Cn €s un tancat i cofinal (pel Lema 1.9). Aixi
per tot a€ A hi ha n€w tal que YNXj, 5 és estacionari. Sigui na el nombre menor amb aquesta
propietat. Considerem, per tot n€ w, el conjunt Dy={a€ A:nz=n}. Per algun m € w, Dy, és no
numerable, doncs Up¢yD=A i A és un conjunt no numerable. Aixi {YNXm a:a€Dm} és una

col.leccio no numerable de subconjunts de Y estacionaris i els seus elements son disjunts dos a
dos (fixem-nos que si a#b, X 2N Xy p=9). 1

Observem que d’'aquesta proposicio se’n segueix que, si A €és un conjunt no numerable, tot
conjunt estacionari en A és no numerable. I per tant, tot conjunt tancat i cofinal en A és també

no numerable. Pero de la Proposicié 1.21. se’'n segueix un altre corol.lari que ens fa conéixer
una caracteristica important del filtre ¥ (A): Sigui A un conjunt no numerable. Tenim que

Pu1(A)€T(A). Llavors, per la Proposicié 1.21., podem partir Pw1(A) en dos conjunt esta-
cionaris, X i Y=Pu(A)-X. I pertant X¢¥(A)i Y¢TF(A). Aixi:

1.22. Corol.lari. Si A és un conjunt no numerable, ¥ (A) no és un ultrafiltre.

Donem a continuacié, amb I'ajut de jocs, un criteri per determinar per tot conjunt A#@, quan
XCPuw(A) pertany a F(A).

1.23. Definicid. Si A és un conjunt no buit, sigui Gx(A) el segiient joc entre dos jugadors, I
ill:
i) Gx(A) consta de &y moviments.
ii) Al enésim moviment tira primer I un element a, €A i després tira IT un element
baEA.
iii) Si {a:n€w} és el conjunt de les tirades de I al final del joc i {by:n€w}les de I,
guanya el jugador II si {ay:n€ w}U{by:n€w} €X. Altrament guanya I.

1.24. Definicié. Diem que f és una funcio finitaria en un conjunt A sii per algun n€ w,
f: Antlo A,
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1.25. Definicié. Diem que un conjunt tCA esta tancat sota una funcié f: An*1—A, si per tot
ao...apn€t, fla,...ap) €.

1.26. Lema. Si R és una familia numerable de funcions finitaries en A, llavors el conjunt T=
{tePw;(A): t esta tancat sota les funcions de R} és tancat i cofinal en Puw(A) .

Prova: i) T és tancat: Si <t;:n€ w> és una cadena d’elements de T, sigui t=Up ¢ wty. Llavors si
ao...ap€t, hi ha n€ w tal que a,...a, € ty, aixi com que th €T, per tota feR. f(a,...ap) Ety. Per
tant f{a,...ap) €t. Aixi t esta tancat sota les funcions de R, teT. ii) T és cofinal: Si re Pu(A),
sigui r' el conjunt resultant de tancar r sota les funcions de R. Donat que R és una familia nu-

merable de funcions finitaries, re Pw;(A), aixireTircr. I

Una estrategia per a un jugador, en un joc G qualsevol, és un conjunt d’instruccions que diuen

al jugador com ha de tirar. Una estratégia per al jugador II en el joc Gx(A) és una col.leccié de
funcions R={f;:n€ w} tals que, per cada n€w, f, té per domini totes les possibles tirades de

I'altre jugador en els n primers moviments. Diem que II esta usant una estratégia R, si en el

enésim moviment tira fy(a,...ap), on a,...a, son les tirades de I en els n primers moviments.
Diem que II té una estrateégia guanyadora, R, si sempre que II usa R guanya.

1.27. Proposicio. Per tot conjunt A+@, XCPuw;(A) pertany a ¥(A) sii el jugador II té una
estratégia guanyadora pel joc Gx(A), és a dir, sii:
(*) Hi ha una col.leccié R={f:n€ w} de funcions tals que: per cada n€ w, f:A"*1— A i per tota

successio d’elements de A, <ap:n€w>, {ag:n€w}u{fy(ao...an):ne€w} €X.
Prova: <) Suposem (*) i considerem T={t€ Pw;(A):t esta tancat sota les funcions de R }. Pel

Lema 1.26., T és tancat i cofinal. A més a més TCX. Suposem que t€ T. Sigui <ap:n€ w> una
enumeracio dels elements de t. Com que t€ T, t esta tancat sota les funcions de R. Aixi tenim

que t=tU{f,(a,...a4): @...a9€t, n€w}. I aquest darrer conjunt, per (*), pertany a X. Aixi teX.
Per tant com que X inclou un tancat i cofinal, X €¥(A).

=) Suposem que X € F(A). Sigui YCX tancat i cofinal. Considerem el conjunt (@A)-
{@} de totes les successions finites no nul.les d’elements de A 3. Definim per recursi6 sobre la
relacié ben fonamentada C en el conjunt (WA)-{@}, una col.leccié < s;:te(@A)-{@}>
d’elements de Y tal que:

i) Sitct, stEsy

3 Notacié: (WA)-{@}={t:n+1—A: n€w}
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ii) Sit: n+1—A, llavors t(n)€s

Aquesta successio esta ben definida, per cofinalitat de Y. Sigui P={Ppy:m € w} una particié de w
en w conjunts de cardinalitat w disjunts dos a dos i tals que: per tot n,m € w, si n€ Py, llavors
m=n 4. Per elecci6é fixem, per tot m € w, per cada successié t de longitud m 3, una bijeccié
gt:Pm— st 6. Definirem ara una col.leccié R={f;:n€ w}de funcions que satisfaran (*):

Per cada n€w, fp:An*1— A i per tot a,...a,€ A, f;(2o...2n)=8<a,...am>(N)
(on P, és I"inic conjunt de la particio tal que nePp,).

Verifiquem que la col.leccié R satisfa (*): Sigui <ap:n€w> una successié d’elements de A,
tenim que per cada n€w, S<a,..ap>€ Y. Considerem s=Up¢ (S<a,...an>- T€nim que s€Y, per-
queé Y és tancat. Veiem que {ay:n€ w}u{fy(a,...a):n€ w}=s. D'una banda, per definicio de la
col.leccié R, tenim que {fy(a,...ap):n€w}Cs. I {ap:n€w}Cs, perque per ii) de la definicio de
la col.lecci6 <sy:t€(@A)-{@}>, per tot n€ w ap €s<a,...a5>, 1 aiXi per tot n€ w tenim que aj €s.
Per tant {ap:n€ w}uU{fy(ao...a5):n € 0} Cs. D’altra banda, si x€s per algun n€w, X€s<q,.. an>-
Aixi per algun ye€Pp, y2n, X=g<a,...ap>(y). Llavors x=fy(a,...ay) i per tant
x€ {fy(ao...ay):n€w}. Aixi sC{ay:n€w}u{fy(ap...ag):n€w!. Tenim doncs que R satisfa (*).

Finalment veiem la relaci6 que hi ha, per un conjunt A de cardinalitat w1, entre ¥(A) i el filtre

dels tancats i cofinals de w17, ientre F(A) i altres filtres normals sobre Pw;(A).

1.28. Definicio. Sigui A un conjunt de cardinalitat w;, diem que <A y:a<w)> ésuna filtracio
de Asii:

i) Per tot a<w), Ag€Pwi(A) i Ag=Up<q Ap+1

i) A=Uq<w Aa

1.29. Observaci6. Si A és un conjunt de cardinalitat w], tota filtracié de A és un conjunt
tancat i cofinal.

1.30. Lema. Per tot conjunt A de cardinalitat w; hi ha una filtracié <Aq:a<w;> de A.

4 Existeix una partici6 tal: Sigui <py:m>0> una enumeracié dels nombres primers en ordre creixent, llavors
sigui Pp={pm™: n>0} per m>o i sigui Po=w-Um>oPm-

5 Diem que una successio t té longitud m sii t:m+1—A.

6 En cas que s, sigui un conjunt finit, prenem g una funcié sobre s.

7 Podem trobar la definicié del filtre dels tancats i cofinals per un cardinal « regular, no numerable, i la prova de
les seves propietats basiques a [6], pp.52-61.
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Prova: Sigui {ag:a<wi} una enumeracié de A. Definim per recursié una successio
<Aq:0<w1> de subconjunts numerables de A tal que:

i) Ay=0

ii) AqU{ag} CAg+1

iii) Si a<w; és un ordinal limit, Aq=Up<q Ag
Llavors <Ay:0<w1> és una filtracio de A. 1

1.31. Corol.lari. Si A és un conjunt de cardinalitat w1, tot conjunt tancat i cofinal inclou una
filtracio de A.

Prova: Sigui X un tancat i cofinal i sigui <Ag:a<w)> una filtracié de A (n’existeix una pel
Lema 1.30.). Llavors reenumerant X N { Ag:a<wj } obtenim una filtracié de A. i

1.32. Definicié. Diem que XCwj és un conjunt tancaten w sii per tot A<wj, per tota suc-
cessi6 creixent d’elements de X, <o, :u<A> tenim que Uy<) oy €X.

1.33. Definicio. Diem que XCw; és un conjunt cofinal en w; sii per tot f<wj, hi ha a€X
tal que Psa.

1.34. Proposicié. Sigui A un conjunt de cardinalitat w] i <Ag:a<w1> una filtracié de A.
Llavors si XCPuw(A), X€F(A) sii {a<w):Ag€X]} inclou un conjunt tancat i cofinal en wj.
Prova: Suposem que X€¥ (A). Sigui X’=Xn{Ag:a<w;1}, X és un conjunt tancat i cofinal.
Sigui Y={a<w;:Aq€X’}: 1) Y és cofinal en w): Suposem que B<wj, considerem Ag. Per ser
X’ cofinal, hi haura a<w) tal que AgCA4 i Ag€X'. Pertant fsa i a€Y. ii) Y és tancat en w;:
Sigui A<w) i <ot :u<A> una successio creixent d’ordinals de Y. Sigui <fj:n€ w> una succes-
sio creixent d’ordinals de Y inclosa en aquesta primera i tal que Up<,fn=Uy<pay,. Considerem
la cadena corresponent en X', <Agn:n<w>. Per ser X’ un conjunt tancat, Up<,Apn € X'. Perd
per ser <A:a<w;> una filtracié de A, Up<wApn=A(Up<wBn) Per tant Upnc,Pn=Up<pau €Y.
Aixi tenim que el conjunt { a<w;:Ay€X] inclou el conjunt Y, que és tancat i cofinal en wj. Per

un argument analeg es mostra que si {a<w]:Ay€X]} inclou un conjunt tancat i cofinal en wj,
llavors X €T (A) . 1

1.35. Proposici6. Si A és un conjunt de cardinalitat w1 i ¥ un filtre normal sobre Pw;(A)

que satisfa:
(*) Per tot tGPml(A), {rEPml(A): lCl’} €T.

Llavors:
i) ¥ és un filtre w1-complet.
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ii) F(A)CF.
Prova: Suposem que A és un conjunt de cardinalitat w; i ¥ un filtre normal sobre Pw)(A) que
satisfa (*). i) Sigui {X,:n€ ®} una col.leccié d’elements de ¥. Mostrem que MNyey Xp €Y.
Sigui {ag:x€w)} una enumeracié de A. Considerem la col.leccié6 d’elements de ¥,
<Ya,: @ €w}>, definida a continuacié: Per tot n€ w, Yg,=X, i per a=2w, Ya,=Pw;(A). Per nor-
malitat de ¥, Ag e ) Yaq, diguem-li Y, pertany a ¥. I com que ¥ satisfa (*), el conjunt
Z={tePu)(A):{apnew} <t} €¥. Considerem YNZ. Per ser ¥ un filtre, YNZ€¥. I com que
YNZEMNnew Xn, Mnew Xn€F.

ii) Suposem que X€F(A). Volem mostrar que X €¥. Sigui C un tancat i cofinal
inclos en X. Sigui {ag:a€ w1} una enumeracié de A. Definim per recursio una filtracié de A,
<Ag:a<wi>, tal que: Per tot a<w], Ag €C. Sigui A, un element de C que contingui a,
(existeix un A, tal per cofinalitat de C). I suposant definit Ay €C, sigui Ag+1 un element de C
que inclogui AgqU{ag+1} (existeix un Ay+] tal per cofinalitat de C). I per a limit, suposant de-
finits per cada f<a, Ag€C, sigui Aq=Up<q Ag. Observem que aixi definit, Ay pertanyera a C
perqué C és un conjunt tancat). Considerem ara, per cada a<wj, el conjunt X, ,={t€Pw;(A):
AqCt}. Com que ¥ satisfa (*), Xp, pertanyeraa ¥. I en ser ¥ normal, la interseccié diagonal
Age w1 Xay, diguem-li Y, pertany a ¥. Pero resulta que YCC, vegem-ho. Mostrem en primer
lloc que si teY, t=U, ,¢tAq. Suposem que t€ Y. Llavors per cada ag€t, per definicié de Y,
AqCt. Aixi Uy ¢tAgCt. I d’altra banda, tal com hem definit la filtracié, per cada a<wj,
ag€Ag. Per tant tCU,  ¢tAq. Pero com que la filtracié és un conjunt tancat, sent t un conjunt
numerable, U, ¢ tAq €s un element de la filtracio i, per tant, de C. Aixi doncs, teC. Tenim que
YCC.Icom que YET, perser ¥ un filtre, CEF . Finalment com que C esta inclos en X, X€¥.

Per tant, ¥(A) és el menor filtre normal sobre Pw (A) que satisfa (*). §
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2. Sintaxi i Semantica dels llenguatges de Lg,.

Introduim ara la sintaxi i la semantica dels llenguatges de Ly, i donem després
alguns exemples que ens mostraran el poder expressiu d’aquesta logica.

Fixat un tipus de semblanga T, si L(1) és el llenguatge de la Logica de Primer Ordre de tipus T;
l'alfabet del llenguatge Laa(T) conté, en addicié als simbols de I'alfabet de L(t), un nombre

infinit numerable de variables predicatives so...8y... i €l quantificador aa. Podem definir Laa(T)
com el conjunt generat per les regles de formaci6 de formules de la Logica de Primer Ordre,
juntament amb les segiients:

i) Si s €s una variable predicativa i t és un terme del llenguatge L(7), s(t) és una
formula de Laa(T).
ii) Si ¢ és una formula de Laa(T) i s una variable predicativa, llavors aas¢ és una
formula de Laa(T).

Sigui per cada terme t de L, var(t) el conjunt de les variables que ocorren en t. Definim LI(¢), el
conjunt de les variables lliures de ¢, per induccio sobre la complexitat de ¢, afegint a la definicio
usual en Logica de Primer Ordre les segiients clausules:

i) L1(s(t))={s}uvar(t)
ii) L1(aasd)=L1()-{s}

Una senténcia ¢ de La,(1) és una formula d’'aquest llenguatge tal que L1($)=@.

2.1. Definicié. Donada una estructura A de tipus T, per tot k,m€ w, si a=a,...ak €s una
successio d’elements de A, r=ro...rp una successi6 d’elements de Pw;(A) i
P(Xo...Xk,S0.+-5m) € Laa(T), definim Al=1,.dla,r] per induccié sobre la complexitat de ¢,

afegint a la definici6 usual en Logica de Primer Ordre les segiients clausules:

i) Al=p,,8i(x) [a,r] sii aj€rn
ii) Al= pasd(s)[a,r]  sii {tePui(A): Al=r bla,r,t]} €F(A)

11



Sintaxi i Semantica dels llenguatges de Lgg

Podriem expressar ii) d’'una manera intuitiva, encara que més imprecisa, dient que
Al=1,la,r,t] per gairebé tot subconjunt numerable t de A.

2.2. Definicié. Introduim un nou quantificador, stat:
Per tota formula ¢(s) € Laa(7), statsd(s) = gef~aas-qxs).

2.3. Lema. Per tota formulad(s), Al=statsd(s) ! sii {t€Pw;(A): Al=¢[t]} és estacionari.
Prova: Al=statsd(s) sii A|=-aas—Xs) (per la Definicié6 2.2.)
sii {t€Pwi(A): Al=-[t]} ¢T(A)
sii {t€Pw;(A): Al=d[t]} és estacionari (pel Corol.lari 1.19.)R

2.4. Lema. Si A és un conjunt numerable, A|=aasj(s) sii Al= ¢[A].

Prova: Al=aasd(s) sii {tePw;(A): Al=9[t]} €T (A)
sii {A}C {tePuw (A): Al=¢[t]} (per la Proposicio 1.7)
sii  Al= ¢[A] |

Veiem ara algunes mostres del poder expressiu de Lz,

2.5. Observacio6. Sigui T un tipus de semblan¢a. Llavors per tota $ € Laa(1), podem
expressar "Hi ha un nombre no numerable de x tals que ¢{x)”. Ho fem mitjancant la senténcia
o=aasdx(x ¢s\P(x)) 2, on s és una variable predicativa que no ocorre en ¢.

Prova: Sigui A una estructura de tipus T tal que A|=a. Sigui X={te Pu;(A):A|=dx
(x¢sAP(x))[t]} i r={acA:A|=¢[a]}. Suposem, buscant una contradiccid, que r és numerable.
Per cofinalitat de X, hi ha meX tal que rCm. Absurd, perqué m€ X i per tant hi ha a’€ A tal
que A|=d[a’] i @’ ¢ m. Es a dir, hi ha a’€ r-m. Inversament si A|=-a, llavors X ¢ F(A). Per tant
pel Lema 1.19, Pw;(A)-X és estacionari. Aixi hi ha te Pw;(A) tal que Al=-dx(x¢sAd(x))[t].
Per tant rCt. Aixi r és numerable.

2.6. Corol.lari. Podem definira L,, el quantificador "Qx” de la logica L(Q)) 3
Prova: Qx=gefaasdx¢s.

! Notaci6: A partir d’ara farem servir |= enlloc de |= Laa» Sempre que el context ho permeti.

2 Notaci6: Introduim X €5= ges(x) i X ¢5=gep-s(x). I Ix€5¢= gordx(s(x)A\d) i Ax ¢ 5$= gex(—s(x)\ ).

3 L(Qy) és lalogica que afegeix al Llenguatge de Primer Ordre el quantificador "Qx” i 'interpreta com "Hi ha un
nombre no numerable de x”. L’article basic d’introduccié a L(Q8s [10].

12
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2.7. Corol.lari. El Teorema de Léwenheim-Skolem ascendent no val per La, .
Prova: Hi ha una senténcia que no té models de cardinalitat major que w: ~Qx(x=x).

2.8. Corol.lari. El Teorema de Lowenheim-Skolem descendent no val per Lg, .
Prova: Per tot conjunt de senténcies T, en un llenguatge numerable Laa(T), tal que
Qx(x=x)€T, T no té models numerables.

2.9. Definicié. Diem que una logica L és x-compacta (per un cardinal ) sii per tot conjunt
de sentencies T d’un llenguatge L de la logica L, que tingui cardinalitat menor o igual que «,
passa que: Si tot subconjunt finit de T té un model, llavors T té un model.

Veiem ara un altre corol.lari de I'Observacid 2.5.:

2.10. Corol.lari. Lzzno és xk-compacta per cap cardinal x> w.

Prova: Hi ha un conjunt T no numerable de senténcies del llenguatge de tipus T={cq:a€ w1}

(on per cada a€wy, cq és un simbol constant individual i per cada a<p<wj, cq*cp) tal que tot
subconjunt finit de T té un model, perd T no té cap model. Prenem T-[-.Qx(x-x)}U{ca’#CB:
alf<wi}.

2.11. Observacio. Podem expressar a Ly "R té un nombre numerable de classes
d’equivaléncia” mitjangant la senténcia f=aasVxJy(xRy Ay€s)Ao (on o és la senténcia de la
Logica de Primer Ordre que expressa "R és una relacié d'equivaléncia”).

Prova: Sigui X={tePu,(A):A|=VxTy(xRy Ayes)[t]}. Suposem que A|=p. Aixi XeF(A).
Pero llavors, si R fos una relacié d’equivaléncia en A amb un nombre no numerable de classes
d'equivaléncia, X=0. Absurd, perqué per la definicio de filtre (Definicié 1.2. iv)), @¢F(A).
Inversament, si R té un nombre numerable de classes d’equivaléncia, sigui r un conjunt que
contingui un representant de cada classe. Aixi r€Pw;(A) i el conjunt Y={t€Pw;(A):rCt} és
tancat i cofinal. Per tant com que YCX, X€F(A) i Al=. 1

2.12. Definicié. Sigui x un cardinal i < un ordre lineal en un conjunt A, diem que fik—A és
una funcio continua sii per tot ordinal limit a<x, si el Sup{f(f):p<a} existeix, llavors
f(a)=Sup{f(B):p<a}. I diem que f és una funcié normalsii f és una funcié continua i
estrictament creixent.

13
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2.13. Definicié. Si « és un cardinal i < un ordre lineal en un conjunt A. Diem que f:x— A és
una funcié cofinal sii per tot a€ A, hi ha o< tal que a<f{a).

2.14. Observacié. La senténcia y=aasIx(x¢ sAx~x)N\aasdxVy(y<x+ y€s)Ac (onoés la
senténcia de la Logica de Primer Ordre que expressa "< és un ordre lineal”) és vertadera en una
estructura linealment ordenada A=(A <) de cardinalitat w sii hi ha una funcié normal cofinal de
w1 en A i tot element de A té un nombre numerable de predecessors en I'ordre lineal < 4,
Prova: Suposem que A|=yi A té cardinalitat wj. Llavors el conjunt X={tePw;(A):A|=3xVy
(y<x+ yes)[t]} pertany a ¥ (A). I si ac A, per cofinalitat de X, hi ha re X tal que {a}Cr. Per
tant, com que hi ha a’€ A tal que r=Pred<(a’) 5, tenim que a<a’ i Pred<(a)CPred<(a’)Cr. Aixia
té¢ un nombre numerable de predecessors en I'ordre <. Sigui <Agy:a<w;> una filtracié de A
inclosa en X (n'existeix una pel Corol.lari 1.30., perqué A té cardinalitat w;). Per tant la funcié
f:w;— A aixi definida: '

Per tot a<wp, fla)=a (on Ay=Pred<(a))

és normal i cofinal perqué <Aqy:a<w)> és una filtracié de A. Inversament, sigui < un ordre
lineal en A i sigui f una funcié normal cofinal de w) en A. Suposem que tot element de A té un
nombre numerable de predecessors en I'ordre <. Llavors A té cardinalitat w;. Aixi, per ser f

una funcié normal i cofinal <Pred<(f{a)):a<wi> és una filtracié de A inclosa en X. Per tant
XeF(A)iAl=y. N

A L(Qj)es poden caracteritzar els anomenats ordres lineals w,-like (ordres lineals
no numerables tals que tot element de I'ordre té un nombre numerable de predecessors)
mitjangant la senténcia 0/AQx(x=x)AVy-Qx(x<y) (on 0 és la senténcia de la Logica de Primer
Ordre que expressa "< és un ordre lineal”). A L,, podem caracteritzar els ordres lineals strongly
wj-like. Donem un exemple d'ordre lineal w;-like que no sigui strongly w;-like: Prenem w;
amb el seu ordre usual, i reemplagem cada a<w, per una copia de (Z, <), els nombres enters
amb el seu ordre usual. Diguem A=(A <) a l'ordre resultant. A és clarament un ordre lineal w;-
like, perdo no és un ordre lineal strongly w;-like, mostrem-ho: Suposem, buscant una
contradiccio, que hi ha una funcioé cofinal i normal, h, de w1 en A. Prenem una successié
numerable i estrictament creixent d’ordinals menors que w;, <an:n€ w>, tal que per cada n€ w
{a€A: h(ap)<a<h(ogn+1)} sigui un conjunt infinit (existeix una successio tal perqué h és cofinal

4 Aquest tipus d’ordre s'anomenen usualment "strongly wi-like orders”.
5 On per cada a€ A Pred<(a)={x € A:x<a}
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en A i la cofinalitat de A és w,). Sigui f=Up ¢ ,n. Tenim doncs que B €s un ordinal limit. Per
tant, per ser h una funcié normal i per tal com hem definit la successié <ap:n€ w>, tenim que
h(B)=Sup{h(a):a€PB}=Sup{h(a,):n€w}. Perd si a és 'element de A tal que a=h(f), per tal
com hem construit A, hi ha b<a pertanyent a la mateixa copia dels enters que a. Pero llavors per
tal com hem definit la successid <op:n€ w>, per tot n€ w, h(ap)<b. Absurd perquée
a=Sup{h(ay):n€w}. Per tant A no és un ordre lineal strongly w;-like.

2.15. Observaci6. Podem expressar a Ly, "< és un ordre lineal de cofinalitat w sense darrer
element” mitjancant la senténcia p=aasVx[Iyes(x<y)]A o (on o és la senténcia de Primer
ordre que expressa "< és un ordre lineal sense darrer element”).

Prova: Sigui X={tePu;(A):A|=Vx[dyes(x<y)][t]}. Suposem que < és un ordre lineal en A
sense darrer element i f és una funcié cofinal de w en A. Llavors si r={f(n):n€ew},
Y={tePuw;(A):rCt} és tancat i cofinal. Per tant com que YCX, tenim que Xe¥ (A) i Al=p.

Inversament, si A|=p, llavors X€¥F (A). Aixi X#0. Sigui t€ X. Per ser < un ordre lineal sense

darrer element, t és infinit numerable. Prenem doncs una bijeccio f de w en t. Tenim que f és
una funcio cofinal de w en A. Per tant < és un ordre de cofinalitat w. i

LQ‘; ) 6 és la logica que afegeix el quantificador "Q: x,y” al Llenguatge de Primer
[+] 0
Ordre i que té la segiient semantica: Fixat un tipus de semblanca T, per tota estructura A de ti-

pus T, per tota formula e L(Q':o)(‘r):

A]=Q‘: x,yd(x,y) sii {<a,b>:A|=¢[a,b]} és un ordre lineal sense darrer element i de
(1]
cofinalitat w en el conjunt {a€A: hi ha beA tal que A|=¢[a,b]}.

2.16. Corol.lari. Podem definir a Ly el quantificador "Q’: " de la logica LQL ).
1] o

Prova: Per I'Observacio 2.15., podem definir: Q: X,y (X,¥)= def aasVx[dyes (x,y)I N\ o
4]

(on g és la senténcia de la Logica de Primer Ordre que expressa "El conjunt dels <x,y> tals que
¢(x,y) és un ordre lineal sense darrer element”).

cf
6 La logica LQR ) va ser introduida per S. Shelah en els articles [15] i [16].
o
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2.17. Definici6é. Diem que un ordre lineal A=(A,<) és dens sii A té, si més no, dos elements
i si per tot x,y€ A tals que x<y, hi ha z€ A tal que x<z<y. Donat un ordre lineal A=(A,<) diem
que un subconjunt BCA és dens en A sii per tot X,y€ A tals que x<y, hi ha z€B tal que x<z<y.
I diem que un ordre lineal A=(A,<) és separablesii A té un subconjunt dens numerable.

2.18. Observaci6. Podem expressara Lg, "< és un ordre lineal dens separable” mitjancant la
senténcia p=aasVxVy[x<y— dz€s(x<z<y)]A o (on o és la senténcia de Primer Ordre que

expressa "< és un ordre dens”).

Prova: L'argument és analeg al de la prova de 2.15. 1

Observem que aquesta senténcia de L, no tindra models en cardinalitats majors que la del

continu.
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3. SLas un sistema deductiu axiomatic per Lgg

3.1. Definicié. Donada una formula ¢ diem que y €s una clausura quasi-universal de ¢sii y
és obtinguda a partir de prefixar ¢ amb un nombre finit (possiblement zero) de quantificadors
del tipusaa i V.

Donem ara un sistema deductiu axiomatic per Las: Sr,, El seu conjunt daxiomes, A, esta
format per les clausures quasi-universals de les formules de les segiients formes:

(PO) Els axiomes de la Logica de Primer Ordre.!

A.0 aasif(s;) + aasjf(s;)
(on sj no ocorre a ¢(sj), i §(s;) €s el resultat de reemplacar totes les ocorrences
lliures de s; per sj)

A.l —~aasdx(x¥x) 2
A.2 aas(x€s)
aasi(siC s) (per i#j) ?
A3 aash N\ aasy — aas(PAy)
A4 aas(b—y) — (aasp — aasy)
A.5 Vxaasp(x,s) — aasVx€sd(x,s)
A.6 ¢—aasd (on s no ocorre lliure en )

La seva unica regla d’inferéncia és el modus ponens

Observem que els axiomes son correctes. Fixem-nos en particular:

A.1- Sigui A un model. Per ser ¥ (A) un filtre, @¢ ¥ (A) (Definicié 1.2.iv)). Aixi,

com que {t€Pw;(A):Al=L1[t]}=0, A|=-aasl.
A.2- Per tot model A, pertot be A, {tePw(A):{b}Ct} €F(A), aixi A|=aas x€es[b].
I donat que per tot '€ Puj(A), {te Puy(A):'Ct} ¥ (A), llavors A|=aas; s;Cs;[t'].

! Déentre les diferents axiomatitzacions de la Logica de Primer Ordre prenem la de [5], pagina 104,
2 Notacié: Introduim L = ger X (x¥x).

3 Notacié: "sjC si” abreuja "Vx (sj(x)— si(x))”
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A.3- Per tot model A, per tota successié a=a,...ax d’elements de A i tota successio
r=ro...I;m d’elements de Pw)(A), si A|=aaspAaasyla,r], llavors {t€ Pw (A):Al=dla,r,t]} €F(A)
i {tePw(A): Al=y[a,r,t]} €F(A). Donat que ¥(A) és un filtre (Proposicié 1.5.), tenim que la
interseccié d’aquests dos conjunts pertany a T(A). Aixi {tePw;(A):Al=pAy[a,r,t]} €F(A). Per
tant, A|= aas(PpAy)[a,r]. Aixi A|=aaspaasy— aas(PpAy)[a,r].

A.4- Per tot model A, per tota successié a=a,...ax d’elements de A i tota successio
r=ro...rm d’elements de Pw;(A), si A|=aas($p—w)[a,r]i A|=aasd[a,r], llavors {t€Puw;(A):
Al=p—yla,rt]}eF(A)i {tePwui(A): Al=d[a,r,t] } €F(A). Per tant, per ser T(A) un filtre,
també hi pertany la seva interseccio, que esta inclosa en {t€Pw;(A): Al=yla,r,t]}. Aixi aquest
darrer conjunt, per ser ¥ (A) un filtre, pertany a ¥ (A). Aixi A[=aasy[a,r]. Llavors tenim que
A|=aas(p—y)— (aasp — aasy)[a,r].

A.5- Per tot model A, per tota successio a=a,...ax d’elements de A i tota successio
I=ro...r;m d’elements de Pw,(A), si A|=Vxaasd(x,s)[a,r], llavors per tot bEA, el conjunt
Xp={tePw;(A):Al=pla,r,b,t]} €F(A). Aixi, en ser T (A) un filtre normal (Corol.lari 1.15), te-
nim que Ape AXpET(A). Per tant, {tePw;(A):te Xy, per tot bet} eF(A). Aixi
{tePu;(A):Al=Vxesd(x)[a,r,t]} €F(A). Tenim doncs que A|=aasVx€sd(x,s)[a,r]. Per tant
A|=Vxaasj(x,s)— aasVx € sf(x,s)[a,r].

Ens ajudara a entendre els axiomes del sistema deductiu recordar la Proposicié 1.35., en la qual
hem provat que si A és un conjunt de cardinalitat w1, llavors ¥(A) és el menor filtre normal so-

bre Pw;(A) que satisfa: per tot t€Pw;(A), {rePui(A): tCr} €F(A).

3.2. Definicié. Diem que una formula ¢ és un teorema, i ho denotem per ., sii ¢ per-
tany al més petit conjunt que inclou A i esta tancat sota modus ponens.

3.3. Observacio. El conjunt dels teoremes esta tancat sota clausura quasi-universal.

3.4. Definici6. Si Z U {9} és un conjunt de formules, diem que ¢ és deduible de X, i ho de-
notem per X .. ®, si ¢ pertany al més petit conjunt que inclou I, A i esta tancat sota modus

ponens.

3.5. Definicié. Una deduccié de ¢ a partir de Xés una seqiiéncia <0...0p> de formules tals
que ap=¢ i per cada isn,

(a) oy és un axioma del calcul deductiu, o

(b) o €Z, 0 '
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(c) peralgunsjik (j,k<i), o és obtinguda per modus ponensa partir de o i ok
(on ag=aj— aj).

3.6. Observacio. Hi ha una deduccio de ¢ a partir de I sii ¢ és deduible de Z.

3.7. Observacié. SiZ k¢, llavorsZ|=p ..

Prova: Per les observacions que segueixen a I'enunciat dels axiomes i el fet que el modus po-
nenspreserva la satisfacibilitat. I

Provem ara alguns metateoremes d’aquest sistema deductiu:

3.8. Lema. Donat un sistema deductiu axiomatic Sy, el Teorema de la deduccié (Si Z,pHy
llavors £ -y d—y) val si Sy satisfa les segiients condicions:

i) Té com esquemes d’'axiomes y—(¢p—y) i ¢—(y—p) — [(d>—y)—(d—PB)]
ii) Té com a unica regla d'inferéncia el modus ponens

Prova: Veure [17]. 1

3.9. Teorema de la Deduccié. SiZptH,, v, NlavorsE 1, d—y.
Prova: Corol.lari del Lema 3.8. §

3.10. Corol.lari (Reduccié a I’'absurd). SiZ,~F r,, wA-y, llavors ZHp,,.¢.

3.11. Teorema de aa-generalitzacié. SiZ 1., 4(s) i s no ocorre lliure en Z, llavors
I 1. 2as0(s). _
Prova: Siguis una variable predicativa que no ocorre lliure en £. Mostrarem per induccié que
per tota §(s), si £y . d(s), llavors £+, aasd(s). Per la Definicié 3.4. n’hi ha prou amb
mostrar que el conjunt X={ds):Zt,,aasd(s)} inclou I, A, i esta tancat sota modus ponens
(a) X inclou A: SidXs) €A, llavors aasd(s) € A, doncs aasd(s) és una clausura quasi-
universal de §(s). Aixi I -, aasd(s) i per tant ¢(s)eX.
(b) X inclou Z: Si ¢(s)€ L, donat que s no ocorre lliure a £, ¢(s)— aasd(s) € A
(Axioma A.6) per tant per modus ponens I F- . aasd(s). Aixi {(s)eX.

(c) X esta tancat sota modus ponens. Suposem que ¢(s) és obtinguda a partir de
a(s) i de a(s)—d(s) per modus ponensi a(s)eX i a(s)—d(s)eX. Llavors It 1, aasa(s) i
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I raa8as(a(s)— d(s)). Per tant, per A.4, Z+ 1, aasa(s)— aasd(s) i per modus ponens
T 1,,aas(s). Aixi ¢(s)eX. I

3.12. Teorema de V-generalitzacié. SiZ,,6(x) i x no ocorre lliure en I, llavors
I 100 VXN(X).
Prova: Analogaalade 3.11. 1

3.13. Definicié. Diem que un conjunt de formules £ és consistent, si TH ;L

En els propers capitols provarem la completesa del sistema deductiu Sr,, Abans de fer-ho
necessitem una série de lemes previs:

3.14. Lema. SiFd(s)— y(s) 4, llavors Faasi(s)— aasy(s).

Prova: Suposem que  F¢(s)— y(s)
llavors Faas(g(s)— w(s)) (per 'Observacié6 3.3.)
llavors aasd(s)— aasy(s) (perA.4) 1

3.15. Lema. Si —¢(s)— y(s), llavors -statsd((s)— statsy(s).
Prova:  Suposem que Fd(s)— y(s)

lavors F=y(s)— —=d(s) (per Log. Prop.)

llavors Faas-y(s)— aas-¢(s) (per Lema 3.14.)

llavors F-aas-~d(s)— —~aas-y(s) (per Log. Prop.)

llavors t—statsd(s)— statsy(s) (per Definici6 2.2.)
[ |

3.16. Lema. Si Fd(s)— n, on s no ocorre lliure a n, llavors statsd(s)— 1.

Prova:  Suposem que Hd(s)— n, on s no ocorre lliure a n o
llavors Istatsd(s)— statsn (pel Lema 3.15.)
llavors Istatsd(s)—n (per A.6 perqué s no ocorre lliurea n). I

3.17. Lema. Si s no ocorre lliure a ¢, llavors ¢ « aasd i ¢+ statsd.
Prova: D'unabanda tenim que ¢— aasd, per A.6, doncs s no ocorre lliure a ¢.
I daltrabanda F-¢— (p—1) (per PO)
llavors F-¢—aas(p—L) (per A.6, doncs s no ocorre lliureania._l)

4 Notacié: A partir d’ara farem servir I enlloc de Lagsempre que el context ho permeti.
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llavors F-$— (aasp—aasl) (per A.4)
llavors {=0, aasp}aasL (per PO)
perd llavors {=0, aasp}HaaslA-aasl (per A.1)
aixi per Reduccid a ’Absurd i el Teorema de la Deduccié: Haasp—o
Per tant ¢« aasd.

I fent el contrapositiu tenim que ¢« stats¢. B

3.18. Lema. Sigui ¢ una formula del tipus statsy...statspy, i sigui ¢ statsy...statsy, statrj...
statrgdy1...dyky, on per tot i, r; i y; no ocorren lliures a y. Llavors ¢y « 5.
Prova: Abreugem per "stats” la successio "stats;...stats,”; per "statr” la successio "statrj...
statry” iper "dy” la successio "dyj...dyx”. Com que per tot i, y; no ocorre lliure a y, per PO,
tenim: (1) Fy~dyy
i com que 1 no ocorre lliure a y, pel Lema 3.17:
(2) Hayy < statn dyy
Si apliquem el Lema 3.17. k-1 vegades com que per tot i, ; no ocorre lliure a y, obtenim per
cada i<k:
Fstatr;..statry yy « statr(j.1)...statn dyy
Aixi per Logica Proposicional:
Fstatrdyy « statry Jyy
I per Logica Proposicional i (2):
Fstatrdyy « Syy
I per Logica Proposicional i (1):
Fstatrdyy <y
Finalment, aplicant a aquest darrer resultat obtingut el Lema 3.15., n vegades, tenim que:
-stats statrdyy« statsdyy.
ésadir, Fdr1<dy.1

A continuacié podem veure, intuitivament, que el segiient teorema diu que la interseccio d’un
conjunt tancat i cofinal amb un d'estacionari és un estacionari (com vam provar a I'Observacio

1.17.1)):

3.19. Lema. Faasp A statsy — stats(GAy)

Prova: {aasp A statsy }U {- stats(dpA\y)}aas(-pV-y) (per Def. 2.2. i PO)
{aasp A statsy JU {- stats(dpAy) }aas($p—-y) (per Log. Prop.)
{aasp A statsy Ju {- stats(PpA\y) }aasp—aas-y (per A.4)

Aixi per modus ponensi Logica Proposicional,
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{aasp A statsy JU {- stats(pAy) }aas-y
{aasp A statsy JuU {- stats(pAy) }Faas-y A~ aas-y (per Definicié6 2.2.)
Per tant, per reduccié a I'absurd: -aasp A statsy — stats(GAy). i

3.20. Lema. Si s no ocorre lliure a ¢, llavors ¢ Astatsy — stats(dAy).

Prova: Donat que s no ocorre lliure a ¢, llavors ¢ « aasp (Pel Lema 3.17.)
aixi ¢ Astatsy — aasd/\statsy
per tant & Astatsy — stats(dpAy) (Pel Lema 3.19.)1

Fixem-nos que el segiient teorema ens diu intuitivament que tot conjunt tancat i cofinal és
estacionari (recordem que ho vam provar a I'Observacio 1.17.ii)):

3.21. Lema. aasp — statsp.

Prova: Tenim que {aas} , ~statsdp}aash A aas-p (Per Definici6 2.2.)
aixi {aasd , ~statsdp} Faas(PA -d) (Per A.3)
per tant {aas) , —statsdp}Haasl
pero llavors {aasd , ~statsp}— L (Per A.1)

i per reduccié a I'absurd, Faas}p — statsd. i

3.22. Lema. Vxaasd(x,s) « aasVxesd(x,s).

Prova: D’una banda Vxaasf(x,s) = aasVxesd(x,s) és A.S.
D’altra banda aasVxesd(x,s)l aasVxesd(x,s ) A aasx€s (Per A.2)
aixi aasVxe€ sd(x,s) aas(Vxesd(x,s) A x€s) (PerA.3)
per tant aasVxesd(x,s) aasd(x,s ) (Per PO)
Aixi, com que la variable x no ocorre lliure en aasVx €s{(x,s), pel teorema de
V-generalitzacio, tenim que aas Vx € sp(x,s)l— Vxaasdyx,s)
aixi FaasVxe€sd(x,s)— Vxaasd(x,s).
Per tant, juntament amb A.5, obtenim H Vxaasf(x,s) « aasVxesd(x,s). I

3.23. Lema. F3x)...xy stats]...statspd — stats)...stats,Ix;... xxd.
Prova:  N'hi ha prou amb mostrar que 3x statsp — statsdxop.

Tenim que aasVx-$p — aasVxes-d (Per PO)

per tant FaasVx-¢$ — Vxaas-¢ (Pel Lema 3.22)
aixi FaasVx-¢$ — -~dxstatsp (Per PO i Def .2.2.)
Per tant Hdxstatshp — -aasVx-¢ (Per PO)
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I finalment A xstatsh — statsIxd (Per Def. 2.2.i PO)
|

3.24. Lema. Si s no ocorre lliure a ¢, llavors I aasIx ¢ sp « statsdx¢ sp.

Prova: Tenim que - aasdx¢ sp — statsdx¢ s, pel Lema 3.21. Considerem ara una variable
s’ que no ocorri en ¢ i que sigui diferent de s. Tenim que H¢Cs’ 5— aas(P<s’), per A.6 perqué
s no ocorre lliure a ¢Cs’.

Per tant F¢CSs'— aas(PpSs’)A aas(s’Cs) (Per A.2)
aixi F¢pCs’— aas(Pp<s’A s’Cs) (Per A.3)
llavors H¢Cs’— aas($p<s) (Per PO)
llavors |- stats’($p<s’)— aas($pCs)

(Pel Lema 3.16. perqué s’ no ocorre 1liure a aas(¢Cs)

Per tant stats(¢p<s)— aas(P<s)

(Per A.0 perqué s no ocorre a stats’($p<s’))

aixi - stats—(p<s)— aas—(¢<s)

(Per Log Prop i Def. 2.2.)

ésadir - statdx¢ sp — aasIx¢ sd. (Per PO) B

Podem donar ara una deduccié en Sy ,,de I'axioma 4 de Keisler: ~IxQyd(x,y) A-Qxdy
(x,y)—-QyTyd(x,y) (Veure [7]). L'axioma ens diu intuitivament que una unié numerable de
conjunts numerables és numerable. Pel Lema 3.24., fixat un tipus de semblanga 1, per tota
¢ € Laa(1) podem definir Qxp=4f statsdx ¢ s, on s és una variable predicativa que no ocorre en
¢. D’aquesta manera podem provar 'Axioma 4 de Keisler, aixi reformulat:

3.25. Lema. Sigui s una variable predicativa que no es troba lliure a ¢, llavors
= VxaasVy [$(x,y) = s(y)] A aasVx[yd(x,y) — s(x)] — aasVy[dxd(x,y) — s(y)].
Prova: Diguem (1)a VxaasVy [¢(x,y) = s(y)] i (2) a aasVx[Tyd(x,y) = s(x)].

Tenim que (1) - aasVxes Vy [d(x,y) = s(y)] (Per A.5)

aixi {(1),(2)}F-aasVxes Vy [¢(x,y) = s(Y)] A (2)

lavors per A.3, {(1),(2)}aas(VxesVyld(x,y) = s(Y)IAVx[Tyd(x,y) = s(x)])
per tant {(1),(2)}1—aas (Vy [Ixd(x,y) = s(y)])  (Per PO)

Aixi = (A (2) = aasVy[Ixdp(x,y) — s(y)].

3Notacié: On "¢< s” abreuja la formula "Vx (¢(x)— s(x))".
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3.26. Lema. Faas (p/\y) — aasd.
Prova: Tenim que - ¢pAy — ¢, aixi, donat que el conjunt de teoremes esta tancat sota clau-
sura quasi-universal, tenim que aas (pAy — ¢) i per A.4, que aas (PA\y) — aasd. I

3.27. Lema. Si s; és una variable predicativa que no ocorre en d(s;), llavors:

FVx(si(x)« si(x)) = (@s;)« ¢s;)) ¢
Prova: Ho mostrarem per induccio sobre la complexitat de ¢. Els casos en qué ¢ és atomica,
d=aVP, p=-y o d»=Vyy(y) sén senzills de provar. Considerem el cas p=aasy(s;,s). Sigui s;
una variable predicativa que no ocorre en ¢(s;j). Si s=s;, no hi ha res a mostrar. Sigui s una va-

riable predicativa diferent de s;. Suposem inductivament que
FVx(si(x) « sj(x))— (w(si,s) < y(s;,s))

llavors per Logica de Primer Ordre tenim que:
FVx(si(x) « sj(x))— [(y(si,)— w(s;,$)N (w(sj,s)— w(si,s))]

llavors, pel Teorema de aa-generalitzaci6, com que s no ocorre Iliure a Vx(s;(x) « s;(x)),
FVx(si(x) « 5j(x)) — aasl(y(si,s)—w(s;,) N\ (w(sj8)— w(si,s))]

llavors, pel Lema 3.26., - Vx(si(x)  sj(x))— [aas(y(s;,s)— y(sj,s)) Naas(y(s;j,s)— y(s;,s))]

llavors per A.4, =V x(si(x) « sj(x))— [aasy(s;,s)— aasy(s;,s))\aasy(s;,s)— aasy(s;,s))]
i aixi —Vx(sj(x) « sj(x)) — [aasy(s;,s) « aasy(s;,s)]. 1

S0n d(s;) és obtinguda a partir de ¢Xs;) reemplagant totes les ocorrences lliures de la variable predicativa s; per la
variable predicativa 8.
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4. Models Febles.

En aquest capitol donarem la traduccié d’un llenguatge de Ly, en un llenguatge de la
Logica de Primer Ordre. Aquesta, en algun sentit, reduccié d'una logica a una altra ens
permetra aplicar métodes de Teoria de Models de la Logica de Primer Ordre per provar el teo-
rema de completesa de Lg,. En aquesta aplicaci6 dels métodes de la Teoria de Models farem us
d’'un tipus especial d’estructures two-sorted, els models febles, que definirem també en aquest
capitol. A partir d’ara parlarem tinicament de tipus de semblang¢a T numerables i sense simbols

funcionals.

4.1. Definicié. Donat un tipus de semblanga 1. Si $€La4(1), diem que ¢ és Iliure si no té
constants individuals i si cap variable té dues ocorrences lliures diferents en ella.

4.2. Observacio. Tota senténcia sense constants individuals és Iliure.

4.3. Definicié. Donades dues formules lliures ¢ i y de Laa(T) direm que pAy si 'una és ob-
tinguda a partir de I'altra per una substitucié de variables per variables.

4.4. Observacio. La relacio A és una relacié d’equivaléncia en el conjunt de les formules
lliures de Laa(T).

Fixem per cada classe d’equivaléncia un representant. Observem que tota formula y
de Laa(1) pot ser obtinguda a partir d'alguna formula lliure ¢ per substitucié de variables per
termes. Aixi podem associar a y la classe d’equivaléncia [$] 4 , la classe de totes aquelles for-
mules lliures de Laa(T) a partir de les quals podem obtenir y per substitucié. Anomenarem al re-
presentant d’'aquesta classe I'esquelet de yi el denotarem per y,. Podem donar ara una traduc-
cié de Laa(T) a un llenguatge L* de la Logica de Primer Ordre, amb dos tipus de variables, que
anomenarem respectivament de primer i segon ordre. El tipus de semblan¢ade L*, 1%, amés a
més dels simbols de T, té:

1) Per cada <k,m> € w*xw, <k,m>#<0,0>, un nombre infinit numerable de relators k+m-aris

(on k és el nombre de les variables de primer ordre i m el nombre de les variables de segon or-
dre).
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2) Un nombre infinit numerable de constants proposicionals.
3) El relator binari €.

Definim ara I'operacio * de traduccio, inductivament:

(s(x))* =x€es i (¢p)*=d, per tota altra formula atomica.
(D AW*=(P)*A(w)*

(=d)*=-(d)*

(Vxd)*=Vx(d)*

Per6 * no commutara amb aa. Per donar la traduccid, en aquest cas, primer associem a cada
formula lliure ¢ € Laa(T) un simbol de t*- 1, diem-li R¢, de manera que:

i) Per tota férmula lliure y€ Lya(1), $A y sii Rg=Ry.
ii) Si ¢ té variables lliures (del tipus que siguin), i X]...Xk,t]...tm SOn les succesions
de variables lliures, de primer i de segon ordre respectivament, de ¢ (una de les

dues succesions pot ser @, pero no totes dues), llavors R¢ €s un relator k+m-ari.
iii) Si ¢ és una sentencia, llavors R¢ €s una constant proposicional.

Definim ara (aasp)*: (aasd)*=R(aasp)o(X1..-Xn Xn+1.+-Xn+k/C1.--Cny Y1++-YK) (t1..-tm/S1...5m)

on (aasd), és I'esquelet de aasd; Xi...Xn, Xn+1-..Xk+n, t1...tm SOn les variables lliures que
ocorren en (aasd), i €j...Cp, V1..-Yk, S1-.-Sm les constants individuals i variables lliures que
ocorren en aas (on qualsevol d’elles pot estar repetida en la successio). En cas que aas¢ no tin-
gui variables lliures ni constants individuals, és a dir, en cas que la successio cj...Cp, V]---Yk,
$1...Sm Sigui buida, aas¢ sera una sentencia. Llavors, per I'Observacio 4.2. aas) sera una for-
mula lliure. Aixi aaspA (aasd), i per tant (aasdh)*=R(aasp)o =Raasp Sera una constant proposi-
cional. Observem que, aixi definida, (aasd)* té les mateixes variables lliures i constants indivi-
duals que aas¢. A partir d'ara abreujarem per ¢* la formula (¢)*.

4.5. Observaci6. Siy és obtinguda a partir de ¢ per una substitucio, llavors y* €s obtin-
guda per la mateixa substitucio a partir de ¢*.

4.6. Observacio6. Per tota formula ¢ del llenguatge de primer ordre L de tipus T, ¢*=¢.
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4.7. Definicié. Fixat 1, diem que A * és un pre-model feble de Laa(7)sii A* és una estruc-

tura two-sorted de tipus T* (on T* és el tipus abans descrit del llenguatge L* al qual traduim
* pA*

Laa(1)), de la forma A*=(A, P, €A%, RC_ o )peLaa(r) ON:

i) A és una estructura de primer ordre de tipus T.
ii) P és un conjunt no buit.

iii) eA* C A xP.

iv) Per cadape L, (1), R?‘a:s@o C Ak x pm,

Si (aasd)o no és una senténcia, R(aasp)o és un relator k+m-ari, i ja hem descrit abans quina és la
relacio entre I'arietat de R(aas¢)o i €] nombre de variables lliures de (aasd)o. I si (aasd), €s una

sentencia, llavors R(aasp)o €s una constant proposicional i R(':;S oo és 0 bé @ o bé {<0,0>}.

4.8. Definicio. Sigui T un tipus de semblanca. Si A* és un pre-model feble de Laa(1), per tot
k,m€ w, per tota ¢Xo...Xk,So...5m) € Laa(T), per tota successié a=a,...ax d’elements de A i tota
successio r=ry...ry, d’elements de P, definim:

A*=; . da,r] sii A*|=¢*[ar]
On aquesta tiltima és la noci6 de satisfaccié de la Logica de Primer Ordre two-sorted !.

4.9. Definicié. Fixat 1, diem que A* ésun model feble de Laa(7) sii:
(1) A* és un pre-model feble de L,,(7).
(2) Per tot k,me w, per tot axioma ¢{Xo...Xk,So-.-Sm) de Sr,, 2, per tota successio
a=a,...ax d’elements de A i tota successio r=ry...rm d’elements de P:
A*=7 Marl
(3) Per tot k,m € w, per tota ¢(Xo...Xk,So.--Sm) € Laa(T), per tota successio a=a,...ax

d’elements de A i tota successio r=r...r, d'elements de P, es compleix: Si per tot
teP A*|=p, dla,rt], llavors A*|=p,, aasd|a,r]. '

D'una manera intuitiva, si prenem P com una col.leccié de subconjunts numerables de A i €A*
com la relacié usual de pertanyenca entre conjunts, aquesta condicio (3) ens diu que Pe¥(A), ja

que la interseccio de P amb tot conjunt estacionari és diferent del buit. Per veure-ho només ens

I Afegint a la definici6 usual de satisfaccié en Primer Ordre: Si R(aas¢)o és una constant proposicional,
L
A*|=R(aasg), si i sols si R(A 5y~ 2
0

20n Sy ,,és el sistema axiomatic deductiu definit al capitol 3.
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cal recordar el Lema 1.18. i reformular (3) de la segiient manera: Si A*|=p,statsdp{a,r], llavors
hi ha t€P tal que A*|=p,, dla,r,t].

4.10. Observaci6. Sigui Tun tipus de semblanga. Per tot conjunt de senténcies X del llen-

guatge Lo, (1) i per tot model feble A* de Laa(7): Si A*|=,,Xi X, 0, llavors A*|=p, 0.
Prova: Perla definici6 4.9. de model feble de Laa(1) i 'Observacio 3.6. 1
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5. Teorema de Completesa per Models Febles.

En aquest capitol mostrarem el Teorema de Completesa pels Models Febles de Lg,,
els models introduits en el capitol anterior. Per a la prova d’aquest teorema farem servir el se-
giient recurs técnic: Introduirem una extensio de Lg,, Kaa . Per cada tipus de semblanca 1, si U
és un conjunt de constants de segon ordre, sigui Kaa(TUU) I'expansi6 de Laa(T) obtinguda per
substitucio (de variables de segon ordre per constants de U) a partir de les formules de Laa(T).
Podem introduir la semantica de K,;, de manera natural, a partir de la semantica de Lg; que vam
donar en el capitol 2. Donem també un sistema deductiu axiomatic per Kgo Sk,,: Els seus
axiomes els obtenim a partir dels axiomes de Sy, per substitucié (de variables de segon ordre
per constants de U) i la seva Gnica regla d'inferéncia és el modus ponens. Finalment podem
definir també una traducci6 dels llenguatges de Kj, en llenguatges de Primer Ordre, d’'una ma-
nera analoga a com vam fer-ho per Lg,en el capitol 4. Un model feble de Kaa(TUU) sera de la
forma (A*,uA®),cu, on A* és un model feble de Lga(T) i per cada ueU, uA® és un element de
P, el segon domini del model A*. I podem definir |=g,, per models febles, analogament a com
vam fer-ho pels models febles de L,,, a partir de la traduccio establerta.

5.1. Definicié. Fixat un tipus de semblanga T i un conjunt de constants de segon ordre U,
diem que un conjunt T de senténcies del llenguatge Kaa(TUU) és maximament consistentsii T és
consistent i per tota senténcia 0 € Kaa(TUU), 0€T 0 ~0€T.

5.2. Definicié. Fixem un tipus de semblanga 1i U un conjunt de constants de segon ordre.
Si Ci R so6n conjunts de constants (de primer i segon ordre, respectivament), diem que un
conjunt T de senténcies del llenguatge Kaa(TUU) és exemplificatenCUR sii . -

i) Per tota senténcia de Kaa(TUU) de la forma dxdxx), hi ha c€C tal que

TH I xd(x)—=P(x/c).

ii) Per tota senténcia de Kaa(TUU) de la forma statsd(s), hi ha reR tal que

TH statsd(s)— ¢(s/1).!

I Per tota formula ¢(x) de Kaa(tUU), ¢{x/c) és obtinguda a partir de ¢(x) reemplacant tota ocorrenga lliure de x
per la constant c. I per tota férmula ¢(s) de Kaa(tUU), ¢(s/r) és obtinguda a partir de ¢(s) reemplagant tota
ocorrencga lliure de s per la constant r.
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Direm que T és exemplificat(en TUU) sii hi ha subconjunts de TUU, C i R, de constants de pri-
mer i segon ordre tals que T és exemplificat en CUR.

5.3. Definicié. Fixat TUU, diem que un model feble A* de Ka4(TUU) és un model canonic
sii per tota a€ A hi ha una constant de primer ordre c€T tal que cA*=a, i per tot t€ P hi ha una
constant de segon ordre u€ U tal que uA*=t,

5.4. Definicié. Fixat TUU, diem que un model feble A* de Kaa(TUU) és un model numera-
blesi els dominis A i P del model A* son conjunts numerables.

A partir d’ara i al llarg de tot el capitol parlarem només de tipus de semblan¢a T numerables i

sense simbols funcionals, i de conjunts numerables U de constants de segon ordre.

5.5. Proposicié. Fixat TUU, si T és un conjunt de senténcies de Kaa(TUU) maximament
consistent i exemplificat (en TUU), llavors hi ha un model feble numerable de Kgo(TUU) que és
un model canonic de T.

Prova: Suposem que T és un conjunt de senténcies de Kaa(TUU) maximament consistent i
exemplificat (en TUU). Sigui {cp:n€ w}una enumeracio del conjunt C de constants de primer
ordre de T1i sigui {up:n€ w} una enumeracié del conjunt U. Establim la segiient relacio
d’equivaléncia en el conjunt C: per tot i,j€ w, cjAc; sii cj*cj€T. Construim ara, a semblan¢a

de la construccié de Henkin per la Logica de Primer Ordre, un model feble de T:

A‘=(A1 P! EA‘: R(§S¢)O: uA- )¢€ Lﬂa(T). uelU

i) Els dos dominis de A* son: A={[c;]a: i€w} i P=U.

ii) Per cada c€ C, cA*=[c], i per cadau€ U, uA* =u.

iii) Per cada relator SeT, SA*([cola...[ck]a) sii S(co...cx)€T.

iv) Definim €A* aixi: Pertot ueP, tot ceC, [c]a€A®u sii u(c)eT.
v) Per tota formula $€L,,(T): - Si aasd no és una sentencia,

RA* olletla ekl ur...um) sii (aasplo(cr...ciouy.. um) €T,

(aas

- Si aas¢ és una sentencia, llavors R?a: B O sii aaspeT.

Fixem-nos que els axiomes d’identitat de PO ens garanteixen que SA*, €A® j
' - - - -
Ramb) han estat ben definits. Perqué per ser T un conjunt maximament consistent de sentén-
0
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cies de Kaa(TUU), tots aquests axiomes d’identitat pertanyen a T. Tal com ha estat definit, A*
és un pre-model feble de Ka3(TUU) canédnic i numerable. Mostrem, amb I'ajut del segiient lema,
que A* és un model feble de T:

5.6. Lema. Per tota formula ¢(xj...Xk,s1...Sm) de Laa(T), per tota successié [ ¢ Ja=[c1]A...
[ck]A d’elements de A, per tota successié u =u1...um d'elements de P:

(#) A*l=k,, ¢l c)a, u ] sii ¢(c, u)eT.

Prova: Mostrem-ho per induccié sobre la complexitat de ¢:
i) Si ¢ és atomica, (#) se satisfa clarament per definicié de A*.
ii) Suposem que ¢ i y satisfan (#). Tenim que:

A*|=g -dll cJa, ul sii A*#g, dllcla,ul
sii (¢ ,?)QT (per supdsit inductiu)
sii  —d( c , u)eT (per ser T max. consistent)
A%k, OVl €A, U Isii A%k, ¢l < 1o, 0 JoA%l=k, Wl T A, U ]
sii ¢(~E,?)ET o w(?’?)ET (per sup. inductiu)
sii oVl ¢ ,? )ET (perser T max. consistent)

iii) Suposem que X x) satisfa (#).

A*=g. Axd[[ cJa, u]sii HihaacA tal que A*|=g, Ml c]a,a u]
sii HihadeCtal que [d]a=ai
A*|=g,, ®l c 1aldla, u ]
sii ¢(c,d u)eT (persuposit inductiu)
sii Ax( ¢ _? )ET  (perser T max. con. i exem.)

iv) Suposem que ¢ €s de la forma aasy. Recordem com obteniem aasy a partir de (aasy),. Si
aasy és una senténcia, aasy=(aasy),. Si aasy no €s una senténcia i Xj...Xk son les seves va-
riables Iliures de primer ordre, sj...sp, les seves variables lliures de segon ordre i ck+]...cjles
constants que ocorren en ella, llavors:

aasy=(aasy)o(y1...¥j/X1...Xk, Ck+1---Cj) (8'1.-.8'm/S1.+.5m)
On y...yj, §'1...8'm s6n les variables Iliures de (aasy)o, de primer i segon ordre, respectiva-

ment. Llavors tenim que :
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A*|= g, aasyl[c1]A...[ck]A, ul...um] sii

A*|=R(aas¢)o (X1...Xk, Ck+1-+:Cj, S1...8m)l[c1]A...[ck]A, ul...um]

(ja que (aasy)*=R(aasp)o (X1..-Xk, Ck+1.-.Cj, S1.--5m)) sii
Rﬁ;@o (Ic1]A-..[cKA, [ex+1]A...[cjlA, ul...um) sii

(aasy)o(cy...Ck) Ck+1.+.Cj, U...um)ET

voiwor A* -
(Per definicio de R( b, ) sii
aasy(cy...ck, ul...um)€T
(Per tal com obtenim aasy a partir de (aasy),) [

Mostrem a partir d'aquest lema, com A* és un model feble de T. Clarament, pel
Lema 5.6., per tota senténcia 0€T, A*|=0. Hem vist abans que A* és un pre-model feble, ve-

rifiquem ara les altres dues condicions per mostrar que €s un model feble. En primer lloc, si
$(x]...Xx, §1...8m) €s un axioma de Sk,,, per tota successié ¢ =c]...ck i per tota successié

u =u]...um, per ser T maximament consistent, ¢x c ,?) €T. Per tant, pel Lema 5.6., per tota
successié [ ¢ Ja=[c1]A...[ck]A d’elements de A i per tota successié u =u]...um, d’elements
de P: A*|=k,, o[l c ]a, u ]. En segon lloc, sigui d(x1...Xk, S1...Sm, s) una formula de
Kaa(tuU), [ ¢ Ja=[c1]A...[ck]A una successié d’elements de A i u =u]...uy una successié
d’elements de P tals que A *|=g,, statsd{[ ¢ ]A, u ). Llavors, pel Lema 5.6., stalscb(? ,I )ET.
Per tant, com que T és un conjunt exemplificat (en TUU), hihaw’ € U tal qued{ ¢, u , w)eT.
Aixi aplicant de nou el Lema 5.6., tenim que hi ha u’€P (en ser P=U) tal que A*|=g,,
&l ¢ ]a, u ). Pertant, A* és un model feble numerable de Kaa(TUU) i un model candnic de

T. Aixi queda provada la Proposici6 5.5. i

5.7. Proposicié. Fixat un tipus de semblanga 1, si T €s un conjunt consistent de senténcies
del llenguatge Laa(T), llavors T es pot extendre a un conjunt de senténcies T maximament con-
sistent i exemplificat (en TUU) (on T<T i U és un conjunt de constants de segon ordre).

Prova: Suposem que T és un conjunt de senténcies Laa(T) consistent. Expandim el llenguatge
Laa(7) afegint dos conjunts infinits numerables C={cy:n€w} i U={uy:n€w} de constants de
primer i de segon ordre respectivament, que son conjunts disjunts entre si i de 7. Sigui T=TUC.
Sigui 01...0p... una enumeracié de les senténcies de Kaa(7'UU). Definim per induccid, per
cada n€ w, un nombre k; € w i un conjunt finit de senténcies de Kaa(TUU), Ty tals que :
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(1) Si i<j=n, llavors T;C T;.

(2) Si c; 0 uj ocorren en una senténcia de Ty, llavors i<k,.
(3) TUTy, és consistent.

Sigui k=0 i To=0. I suposant definits ky i T, que satisfan (1), (2) i (3), sigui kn+1=max{kq, i:
¢ 0 uj ocorren en Op+1}+ 1. I sigui Tp+1:

Cas i):
=TaU{~0n+1}, si ToU{0n+1} no és consistent amb T
Th+1=
Cas ii)
a)
=ThU{On+1}, si aixo és consistent amb T i 0p+] no és de la forma
Ixy(x) ni de la forma statsy(s)
b)
=TaU{ On+1W(X/Ckn+1)}, si TnU{On+1} és consistent amb T i O+ és de la
forma Txy(x)
<)
=TnU{On+1,W(8/Ukn+1)}, si TaU{On+1} és consistent amb T i 0p+] és de la
forma statsy(s)

Tal i com han estat definits, Tp+] i kn+] satisfan clarament (1) i (2). Provem que també satisfan
(3). Pels casos i), ii) a) és clar. Mostrem-ho per separat pels altres dos casos, amb I'ajut dels
segiients lemes:

5.8. Lema. Si c és una constant de primer ordre que no ocorre en L i X Fd{c), llavors hi ha
una variable y, que no ocorre en ¢, tal que £ —Vyd(c/y).

Prova: Suposem que c és una constant de primer ordre que no ocorre en X. Per I'analeg a la
definicio 3.4. per Kz, en tenim prou amb mostrar que el conjunt X={¢: hi ha una variable y,
que no ocorre en ¢, tal que £ —Vyd(c/y)} inclou Z, els axiomes de Sk,, i esta tancat sota

modus ponens. i) Sigui € X i y una variable que no ocorri en ¢. Com que ¢ no ocorre en Z,
tenim que ¢p=dx{c/y). Per tant, per Logica de Primer Ordre, £ HVyd(c/y). Aixi peX. ii) Sigui ¢
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un axioma de Sk, Llavors, si y és una variable que no ocorre en ¢, ¢(c/y) és també un axioma
de Sk,. Per tant, com que el conjunt dels axiomes de Sk,,esta tancat sota clausura quasi-
universal, Vyd(c/y) és també un axioma de Sk, Per tant £ —Vyd(c/ly). Aixi e X. iii) Si
deX i p—yeX, llavors hi ha una variable y que no ocorre en ¢ i una variable y’ que no ocorre
en —y, tals que T HVyd(cly) i £ HVy(@—w)c/y’). Com que y’ no ocorre en ¢, substituint
tenim que £ H—Vyd(c/y’). Aixi per Logica de Primer Ordre, £ FVy[dpA(d— w)] (¢/y’). Per
tant £ —Vy'y(c/y’). Aixi yeX. X esta doncs tancat sota modus ponens. i

Observem que si hi ha una variable y, que no ocorre en ¢, tal que T H—Vyd{c/y), llavors per tota
variable y'#y, que no ocorri en ¢, tindrem que £ —Vy'd(c/y’). Perqué per Logica de Primer
Ordre, com que Yy’ no ocorre en ¢(c/y), —Vy'dp(c/y’) « Vyd(c/y). Enunciem ara un altre co-
rol.lari del Lema 5.8.:

5.9. Corol.lari. Sic és una constant de primer ordre que no ocorre en ¢ ni en L, i Zu{Ixd}
és consistent, llavors ZU{d{x/c)} també és consistent.

Aixi, en el cas ii) b), com que TpU{0n+1} és consistent amb T i cky+; NO ocorre en
TUTpU{on+1} (per definicié de ky+1), pel Corol.lari 5.9., tenim que TpU{0n+1, W(X/Ckn+1)}
també és consistent amb T. Per tant en aquest cas se satisfa (3).

5.10. Lema. Si u és una constant de segon ordre que no ocorre en £ i £ —¢{u), llavors hi ha
una variable s, que no ocorre en ¢, tal que I Faasd(u/s).

Prova: Suposem que u és una constant de segon ordre que no ocorre en X. Per I'analeg ala
definicio 3.4. per Ka,, en tenim prou amb mostrar que el conjunt X={¢: Hi ha una variable s,
que no ocorre en ¢, tal que I Faasd(u/s)} inclou Z, els axiomes de Sk,, i esta tancat sota
modus ponens. i) Sigui $€X i s una variable que no ocorri en ¢. Com que.u no ocorre en X,
tenim que ¢p=¢(w/s). Per tant, per A.6, L Faasf(u/s). Aixi p€X. ii) Sigui ¢ un axioma de Sk,
llavors, si s és una variable que no ocorre en ¢, §(u/s) és també un axioma de Sk, Per tant
com que el conjunt dels axiomes de Sk,,esta tancat sota clausura quasi-universal, aas(u/s) és
també un axioma de Sk, Per tant  -aas{(w/s). Aixi d€X. iii) SipeX i p—yeX, llavors hi
ha una variable s que no ocorre en ¢ i una variable s’ que no ocorre en ¢— y, tals que
Faasdp(u/s) i L Faas'(p— y)(u/s’). Com que s’ no ocorre en ¢, per A.0 tenim que L
Faas'd(ws’). Aixi per A.3, T Faas’[dpA(p— w)] (ws'). Per tant T Faas’y(u/s’). Aixi yeX.

X esta doncs tancat sota modus ponens. I
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Observem que si hi ha una variable s, que no ocorre en ¢, tal que I Faasd(u/s), llavors per tota
variable s’#s, que no ocorri en ¢, tindrem que T Haasf(uw/s’). Perqué per A.0, com que s’ no
ocorre en P(u/s), Faasd(u/s’) « aasp(u/s). Enunciem ara un altre corol.lari del Lema 5.10.:

5.11. Corol.lari. Si u és una constant de segon ordre que no ocorre en ¢ ni en I, i
Tu{statsd} és consistent, llavors Tu{¢(s/u)} també és consistent.

Aixi, en el cas ii) c¢), com que ToU{0On+1} €s consistent amb T i ug,+; no ocorre en
TuTaU{0p+1} (per definici6 de ky+1), pel Corol.lari 5.11., tenim que TpU{ 0n+1, W(8Mkae1)}

també és consistent amb T. Per tant en aquest cas se satisfa també (3). Considerem ara
T'=Upe Tn- Observem que per definicid, per tot n€ w, T, és un conjunt consistent. Per tant,

com que {T,: n€ w} forma una cadena respecte la inclusié (clausula (1) de la definicié), T sera
també un conjunt consistent. A més a més, tal i com ha estat definit, per cada senténcia
0€Kaa(TUU), 0ET 0 ~0€T. Per tant T és un conjunt maximament consistent. I per defini-
cié, T' és exemplificat (en TUU). Finalment, com que per tot n€ w, Ty és consistent amb T
(clausula (3) de la definicié), T" sera també consistent amb T. Per tant, per ser T" maximament
consistent, TCT". Aixi T" és el conjunt de senténcies buscat. Aixo conclou la prova de la
Proposicio 5.7. 1

5.12. Teorema de Completesa per Models Febles. Si T és un tipus de semblanca nu-
merable i sense simbols funcionals i T és un conjunt de senténcies de La,(T) consistent, T té un
model feble de Laa(T) numerable.

Prova: Suposem que T és un conjunt consistent de senténcies de Laa(T). Per la proposicio 5.7.
podem extendre T a un conjunt de senténcies T' maximament consistent i exemplificat (en
7UU) (on €7 i U és un conjunt de constants de segon ordre). Sigui A* un model feble de
Kaa(TUU) de T" numerable (existeix un model tal per la Proposici6 5.5.). La reducci6 a T de
A* és un model feble de L,a(1) de T numerable. I

35



6. Teorema de Completesa per Lg,.

La proposicio principal d’aquest capitol ens mostrara que tot model feble pot ser extés a
un altre model feble amb certes caracteristiques interessants. Si T és un conjunt consistent de
senténcies d’'un llenguatge de L,,i A* és un model feble numerable de T, aplicant w; vegades
aquesta proposiciéo formarem una cadena de wj models febles, a partir de A*. La unié

d’aquesta cadena sera un model feble que ens permetra trobar un model estandard de T.

6.1. Definici6. Fixat un tipus de semblanga 7, si A* i B* s6n models febles de Laa(1),
direm que B* és una L,,(7)-extensio deA*, i ho denotarem per A*<;  B*,sii A*CB* (B*
€s una subestructura de A*) i per tota formula ¢ de Laa(T) amb parametres a AUPAs !,
A*|=7 bsii B¥=r,,0.

'6.2. Definicié. Diem que <A g*:0t€A> és una L,(7)-cadena de models feblessii per tot
a€P, BEA, tenim que Ag*<f,,Ap* .

6.3. Observacio. Si <A g*: a€A> és una La,(1)-cadena de models febles i A* és la seva
unid, llavors tenim que: 1) Pertot a €A, Ag*<[ A¥*.
2) A* és un model feble.

Prova: 2) se’n segueix de 1). Provem 1): Fixem-nos que, per definicié de la traduccio *, el
conjunt X={dp*:9p€ Laa(1)} és el menor conjunt que inclou Xo={d*:d€ Laa(r) i d* és una
formula atomica} i que esta tancat sota A\, - i 4. Per tant, per provar 1) en tenim prou amb
mostrar que el conjunt Y={dp*:p€Laa(T)i per tot a €A, Ao*|=d* sii A*|=}p* (on ¢* pot tenir

parametres a AU PA o+ )} inclou X, i esta tancat sota A, - i 3. Mostrem-ho: i) Si p*€ X, i
a €A, tenim que Ag*CA*¥*. Per tant $*€Y. ii) Mostrar que Y esta tancat sota N\ i -~ no

presenta cap dificultat especial. iii) Suposem que $p*€Y. Sigui a€A.

Si Ao*|=dxd* llavors hi ha a€ Aq tal que Ag*|=d*(a]
llavors hi ha a€ Aq tal que A*|=¢*[a]  (ja que dp*€Y)
llavors hi ha a€ A tal que A*|=¢d*[a] (perqué AgCA)
llavors A *|=dxd*

| Notacié: Donat un model feble A*, a partir d’ara denotarem per "Pp+ " el segon domini de A*, que fins ara
haviem anomenat simplement P.
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Si A*|=dxd* llavors hi ha a€ A tal que A*|=¢*[a]
llavors hi ha feA, P=a tal que a€ Agi A*[=¢*[a] (per def. A*)
llavors hi ha BeX, B=a tal que acAgi Apg*|=¢*[a] (perdp*€Y)
llavors hi ha €A, Pza tal que A g*|=Txd*
llavors A o* |=3x¢* (perque Ag*<r,,Ap*) |

6.4. Definicié. Sigui A* un model feble numerable de Laa(T). Sigui statsp una senténcia de
Laa(7) tal que A*|=,, statsd, diem que un model feble de La,(1) numerable B* és una statsg-
Laa(T)-extensio de A#* sii

i) A*<p, B*

ii) Per algun te Pg*, {beB: B*|=1_, x€s[b,t]}=A. Intuitivament aquesta condici6
ens diu que A pertany a Pg*. A partir d’ara identificarem t amb A, anomenarem A
al conjunt que satisfara aquesta condicio.

iii) B¥|=r,, d[A]
iv) Per tota senténcia aasy tal que A*|=1_, aasy, B*|=1,, y[A]

v) PertottePA*, pertot beB: B¥*|=y,, x€s [b,t] sii (b€ A i A*|=p,, x€s [byt]).
Intuitivament estem demanant per tot tePA *, que la seva extensio en B* sigui la
mateixa que la seva extensio en A*. (Observem que aquesta condicio v) se’n
segueix de i-iv)) '

6.5. Proposici6. Si A* és un model feble de Laa(T) numerable i stats$ una senténcia de
Laa(T) A*|=stats, llavors hi ha un model feble de Laa(T) numerable que és una statsp-Laa(T)-
extensio de A*.

Prova: Sigui A* un model feble de Laa(T) numerable i statsd una senténcia de Laa(1), tal que
A*|= statsh. Sigui T=1U{ a:a€A}i U={ t:tePA*}U{ A }. Considerem el model A*,=

(A*, a, )acA tePa- Sigui Z el conjunt de senténcies segiient:
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{w(s/ A ): y és una senténcia de Kga[PU(U-{ A })]i A*o|=aasy(s)}

Considerem ara el conjunt T=Th(A*,)u{ds/ A )}UZ 2. Veurem ara com utilitzant proves
analogues a les utilitzades en les Proposicions 5.5 i 5.7. trobarem un model feble de T que sigui

una stats-Laa(1)-extensi6 de A*. Perd abans de construir aquest model donarem un criteri per
determinar quan una senténcia o(s/ A ) de Kaa(TUU) serd consistent amb T, a partir del segiient

lema:

6.6. Lema. THo(s/ A) sii A*,|=aas(¢p—0)3.
Prova: =) Suposem que A*,|= aas(¢p— o), llavors tal com hem definit T, tenim que
N A)—o(s/ A) €T, per tant, donat que s/ A )eT, THo(s/ A).

=) Suposem que THo(s/ A ), llavors hi ha un nombre finit de senténcies
Oo(&/ A ),...,0n(s/ A ) de Z tals que Th(A*,)U{d(s/ A ),06(8/ A ),...,0n(s/ A )} -0o(s/ A).
Sigui s una variable que no ocorre en 0. Substituint la constant A per la variable s, tenim que
Th(A*o)—A\jsn0i— (¢— 0). Aixi, donat que A no ocorre en Th(A*,), pel Teorema de aa-
generalitzacié Th(A*,)aas(/\i<n0;j— ($— 0)). Per tant, per A.4, Th(A*,) Faas/\j<n0;
—aas(¢— o). Llavors com que per cada isn A*g|=aasc; (ja que 0;(s/ A )€Z), per A.3 tenim
que A*g|=aas/\i<n0;. Per tant A*,|=aas(¢p— 0). 1

6.7. Corol.lari. TU {o(s/ A )} és consistent sii A*g|=stats(dA0).

6.8. Observacio. T és consistent.

Prova: A*, és un model feble, en ser-ho A*. Aixi, A*¢|=aas-l, i pel Lema 3.19.ila
Definicié 2.2., com que A*,|=stats}, llavors A*,|=stats(¢p/A\-.L). Per tant, pel Corol.lari 6.7.,
el conjunt T és consistent. §

Expandim ara el llenguatge Kaa(TUU) afegint dos conjunts numerables C'={cy:n€ w} i

U={up:n€ w} de constants, de primer i de segon ordre respectivament, i disjunts entre si i de
7. Sigui T™”=1UC’ i U"=UUU". Sigui 0]...05... una enumeracié de les senténcies de
Kaa(t”UU”). Definim per induccid, analogament a com ho vam fer en la prova de 5.7., per cada
nEw, un nombre k; € w i un conjunt finit de senténcies de Kaa(1T"UU”), Ty tals que :

20n Th(A*,) és el conjunt de totes les senténcies de Kaa[T'U(U-{ A })] vertaderes en el model A*,
3Onsés una variable que no ocorre ni en ¢ ni en ¢.

38



Teorema de Completesa per Lg,

(1) Si i<j=n, llavors TiC T;.
(2) Si c; 0 uj ocorren en una senténcia de Ty, llavors isk,.
(3) TUT, és consistent.

Sigui ko=0 i To=0. I suposant definits k; i Ty, que satisfan (1), (2) i (3), sigui ky+1=max{ky, i:
¢j 0 u; ocorren en Op+1}+ 1. I per definir Ty+1, afegim la segiient variant a la prova de 5.7.:
Sigui T°p+1 el segiient conjunt:

Ton+1=

Casi):
=TaU{=0n+1}, si Tpu{0n+1} no és consistent amb T.
Cas ii)
a)
=ThU{On+1}, si aixd és consistent amb T i 0y+1 no és de la forma Ixy(x)
ni de la forma statsy(s).
b)
=ThU{ On+1 W(X/Ckn+1)}, si TnU{on+1} és consistent amb T i 0p+1 és de la forma
Ixy(x).
©)
=TnU{ On+1 W(8Ukn+1)}, si TaU{On+1} és consistent amb T i Gp+1 és de la forma
statsy(s).

Llavors, si {ay:n€w} és una enumeracié de A, definim Tp+] de la segiient manera:

The1=

Cas]) :
=To,,1U {cp+1™ @ },  si aixo és consistent amb T (on a€A és I'element de menor

index en I'enumeracié establerta, pel que aixo passa).
Cas II) o _
= T%n+1U {~cn+1€ A }, sino hi haa€A tal que T%+1U{cy+1= a } sigui consistent

amb T.
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Clarament, tal i com han estat definits, satisfan (1) i (2) en ambdoés casos i (3) en el cas I).
Mostrem ara que també se satisfa (3) en el cas II). Suposem que no hi ha cap a€A tal que
Ton+1U{cn+1~ a } sigui consistent amb T. Suposem també, buscant una contradiccié, que

Top+1U{~Cn+1€ A} no és consistent amb T. Llavors tenim que Toy+jU{cq+1€ A} és
consistent amb T. Aixi si X és una variable que no ocorre en ¢ ni en cap senténcia de T%+1,
tenim que AX(ATPq+1AX€E A )(cp+1/x) 4 és consistent amb T. Sigui s una variable que no
ocorri en cap senténcia de TOq+3. _Iigl Criteri dffonsisténda per T (Corol.lari 6.7.), tenim que
A% |=stats [pATxX(/A\TCq+1AXE A )cp+1/X, A /s)]. Aixi com que X no ocorre en &,
A* |=statsIxe€s [PA(ATOn+1)(Cn+1/%, A /5)]. 1 com que A*, és un model feble, pel Lema
3.22. tenim que A*o|=xstats[A(ATOp+1)(cn+1/%, A /5)]. Aixi com que A*, és un model
canonic, hi ha a€ A tal que A*o|=stats[d)/\(/\'l’°n+1)(cn+1/;, 'A /5)]. Per tant, altre cop pel
Criteri de Consisténcia, /ATq+1(cq+1/ @ ) és consistent amb T. I aixi T0p+1U{cq+1~ a }és
també consistent amb T. Perque si no ho fos, com que cy+] no ocorre en T, si X és una variable

que no ocorre en cap senténcia de T°,+;, pel Lema 5.10., tindriem que
Ix[ATOp+1(cn+1/X)Ax= a ] no és consistent amb T. Perd TH ATO,+1(cp+1/ a)—

Ix[ATOn+1(cn+1/X)AX= a 1. Per tant AT+ 1(cn+1/ @ ) no seria tampoc consistent amb T.
Absurd. Aixi hem arribat a que T%+1U{cn+1= a } és consistent amb T perd aixd contradiu els

nostres suposits inicials. Com que hem arribat a una contradiccié podem concloure que
T°n+1U{-cn+1€ A } és consistent amb T i aixi que en el cas IT) se satisfa també (3).

Considerem ara T'=Upe \Tp. Observem que per definicid, per tot n€ w, Ty €s un conjunt
consistent. Per tant, com que {Ty: n€w} forma una cadena respecte la inclusio (clausula (1) de
la definici6), T sera també un conjunt consistent. A més a més, tal i com ha estat definit, per
cada sentéencia 0 € Kaa(t”UU”), 0€T 0 ~0€T'. Per tant T' és un conjunt maximament
consistent. I per definicid, T" és exemplificat (en T"UU"). Finalment, com que per tot n€ w, Tp
és consistent amb T (clausula (3) de la definicié), T" sera també consistent amb T. Per tant, per
ser T' maximament consistent, TCT". Per Proposicié 5.5. hi ha un model feble, C*, de
Kaa(t"uU”) numerable, model de T’ canonic. Podem suposar que satisfa: per cada a€A,
(a)C*=a i, per cada tePas, ('t )C*=t . Llavors la reduccié de C* a , diguem-li B*, satisfa

i-v) de la Definici6 6.4. Verifiquem-ho:

i) A*<;_B* perqué C* és un model de Th(A*,).

4 Notacié: /\TOp+1 és la conjuncié de les senténcies del conjunt finit TOp+1.
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ii) Per algun te Pg*, {be B: B*|=x€s [b,t]}=A. Prenem t= A (fixem-nos que per eleccié de
C*, A ésun element del domini de C*). Mostrem que {beB: B*/=xes[b, A ]}=A:

B*|=xes[[cala, A ] sii  C*|=xes[[cpla, A (per ser B* la reduccié de C* a 1)
sii cpeEA €T (per ser C* un model candnic)
sii hihaacAtalquecy*a €T (per definici6 de T")
sii  hi ha a€A tal que C*|=x~y [a,[c,]a] (perser C* canénic)
sii  [cpla €A (perqué acA)

iii) B*|=¢p[A], perqué C*|=¢{ A )
iv) Per tota senténcia aasy tal que A*|=aasy, B*|=y[A]. Perqué per tota senténcia tal,
C*|=y( A ). Aixi doncs, B* és la statsd-L,,(7)-extensi6é de A* buscada. Podem aixi concloure

la prova de la Proposici6 6.5. i

6.9. Teorema de Completesa per Ly, . Sigui T un tipus de semblanca numerable. Si T és
un conjunt de senténcies consistent de Laa(T), T té un model.

Prova: Com que la logica L,, permet eliminacié de simbols funcionals 5, en tenim prou amb
provar-ho per tipus de semblanca T sense simbols funcionals. Suposem, doncs, que T és un

tipus de semblanga numerable i sense simbols funcionals. Sigui T un conjunt de senténcies
consistent de Laa(T). Pel Teorema 5.12, hi ha un model feble de Laa(T), A*, numerable que és
un model de T. Provarem ara que hi ha un model feble de Laa(7), B*, tal que:

1) A*<p, B* i

2) Si B*=(B, Pg*, €B*, R’(’;% )¢ Laa(t)» PET tota formula d€ Loa(t) amb

parametres a BUPR*, Bl=7_, si i sols si B*|=1_,¢.

Aixi, B sera el model estandard de T buscat. Siguin C i U conjunts de constants de primer i de
segon ordre respectivament, disjunts entre si i de T, de cardinalitat w,. Sigui T"=1UC. En el
llenguatge ampliat K,,(T"UU) hi ha w, senténcies del tipus statsy(s). Sigui S una partici6 de w,
en w, conjunts estacionaris indexada en I={statsy(s):y(s) € Kaa(TUU)}, S={S;:i€l} i w,=US.
Construim ara inductivament una L,,(7)-cadena de w, models febles numerables,
<A *:x€w;>, i una cadena de w, llenguatges que extenguin Las(7), <L,: a€w;>, tals que:

3 Veure Apéndix I1.
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i) Per tot a€w,, L,CKaa(TUU)
ii)Per tot ax€w,, A ,* és la reducci6 a T d'un model feble de L.

Sigui Lo= Laa(1) i A ;*=A*. I suposant definits L, de tipus Tq, que satisfa i) ii), llavors L.,
és el llenguatge obtingut a partir de L, donant a cada element de A i de Py » que no tingués

nom en Ty, un nom de (CUU)-Tq. Diguem Tq+] al seu tipus de semblanga. I suposant definit
A * que satisfa i) ii), si A ** és el model (A *, a, thacAq, tePAg~ 1 W és linica senténcia de

Kaa(T'UU) tal que o pertany al conjunt estacionari S gasyys), 11avors:

Cas 1: Si A *’|=statsy(s)
Ag1*= |=lareducci6 a T d'una statsy(s)-Lq+-extensié de A *’ 6

Cas 2: Si A *’[#statsy(s) o bé statsy(s) ¢ Ly+1
=A*

Per A limit, A, *=U{A *:a€)}. Considerem ara el model B*=U{A *:a€w,}. Podem

suposar que per cada tePgs, t={beB: B*|=y, x€s[b,t]}. Aixi per 'Observacié 6.3., tenim
que: 1) A*<y..B*, perqué B* és la uni6 d’'una Laa(T)-cadena de Laa(7)-extensions de A*.

Mostrem ara per induccié que també satisfa 2): Si ¢ és atdomica, cal només considerar el cas
¢=s(x). Donat que si te Pge, t és un conjunt numerable, perqué si a és el menor ordinal tal que
t€Py 4+, llavors per v) de la Definici6 6.4., I'extensié de ten A _* és la mateixa que 'extensi6
de t en B*. Aixi: B|=p,, s(x)[t,a], on a€ B, si i sols si a€t, si i sols si B*|=,,s(x) [t,a]. Per

¢=a VB, d=3xy(x) i p=-y la prova no presenta cap dificultat en especial.

Finalment, suposem inductivament que y(s) satisfa 2). Sigui y(x]...Xk,51...Sm,s) una formula
de Laa(7). Llavors, per tota successié b =bj...bx d’'elements de B i tota successié T =1]...Tm
d'elements de Pw(B), si B|= L,aaasw(s)[_t; .t ], el conjunt Y={te Pu,;(B): B|= Laii
w(s)[ b, r,t]}) €F(B). Sabem també que, per cada a€w;, A *€Pge (per la Definicio 6.4.) i
amb aixo és senzill veure que per tal com hem definit la cadena <A ,*:a € w,>, el conjunt
Z={A *:a€w,} €T(B). Sigui W=YnZ, tenim que WeF (B). Sigui X={a: A *€ W}, X inclou

un conjunt tancat i cofinal en w,, per la Proposici6 1.34., perqué W inclou un tancat i cofinal en

8 Existeix una extensié tal per la Proposici6 6.5.
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Pwi(B). Suposem, buscant una contradiccio, que B *|# Luaasw(s)["l;,?]. Llavors B*|=[,,
stats—y(s)[ b, r . Aixi si considerem el menor « tal que els parametres de y(s) ho sén de
A*, sigui aquest f, i prenem la senténcia stats-y(s)( ¢, j ) 7. Llavors el conjunt S={a>p:
o € Sstats-w(s)( ¢ , j )} és estacionari en ;. I per tot a €S, B*I=L,8-«1|:[Au*,f,?]. Perd
donat que el conjunt estacionari S té interseccié no buida amb X, per algun a,
Bl=r,W[A.* b, r1iB*|=1,~w[A_*, b, r] contradint-se el supdsit inductiu. Absurd.
Aixi: B*|= 1 aasy(s)[ b, r ]. Inversament, suposem que B|= LaAasy(s)[ b, r ). Considerem
el menor a tal que els parametres de y(s) ho son de A *, sigui aquest f. Llavors
Ag*l= LoAasy(s)[ b, r ]. Aixi per tot a>p, Ag*l= LM!.]:(S)[AG“‘,“B—,?] i per tant, tenim que
B*|=,y(s)[A.*, b, r ]. Aixi, per suposit inductiu, per tot a>p Bl=p,,y(s)[A,*, b, 1 ].
Per tant, com que {A*: p<a} €F(B), tenim que B|=  aasy(s)[ b, r |. Aixi B* satisfa 1) i
2). B és doncs el model estandard de T buscat.

7Ony(s)( ¢, j ) és la formula resultant de substituir les variables x]...xk de primer ordre i les variables

§]...5 de segon ordre en y(X]...Xk,S]---Sm,S), per les constants ¢ =c]...ckj j =j]...-ijm,de primer i segon
ordre respectivament. I on per cada isk, ¢;B*=b; i per cada ism, jiB*=n.
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7. Laa 3{!-(01)

7.1. Definicié. Sigui Lun sistema logic 1. Fixat un tipus de semblanga 1, llavors si y és una
senténcia de L(1),
Mod}_ (w)={A: A és una estructura de tipus Ti Al=py}.

7.2. Definicié. Si Li L’s6n dos sistemes logics, diem que L’ és una extensio de L’i ho
denotem per (L= L) sii per tot tipus T i tota senténcia y de L(7), hi ha una senténcia ¢ de L(1)
tal que:

Mod] (y)=Mod", ()

7.3. Observacié. L(Qg) s Lgaa
Prova: Pel Corol.lari 2.6. §

1.4. Definicié. Donades dues estructures de tipus 7, A i B,diem que A=, B sii AiB
satisfan exactament les mateixes senténcies de L(Q)(1).

Donarem ara una caracteritzacié purament algebraica de =y ;) per a estructures no numerables,

a partir d’'isomorfies parcials. Aquesta caracteritzacio ens permetra mostrar posteriorment que

1.5. Definicié. Siguin A i B dues estructures no numerables de tipus T finit i relacional,
diem que <Ip:n€ w> és un sistema L(Q;)-back-and-forth de A en B si i sols si:

(1) Per tot n€ w, I és una col.lecié no buida d'isomorfies parcials de A en B.

(2) Per tot felp+1 i tota€A, hi ha gely tal que =g i acdom(g).

(3) Per tot f€ln+1 i tot beB, hi ha gelj, tal que fCg i berec(g).

(4) Per tot felp+1, és numerable el conjunt {a€A:{beB: fU{<a,b>} €I} és numerable}
(5) Per tot felp+1, és numerable el conjunt {beB:{acA: fU{<a,b>} €]y} és numerable}

71.6. Definici6. Fixat un tipus de semblanca T, si $€ L(Q;)(1) definim el rang quantificacional
de ¢, qr(¢), per inducci6 sobre la complexitat de ¢

IPer 1a Definicié de Sistema Logic veure Apéndix II, nota 1.



Lga = L( QI)

qr($)=0, si ¢ és atdmica.
qr(-b)=qr()
qr(yV $p)=max(qr(y), qr($))

qr(dx$)=qr(Qxp)=qr(¢) + 1

7.7. Observacié. Fixat un tipus de semblanga T, finit i relacional i fixada una successié de
variables Vv , per tot n€ w, hi ha (llevat de L(Q;)-equivaléncia ) un nombre finit de férmules de

L(Q1)(1), que tenen Iliures exactament les variables de v i tenen rang quantificacional sn.

7.8. Definicié. Fixem una successié de variables v i un tipus de semblanca T finit i
relacional. Si ywe L(Q;)(T) que té exactament les variables de v lliures i qr(y)sn, diem que y

és n-completa en les variables de v , si per tota formula ¢ € L(Q;)(1) que té Iliures exactament .
les variables de v i qr($)sn :

=L V)= V) o I=ropu( v)—-d(V)

7.9. Observacio. Fixat un tipus de semblanga T, finit i relacional, fixada una successio de
variables v , per tot n€ w, hi ha un conjunt finit de formules n-completes {y;j( v ): jeJ} en les
variables de v , on J#0, que satisfa: |‘uo;)V{Wj( v jeT}.

Prova: Per I'Observacio 7.7. i la Definicié 7.8. §

7.10. Definicié. Fixat un tipus de semblanga 7, finit i relacional, si A i B son estructures de
tipus T, direm que A=;,)"B, si A i B satisfan exactament les mateixes senténcies de

L(Q1)(1) de rang quantificacional = n.

1.11. Proposicié6. Siguin A i B dues estructures no numerables de tipus T finit i relacional,
llavors: A= o,B sii hi ha un un sistema L(Q;)-back-and-forthde A en B.
Prova: =) Suposem A = (0B Considerem <Ip:n€ w>, on per cadan€w, I és la col.lecié

d'isomorfies parcials finites de A en B aixi definida:

felp = (A, d(D)= Loy (B, () 2

%Notacié: ”d(f)” és un abreujament per una successié formada pels elements del domini de la funcié f, i "r(f)”
€s un abreujament per la successié que formen els elements del recorregut de la funcié f corresponents a la
successi6 d(f).
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Veiem que <Ip:n€w> satisfa les condicions (1)-(5):

(1) Donat que A=}, B - per supdsit - per tot n€w A =;o,,"B, aixi donat que @ és una
isomorfia parcial finita de A en B, @€l per tot n€ w. Per tant, per cada n€w, I és una

col.leccio no buida.

(2)-(3) Sigui a€ A i felp+1 i d(f)=a,,...,a,. Fixem una successié de variables v = v,,...,V;.
Sigui w( v ,x) una férmula n-completa en les variables v , x, i tal que A|=y[d(f),a] (existeix
una formula tal per 'Observacié 7.9.). Llavors A |=Txy(x)[d(f)]. Aixi donat que felg+1, (A,
d(f)= L(Qf)"+ 1(B,r(f) i aixi per ser qr{Ixy(x))sn+1, Bl=Axy(x)[r(f)]. Per tant hi ha beB tal
que B|=y(x)[r(f),b]. Pero llavors, per ser y n-completa (A, d(f),a )= 10, ™(B,r(f),b). Aixi f
U{<a,b>} €Ip. Per tant se satisfa (2) i raonant d'una manera analoga s'obté (3).

(4) Sigui felp+1 i d(f)=a,...,a;. Fixem una successié de variables v = vo,...,Vr. Sigui
{wj( v ,X):j€J} un conjunt finit de férmules n-completes en les variables v , x tal que [=r0p
V| wi( v ) j€J} (existeix un conjunt tal per 'Observacio 7.9.). Considerem el conjunt I={jeJ:
A|=waj[d(f)]}. Aixi per ser J-I un conjunt finit, tenim que el conjunt {a€ A:A|=
-.\/[wj:jEI}[d(f),a]] és numerable. Mostrem ara que:

{acA:{beB: fU{<a,b>} €Ip}és numerable} € {acA: A|=-V{yj:jeI}[d(f),al}

I aixi, en ser aquest darrer conjunt numerable, també ho sera el primer i quedara provat (4).
Sigui a€ A tal que {beB: fU{<a,b>} €I} és numerable i suposem, buscant una contradiccio,

que hi ha jeI tal que A|=u:j[d(f'),a]. Com que AI=waj[d(f)], perqueé j€l, llavors per ser
ql'(quJj )=n+lifelp+1, (A,d(f)= ;_(Q,)“"'I(B,r(f)), per tant B|=waj(x)[r(f}‘]. Aixi {beB:
Bl=y;j(x)[r(f),b]} és no numerable. Pero com que Al=yjld(f),a] i yj és n-completa,

{beB: Bl=yj(x)[r(f),b]}C{beB: fU{<a,b>}€ly).

Per tant {beB: fU{<a,b>} €Iy} és també no numerable, perd aixo contradiu els nostres
suposits. Per tant A|=-V {yj:j€ I}[d(f),a]. Haurem obtingut aixi el que voliem mostrar. D'una
manera analoga es prova (5). Aixi doncs, <Ip:n€w> és un sistema L(Q}} back-and-forthde A
en B.

46



Laa ¥ L(Qy)

&) Inversament, suposem que hi ha un sistema L(Qj}back-and-forth de A en B,
<Ip:n€w>. Mostrem que A =, ,B. Provem per induccid sobre la complexitat de les férmu-

les, que per tota peL(Q)(1):

(*) Si qr($)=n i f€ly, per tota successié ¢ d’elements del domini de f:

Al=¢l c] = Bl=¢lf( c)] 3

i) Els casos ¢ atomica, ¢=y/AP, p=-y i p=dxy(x) no presenten cap dificultat especial.

ii) Sigui p=Qxy(x) i qr(Qxy)=n+1. Aixi tenim que qr(y)=n. Suposem que (*) es compleix per
y. Si feIp+] i cés una successié qualsevol d’elements del domini de f tal que
Al=Qxy(x)[ ¢ ], llavors{a€ A: Al=y(x)[ ¢ ,a]} és no numerable. Aixi per ser <Ip:n€w> un
sistema L(Qy)-back-and-forthde A en B: {a€ A:{beB: fU{<a,b>} €I} és numerable} és un
conjunt numerable. Per tant {ac A:Al=y(x)[ c ,al}N{a€A:{beB: fU{<a,b>} €I} és no
numerable} és_ un conjunt no buit. Prenem un element qualsevol, a,, d’aquest conjunt. Tenim
que Al=y(x)[ ¢ ,a,]. Llavors si beB és tal que fU{<ay,b>} €]y, com que gr(y)=n i per

supdsit inductiu y satisfa (*), Bl=y(x)[f{ c ),b]. Per tant el conjunt {be B:fU{<a,,b>} €Iy} C
{beB:B|=y(x)[f( c ),b]}. Aixi, donat que el primer conjunt és no numerable (per I'elecci6 que
hem fet de a,), el darrer també ho és. Aixi B|=Qxy(x)[f( "¢)]. Analogament es prova que si
Bl=Qxw(x)[f( ¢ )], llavors Al=Qxy(x)[ c ]. Aixi Qxy(x) satisfa (*).

Per tant, com a cas particular de (*), com que per cada n € w, I,#@ tenim que: Per tota senténcia
0€L(Q1)(1), Al=0 sii B|=0. Aixi A=o,B. 1

1.12. Proposicié. L, £ L(Q)).

Prova: Podem expressar a Ly, que "E ¢és una relacié d’'equivaléncia amb com a maxim Xo
classes d’equivaléncia cadascuna no numerable ” en un llenguatge de tipus i‘={E] ,onE ésun
simbol relacional binari, mitjancant la segiient senténcia: aasVxdy(s(y)AxEy) A VxaasIy(xEy
A=s(y))Ao (on o és la senténcia de primer ordre que expressa "E és una relacio

d’equivaléncia”). En canvi aixd no ho podem expressara L(Q;), mostrem-ho: Sigui A=(AFA)
una estructura de tipus T, on EA és una relacié6 d’equivaléncia en A amb R classes
d'equivaléncia, cadascuna no numerable. I sigui B=(B,EB) una estructura de tipus 7, on EB

és una relaci6 d’equivaléncia en B amb un nombre no numerable de classes d’equivaléncia,
cadascuna no numerable. Llavors A= o, B. Considerem la col.leccié <Ip:n€w> on per cada

3Notacié: Si ¢ = ag...ay, l1avors f( © )=f(ay)...flag).
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n€w, In és el conjunt de totes les isomorfies parcials finites de A en B. Mostrem que €s un
sistema L(Qj} back-and-forthde A en B:

(1) Per tot a€ A i per tot be B, {<a,b>} és una isomorfia parcial finita de A en B. Aixi per tot
n€w, I és una col.leccié no buida.

(2)-(3) Sigui felp+1 ia€A. Cas 0: Sigui a€d(f). En aquest cas no hi ha res a mostrar. Cas 1:
Per tot a’e d(f), -aEA2’. Llavors sigui beB, tal que -bEBY per tot b’er(f) (existeix un
element tal, doncs EB té un nombre infinit de classes d’equivaléncia i f és una isomorfia finita).
Cas 2: Si hi ha a’ € d(f) tal que aEAa’ i a¢ d(f), sigui be B tal que bEBf(@’), b¢ r(f) (existeix un

element tal perqué cada classe d’equivaléncia de EB ésinfinita i f és una isomorfia finita). Aixi
en tots tres casos fU{<a,b>} €1y, és la isomorfia parcial finita buscada. Aixi queda mostrat (2).

Analogament es procedeix per mostrar (3).

(4)-(5) Sigui felp+1, mostrem que per tot a€ A tal que a¢ d(f), el conjunt {beB:
fU{<a,b>}€I,} és no numerable: Cas 1. Per tot a’e d(f),~aEAa’. Llavors sigui beB, tal que
-bEBY’ per tot b’ € r(f), considerem la classe d’equivaléncia de b, [b]gB és no numerable. Aixi
per un raonament analeg al que hem fet per (2), per tot x€[b]gB, fU{<a,x>} €l,. Aixi
[b]JEBC {beB: fU{<a,b>} €1y}. Per tant, com el primer conjunt és no numerable, també ho és
el segon. Cas 2. Si hi ha a’e d(f) tal que aFAa’, considerem [f(@")]gB-r(f). Aquest conjunt és
no numerable, ja que tota classe d’equivaléncia de EB &s infinita no numerable i f és una
isomorfia finita. I per tot x€[f(a’)]gB-r(f), per un raonament analeg al que hem fet a (2),
fU{<a,x>} €lp. Aixi [f(a’)]gB- (f)S{beB: fU{<a,b>) €Iy} i per tant, com que el primer

conjunt és no numerable, també ho €s el segon. Aixi, en tots dos casos, com que el domini de f
és finit, el conjunt {a€A:{beB: fU{<a,b>} €I} és numerable} és numerable. Queda aixi

mostrat (4), i analogament es mostra (5).

Per tant <Ip:n € w> €s un sistema L(Q)} back-and-forth de A en B. Aixi, per la Proposicio
T1L, A= 1B 1
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8. El Teorema d’Interpolacio falla per Lg,.

En aquest capitol mostrarem que el Teorema d’Interpolacié falla per Ls,. El
Teorema d’Interpolacid, per Lg, €s pot enunciar de la segiient manera: Si K°i K! sén dues
classes PC en Lg, ! tals que K°NK1=0, llavors hi ha una classe K, EC en Lg,2, tal que KoCK i
KnK!=@. Al llarg del capitol definirem dues classes d’estructures K°i K1, PC en L, tals que
K°nK1=@ i mostrarem, donant una caracteritzaci6 de la =, a partir de jocs, que hi ha A€K°
iBeK! tals que A=, B. Aixi haurem mostrat que no hi ha cap classe EC en La,tal que
KocK i KNnK1=@. Passem, a continuacié, a definir aquest tipus d’estructures.

8.1. Definici6. Diem que T=(T,<) és un arbresii < €s un ordre parcial en T tal que, per tot
X€T, Pred<(x)={y€T:y<x] esta ben ordenat per <. Direm Alt1(x) al tipus de bon ordre de
Pred<(x) i Nivello(T)={xeT:Altf{x)=a}. Definim Alt(T) com el menor ordinal o tal que
Nivello(T) =@. I per cada a€ Alt(T), sigui Ta=Up¢q Nivellg(T). Finalment, direm que a€T és
una arrel de l'arbre T sii Altp{(a)=0.

8.2. Definicié. Diem que T=(T,<) és un wjy-arbresii T és un arbre i
(1) Al(T)=w
(2) Per tot € wi, [Nivelly(T)|<w;

8.3. Definicié. Diem que T=(T,<) és un wj-arbre normalsii T és un wy-arbre i
(1) T té una tinica arrel
(2) VxeT,Va<w; (Altr{x)<a— dye Nivello(T) x<y)
(3) VX€T, x té R, successors inmediats en I'ordre <
(4) VB<w; [P és un ordinal limit— VxVy€Nivellg(T)(Pred<(x)=Pred(y)—x=y)]

8.4. Definicié. Si T=(T,<) és un arbre,
i) C és una cadena de T sii C és un subconjunt de T totalment ordenat per <.
ii) A €s una anticadena deT sii A és un subconjunt de T tal que:
per tot X,yEA, x£y i y£x.

iii) B és una branca deT sii B és una cadena maximal.

! Veure la Definicié 8.10.
2 Veure la Definicié 8.9.
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8.5. Definicié. Diem que T=(T,<) és un wy-arbre d’Aronszajnsii T és un wj-arbre tal que
tota cadena de T té cardinalitat menor que ;. '

8.6. Definicio. Diem que T=(T,<) és unarbre especialsii T és una unié numerable
d’anticadenes.

8.7. Proposici6. Hi ha un wj-arbre d’Aronszajn normal especial.

Prova: Els elements del nostre arbre, T, son seqiiéncies creixents de nombres racionals. Tot
x€T sera del tipus x=<rq:a € >, per algin f € w1 (on per cada a€P, rg€Q) 3. Podem veure
aquestes seqiiéncies com immersions x:f— [J. L'ordre que definim entre els elements de T és el
segiient: x<y sii XCy. Definim, per recursid, per cada a € w] el Nivelly(T), un conjunt de

seqiiencies creixents de nombres racionals amb les segiients propietats:

(1) Per tot xe Nivelly(T), a+0, supx és un nombre racional positiu 4.
(2) Per tot x€ Tq, per tot u,q€Q tals que supx<qu<qq: Hi ha y€Nivelly(T) tal que

X<y i u<Qsupy<qq.
(3) Per tot xe Nivelly(T), x:a—0

Cas a=0: Sigui Nivello(T)={< >}5. Clarament satisfa (1), (2) i (3).

Cas a+1:Suposem definit el Nivelly(T) que satisfa (1), (2) i (3). Si a=0, sigui Nivellg+1(T)=
{<r>: r és un nombre racional positiu}. I si a#0, Nivellgs+1(T)={x*<r>: xeNivellg(T) i
r>Qsupx, r un nombre racional positiu} 6. Aixi definit, si x€ Nivellg+1(T), supx€Q. Per tant
se satisfa (1). I si x€Tq+] i u,q€Q s6n tals que supx<Qu<qg; si a*0, escollim reQ tal que
u<Qr<qq. Aixi supx<qr i per definici6 de Nivellg+1(T), x*<r>€ Nivellg+1(T). Sigui y=x*<r>,
llavors x<y i u<gsupy<qq. Si a=0, podem seguir un raonament analeg. Per tant se satisfa la
condicio (2). Finalment si x€ Nivellg+1(T), si a=0, per definicid, x:1— Q. I si a#0, com que
x=y*<r>  per algun y€ Nivelly(T), per suposit inductiu tenim que y:a— 0. Per tant tenim que
x:o+1— 0. Aixi Nivelly+(T) satisfa també (3). '

Cas o limit: Suponem definit Nivellg(T) per tot B € , que satisfa (1) i (2). Per definir el
Nivello(T), en primer lloc, per cada x€ Tg, per tot u,q€Q tals que supx<qQu<qq, fixem dues
successions estrictament creixents: una d’ordinals, <an:n€ w>, tal que a=Upe wOnisiA és el

3 Notacié: [Q=(Q,<Q) és el conjunt dels nombres racionals amb el seu ordre usual.

4 Notacié: Si X=<ro:a € B>, "supx” és un abreujament pel suprem del conjunt {rg:x€B}. Recordem que tot
conjunt de nombres racionals té un suprem en R=(R,<g), on R és el conjunt dels nombres reals amb el seu ordre
usual,

: Notaci6: "< >” denota la successié buida.
Notacié: x*<r> és la concatenacié de la seqiiéncia x amb la seqiiéncia <r>.
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menor ordinal tal que x€ T, ao=A (existeix una successio tal perqué o és limit i de cofinalitat
w); i una successi6é de nombres racionals, <gn:n€ w>, que tingui per limit un nombre racional
q, u<Qq'<QQq i que u<Qq,. I en segon lloc, a partir d'aquestes dues successions que hem
fixat, definim per recursié una cadena de seqiiéncies creixents de racionals <yp:n€ w>, que
satisfaci:

i) Per tot n€ w, yp € Nivellg,(T)

ii)Per tot n€ W, Gn-1<QSUPYn<QMn

Sigui yo=x. Clarament satisfa i) ii). I suposant definit y, que satisfa i) ii), com que per suposit
yn€ Nivellgn(T), Yn€ Tan+1 ( per ser ap € atp+1). Aixi, com que op+1€a i, per suposit
inductiu, per tot B € a el Nivellg(T) satisfa la condicié (2), hi ha yeNivellgs+(T) tal que

Gn<QSUPY<QQn+1 (ja que supy,<QQn<QQn+1 )- Sigui yn+1 un tal y; per tal com I'hem escollit,
és senzill veure que yn+1 satisfa i) ii). Considerem ara sy q u=Une w¥n. Ara podem definir:

Nivella(T)={sx q,u: x€ Nivellg(T),p€a; u,qeQ tals que supx<qu<qq}

Observem que el Nivelly(T) satisfa (1): Per definici6 de la successié <yn:n € w>, supsx q,u=
sup{qn:n€ w}=q’. Per tant, supsy,q,u€ Q. I satisfa (2): Suposem que x€ T, llavors hi ha pea
tal que x €Nivellg(T). Si u,q€Q sén tals que supx<qQu<qgq, llavors per definicié de la successié
<¥YniN € W>, U<QSUPSx qu=q'<QQ. I tenim que x<sy qu (perqué yo=x) i sx q,u€ Nivell(T), per
definicio de Nivello(T). Vegem com també satisfa (3): Si y € Nivellg(T), llavors hi ha x€ Tg, i
u, q racionals positius tals que y=sy q u. Aixi, per alguna successié <yn:n€ w>, com la definida
anteriorment, y=Up e o¥n. Pero, per suposit inductiu, per cada n€ w, yp: ap— 0 i aixi, com que
0=Up e wOn, tenim que y: a— 0.

Clarament I'arbre construit és un wj-arbre normal. Vegem que és especial: Considerem per cada
q€Q el segiient conjunt Hg={x€T:q=supx}. Observem que Hg és una anticadena de T. I tal
com hem definit T, UgeQHg=T. Per tant T és una uni6é numerable d'anticadenes. Vegem que és
un wj-arbre d’Aronszajn: Suposem que T tingués una cadena de cardinalitat w). Llavors, per
definicié de T, la gran uni6é d’aquesta cadena seria una immersio de w] en Q. Absurd. Per tant
totes les cadenes de T tenen cardinalitat menor que wy. il

8.8. Proposicié. Hi ha un w;-arbre normal amb una branca de cardinalitat w;.

Prova: Sigui T°=(T° <,) un arbre com el construit en la proposicié anterior. Sigui T! la uni6
disjunta de w; copies de T. Establim el segiient ordre, <1, entre els elements de T1: per cada
a€wj, per cada copia T2y de T°, I'ordre <] restringit a T2y nés <o. I'si a€f€wy, i ag i ag sén
les arrels de les copies T2 i T2, respectivament, llavors ag<jag. Aixi definit, T1=(T1, <) és
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un wj-arbre normal. Observem que, per definicio de <1, la successio <ag:a € w1> de les arrels
de les w] copies de T°, formen una branca de cardinalitat ;. il

8.9. Definicié. Sigui L un sistema logic 7. Fixat un tipus de semblan¢a T, diem que una
classe K d’estructures de tipus T és una classe elemental en L (o que K és una classe EC en L)
sii hi ha una senténcia de L(1), y, tal que K-Modi (y).

8.10. Definicio. Si Lés un sistema logic i T un tipus de semblancga, diem que una classe K
d’estructures de tipus T és una classe projectiva en L (o que K és una classe PC en L) sii hi ha
un tipus de semblanca 7, tal que TC1 i una classe K’ d’estructures de tipus T que és ECen L i
K={A/: AeK’} 8.

Definirem a continuacié dues classes d’estructures de tipus T={<} (on < és un
simbol relacional binari), K°i K1, que sén PC en Lg,i K°NK!=0 i tals que no hi ha cap classe
destructures de tipus T={<}, K, que sigui EC en Lg,i tal que K°CK i KNnK!=0. Haurem
mostrat aixi que falla el Teorema d’Interpolacio per La,. Sigui 0 la conjuncié de les segiients
senténcies de tipus T,={<,B} (on B és un simbol relacional unari):

(1) La senténcia de Logica de Primer Ordre que expressa ” {x: Bx} esta linealment
ordenat per <”

(2) Qx(Bx) ?

I sigui P la conjuncio de les segiients senténcies de tipus Tj={<, Q, £, f} (on Q és un simbol
predicatiu, Z un simbol relacional binari i f un simbol funcional unari):

(3) La senténcia de Logica de Primer Ordre que expressa ”Z és un ordre dens en el
conjunt dels x tals que 0x”

(4) -Qx (Qx)

(5) Vx(y (fly)=x)—0Qx)

(6) VxVy (x<y— fix)Lf(y))

Sigui KO={A: A és una estructura de tipus 7o i A|=1,,0}i KI'={A: A és una estructura de
tipus 11 i A|=p,,B}. Llavors, si T=1on7] i K°={A/:A €K?} i KI={(A/):A €K'}, K°i K!
son classes PC en Lggi KONK!=@. Mostrem ara que no hi ha cap classe d’estructures de tipus

! Per una definicioé de Sistema Logic, veure Apéndix II, nota 1.
Notac:é A/t és la reducci6 de Pestructura A, de tipus 7, al tipus de semblanga T.
9 Recordem que Qx =gef aasdx ¢s. (Veure Corol.lari 2.6.).
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1, K, que sigui EC en Lg,,i tal que K°CK i KNK!=@: Sigui T° un wj-arbre d’Aronszajn
normal especial i T! un w;-arbre normal amb una branca de cardinalitat wj, T® i T! construits
com els arbres de les Proposicions 8.7 i 8.8. Observem que T® € K°i T1€ K!. Donem ara una
caracteritzacio a partir de jocs de la L -equivaléncia. Aplicant aquesta caracteritzacié mostrarem
que dos wj-arbres normals son Lgrequivalents. Aixi obtindrem el resultat que ens manca per
finalitzar la prova que el Teorema d'Interpolacié falla per Lg,: TO=,, T1.

8.11. Definicié. Sigui T un tipus de semblanga relacional i finit. Si Ao i Ay son dues
estructures de tipus Ti Foi F; son, respectivament, el filtre dels tancats i cofinals en A, i en
A, definim per tot n€ w, G(Ao,A1), el segiient joc entre dos jugadors, Ii II:

i) Gh(Ao,A1) consta de n moviments.

ii) Per cada k=n, I escullu€ {0,1}. A més a més I escull quin tipus de moviment és
el k-ésim. Hi ha dos tipus de moviment en el joc: Tipus a): En aquest tipus de moviment cada
jugador tira una vegada. Un cop escollit u€ {0,1}, el jugador I tira a¥€ A, i després II tira
al-e A}.y. El resultat del moviment és el parell {a°, al}. Tipus b): En aquest altre tipus de
moviment cada jugador tira dues vegades. Un cop escollit u€ {0,1}, en la primera tirada I tira
fu€F, i després II tira f1-U€F}_y i, en la segona tirada, I tira rl-U€ f1-v i després II tira P €fu. El
resultat del moviment és el parell {r°, r!}.

iii) Direm que p=(a®,al,ro,rl)y, k, és el resultat del joc fins el moviment k, (on
ki+ko=k, k=n) o bé que és la k-ésima posicio del joc, quan hi hagi hagut k; moviments del ti-
pus a) i a°, al siguin les successions d’elements de Ay, i A| respectivament, resultants
d’aquests moviments; i hi hagi hagut k moviments del tipus b) i r°, r! siguin les successions
d'elements de Pw;(A,) i Pwj(A]) respectivament, resultants d’aquests moviments. Observem
que per cada moviment del tipus b), la successié resultant del moviment: r°, rl, és diferent de
la successio de tirades en aquest moviment: f°, fl, r°, rl. Aixi, donada una posicié
p=(a®,al ro rl )kl,kz denotarem per Wp, 1a successio de les tirades en els k primers moviments
del joc fins que s’ha arribat a aquesta posicié. Fixem-nos que, en general, wp sera una
successi6 diferent de la successié a®,al ro,rl,

iv) Direm que (a°,al,r°,rl)k, x, és el resultat final del joc, si kj+kz=n.
Llavors, el jugador II guanya el joc Gp(Ao,A 1) sii (1) La funcié aixi definida: per tot j<kj
ﬂa°j)=alj, és una isomorfia parcial de A en Aj i (2) Per tot j<ki, per tot i<k, a®; €59 sii
aljesl; 10, Altrament guanya I.

19 Notacio: {a%;, alj} és el resultat del moviment j. I {s%;, sl;} és el resultat del moviment i.
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8.12. Definicio. Si Agi A] son dues estructures de tipus T relacional i finit i
(a®,al,r0,r1)k, k, €s la k-ésima posicié del joc Go(Ao,A 1), diem que R és una estratégia per
al jugador II a partir de (a®,al ro r! )k1,k2 €n aquest joc sii R és una col.leccié de funcions
R={f2: k<isn}U{f;+1: k<isn} tals que: per tot i>k, i=n, f3; t¢ com a domini totes les possi-
bles successions X, y, tals que: x és una successio possible de tirades de I i II en els moviments
entre el k-ésim i el i-ésim !! (recordem, no només dels resultats dels moviments); i a més a
més, yeF, o yEAy on ue {0,1}. I per tot yeFy, f2i(x, y)€F1.u i per tot ye Ay, fri(x, y)€
A1.u. El recorregut de f3; esta doncs inclos en AoUA jUFoUF. I per tot i>k, isn, f3;+1 té com a
domini totes les possibles successions x, y, f2i(x, y), z; on x és una successi6 possible de
tirades de I i II en els moviments entre el k-ésim i el i-esim, ye Fy, onu€ {0,1},iz€efHi(x, y).I
el recorregut de £+ esta inclos en Poj(Ag)UPwi(Aq) 12

Direm que II usa una estratégia a partir de (a®,al,ro,rl)y, x,en el joc G(Ao,A1)
si per tot i>k, i=n, II tira f;(x, y), si x és la successio de tirades de I i II en els moviments
entre el k-ésim 1i el i-ésim, i y és la primera tirada de I en el moviment i-ésim. I si, a més a més,
si el moviment és del tipus b), II tira f5;+1(x, y, z), quan la segona tirada de I en el i-ésim
moviment ha estat z€ fi(x, y). Direm que R €és una estratégia guanyadora per a Il a partir de
(a®,al,ro,rl)x, x, si sempre que II usa R a partir d'aquesta posicid, IT guanya 3. Si II té una
estratégia guanyadora a partir d’'una posicio (a",al,r",rl)]“,k2 direm que aquesta és una

posicio guanyadora per a II.

8.13. Definicio. Fixat un tipus de semblanga 1, si $ € L,a(1), definim el rang quantificacional
de ¢, gr(¢), per inducci6 sobre la complexitat de ¢:

qr($)=0, si ¢ és atomica.
qr(-$)=qr(9)

qr(yV ¢)=max(qr(y), qr(d))
qr{Txd(x))=gr($(x)) + 1
gr(aasi(s))=qr(¢(s)) + 1

8.14. Definici6. Sigui T un tipus de semblanga relacional i finit. Fixem dues successions de
vaﬁables_f=x1...xkl, ?=sl...sk2, de primer i segon ordre respectivament. Per tot n€w i tot

11 Observem que si i=k+1, la successi6 x és buida.
12 Direm que R és una estratégia per a Il a partir de @, en aquest joc, si R és una col.leccié de funcions

R={fy;: Osi<n} U{f2i+1: Osi=n} que satisfan les propietats descrites en la Definicié 8.12.
3R ésuna estratégia guanyadora per II a partir de @, si sempre que IT usa R des del principi, II guanya.
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ki, ko€ w tals que (kj+k2)=n, sigui Zn,kl,kz-[cbelm(r):qr(¢)5n-(k1+kg) i les seves variables
lliures son exactament aquestes: X, s }.

8.15. Observacié6. Fixat un tipus de semblanca T relacional i finit i variables x , s , per tot
new i tot ky, ko€ w tals que (ky+k2)=n, Dy k) ko és finit llevat de Lyrequivaléncia .

8.16. Definicio. Fixat un tipus de semblanga 1 relacional i finit, variables X,sin€wi
k1,k2€ w tals que (k1 +kp)sn. Diem que una formula W€ >y, k, k; és n-(k;+k)-completasi per
tota formula G€ > k; ka!

=ra¥—=® o |=r,¥—-d

8.17. Observacié. Fixat un tipus de semblanca T relacional i finit i variables x , s . Per tot
n€w i tot k1, ko €w tals que (ky+kz)<n, hi ha un conjunt finit de férmules n-(kj+k;)-completes
{wi( x, s ):JETIC > n k1 kzr ON J#O, que satisfa: |=p,,V{yj( x,s ):jel}.

Prova: Per I'Observaci6 8.15. i la Definici6 8.16. §

8.18. Lema. Fixat un tipus de semblanga T relacional i finit. Per tot n,k,k2€ w tals que
(ky+kp)=n, si Ao i A1 sén dues estructures de tipus T i (a®,al,r®,rl)y, x, és una posicié
guanyadora per al joc Gy(Ao,A1), llavors per qualsevol G€ D k) ko

(*) Aol=¢la®°] sii  Aql=dfal,r!]

Prova: Per induccié en n-(kj+k3). i) Clarament se satisfa (*) per tota formula lliure de
quantificadors perqué si n-(k;+k3)=0, (a®,al,r®,r1)y, , és alhora una posicié guanyadora i el
resultat final del joc guanyat per I1. ii) Suposem inductivament que se satisfa per n-(kj+k2)=m.
Sigui n-(kj+k2)=m+1. Suposem que (a®,al r®,rl)y, . és una posicié guanyadora per al joc

Gn(Ao,A1) i sigui R una estratégia guanyadora a partir d’aquesta posici6. Si ¢p€ Zn,kl.kz
llavors ¢ és Lagequivalent a una combinacié booleana de formules de > n k) k; de la forma
dxy o de la forma aasy. Per tant, per provar que per ¢ se satisfa (*) en tenim prou amb
contemplar els segiients casos: Cas a): Sigui ¢’=Ixy, ¢'€Zn,k1,kz- Suposem que
Aol=Ixy[a®,re], llavors hi ha bo€ Ag tal que Ao|=y[a®,r°, b°]. Si pensem en una possible
continuacié del joc Gy(Ao,A1) a partir de la posicié (a®,al ,r°,r1)k1'k2, en qué el jugador I tira

bo en el moviment k+1, i II respon tirant b; segons I'estratégia guanyadora R, veurem que
(a%,al,b°,b1,r0,r!) g +1,k; és una posicié guanyadora. Ja que hem suposat que
(a®,al,ro,rl)y, x, ho és i per tal com hem escollit by. Perd n-((ki+1)+kz))=m, aixi per
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hipotesi inductiva, com que W€ > 'n kj+1,ka1 Aol=yl[a®,ro,b0], llavors Aj|=ylal,r!,bl]. Per
tant, A 1|=3xy[al,rl]. Analogament es mostra que si A j|=3xy[al,rl] llavors
Aol=3xy[a®,r°]. Per tant en el cas a) se satisfa (*). Cas b): Sigui ¢p’=aasy, d€ > n k; ko-
Suposem que A g|=aasy[a®,r°] llavors fo={t°€Pw)(Ao):Ao|=p[a®,r0,t°]} €F,. Si pensem en
una possible continuaci6 del joc Gp(Ao,A 1) a partir de la posicié (a®,al,ro,r1)y, x5, en qué el
jugador I tira f en el moviment k+1, i1l respon tirant f] segons I'estratégia guanyadora R,
veurem que per tot tl € f1, hi ha to€ f, tal que (a®,al,ro,r1,t0,t!)y, x,+1 és una posicié
guanyadora. Perqué hem suposat que (a°,al,ro,rl)y, x, és una posicié guanyadora i per
eleccié de f1. Perd n-(kj+(ka+1))=m, aixi per hipotesi inductiva, com que ye€ Zn.kl,kz‘fl i
Aol=yla®,r0,t°], tenim que Aj|=y[al,rl t!]. Fins aqui hem mostrat doncs que per tot t1€f]
Ajql=ylal,r],t1]). Aixi fiC{t!€Pw;(A]): Ajl=dlal,rl,t!]} i com que fi €F}, aquest darrer
conjunt que I'inclou també pertany a Fj. Per tant Aj|=aasy[al,rl]. Analogament es mostra que
si Aj|=aasy[al,rl] llavors A o|=aasy[a©,r°]. Aixi en el cas b) se satisfa també (*). I

8.19. Lema. Fixat un tipus de semblanca T relacional i finit. Per tot n,k;,ka€w, siAg i Ay
son dues estructures de tipus Ti (a®,al,r®,r1)y, v, és tal que per tot € > nk; ka

(*) Aol=pla®,r°] sii Ajl=dlal,rl]

llavors (a°,al,ro,rl)y, x, és una posicié guanyadora per al joc Gp(Ao,A1).
Prova: Per induccié en n-(k;+k3). Clarament se satisfa per n-(k;+k2)=0. Suposem inductiva-
ment que se satisfa per n-(k;+k3)=m. Suposem que:

(#) n-(k+k2)=m+1 i (a®,al,ro,rl)y, k, és tal que per tot G€ > 'n k; k, se satisfa (*)

Distingim els casos a) i b) per diferenciar els dos tipus de moviment: Cas a): Mostrarem ara que
per tot BP€ A, hi ha bl€ A tal que (a®,al,bo,bl,ro rl)y, 41 k, és una posicié guanyadora:
Suposem que bo€ A,. Sigui yp° una formula n-((kj+1)+kz)-completa (en les variables
X1...Xkj+1, S1...Skp) tal que Ao|=yp°[a®,re,b°] (n’hi ha una per la Observacié 8.17.). Aixi
Aol=3xy°[a®,r0]. Com que IxypO€ > n k) ko Pel supdsit (#), tenim que A 1|=xyp°[al,rl].
Per tant hi ha bl€ A tal que A j|=yp°[al,rl,bl], llavors per eleccié de y,°, per tota formula
O€ D nki+1,k2: Aol=0h[a®,r0,b0] sii Ajl=plal,rl,bl]. Per tant, com que n-((k1+1)+k2))=m,
pel suposit inductiu, (a°,al,bo,bl,r®,rl)y,+1 k, s una posicio guanyadora. Analogament es
mostra que per tot bl€ Aj hi ha b°€ A, tal que (a®,al,bo,bl,r0,rl) g 4] k,és una posicié
guanyadora. Cas b): Mostrarem ara que per tot f, € F, hi ha f; € Fj tal que per tot t1 € fy, hi ha
Pef, tal que (a®,al ro,rl,t0,tl)y, x,+1 és una posicié guanyadora: Suposem que fo € Fo. Per
tot °€ Puw;(A,) sigui w© una formula n-(k1+(ka+1))-completa (en les variables xj...Xg,,
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$1...Skz+1) tal que Aq|=y°[a®,ro,t°] (existeix una formula tal per 'Observacié 8.17.). Sigui
wio=V {w®:t°€ fo} (observem que tal com hem definit yr,, tenim també que ygo € Zn,kl,kz*-l)-
Sigui fo'={t°€Puw)(As): Aol=yiola®,r0,1°]}, com que f,Cf, i Fo és un filtre sobre Puwj(Ao),
fo'€ Fo. Per tant A o|=aasygo[a®,r°]. Aixi pel suposit (#), com que aasyfo€ > n k) ka»
A|=aasygo[al, r1]. Sigui fi={tl € Pu;(A1):A 1|=yfo[a°,ro,t1]}, tenim que f] € Fy. Llavors per
tot t! € f], com que A j|=ygo[a®,ro,tl], per tal com hem escollit ws, hi ha t°€ f, tal que
A1l=y°[a®,ro,t1]. Aixi per tota G€ > n k) ka+1: Aol=P[a,r0,t0] sii A 1|=¢{al,r!,t1]. Per tant,
com que n-(kj+(k2+1))=m, pel supdsit inductiu, (a®,al,ro,rl, 10 tl), 1,+] és una posicié
guanyadora. Analogament es mostra que per tot f1 € F hi ha f, €F,, tal que per tot t°€ f,, hi ha
tlef] tal que (a®,al,rorl,t0,t1)y, v,+1 és una posicié guanyadora.

Recollint els resultats obtingunts en els casos a) i b) tenim, d'una banda, que per tot
b€ Ao hi ha bleAj tal que (a®,al,bo,bl,r® 1)y, 41 x, és una posicié guanyadora i que, per
tot bl€ A} hi ha bo€ A, tal que (a®,al,bo,bl,r0,r1) k;+1 k, és una posicié guanyadora. I daltra
banda, que per tot f,€ F, hi ha fj€ F; tal que, per tot tlef; hi ha t°€ f, tal que
(a®,al,ro,r1,10,t1), x,+1 és una posicié guanyadora, i que per tot fj €F} hi ha £, €F, tal que
per tot t°€ f,, hi ha t!€fj tal que (a®,al,r0,r,t0,t1)y, k,+] és una posicié guanyadora. Aixd
ens permet concloure que (a®,al,ro,rl)y, x, és una posicié guanyadora per al joc
Gn(Ao,A1) 1

8.20. Proposici6. Fixem un tipus de semblanca T relacional i finit. Si Ao i A sén dues
estructures de tipus T, A=y, B sii pertot n€w hi ha una estratégia guanyadora per al jugador
II en el joc GL(A, B) a partir de la posicié @.

Prova: Pels Lemes 8.18.i 8.19.1

Apliquem ara aquesta caracteritzacié per mostrar que dos wj-arbres normals son Lgs-

equivalents:

8.21. Lema. Siguin To=(T°<)i T1=(T!,<") dos wi-arbres normals, llavors
i) Per tot a<w1, hi ha una isomorfia g:T%; — Tlg.
i) Si a<P<w1 i g:T%q+1 — Tlg+1 és una isomorfia, llavors hi ha una isomorfia
h:T°g — Tlg que extén g.

Prova: i)En primer lloc mostrarem que, si o és un ordinal limit, hi ha una isomorfia

g:Toy— T1,. Considerem el Nivelly(T°) i el Nivello(T?), sén numerables, sigui a,...aq... una
enumeracié del Nivellg(T°) i be...by... una enumeracié del Nivellg(T!). Definirem per
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recursio dues successions, <cp:n € w> d’elements del Nivellg(T®) i <dp:n€ w> d’elements del
Nivell(T?), i una successié d’isomorfies parcials de Ty en Tly, <h,:n€ w>, tal que:

(1) Per cada n € w, si E°q=Uj<pPred<(c;) i Elp=Uj<pPred<(d;), llavors
hn:E°y— El;, és una isomorfia.
(2) Pertot n<m, h,Chy,.

Sigui co=a, i do=bo. Donat que Pred<(a,) i Pred<’(b,) estan ben ordenats i Altto(a,)=

a=Altr!(b,), sigui h, 'inica isomorfia entre aquests dos bons ordres. I suposant definits cp,dq
i hy que satisfan (1) i (2): Si n és senar, sigui cp+1 'element de menor index en I'enumeracié
del Nivello(T®) que no pertanyi a{c,...cy}. I considerem ara el conjunt E°,, abans definit.
Sigui m € T° el minim del conjunt Pred<(cq+1)-E°,. Fixem-nos que si m € Nivellg(T°), f no és
un ordinal limit, perque I'arbre és normal. Aixi m té un predecessor inmediat, diguem-li m’,

m’€ E°,. Sigui doncs dy+] I'element de menor index en I'enumeracié del Nivell(T!) que no
pertanyi a{d,...dy} i tal que:

(1) hp(m’)<dp+1
(2) ElnNPred<(dy+1) N{x€TLhy(m’)<’x}=0

Existeix un element tal: Prenem 1¢ E!p,, lENivellﬁ(Tl) i tal que hy(m’)<’] (existeix un 1 tal
perqué hy(m’) té Ko successors inmediats, i el conjunt El,N Nivcllp(Tl), per cada f<w], és
finit). Per ser T1 normal, satisfa la condici6 (2) de la Definicio 8.3. Aixi hi ha y€ Nivelly(T!)
tal que I<’y. Sigui d,+1 I’element de menor index en I'enumeracié del Nivello(T?!) que ho
satisfa. dp+] no pertany a {d,...d;} perqué hem escollit 1¢ E!;,. Aixi si f és la isomorfia entre
Pred<(cp+1)N{x€T%:x>m’} i Pred<(dn+1)N{x€Tl:hy(m')<'x}, sigui hp+1=hyUf. Sin és
parell, prenem dp+, I'element de menor index en 'enumeracié del Nivello(T!), que no
pertanyi a {d,...d,} i per un procediment analeg a I'anterior escollim cp+1 i hy+1. Sigui
g=U{hy:n€w}, g és una isomorfia entre T i T!y. Clarament és una isomorfia parcial de T
en Tlg. I dom(g)=TOg, ja que si x€ TO, hi ha y€ Nivelly(T®) tal que x<y, per ser T® normal.
Aixi per algun n€ w, y=cp,. Llavors x€ dom(hy). Per tant x€ dom(g). Per un argument analeg,
per ser T! normal, es mostra que rec(g)=T 1. Aixi queda mostrat que, si o és limit, hi ha una
isomorfia g:T°y— T!y. Suposem ara que a és un ordinal successor. Sigui f>a, f<wjun
ordinal limit i h:T°g,—~T15una isomorfia, llavors h restringida a TO €s una isomorfia entre T,
iTl,. Aixi queda provat i) de la Proposicié.

ii)Si a<P<wii g:T0q+1— Tlg+1 és una isomorfia, sigui A>f, A<w)un ordinal limit.
Construim una isomorfia f:T°)— T1, pel procediment descrit a la prova de i) pero afegint-hi el
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seglient: a) A més a més de (1) i (2) demanem que la nostra successié d’isomorfies parcials
satisfaci: (3) Per tot n€ w, hy, restringida a T%y+ esta inclosa en g.

b) co=ao1 do €és I'element de menor index en I'enumeracié del Nivell(T!) que satisfa que
{g(x):x€T°q+1i x€ Pred<(co)} SEPred<’(d,). Existeix un element tal: Prenem g(x) tal que
X<Co i Xx€ Nivellg(T?). Llavors per ser T! normal, hi ha y>g(x) tal que y€Nivell,(T!). Sigui
d, 'element de menor index que compleix aquesta propietat.

¢) Si n és senar, sigui dy+] I’ element de menor index en I'enumeracié del Nivell(T1), que no
pertanyi a {d,...dp} i que satisfaci (1) i (2’) i a més a més:

(3) {g(x): x€T°q+1i x€Pred<(cp+1)} EPred<Xdp+1).

Que existeix un element tal és clar si m’e€ Nivellg(T°) i B> a. I si Bsa, sigui x€Nivella(T°) tal
que X<cp+] i x¢ E%,. Llavors com que g(x)€ Nivello(T!) (perqué g és una isomorfia), per
normalitat de T1, hi ha y tal que g(x)<’y i yeNivelly(T1). Sigui dy+] I'element de menor index
en I'enumeracié6 del Nivelly(T!) que compleix aquesta propietat. Si n és parell, posem una
clausula analoga per cy+1. Prenent, igual que en la prova de i), la restricci6 de f=U{hy: n€ew} a
T, h. Llavors h €s una isomorfia, h:Tog— Tlg, que extén g. Aixi queda provat ii). I

8.22. Proposicié. Si T°=(T°<) i T1=(T1,<’) sén dos wi-arbres normals, T®= L,,Tl.
Prova: Per induccié mostrem que per tot n€ w:

(1) Hi ha una estrategia pel joc Gp(T®,T1) a partir del @, tal que per tot resultat
final del joc (a®,al ro,rl)i, k, (k1+k2=n) obtingut a partir de I'is d'aquesta
estratégia: Si a és el menor ordinal tal que TU, conté tots els elements de a® i inclou
els de r, onue {0,1}, llavors hi ha una isomorfia gg+1:T%+1— Tlq+1 tal que:
Per cada jsk; gq+1(a%)=al;, i per cada isk; gq+1[r0;]=r;. '

Per la Proposicié 8.20. aixo és suficient per mostrar que T®= f,, T!, perqué si una estratégia
satisfa (1) és una estratégia guanyadora. Provem-ho: Cas n=1: Pel lema 8.21. podem fixar per
cada y<w, una isomorfia gy+1:T%+1— Tly+ 1. Observem que Sy={TVx:x € w1} és un conjunt

tancat i cofinal en TU. Definim ara una estratégia pel joc G1(T®,T1), diguem-li R={hy, hp}: per
cada a°€ T°, sigui h1(a®)=gqy+1(a°), on a és el menor ordinal tal que a®€ T°,. Per cada ale T1,
sigui hy(al)=g -14+1(al), on a és el menor ordinal tal que al€ T!y. I per cada feeFY, sigui
hy(fY)={ T!-v5:Tug € f¥NSY}. Fixem-nos que fUNSU€Fy i per tant tenim que hi(f*)€Fqy. I per
cada T1-ug € hy(f¥), ho(fe,h1(f¥),T1-vg)=Tls. Observem que la estratégia R, aixi definida,
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satisfa la condici6 (1): Clarament si I fa un moviment del tipus a), per ser gq+1 una isomorfia. I
si I fa un moviment del tipus b) perqueé per tot B€ a, si gq+1:T%¢+1—* Tlg+1 és una isomorfia,
ga+1[T°p]1=T1g. Cas n+1: Suposem que per n es compleix. Sigui R={f;: isn}u{fi+1:isn)

una estratégia que satisfa (1) pel joc G4(T®,T1). Pel Lema 8.21. fixem, per cada resultat final
p=(a®,al,ro,rl)y, x, del joc Gp(T°,T!) obtingut a partir de I'us de I'estratégia R, una
isomorfia gp o+1:T%+1— Tly+1; i per cada p>a+1, per cada resultat final p obtingut a partir
de R, una isomorfia g’p +1 que extengui a gp o+1. Considerem ara el joc Gp+1(T°,T1) i sigui
R'={f";:isn+1}U{f’2j+1:isn+1} la estratégia definida a continuaci6: Per tot isn, f’7;=f5; i
f2i+1=f2i+1. I si i=n+1, p=(a®,al,ro,rl)y, ,és la n-ésima posicié del joc Gp+1(T?,T1),

obtinguda a partir de I'estratégia R. i wp és la successi6 de les tirades de I i II fins el moviment

n+1 corresponents a p, definim:

Per tot a®€ T°, {";(wp,a®)=g’p,g+1(a®), on P és el menor ordinal tal que a°€ TOg i
g'p,p+1 extén la isomorfia gp o+1 associada a p.
I per total €T1, f'5(wp,al)=g -1, g+1(al), on B és el menor ordinal tal que al € Tlg

&'p,p+1 €xtén la isomorfia gp o+ associada a p.

Per tot fU€ FY, f’i(wp,fu)={T1-u,:Tu € fanSu},
I per tot Tl'“YE f’zi(wp,f"), f'2i+1(wp,f‘-‘,f’2i(wp,f“),Tl'“Y)=T“?,

Aixi, si el moviment n+1 és del tipus a), per tal com hem definit g'p g+ se satisfa (1). I si el
moviment n+1 és del tipus b), per tota posicié p obtinguda a partir de R, per tot ordinal y tal

que I esculli T1-v,, si considerem la isomorfia g'p g+1:T%+1— T1g+1, per un ordinal B>y,
tenim que g'p g+1[T9y]=T1,. Per tant, en aquest cas se satisfa també la condicio (1). B
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9. Models finitament determinats.

9.1. Definicié. Fixem un tipus de semblanca 1. Sigui A una estructura de tipus 1. Fixat
n€w, diem que A és finitament n-determinada sii tota senténcia de Laa(T) de rang
quantificacional s n dela forma aa t V x [statsy( x , t, s)—aasy( x, t,s)]! és vertadera

en A. I diem que A és finitament determinada sii per tot n€w A és finitament n-determinada.

9.2. Observacio. Tota estructura numerable és finitament determinada.
Prova: Pel lema 2.4. 1

Posem un exemple d’estructura no finitament determinada. Partim w; en dos
conjunts estacionaris, Ew! i F®1, Considerem l'estructura (wj, <, E¥!) i la formula
y[Vx(s(x) + x<y)AE(y)]. Observem que {t€Pwj(w)):(wy, <, E¥N)|=Ty[ Vx(s(x) « x<y) A
E(y)1[t]}=E%!. Aixi tenim que (w, <, Ew!)|=statsdy[Vx(s(x) «+ x<y)AE(y)], perd en canvi
(w1, <, Ew)|#aasTy[ Vx(s(x) «+ x<y) A E(y)]. Per tant no és una estructura finitament
determinada. Més endavant mostrarem que hi ha estructrures no numerables que si que ho sén.
Donarem ara un criteri purament algebraic de = f,, per estructures finitament determinades a

partir d'isomorfies parcials.

9.3. Definicié. Donades dues estructures de tipus 1 finit i relacional, A i B, sigui
A*B=(AxB)U(Pw;(A)*Pw(B)). Llavors, fixat n€w, diem que (Fi: ksn) és un sistema back-

and-forth (La,, n)-determinat de A en B sii:

(1) Per cada k=n, cada fe Fy, fCA*B.
(2) Per tot f€F,, per tota $€ Laa(T) atdomica, per tota successié ¢ =Co,...Cr
d’elements del domini de f, Al=¢{ ¢ ] sii Bl=¢[f{ ¢ )]2 |
(3) O¢F,
(4) Si j<k, j,k=ni feFy,
i)VacA dbeB [fU{<a,b>}€F;]
ii)VbeB dacA [fU{<a,b>}€F;]
iii) Hi ha tancats i cofinals CCPw,(A), DSPw;(B), tals que
VseC,VteD [fU{<s,t>} €F;]

! Notacié: t i x sonsuccessions finites qualssevol de variables de segon i de primer ordre, respectivament.

2 Notacié: f( c ) és la successi6 del recorregut de f, f(cy)...f(cy).
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9.4. Definicié. Diem que (Fx:k€ w) és un sistema back-and-forth La,-determinat de A en B
sii per cada n € w, (Fi: k=n) és un sistema back-and-forth (La, n)-determinat de A en B.

9.5. Observacid. Si per cadan€w, (Fin: k=n) és un sistema back-and-forth(Lgs n)-deter-
minat de A en B, llavors si Gx=UpaiFk n, (Gk: k€ w) és un sistema back-and-forth La,deter-

minat de A en B.

9.6. Lema. A és finitament n-determinada sii (#) Per tot re w, si per tot isr qr(y;(s))<n i
Al=aas(yoV...Vyy), llavors hi ha i<r tal que A |=aasy;.

Prova:=3) Suposem que A és finitament n-determinada. Fixem r€ w. Suposem que per tot isr
qr(yi(s))<n i A|=aas(y,V...Vy;). Si no hi hagués isr tal que A |=aasyj, per tot isr,
Al|=stats-wy; . Aixi com que per cada isr, qr(stats-y;— aas-y;)sn, per ser A finitament n-
determinada, Al|=stats-yj— aas-y;j. Per tant, per cada isr, A|=aas—y;. I aixi Al=aas(-y, A
.../A=yr). Absurd. Per tant hi ha isr tal que A |=aasyj;.

&) Suposem que A satisfa (#). Sigui 0=aa TtV x [statsw(;,_t , s)—vaasw(;,-t_, s)] una
senténcia de gr(o)=n. Siguin ‘ai r successions qualssevol d’elements de A i de Pu;(A),
respectivament. Si Al=statsy[ a, r ], com que |=aas(yV-y), Al=aas(yV-y)l a, rl 1
per ser qr(y)<n, per (#), A|=aasy[ a, r] o bé A|=aas-y[ a, r]. Perd com que
A|=statsy( a, r], tenim que Al#aas-y| ‘a, r) Pertant A|=aasy[ a, r].Aixi obtenim

que A|=0, A és doncs finitament n-determinada. i

9.7. Lema. Si A és finitament n-determinada, per tot k<n, per tot a€A, (A,a) és finitament k-
determinada.

Prova: Suposem que A és una estructura finitament n-determinada de tipus 1. Fixem k<n.
Sigui a€ A i ¢{y) una férmula amb una tnica variable lliure, gr(¢(y))sk de la forma aatVvx
[statsy( x , t, s)»aasy( x, t,s)](y). Llavors per ser A finitament n-determinada,
Al=aa t V x Vy[statsy(x , t,s)—aasy( x , t,s)l(y). Aixi, per Logica de Primer Ordre i pel
Lema 3.22., A|=Vy aatV x [statsy( x , t, s)— aasw(?,_t, s)l(y). Aixi en particular
Al=aa t V x [statsy(x , t, s)—aasy( x, t, s)][a]. Aixi doncs (A,a) és finitament k-

determinada. il

9.8. Corol.lari. Si A és una estructura finitament determinada, per tota€ A, (A ,a) és també

una estructura finitament determinada.
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9.9. Lema. Si (Fx: k=n) és un sistema back-and-forth(La, n)-determinat de A en B. Llavors
I) Per tota ¢(xo,...Xp, So..-Sm) € Laa(T): '
(*) Si qr(¢)sksn i fe Fy, llavors per tota successi6é ¢ =Cg,-++Cp, to...tm d’clements
del domini de f, Al=¢{ c ] sii B|=¢{f{ c)].

IT) A i B son estructures finitament n-determinades.
Prova: Suposem que (Fx: k=n) és un sistema back-and-forth (Ls, n)-determinat de A en B.
I) Mostrem per inducci6 sobre la complexitat de les formules que per tota ¢ € Ly,(T) se satisfa
(*): 1) Si ¢ és atomica, qr{i$)=0 per tant, per (2) de la Definici6 9.3, ¢ satisfa (*).
ii) Suposem inductivament que ¢ i y satisfan (*). Si qr(dVy)ski feFy,

Al=dpvyl c] sii Al=¢l c]oAl=yl c]
sii Bl=¢{f( ¢ )] o Bl=y{f( c)]
Per suposit inductiu, ja que qr(p)<k i qr(y)sk.
sii Bl=¢Vylf( c)]
Si qr(-~p)=sk i feFg, Al=—-¢[ c] sii Al ¢ ]
sii Bl#${f( c)]
Per suposit inductiu, ja que qr($p)=qr(-d)sk.
sii B|=-9[f( c)]

iii) Suposem que ¢(x) satisfa (*). Sigui qr{Ixd(x))sk+1sn. Si feFyx+1 i Al=Txdp(x)[ ¢ ],
llavors hi ha a€A tal que Al=¢{x)[ ¢, a]. Sigui be B tal que fU{<a,b>} € Fy (existeix un tal per
(4) i) de la Definicié 9.3.). Llavors, com que gr(d(x))sk, per supdsit inductiu B|=¢(x)[f{ ¢ ),
b]. Per tant B|=3x¢(x)[f(‘c*)]. I analogament es mostra que si BI-EIx¢(x)[f(?)], llavors
Al=Ixd(x)[ ¢ ], per (4) ii) de la Definicié 9.3. iv) Suposem que d(s) satisfa (*). Sigui
qr(aas¢d(s))sk+1sn. Suposem que fe€ Fy+1 i A |=aasp(s)[c]. Llavors
X={rePu(A):Al=¢s)l c, r]} €F(A). Siguin C i D tancats i cofinals CCPw)(A), DSPwy(B),
tals que Vse C,Vte D [fU{<s,t>} € Fi] (existeixen per (4) iii) de la Definicié 9.3.).
Considerem XNC, sigui re XNC (hi ha un element tal perqué la interseccio de dos elements de
¥(A) és no buida, F(A) és un filtre propi). Tal com hem escollit r, Al=¢(s)| ¢, 1li per tot teD
[fU{<r,t>} €F]. Aixi, per suposit inductiu, com que gr(¢(s))<k, tenim que per tot teD,
Bl=¢(s)[f{ ¢ ), t]. Per tant B|=aasd(s)[f(c)]. I analogament es mostra que si
Bl=aasd(s)[f( c )], llavors Al=aasd(s)[ ¢ ], fent tis de nou de (4) iii) de la Definici6 9.3.

IT) Mostrem que per tot € w, i Wo,.--,Wr€ Laa(T) i per tot isr qr{y;)=j<ks=n, feFyi
Al=aas(yoV...Vyy)[ ¢ ], llavors hi ha isr tal que A|=aasy;[ c ]. D’aixd, pel Lema 9.6., se'n

segueix que A és finitament n-determinada. Siguin C i D tancats i cofinals CCPw,(A),
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DCPew (B), tals que VmeC,VteD[fU{<m,t>} €F;]. Sigui Y={m€Pu;(A):Al=yoV...Vy
[ c,m]}. Tenim que Y €F(A). Prenem m €CNY (existeix un element tal perqué la interseccié de
dos tancats i cofinals no és buida). Aixi hi ha isr tal que A|=y;[ ¢ ,m]. Perd llavors, per (*),
com que per cada te€D, fU{<m,t>} €F;, tindrem que B|=y;[f{ "¢ ),t]. Aixi B|=aasy;[f( c)]. I
altre cop per (*) tenim que Al=aasy;[ c ], que és el que voliem mostrar. i

9.10. Observacio6. Fixat un tipus de semblanca T, finit i relacional, fixada una successio de
variables V =Xo,...Xp, So...Sm, Per tot n€w hi ha (llevat de Lyequivaléncia) un nombre finit
de formules de Laa(T), que tenen lliures exactament les variables de v i tenen rang

quantificacional =n.

9.11. Definicié. Fixem una successi6 de variables v i un tipus de semblanca T finit i
relacional. Diem que una formula yeL,,(1), que té lliures exactament les variables de v ital
que qr{w)=n és n-completa en les variables de v , si per tota formula d€L,,(T), que té lliures
exactament les variables de v i tal que gqr(y)=n :

=L V)= V) o |=r,u( v)=-d(V)

9.12. Observacié. Fixat un tipus de semblanga T, finit i relacional, fixada una successié de
variables v , per tot n€w, hi ha un conjunt finit de formules n-completes {wj( v ): jeJ} en les
variables de v , on J+0, que satisfa: |=r,,V {wi( V) jel}.

Prova: Per I'Observaci6 9.10. i la Definicio 9.11. 1

9.13. Definicié. Diem que A= _," B sii per tota senténcia o tal que qr(0)<n, A|=0 sii
B|=0.

9.14. Lema. Si A=[," B iles estructures A i B son finitament n-determinades, llavors hi

ha un sistema back-and-forth( Lgs,n)-determinat de A en B.
Prova: Suposem que A=, " B i que A i B son finitament n-determinades. La col.lecci6 (Fy:

k=n) que definirem a continuacio, €s un sistema back-and-forth(Las n)-determinat de A en B:

Per tot k=n, fe Fx = fCA*B, f és finita, (A, d(f))= 1. X (B, «(f)) 3i

(A, d() i (B, r(f)) son estructures finitament k-determinades.

3 Notacié: "d(f)” és un abreujament per una successi6 qualsevol co,...Cp, to...tm d’elements del domini de la
funcié f i "r(f)” és un abreujament per la successié corresponent del recorregut de f, f(co),...f(cp), f(to)...f(tm).
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Clarament se satisfd (1). I si feF,, llavors (A, d(f)) = 1,,° (B, «(f)), per tant se satisfa (2). I
perser A=1,,° B, @€Fy, aixi se satisfa també (3). Mostrem ara que (Fi: k=n) satisfa (4):
Siguin j<k=n i fe Fx. Suposem que a€ A, sigui d(f)=a,,...ap, to...tm. Fixem una successié de
variables Xo,...Xp, So...Sm, X. Sigui ¢ una férmula j-completa en aquestes variables tal que
Al=¢ld(f),al. Llavors Al|=ax¢[d(f)]. Aixi, com que qr(dxd)sk i per ser feFx (A, d(f)= X
(B, r(f)), tenim que B|=dx$[r(f)]. Aixi hi ha be B tal que B|=¢[r(f), b]. Pero llavors, per ser ¢
una férmula j-completa, b sera tal que (A, d(f),a)= r,,J (B, r(f),b) i pel Lema 9.7., seran
estructures j-determinades. Per tant fU{<a,b>} €F;. D’'una manera analoga es mostra que (Fy:
k=n) satisfa (4) ii). I si d(f)=a,,...ap, to...tm, per mostrar que (Fy: k=n) satisfa (4) iii), fixem
una successié de variables Xo,...Xp, So...Sm, S. Sigui {y;:isr} un conjunt finit de férmules j-
completes en aquestes variables tals que |=y,V...Vy;. Llavors A|=aas(y,V...Vy)ld(f)]. Aixi
per ser (A, d(f)) finitament k-determinat i per ser cada i€ I, qr(y;)<k, pel Lema 9.6., hi ha i€l
tal que A|=aasy;[d(f)]. Com que feFy (A, d(f))= [,k (B, r(f), aixi com que qr(aasy;)sk,
tindrem que B|=aasy;[r(f)]. Sigui C={rePw(A):Al=y;([d(),r]} i D={t€Puw;(B): B|=wy;
[r(f),t]}. Tenim que CeET(A) i De¥ (B). Aixi podem prendre CCC i D’'CD, conjunts tancats i
cofinals. Llavors, per tot re C, per tot t€ D’, per ser y; j-completa (A, d(f),r)= 1,1 (B, «(f),1).

Només ens queda per mostrar que ambdues son estructures finitament j-
determinades. Sigui ¢ una férmula, les variables Iliures de la qual estan entre aquestes Xo,...Xp,
So.--Sm, S; qr(¢)=<j i és de la forma aa t V x [stats’y( x , t ,s")—aas’y( x, t ,s’)]. Volem
mostrar que A|=¢{d(f),r]. Tenim que A|=aasp{d(f)], per ser (A, d(f)) finitament k-determinat i
gr(aasd)sk. Aixi com que A |=aasy;[d(f)] (on y; és la férmula j-completa esmentada
anteriorment), tenim que A|=aas($p/Ay;)[d(f)]. Per tant per ser y; j-completa A |=y;—¢[d(f),r].
Aixi com que A|=y;[d(f),r] tenim que A|=¢[d(f),r]. Per tant (A, d(f),r) és finitament j-
determinada. I com que (A, d(f),r)= 1, (B, «(f),t), (B, r(f),t) també és finitament j-
determinada. Per tant fU{<r,t>} €F;. Aixi se satisfa (4) iii). i

9.15. Teorema. A=y, " B iles estructures A i B son finitament n-determinades sii hi ha un

sistema back-and-forth(Lgg n)-determinat de A en B.
Prova: Pels Lemes 9.9 9.14. §

9.16. Corol.lari. A=, B i A i B son finitament determinades sii hi ha un sistema back-

and-forth Ly-determinat de A en B.
Prova: Pel Teorema 9.15. i I'Observacié 9.5. i
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9.17. Definicié. Donades dues estructures A i B de tipus T finit i relacional, diem que
(Ix:k€w) és un L-sistema back-and-forth* de A en B sii:
(") Per cada k€ w, I és una col.leccié d’isomorfies parcials de A en B.
(2’) Per cada ke w, Qely
(3) Sij<k; jkewifel,
i)VaeA,dbeB [fU{<a,b>}€]]
ii))VbeB JacA [fU{<a,b>} €];]

9.16. Proposicio. Donades dues estructures A i B de tipus T finit i relacional:
A= B sii hi ha un L-sistema back-and-forth de A en B.

Prova: Analogaalade9.16. 1

9.17. Lema. Si A i B son estructures numerables de tipus T finit i relacional i hi ha un L-
sistema back-and-forthde A en B llavors hi ha un sistema back-and-forth Ly,-determinat de A
en B.

Prova: Siguin A i B estructures numerables de tipus T finit i relacional i sigui (Ix:k€ w) un L-
sistema back-and-forthde A en B. Per mostrar que hi ha un sistema back-and-forth Lgs-
determinat de A en B, en tenim prou amb mostrar que, per cada n€ w hi ha un sistema back-
and-forth (Laa, n)-determinat de A en B. Fixem n€w. Per cada me w, sigui I'm=Ujam];.
Mostrarem ara que la col.leccio (Fy:k=n) que definirem a continuacid, és un sistema back-and-
forth( Lag, n)-determinat de A en B:

Per cada k=n, sigui Fy=I"yU{fU{<A ,B>}:fel’\}

Observem que, aixi definida, per tot j,k=n, si j<k, tenim que FxCF;j. Mostrem que satisfa (1)-
(4) de 1a Definicié 9.3.: Clarament satisfa (1). I si f€ F,, per tota formula ¢ € L(t) atdmica, per
(') de la Definici6é 9.17. tenim que, per tota successio ¢ =co,...c; d'elements del domini de f,
Al=¢ ¢ ] sii Bl=¢[f( ¢ )]. Isi d=s(x) per definicié de Fo, per tot ac A, element del domini de
f, es compleix trivialment que A|=s(x)[a, A]i B|=s(x)[f(a), B], per tant Al|=s(x)[a, A] sii
Bl=s(x)[f(a), B]. Aixi, (Fx:k=n) satisfa (2). I per (2') de la Definicié 9.17., @€l per tant
Q¢cF,. Aixi se satisfa també (3). Suposem ara que j<k; j,ksn i fe F. Sigui a€ A. Considerem f
'=f/AxB 5, Per definici6 de F, tenim que f’€I'y. Aixi, per definicié de Iy, hi ha m=k tal que
{eIm. Aixi, per (3") i) de la Definici6 9.17, per ser j<m, hi ha be B tal que f'U{<a,b>} €I;.

Aixi, per definicié de I'j, f’U{<a,b>} €T’j. I per tant, per definicio de Fj, f’U{<a,b>}€F;.

“0On Lésla Logica de Primer Ordre. Podem trobar una caracteritzaci6 d’aquest tipus de sistemes a [3].
50n f/AxB={<x,y>€f: x€A i y€B)
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Llavors si f=f’, tenim que fU{<a,b>}€F;j. I si f#f’, per definici6 de Fj, fU{<a,b>}=f
'U{<a,b>, <A,B>}€F;j, que és el que voliem mostrar. Per tant (Fi:k=n) satisfa (4) i).
Analogament es mostra que satisfa també (4) ii). Suposem que j<k; j,k=n i f€ Fy. Per definici6
de Fx, fU{<A,B>} €Fy. I com que F(CFj, tenim que fU{<A,B>}€F;. Aixi, sent A i B
conjunts numerables, tenim que {A} i {B} son tancats i cofinals (en Pw;(A) i Pw,(B),
respectivament) i satisfan:

Vse{A},Vte (B} [fU{<s,t>}€F;]

Per tant (Fy:k=n) satisfa també (4) iii). Aixi tenim que (Fy:ksn) és un sistema back-and-forth
(Lgg, n)-determinat de A en B. I

9.20. Proposicio. Si A i B son estructures numerables de tipus 7 finit i relacional:

A= BsiiA=[,. B
Prova: Aquest sentit del bicondicional (=) es déna perqué L,, €s una extensio de la Logica
de Primer Ordre. L'altre sentit del bicondicional és un corol.lari del Lema 9.19. |

9.21. Proposici6. Si A i B son estructures no numerables de tipus 7=0, llavors A=, B i

les estructures A i B son finitament determinades.
Prova: Suposem que A i B son estructures no numerables de tipus T7=0. Per provar que
A=1..,B i les estructures A i B son finitament determinades, en tenim prou amb mostrar que

per cada n€w, hi ha un sistema back-and-forth (Lgan)-determinat de A en B. Fixem n€ w.
Mostrarem que la col.leccié (Fy:k=n), que definirem a continuaci6, és un sistema back-and-
forth( L,,, n)-determinat de A en B:

Per cada k=n, sigui F k={gu[<ro,to>,...<rm,tm>}: me w. g és una funcio parcial
injectiva finita de A en B. Per cada ism, r;€Pw(A) i t; €Pw)(B) son conjunts
infinits tals que: per tot a€ domg, a€r; « g(a)€t;. Per cada j<i=m, 6cn, 4Ct,
Iri-rjl=3Ro i [tj-j|=R 0}6

Mostrem que (Fx:k=n) satisfa (1)-(4) de la Definicié 9.3.: Clarament satisfa (1). I si feF,, per
tota formula ¢ € I(1) atomica, per ser f/AxB una funcié parcial injectiva finita de A en E tenim
que, per tota successié ¢ =co,...c; d’elements del domini de f, A|=¢{ c ] sii B|=¢[f( c )]. I si

¢=s(x) per definicio de Fo, per tot a€ A, r€ Pwi(A), a,re domf, es compleix que A|=s(x)[a, r]

6 Fi és el conjunt de funcions f tals que f/AxB és una funcié parcial injectiva finita de A en B, i tal que els
elements de f/(Pw;(A)*Pw(B)) es poden ordenar en una successi6 que té les propietats que hem descrit.
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sii B|=s(x)[f{a), f(r)]. Aixi (Fi:k=n) satisfa (2). I per ser @ una funcié parcial injectiva finita de
A en B, @€F,. Aixi se satisfa també (3).

Suposem que j<k; j,k=n i fe Fy, f=gu{<ro,to>,...<rm,tm>}. Sigui a€A. Cas 1:
a€ domf, no hi ha res a mostrar, perqué per definicié de Fj, f€F;. Cas 2: a¢ domf'i fCAxB,
sigui beB tal que b¢ recf, existeix un element tal perqué recf és finit i B és no numerable.
Llavors fU{<a,b>} és una funcié parcial injectiva finita de A en B. Per tant hem trobat be B tal

que fU{<a,b>} €F;. Cas3: a¢ domf i per tot r€ Pu;(A)Ndomf, a¢r. Sigui beB tal que per tot
te Pu)(B)Nrecf, bé t, existeix un element tal perqué Uj<mt €s un conjunt numerable i B és no

numerable. Aixi en aquest cas, per tal com hem definit F; tenim que hi ha beB tal que
fu{<a,b>} €F;. Cas 4: a¢ domf i hi ha re Pw;(A)Ndomf tal que a€r. Sigui r; el menor conjunt
tal (existeix un element tal perqué domf és un conjunt finit i els elements de Pw;(A)Ndomf

formen una cadena respecte la inclusié). Prenem beB tal que per tot j<i, bet-tj, bé recf.
Existeix un element tal perque |tj-t;|= i recf és un conjunt finit. Llavors, per definici6 de Fj,
hem trobat be B tal que fU{<a,b>} € F;. Aixi hem mostrat per casos que (Fy:k=n) satisfa (4) i).

Analogament es prova que satisfa (4) ii).

Mostrem ara que satisfa (4) iii): Suposem que j<k; j,k=n i fe Fy, f=gu{<ro,t5>, ...
<fm,tm>}. Sigui X=Uj<mri Udomg i sigui X'=Uj<mt; Urecg. Tenim que A-X i A-X’ sén
conjunts no numerables. Siguin Y i Y’ subconjunts infinits numerables de A-X i A-X',
respectivament. Llavors els tancats i cofinals C={rePuw;(A):XUYCr} i D={tePu,(B):
X°'UY’Ct}, per definici6 de F;j satisfan: VreC,Vte D [fU{<s,t>} €F;]. Aixi tenim que (Fj:
k=n) és un sistema back-and-forth(Lg, n)-determinat de Aen B. 1

9.22. Proposicié.R=(R,<) és una estructura finitament determinada.”
Prova: N'hi ha prou amb mostrar que, per cada n€ w, hi ha un sistema back-and-forth (Las
n)-determinat de R en B. Fixem n€ w. Mostrarem que la col.leccié (Fx:k=n) que definirem a

continuacio, és un sistema back-and-forth ( L, n)-determinat de R en R:

Per cada k=n, sigui Fy= {gu[<r0,to>,...<rm,tm>}: meE w. g és una isomorfia
parcial finita de B en B. Per cada ism, 1, t €Pw(R) s6n conjunts infinits tals que:
per tot ac domg, a€r; < g(a)€t;. Per cada ism QCr; i QCt; 8. Per cada j<ism,
1jCr; i per tot a<a’€rj hi ha be rj-1j tal que a<b<a’. Per cada j<ism, tjCt; i per tot
a<a’€t; hi ha be -t tal que a<b<a’}

TR ésel conjunt dels nombres reals amb el seu ordre usual.
8 Q és el conjunt dels nombres racionals.
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Mostrem que (Fi:k=n) satisfa (1)-(4) de la Definicié 9.3.: Clarament satisfa (1). I si feF,, per
tota formula ¢ € I(1) atomica, per ser /RxR una isomorfia parcial finita de R en R, tenim que,
per tota successié ¢ =Co,...c; d’elements del domini de f, Rl=¢ c¢1 sii R|=¢[f(c)]. I si

=s(x) per definici6 de F,, per tot a€R, re Pu)(R), a,re domf, es compleix que R|=s(x)[a, 1]
sii Bl=s(x)[f(a), f(r)]. Aixi (Fy:ksn) satisfa (2). I per ser @ una isomofia parcial finita de R en
R, @€ F,. Aixi se satisfa també (3).

Suposem que j<k; j,ksn i feFy, f=gu{<rq,t5>,...,<tm,tm>}. Sigui a€R. Cas 1:
a€ domf, no hi ha res a mostrar, perqué per definicié de F;, fe F;. Cas 2: a¢ domfi fCRxR, ens
cal contemplar els segiients subcasos: i) Per tot a’e domf, a<a’. Com que el recf és un conjunt
finit, prenem el minim d’aquest conjunt, diguem-li b’. Llavors si beR tal que b<b’(existeix un
element tal per ser R un ordre sense extrems), tenim que fU{<a,b>} és una isomorfia parcial
finita de R en . Per tant hi ha beR tal que fU{<a,b>} €F;. ii) Per tot a’edomf, a>a’. Com
que el recf és un conjunt finit, prenem el maxim d’aquest conjunt, diguem-li b’. Llavors si beR
tal que b>b’(existeix un element tal per ser R un ordre sense extrems), tenim que fU{<a,b>} és
una isomorfia parcial finita de R en R. Per tant hi ha beR tal que fU{<a,b>} €F;. iii) Hi ha
a’,a” € domf tals que a’<a<a”. Com que el domf és un conjunt finit, hi ha c,d € domf tals que
per tot a’,a”€ domf tals que a'<a<a”: a’sc<a<dsa”. Llavors si beER tal que f(c)<b<f(d)
(existeix un element tal perqué R és un ordre dens), tenim que fU{<a,b>} és una isomorfia
parcial finita de R en . Per tant hi ha beR tal que fU{<a,b>} €F;j.

Cas3: a¢domfi per tot r€Pw;(R)Ndomf, a¢r, contemplem els segiients subcasos:

i) Per tot a’edomf, a<a’. Com que el recf és un conjunt finit, prenem el minim d’aquest
conjunt, diguem-li b’. Llavors si beR tal que b>b’ i bé Uj<mt; (existeix un element tal perque
|[{ceR: c>b’}|>R, ien canvi Ujsmt; és numerable), tenim que, per definicié de F;,
fU{<a,b>} €F;. ii) Per tot a'edomf, a>a’. Com que el recf és un conjunt finit, prenem el
maxim d’aquest conjunt, diguem-li b". Llavors si beR tal que b>b'i bé Uj<mt; (existeix un
element tal perqué [{c€R: c<b’}|>R, i en canvi Uj<mt; és numerable), tenim que, per definicio
de Fj, fU{<a,b>} €F;. iii) Hi ha a’,a” € domf tals que a'<a<a”. Com que el domf és un
conjunt finit, hi ha c,de domf tals que per tot a’,a”€ domf tals que a'<a<a”: a’sc<a<d=a".
Llavors si beR tal que f{c)<b<f(d) i bé Uj<mt;j (existeix un element tal perque [{x€R:
f(c)<x<f(d)}|>R, i en canvi Uj<mt; és numerable), tenim que, per definicié de Fj,
fU{<a,b>}€F;.

Cas 4: a¢ domf i hi ha re Po)(R)Ndomf tal que a€r. Sigui r el menor conjunt tal

(existeix un tal perqué domf és un conjunt finit i els elements de Pu;(R)Ndomf formen una
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cadena respecte la inclusié). Contemplem de nou els subcasos segiients: i) Per tot a’€ domf,
a<a’. Com que el recf és un conjunt finit, prenem el minim d’aquest conjunt, diguem-li b'.
Siguin ¢,c’€Q tals que c<c’<b’. Com que, per tot j<i, QCt;, per definicié de Fy, hi ha beB tal
que c<b<c’ i per tot j<i, betj-tj. Llavors tenim que, per definicio de Fj, fU{<a,b>} €F;. ii) Per
tot a’e domf, a>a’. Com que el recf és un conjunt finit, prenem el maxim d’aquest conjunt,
diguem-li b'. Siguin c,c’€Q tals que b’<c'<c. Com que, per tot j<i, QCt;, per definicié de Fi,
hi ha be B tal que c’<b<c i per tot j<i, b€ t;-t;. Llavors tenim que, per definicié de Fj,
fU{<a,b>} €F;. iii) Hi ha a’,a” € domf tals que a'<a<a”. Com que el domf és un conjunt finit,
hi ha c,de domf tals que per tot a’,a” € domf tals que a’<a<a”: a’sc<a<dsa”. Siguin e,’€Q
tals que f(c)<e<e'<f(d). Com que, per tot j<i, QCtj, per definici6 de Fi, hi ha beB tal que
e<b<e’i per tot j<i, be-t;. Llavors tenim que, per definicié de Fj, fU{<a,b>} €F;. Aixi hem
mostrat per casos que (Fi:k=n) satisfa (4) i). Analogament es prova que satisfa (4) ii).

Mostrem ara que satisfa (4) iii): Suposem que j<k; j,ksn i fe Fy, f=gu{<ro,to>, ... -
<rm,tm>}. Sigui X=Uj<mriUdomg i sigui X’=Uj<mtiUrecg. Sigui Y el conjunt resultant
d'afegir a X, per cada c,c’€ X, un nombre irracional i¢ X, tal que c<i<c’ (podem fer-ho perque
el conjunt dels nombres irracionals és dens en R). Analogament sigui Y’ el conjunt resultant
d’afegir a X', per cada c,c’€ X’, un nombre irracional i¢ X’, tal que c<i<c’. Tenim que
Y,Y’€Pu;(R). Considerem ara els segiients tancats i cofinals: C={r€ Pu;(R):YCr} i
D={tePw;(R):Y’Ct}, per definici6 de F; satisfan: Vre C,VteD [fU{<s,t>} €F;]. Aixi tenim
que (Fx: k=n) és un sistema back-and-forth (Lgs n)-determinat de B en R. Per tant R és un
model finitament determinat. i

L'any 1978 M. Kaufmann, a la seva tesi doctoral Some results in stationary logic,
mostra amb procediments de back-and-forth per estructures finitament determinades, els
segiients resultats sobre ordinals:

9.23. Proposici6. Si a i P sén ordinals finitament determinats, llavors a+f i a-f s6n també
ordinals finitament determinats.
Prova: Veure [8] pagines 117-118. 1

9.24. Proposicié. La classe X dels ordinals finitament determinats té les segiients propie-
tats: i) Si a és un ordinal tal que a€X, llavors per tot e a, peX.

ii) w1 €X.
Prova: Veure [8] pagines 116-117.1
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Més endavant, 'any 1981, D.G.Seese, a I'article Stationary Logic and Ordinals,
prova que tot ordinal és finitament determinat. Per concloure aquest capitol donarem aquesta
prova. Enunciem primer un parell de resultats obtinguts per D.G.Seese en el seu article, també
amb procediments deback-and-forth per estructures finitament determinades, i que son
necessaris per a la prova que donarem a continuacio:

9.25. Definici6. Sigui A un ordre lineal. Si per cada a€ A, C, és també un ordre lineal,
diem suma ordenadaa 'ordre lineal £5C, que té per domini la unié disjunta U ¢ ACa i tal que
<ZACa={J, e o<Cauf<c, d>: hi haa,be A tals que a<AbiceCqideCp).

9.26. Proposicié. Fixem n€ w. Sigui A un ordre lineal finitament n-determinat. I per cada
a€A, sigui C,; també un ordre lineal finitament n-determinat. Suposem que per tot a,b€A,
Ca=1,Cy. Llavors, la suma ordenada 25 C,, és un ordre lineal finitament n-determinat.

Prova: Veure [14] pagines 116-120. 8

9.27. Proposicio. Fixem n€w. Sigui A un ordre lineal de cofinalitat «» amb primer element
i amb la propietat que tota subestructura de A de la forma ([a,b), <A), on a,b€ A, és finitament
n-determinada. Llavors A és finitament n-determinat.

Prova: Veure [14] pagina 120. §

9.28. Teorema. Tots els ordinals son finitament determinats.

Prova: Suposem, buscant una contradiccié, que hi ha un ordinal que no és finitament
determinat. Sigui o el menor ordinal tal. Sigui n€ w el menor natural tal que o no és finitament
n-determinat. L'estructura (a,<) és un ordre lineal amb primer element. A més a més, per tot
v.B €, la subestructura de (a,<), I=([y,8), <) és finitament n-determinada. Mostrem-ho:
Suposem el contrari, que hi ha y,p € a tals que I=([y,f), <) no és finitament n-determinada.
Llavors, per definicié d’estructura finitament n-determinada, hi ha una senténcia $€ Laa({<}) tal
que gr($)=n, d=aa t V x [statsy— aasy] per alguna y€ Laa({<}) i I|#¢. Ampliem el llenguatge

afegint una constant y . Tenim que (I, y)|#¢. Llavors, per la Proposicié I1.5. de 'Apendix II: ?

(B, <. v) I#px= ¥

Pero llavors, per definicio de *= ¥ (Definici6 I1.4. de 'Apendix II):

9 $X= Y és la relativitzacié de pax= y .
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(B, <, Vl#aa t V x 2 y [statsy*> ¥ —aasy*= ¥ |

Per tant, per Logica de Primer Ordre, tenim que:

(B, <, Y)l#aa t V x [statsy** Y — aasyx= Y ]
Pero observem que, per definicié de ¢*= Y , ql(w)=qr(wx27). Per tant (B, <, y) no és
finitament n-determinada. Perd llavors, pel Lema 9.7., (B, <) tampoc no és finitament n+1-
determinada. Absurd, perqué hem suposat que tot ordinal menor que a era finitament
determinat. Aixi per la Proposicié 9.27. tenim que la cofinalitat de a no és w.

a no és un ordinal successor. Perque si a=p+1, per algun ordinal B, per tal com
hem escollit a, els ordinals § i 1 serien finitament determinats. Per tant, per la Proposicié
9.23., a també ho seria, contradint el nostre suposit. Aixi doncs, la cofinalitat de o és més gran
que w. A més a més, o esta tancat sota +. Suposem, buscant una contradiccio, que hi hagués
v,p € a tals que y+P=a. Per eleccié de a, y i f serien finitament n-determinats. Per tant, per la
Proposicié 9.23., I'ordinal y+f també ho seria. LLavors, per la Proposicié 9.24. i), a seria
també finitament n-determinat, contradint els nostre suposit. Per tant o esta tancat sota +.
Considerem ara el segiient subconjunt de a, X={B<a: B esta tancat sota +}. X és cofinal en
(a, <). Mostrem-ho: Suposem que y<a. Considerem la funcio fy:a— a que definim a
continuacio:

Per tot A<a, fy(A)=y+A.

fy €s una funcié normal. Definim per recursié h:w— « de la segiient manera,

h(0)=0
h(n+1)=fy(h(n))+1

Sigui B 1a Up e h(n). Per definicié de h, tenim que y<p. A més a més, P €X, doncs si 8,5<p,
llavors 5+8'<P. Provem-ho: Suposem que 5,5'<P. Per definici6 de h, hi ha k, k'€ w-{0} tals
que d<h(k) i '<h(k’). Observem que, per definicié de h, per cada n€ w: h(n)=(y-n)+n. Per
tant:

3+8'<[(y-k)+k] + [(yK)+K'] s[y-(k+K')+(k+K’)]=hk+K")<p.

Aixi per tot y<a, hi ha peX tal que y<p. X és doncs un conjunt cofinal en (a, <). Definim ara
la segiient relacié d’equivaléncia, E, en X: Per tot v, €X, YEB sii (v, <)=,.XB, <). Per
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I'Observaci6 9.10., hi ha (llevat de Ly -equivaléncia) un nombre finit de senténcies de Laa({<})
que tenen rang quantificacional sn. Per tant, la particio associada a E té només un nombre finit
d’elements. Aixi hi ha una classe d’equivaléncia, diguem-li Y, d’aquesta particid, que és cofinal
en (a, <). Altrament X no seria cofinal en (o, <). Sigui 0 una senténcia n-completa de
Laa({<}) tal que pertot BeY, (B, <)|=0. Per definicié de X, pertot BeY, P esta tancat sota +.

Aixi per tot BeY, (a, <, +)|=VX'Vy'(x'<yAy'<y— x’+y’<y)[B]. I com que per tot €Y,
(B,<)|=0, per la Proposicié II.5. de 'Apéndix II, per tot B€Y: (a, <, +)|=02<Y[B]. Aixi,
afegint a aquests dos darrers resultats el fet que Y és un conjunt cofinal en (a, <) tenim que:

(a, <, H)I=VxTy[Xx<yAoZ<YAVX VY (X<yAy'<y— x'+y'<y)]

Considerem ara Th(a, <, +) 19, Pel Teorema de Completesa per L3, hi ha un model d’aquesta
teoria, C=(C, <¢, +¢), que té cardinalitat ;. Llavors:

Cl=VxTy[x<yAoZYAVX VY (X' <yAy'<y— X'+y'<y)]

Aixi el conjunt S={ceC: (I;,<¢) esta tancat sota +¢ i (I.,<¢)|=0}!! és cofinal en C. En el

llenguatge dels ordres lineals de la Logica de Primer Ordre podem expressar que un ordre té un
darrer element. Ho fem mitjangant la senténcia p=dxVy(y=x). I en el llenguatge dels ordres
lineals de L,, podem expressar que un ordre té cofinalitat . Podem fer-ho per mitja de la
sentencia y=aasVxdy(yesAxsy) 12, Aixi, per ser o un ordinal limit de cofinalitat major que
w, (a, <, +)|==pA-y. Per tant, com que C=p,, (a, <, +), tindrem que C|=~pA-y. Aixi

doncs, C és un ordre sense darrer element, de cofinalitat major que w. Perd llavors, com que la
cardinalitat de C és w], la seva cofinalitat sera també ). Aix0 ens permet prendre una
successio (sg:p<w;) d’elements de S estrictament creixent i cofinal en C. I aixi :

(C, <€)=X(1,<)[sp, sp+1), <)
A més a més, per definicié de S, per cada p € w, sg+1 esta tancat sota +. Aixi per cada f} € w;:
(Isgsys <°) =([sg, sg+1), <°)

Ja que la funci6 h:lsg,;—[s, s+1) aixi definida: per tot x€lsg,) h(x)=sp+ex,

10 On Th(a, <, +) és el conjunt de totes les senténcies del llenguatge de Ly, de tipus {<, +} vertaderes en el
model (a, <, +).

11 On, per cada c€C, 1c={x€C: x<Sc}

12 Veure 'Observacié 2.15.
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és una isomorfia entre aquestes dues estructures. Per tant:

(C, <c)52(w1’<)([55, Sﬁ-i-]), <c)32(w1,<)(155+] ’ <‘:)

I per cada v,§ € w1, per definici6 de S, (Isy., <€)|=0 i (Isp+}, <°)|=0. Per tant, per ser o una
senténcia n-completai com que pertotd€Y, (3, <)l=0, per tot y,f € w;:

(Isy-rls (C)ELMXI(B’ <)EIagn(ISﬁ+11 <€)

Aixi, com que per tot 3€Y (, <) és finitament n-determinat, per tot v, € w1 també ho seran
(Isysy, <€) i (Isg+y, <©). Per tant, sent w} un ordre lineal finitament n-determinat (Proposici6
9.24.), per la Proposici6 9.26., tenim que X(y1,<)(Isgs), <¢) és finitament n-determinat. Per
tant (C, <€) és finitament n-determinat. Perd com que (C, <€)= .. (o, <), tindrem que (o, <)
sera també finitament n-determinat. Absurd. Hem arribat a una contradiccié. Podem concloure,

doncs, el contrari del que haviem suposat: Tots els ordinals son finitament determinats. I
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En aquest apéndix voldria presentar de manera sistematica, recollint alguns resultats anteriors,
el comportament dels quantificadors introduits, aai stat, respecte els simbols logics A, V, —,
i, Vv:

A : Tenim que:

(1) Faas(dpAy) « aaspAaasy
(2) F-stats(pAy)— statspAstatsy

(Per A.3iel Lema 3.26.)
(Pel Lema 3.15.)

Perd en canvi H statsp/ statsy— stats(d/Ay). Mostrem-ho: Partim w; en dos conjunts
estacionaris, E%i1 i F@1. Considerem el model wj=(wi,€, E¥1, Fw1). Si ¢=dy[Vx
(s(x) «» xey)AE(y)] i y=dy[Vx(s(x) » x€y)AF(y)], tenim que wq|=statsp/\ statsy, perd
w1 |#stats(PpAy).

_V_: Fent contrapositius als resultats obtinguts per A obtenim:

(3) aasd\Vaasy— aas($pVy)
(4) Fstats($pV ) « statspV statsy

(Pel Lema 3.15.)
(Per A.3iel Lema 3.26.)

Perd en canvi Haas($p\/ y)— aasp\aasy. Ens serveix com a contraexemple el mateix que en el
cas V ens ha servit per mostrar que H* statsdp/\statsy— stats(pA\y).

— _: Tenim els segiients resultats:

(5) Faas(¢p— y)— (aash— aasy) (PerA.4)
(6) H(statsp— statsy)— stats(d— y)

Prova: (statsdp— statsy)— —statspV statsy (Per Logica Proposicional)
= (statsp— statsy)— aas-dV statsy (Definici6 2.2.)
—(statsp— statsy)— stats—~p\V statsy (Lema 3.21.)

b (statsp— statsy)— stats(~pVy)
I—(statsdh— statsy)— stats(d— y)

(Per (4) d’aquest apéndix)
(Per Logica Proposicional) 1§
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Pero en canvi H (aasp— aasy)— aas(¢p— ). Ens serveix com a contraexemple el mateix que en
el cas V ens ha servit per mostrar que | statsp/\statsy— stats(pAy). I tenim també que
H- stats(p— y)— (statsdp— statsy). Mostrem-ho: Partim w; en dos conjunts estacionaris, E¥1 i
Fw@i. Considerem el model wy’=(wji,€, E¥1, w). Si ¢=dy[Vx(s(x)« xe y)AE(y)] i
y=Vx(s(x) « x€w), tenim que w1’|=stats(p— y) i w1’|=statsP, perd w;’|#statsy.

4 : Tenim que:
(7) H3xaasd(x, s)— aasIxd(x, s)

Prova: Sigui c una constant que no ocorre en ¢{x,s), tenim que per Logica de Primer Ordre,
Fd(c, s)— 3xd(x, s). Per tant pel Lema 3.14, Faasd(c, s)— aasIxd(x, s). Aixi com que ¢ no
ocorre en §(x, s), pel Lema 5.8. i el Teorema de la Deduccié, H—dxaasd(x, s)— aasIxd(x, s). I

(8) Fstatsdx € s¢(x, s) « Txstatsd(x, s) (Contrapositiu del Lema 3.22.)

Pero en canvi H aasdx¢(x, s)— Ixaasp(x, s). Mostrem-ho: Sigui A una estructura no
numerable qualsevol. Sigui ¢(x, s)=-s(x). Llavors A|=aasdxd(x, s), pero A|#3dxaasd(x, s). I
tenim que H* statsdxd(x, s)— Ixstatsf(x, s) i per mostrar-ho prenem també A no numerable i

Mx, s)=-s(x).
_V _: Tenim que:

(9) —Vxaasi(x, s)« aasVxesi(x, s) (Pel Lema 3.22)
(10) FstatsVxd(x, s)— Vxstatsf(x, s) (Contrapositiu a (7) d’aquest apéndix)

Perd en canvi H Vxaasp(x, s)— aasVxd(x, s). Mostrem-ho: Sigui A una estructura no
numerable qualsevol. Sigui ¢(x, s)=s(x). Llavors A|=Vxaasd(x, s), pero Al#aasVxd(x, s). I
tenim que H* Vxstatsf(x, s)— statsVxd(x, s) i, per mostrar-ho, podem prendre també A no
numerable i $(x, s)=s(x). Finalment tenim que H* Vxstatsdp(x, s)— statsVxesd(x, s). Per
mostrar-ho partim w] en dos conjunts estacionaris, E¥1 i F¥1. Considerem el model
w1=(w,€, E¥1, F@1), Sid(x, s)=dy[Vz(s(z) < ze y)AE(y)]+ E(x). Aixi tenim que w;|=Vx
statsg(x, s), perd wj|#statsVx e s¢(x, s).
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Per ultim veiem quin comportament tenen aai stat entre ells. Tenim que, per i#j:

t#-aasjaasi(si, sj)— aasjaasf(si,s;)
H-stats;stats;{(s;, sj)— statsjstatsjd(s;,s;)
t- stats;aasid(s;, sj)— aas;statsid(si,s;)
t#aas;stats;dxs;,s;)— statsjaas;d(s;, s;)

Com a contraexemple, per les quatre, prenem una estructura A no numerable qualsevol i
¢(si,sj)=siCs;.
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Apéndix I1

En aquest apeéndix mostrarem que L,, és un sistema logic ! regular.
IL. 1. Definicié. Diem que un sistema 1ogic L €és regular si té les segiients propietats:

1. Boole( L) ("L ésta tancat sota connectives booleanes”):
a) Donat un tipus de semblanga T i una senténcia 0 € L(t), hi ha una senténcia
@€L(1) tal que: Per tota estructura A de tipus T, Al=1 ¢ sii Al#1o0.
b) Donat un tipus de semblanga T i senténcies o i ¢ de L(1), hi ha una senténcia
@€L(1) tal que: Per tota estructura A de tipus T, Al=7® sii Al=70 o Al=1¢.

2. Rel( L) ("L permet relativitzacio”):
Sigui 1 un tipus de semblancga, o una senténcia de L(1)i U un simbol predicatiu.
Llavors, per tota estructura A de tipus T, per tot UACA domini d’una subestructura
UA de A, hi ha una senténcia ¢ de tipus TU{ U} tal que: (A, UA)|=L @ sii UA|=L0.

3. Elim( L) ("L permet eliminacié de simbols funcionals i constants”):
Fixat un tipus de semblanga T, per tota senténcia ¢ de L(t), hi ha una senténcia
@€ L(1) 2 tal que: Per tota estructura A de tipus T, Al=r¢® sii Af|=r0.

El sistema logic Ly,esta clarament tancat sota connectives booleanes. I la prova que L,, permet
eliminacié de simbols funcionals i constants, és analoga a la prova que la Logica de Primer
Ordre té aquesta propietat i no presenta cap dificultat especial 3. Mostrem a continuacio que L,
permet relativitzacio:

I Un sistema logic L consta d’una funcié L (que associa a cada tipus de semblanga T el conjunt de senténcies de L
de tipus T) i d’una relacié binaria |=; (que relaciona estructures i senténcies del mateix tipus).

2 Notaci6: 1 és el tipus relacional associat a 7. El tipus 17, a més a més dels simbols relacionals de T, consta

d’un simbol relacional n+1-ari, F, per cada simbol funcional n-ari f€ 1. I d’un simbol relacional unari, C, per cada
constant individual c€1. 1 AT és P'estructura de tipus 17 associada a A: (1) El domini de AT és A. (2) Per cada
simbol relacional Pet, PAT=PA. (3) Per tot simbol funcional f €T n-ari, FAT és la relaci6 associada a la funcié
fA, és a dir: FATa,...ap.1ay sii fA ag...85.1=ap. (4) Per tota constant individual c€t, CAT és la relacié unaria

associada a I'element cA, és a dir: CA%a sii cA=a.

3 Veure [3] Capitol VIII, pagines 115-122.
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II.2. Lema. Sigui A un conjunt qualsevol i BCA, B+@. Si X€¥(A), llavors el conjunt
{snB:se X} €T (B).

Prova: Sigui A un conjunt qualsevol i BCA, B#@. Suposem que X €¥ (A). Per la Proposici6
1.27., hi ha una col.leccié R={f;:n€w} que satisfa:

(*) Per cada new, f:A"*1— A i per tota successi6 d'elements de A, <a:n€w>,
{apmnew}u{fp(ao...an):new} €X.

Considerem la col.leccié R'={f,":n€ w}que definim a continuacié: Per tot ne w, f,":B"*1—=B i

per tota successio d’elements de B, b,...by,

fn'(bo...bp)= | fa(bo...bn) , si fi(bo...bp) EB
bn , altrament

Si T={tePw(B): t esta tancat sota les funcions de R’}, com que R’ és una familia numerable

de funcions finitaries en B, pel Lema 1.26., T és un conjunt tancat i cofinal en Pw;(B). I
TC{snB:s€X}, mostrem-ho: Suposem que t€T. Sigui <b,:n€ w> una enumeracié dels
elements de t. Com que la col.lecci6 R té la propietat (*), el conjunt s=tu
{fa(bo...by):bo...by €t, n€ w} pertany a X. I snB=t, provem-ho: Clarament tCsNB. I si
y€snB, per definicio de s, o bé y€t i en aquest cas no hi ha res a mostrar, o bé y=fy,(b,...b,)
per bo...by €t. En aquest segon cas, com que y€B, considerant ara la funcio f,’, per definicié

de fy,’, tenim que f;'(bo...by)=fu(b,...by)=y. I aixi, com que t esta tancat sota les funcions de
R, yet. Aixi tenim que {sNnB:s€ X} inclou un tancat i cofinal en Pw,(B), per tant

{snB:se X} €F(B).

I1.3. Lema. Sigui A un conjunt qualsevol i BCA, B+@. Si Y€ ¥ (B), llavors el conjunt Y'=
{rePuwi(A): MBeY}€eF(A).

Prova: Suposem que A és un conjunt qualsevol, BCA, B#@ i Ye¥(B). S:gul X un conjunt
tancat i cofinal inclos en Y. Mostrem que X'={r€Pw;(A): rNB€X]} és un conjunt tancat i
cofinal: i) X’ és un conjunt tancat: Sigui <r,:n € w> una cadena numerable d’elements de X'.
Llavors <r,NB:n€ w> és una cadena d’elements de X. Aixi per ser X un conjunt tancat
Une w(taNB)= (Une otn)NB € X. Aixi per definicié de X', Upe wrm€X'. ii) X’ és un conjunt
cofinal: Suposem que t€ Pw;(A). Considerem tNB. Per ser X un conjunt cofinal hi ha s€ X tal
que tNBCs, llavors (tUs)NB=s € X. Per tant, per definicio de X', tUs€ X’ i tCtUs. Aixi X’ és
un conjunt tancat i cofinal inclos en Y’={r€Pw;(A): rNBeY]}. Per tant Y’e¥ (A). I
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I1.4. Definicio. Fixem un tipus de semblanca 1. Sigui y(y) una formula de Laa(1). Per tota
formula $€Lga(T), definim per induccio sobre la complexitat de ¢, ¥, Ja relativitzacio de da y:

(s(x))¥ = s(x)Ay(x) i ¢¥ =¢, per tota altra formula atomica.
(- = ¥

@Vep)¥ = prvepv

(@xdp)¥ = Ax(w(x)AP¥)

(aasp)¥ = aaspv.

II.5. Proposicio. Fixem un tipus de semblanga 7. Sigui A una estructura de tipus T,

w(y) €Laa(t) i B={a€A:A|=y[a]} el domini d'una subestructura B de A. Llavors, per tota

M Xo-.-Xk, So..-Sm) € Laa, per tota successio a,...ax d’elements de B, per tota successié ro...Im
d’elements de Pw (A):

(*) Al=¢¥[a,r] sii  Bl=¢la,rnB] 4

Prova: Ho mostrarem per induccio sobre la complexitat de ¢:

i) ¢ atomica:

Al=si(x;)¥ [a,r] sii Al=si(xp)Ay(x;)[a,r] (per la Definicio I1.4.)
sii aj€r i aj€B
sii ;e NB

sii Bl=si(x;)[a,rnB]
I per tota altra formula atomica ¢:

Al=¢¥[a,r] sii Al=d{a,r] (per la Definicio 11.4.)
sii Al=¢pla,rnB] (perqué ¢ no té variables
predicatives)
sii B|=¢[a,rnB] (perquée BCA 5)

ii) Suposem inductivament que ¢ i ¢ satisfan (*), llavors:

Al=(-p)v[a,r] sii Al=-¢¥[a,r] (per la Definicié I1.4.)
sii Al#¢¥[a,r]
sii B|#¢[a,rnB] (per suposit inductiu)

sii Bl|=-dla,rnB]

4 On a abreuja la successié aq...ax ,  abreuja la successié ro...rm i rNB abreuja la successié 1oNB,..., rmNB.
5B és una subestructura de A.
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Al=(pVe)¥la,r] sii
sii
sii

sii

Apéndix IT

Al=¢vVevlar] (per la Definicié I1.4.)
Al=¢¥[a,r] o Al=p¥[a,r]

B|=¢{a,rnB] o B|=¢p[a,rnB] (per suposit inductiu)
B|=¢pVpla,rnB]

iii) Suposem inductivament que ¢x) satisfa (*), llavors:

Al=(Ixp)¥ [a,r] sii
sii
sii
sii
sii

A l=Tx(y(x)AP¥)[a,r] (per la Definicié 11.4.)
hi ha be A tal que Al=y(x)A\¢¥[a,r,b]

hi ha be B tal que A|=¢¥[a,r,b] (per Definicié de B)
hi ha be B tal que B|=¢[a,rnB,b]  (per supdsit inductiu)
B|=3x¢[a,rnB]

v) Suposem inductivament que dXs) satisfa (*), llavors:

Si Al=(aasp)¥[a,r] Ilavors
llavors
llavors
llavors

llavors

Isi B|=aasp{a,rnB] llavors

Al=aas}¥ [a,r] (per la Definici6 I1.4.)
{tePuwi(A): Al=¢¥[a,r,t]} €T (A)

{tnB: tePwy(A) i Al=¢¥ [a,r,t]} €F(B) (pel Lemall.2.)
{mePuw(B): Bl=¢[a,rnB,m]} € ¥(B) (per supdsit inductiu)

B|=aasjfa,rnB].

{me&Puw(B): Bl=¢{a,rnB,m]} €T (B)

llavors, pel Lema I1.3.,
{tePw(A): hi ha m € Pw;(B) tal que thB=m i B|=¢{a,rnB,m]} €F(A)

llavors
llavors
llavors

{tePwi(A): Al=¢¥ [a,r,t]} €F(A)  (per supdsit inductiu)
A|=aasd¥ [a,r]
Al=(aash)¥ [a,r] (per la Definicié 11.4.)8

I1.6.Corol.lari. Rel(Lgy): Sigui T un tipus de semblanga, o una senténcia de L(1)i U un

simbol predicatiu. Llavors, per tota estructura A de tipus T, per tot UACA domini d’una
subestructura UA de A, hi ha una senténcia ¢ de tipus TU{U} tal que: (A, UA)|=p .0 sii

UA|=LMU.

Prova: Sigui T un tipus de semblanca, 0 una senténcia de L(1)i U un simbol predicatiu.

Suposem que A és una estructura de tipus T, UACA el domini d’'una subestructura UA de A.

Sigui y=Ux. Llavors, per la Definicié I1.4., o¥ és una senténcia de tipus TU{ U} tal que:

(A UA)=p,,0%

sii.  (UAUA)=p,.0 (Per la Proposicio I1.5.)
sii. UAJ=p,,0 |
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En aquest apéndix considerarem un tipus especial de formules, ¢Xs), dels llenguatges de la
logica L,, Adquestes formules tenen la propietat que en tota estructura és vertadera la senténcia

aasg(s) « statsd(s).

Fixat un tipus de semblanga T, sigui X el menor subconjunt de Laa(T) que inclou {y€ Laa(T): @
€s atomica o y=-¢ per alguna ¢ € L,,(1) atomica} i que esta tancat sota V, A, dx, Vx (per cada
variable x de primer ordre) i sota els quantificadors aas i stats (per cada variable s de segon
ordre). Fixem-nos que s(t) i =s(t) son formules de X perd en canvi —=s(t) i ~=-s(t) no ho
son perque el conjunt X no esta tancat sota negacions. Observem que, per la Definicié 2.2. i per
Logica de Primer Ordre, per tota ¢ € Laa(T), hi haye X tal que |=1 b+ .

ITI.1. Definicié. Diem que una variable predicativa s ocorre només positivament en weXsii
no hi ha cap terme t, del llenguatge L,a(T), tal que —s(t) ocorri en y.

II1.2. Definicié. Suposem que ¢p€ Laa(1). Diem que una variable predicativa s ocorre només

positivament en ¢sii hi ha yeX tal que |=f,,+ y i s ocorre només positivament en .

II1.3. Lema. Si s és una variable predicativa que ocorre només positivament en dXs), per tota
estructura A de tipus T, per tot t€ Pw)(A): (*) Si Al=p,,(t], llavors per tot t'€ Pwi(A) tal que
tcr, Al=p,, dlt'].

Prova: En tenim prou amb mostrar que per tota formula y€X, on s ocorre només
positivament, es compleix (*). Podem mostrar-ho per induccié en X. La prova no presenta cap

dificultat especial.

I11.4. Proposici6. Sis és una variable predicativa que ocorre només positivament en ¢xs),
per tota estructura A de tipus T: Al=y aasd(s) sii Hiha tePu;(A) tal que Al=p,,dt] sii

Al=], statsdXs).

Prova: D'una banda, tenim que: A|=r,,aas{(s) sii Hi ha tePw(A) tal que A=, d{t]. El

condicional en el sentit &) es dona pel Lema II1.3. i perqué {t'€Pu;(A):tCt’} €F(A). I el
condicional en el sentit =) perqué @¢¥(A). D’altra banda, tenim que: Hi ha tePwj(A) tal que

Al=p,0lt] sii Al=p,,statsdp(s). El condicional en el sentit =) es dona pel Lema IIL.3. i
perqué {t'€Puw;(A):tCt’} és estacionari. I el condicional en el sentit <) perqué @ no és un

conjunt estacionari. il
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IIL.5. Definicié. Suposem que p€ Laa(T). Diem que una variable predicativa s ocorre només
negativament en ¢sii s ocorre només positivament en —.

II1.6. Proposicié. Per tota d(s) € Laa(T), si s ocorre només negativament en ¢(s), llavors per
tota estructura A de tipus T: Al=p,, statsd(s) sii Pertot tePwj(A), Al=p,,Plt].
Prova: Al=p stats(s) sii Al#,,aas~(s)

sii No hi hatePe)(A) tal que Al=p,,~lt]

(Per la Proposici6 ITI.4. i 1a Definicié II1.5.)

sii Per tot tEPml(A), Al'had)[t]. ]

II1.7. Corol.lari. Per tota d(s) € Laa(T), si s ocorre només negativament en ¢(s), llavors per

tota estructura A de tipus T: Al=p_, statsd(s) sii Al=p,,aasi(s).
Prova: <) Pel Lema 3.21. =) Per la Proposicié I11.6. I
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