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els arbres d'altura Sú) i les següents estructures algebraiques: els grups abelíans, els móduls so­

bre un anell numerable i els cossos [, IR i (Qp. Algunes característiques importants d'aquests ti­
pus de models són les següents: Tota teoria de PrimerOrdre consistent i amb models infinits té

un model fmitament determinat de cardinalitat � 1; tot model finitament determinat té una subes­

tructura Laa-elemental de cardinalitat s� 1; sumes disjuntes i productes finits de models finita­

ment determinats són finitament determinats, i sumes ordenades de models finitament determi­

nats són finitament determinades, si tots els seus components són Laa-equivalents. Trobem
també resultats recents interessants, sobre aquest tipus de models, en relació amb la Teoria de

I'Estabilitat. Per citar-ne algun, tenim que, si T és una teoria de Primer Ordre tal que tots els

seus models són finitament determinats, T és una teoria estable 5.

Aquest treball pretén presentar d'una manera sistemática les característiques básí­

ques de la Lógica Estacionaria. Per aixó, el treball recull resultats dispersos en diferents articles

i en dóna una presentació unitaria. En alguns d'aquests articles els resultats eren formulats

sense prova o només amb un esbós. En aquest casos, he presentat amb detall les proves. El tre­

baIl conté també resposta a algunes preguntes que han anat sorgint alllarg de la seva elaboració.

Exposo a continuació el contingut dels diferents capítols en que he dividit el treball, i indicaré
els articles més importants de referencia de cadascun dels capítols. El capítol 1 és una introduc­

ció al filtre dels tancats i cofinals. És un capítol preliminar que serveix per familiaritzar-nos amb

aquest filtre, a partir del qual es defineix el quantificador aa. Una bona introducció al filtre deIs

tancats i cofinals és l'article de W. Kueker Counteble approximations and Lowenbeim-Skolcm
tbeorems 6, on podem trobar una caracterització d'aquest filtre en termes de jocs. En el capítol 2

exposo la sintaxi i la semántica deIs llenguatges de Las i dono algunes mostres del poder ex­
pressiu d'aquesta lógica, En el capítol 3 introdueixo un sistema axiomátic per Las i provo alguns
metateoremes importants d'aquest sistema. En els capítols del 4 al 6 es dóna la prova del

Teorema de Completesa. Per als capítols del 2 al 6, l'article básic de referencia és el de K. J.

Barwise, M. Kaufmann i M. Makkai, Stationary Logie. En el capítol 7 mostro que Las és una
extensió propia de L(Qd. L'article d'introducció a la lógica L(Q¡Jés l'article de H. J. Keisler

Logic with the qusntifier "Tbere exist uneountablymeny'": A més a més, en la tesi doctoral de

M. Kaufmann, Some results in stationary Iogic, podem trobar la definició dels procediments de

baek-and-forthper aquesta lógica. En el capítol8 provo que falla el Teorema d'Interpolació per
Las- A l'article de J. A. Makowsky i S. Shelah The theorems ofBetb and Craig in abstraetmo-

5 Veure [13] pagina 894.

6 Veure [11]
7 Veure [10]
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del theory JI. Compact Logics 8 podem trobar la referencia d'aquesta prova. Finalment, en el

capítol9 es defineixen e1s models finitament determinats i, amb l'ajut de procediments de beck­

and-forthper a aquest tipus de models, es prova que l'ordre deIs reals és finitament determinat i

també ho són tots els ordinals. Per la definició de model finitament determinat i les seves pro­

pietats básiques es pot veure l'artic1e de P. C. Eklof i A. H. Mekler Stationary Logic ofFinite­

lyDetenninate Structures 9. Podem trobar una descripció dels procediments back-and-forthper

a estructures finitament determinades a la tesi doctoral de M. Kaufmann. 1 per últim, podem
trobar la prova que tot ordinal és finitament determinat, a l'artic1e de D. G. Seese Stationary
Logic and ordinals 10. Un cop exposat el contingut d'aquest treball, només em queda desitjar
que sigui d'utilitat a totes aquelles persones que es vulguin introduir en l'estudi d'aquesta lógica
i espero que la lectura d'aquest treball els pugui ajudar a descobrir la importancia que té per a la

Teoria de Models actual.

Bellaterra, 7 de febrer del 1992

8 Veure [12]
9 Veure [4]
10 Veure [14]
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1. Preliminars. El filtre deIs tancats i cofinals.

En aquest capítol, en primer lloc, íntroduirem el filtre l' (A) deIs conjunts tancats i

cofinals d'un conjunt A i provarem que l'(A) és un filtre ool-complet i normal i d'altres propie­
tats básiques seves. En segon lloc donarem una caracterització de l'(A) en termes de jocs. 1 fi-

nalment mostrarem la correspondencia que hi ha entre el filtre deIs conjunts tancats i cofmals de

001 i el filtre f(A) d'un conjunt A de cardinalitat 001.

1.1. Definició. Si A és un conjunt i )(Q>wl(A) 1 diem que:

1. X és cofinal sii 2 per tot tEPWl(A), hi ha rEX tal que t�r.

2. X és tancat sii per tota cadena (respecte a la inclusió), <rn:n E 00>, numerable

d'elements de X, Un€W rnEX.

1.2. Definició. Diem que l' és un filtre (propi)sobre un conjunt S sii l' és una col.lecció de

subconjunts de S tal que:
i) SEl'.

ii) Si X El' i YEl', llavors XnYEl'.

iii) Si X,Y�S, XEl' i X�Y, llavors YEl'.

iv) 0(l'.

1.3. Definició. Donat un conjunt A*0, sigui l'(A)={X�PWl(A): X inclou un conjunt tancat

i cofinal}.

1.4. Lema. Per tot conjunt A, si X,Y�Pwl(A) són tancats i cofinals, llavors XnY és tancat i

cofmal.

Prova: Siguin X,Y�Pwl(A) tancats i cofinals. i) XnY és tancat: Sigui <rn:nEW> una cadena

numerable d'elements de XnY, ho sera per tant de X i de Y. Abó, donat que aquests conjunts
són tancats, Un€W rnEX i Un€W rnEY, per tant Un€W rnEXnY. ii) XnY és cofinal: Sigui
tEPWl(A), construím per recursió una cadena numerable d'elements de PWl(A), <rn:nEoo> que

satisfa:

lNotació: Direm que un conjunt Xés numerable si IXI<Wl. 1 donat un conjunt A, PWl(A)={X�A: X és

numerable} .

2Notació: A partir d'ara "sii" abreujará "si i soIs si".
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El filtre dels tancats i cofinals

ro=t

rn+ 1 = un element de X que inclou rn, si n és parell
un element de Y que inclou rn, si n és senar

La successió <rn:n E co > esta ben definida ja que, si n és un parell, per ser X cofinal i rn un

conjunt numerable, hi ha XEX tal que rn\:x. 1 si n és senar, per ser Y cofinal i rn un conjunt
numerable, hi ha yEY tal que rn\:y. Així <r2n+l:nElO> és una cadena numerable d'elements de

y amb suprem r=UnE wrn. 1 <r2n: O<n > és una cadena numerable d'elements de X que té

també com a suprem r.Així per ser ambdós conjunts tancats rEX i rEY. Per tant tenim que

rEXnY i t\:r.1

1.5. Proposició. Per tot conjunt A+0, f(A) és un filtre sobre P(I)l(A).
Prova: i) P(I)l(A)Ef(A) perqué P(I)l(A) és tancat i cofinal. ii) Si X,YEf(A), llavors

XnY Ef(A), pellema 1.4. ili) Si XEf(A), llavors inclou un tancat i cofinal. 1 per tant si

Y\:P(I)!(A) i X\:Y, llavors Y inclou també un tancat i cofinal. Així YEf(A) .•

1.6. Definició. Un filtre f sobre un conjunt S és principal si hi ha X\:S tal que f=

{Y\:S:X\:Y} .

1.7. Proposició. Si A és un conjunt numerable no buit, f(A) és un filtre principal sobre

P(I)!(A) i f(A)={Y EP(I)l(A):{A}\:Y}.
Prova: {A} és tancat i cofinal, per tant {A} Ef(A). Així per tot Y\:P(I)l(A), si {A}\:Y llavors

YEf(A), perqué f(A) és un filtre (per iii) de la definició 1.2.). Inversament, si YEf(A),
Yn{A}+0, per ii) i iv) de la definició 1.2. Així {A}\:Y. Per tant f(A)={Y\:P(I)l(A):
{A} \:Y}, iHA) és un filtre príncípal.ñ

1.8. Definició. Donat un conjunt S, diem que un filtre f sobre S és x-cotnplet sú per tota

col.lecció e\:f tal que lel < K, neEf.

1.9. Lema. Per tot conjunt A, si {Xn:nE ce} és una col.lecció numerable de tancats i cofinals,
la seva intersecció és tancat i cofinal.

Prova: Sigui y=nnEw Xn. i) Y és cofinal: Si tEP(I)l(A), construím per recursió una successió

<rn:nE co> que satisfa: ro és un element de X¿ que inclou t (existeix perqué X¿ és cofinal) i su­

posant definit rn, rn+ 1 és un element de Xon ...nXn+ 1 que inclou rn (existeix perqué del Lema

1.4. se'n segueix que la intersecció d'un nombre finit de tancats i cofinals és tancat i cofinal).
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El filtre deIs tancats i cofinals

Així construida, per tot n,m E 00, si nSm, rm EXn, així per ser cada Xn tancat UmOi!:nrn =

UnEwrnEXn. Per tant tenim que t�UnEWrn i UnEwrnEY. ii) y és tancat: Si <rn:nEW> és una

cadena numerable d'elements de Y, en particular ho és de cada Xn. Així per tot n E 00, per ser

Xn tancat, UnEW rnEXn. Per tant UnEW rnEY. I

1.10. Corol.lari. Donat un conjunt A*0, el filtre f(A) és ool-complet.

1.11. Observació. Si A és un conjunt no numerable, f(A) no és un filtre principal.
Prova: Per tot rEPWl(A), per ser A no numerable, el conjunt {r'EPWl(A): r'-r*0} és tancat i

cofinal. Així per tot rEPWl(A), {r'EPWl(A): r'*r}, que inclou el conjunt {r'EPWl(A): r'-r*0},
pertany a f(A). Per tant nf(A)=0, així f(A) no és un filtre principal (ja que si hi hagués
X�Pwl(A), X*0 tal que f(A)={Y�PWl(A):X�Y}, llavors com que X�nf(A), nf(A)*0).1

1.12. Definició. Si A és conjunt i <Xa:aEA> una col.lecció de subconjunts de PWl(A),
la intersecció diagonal de <Xa:aEA>, �aEAXa , és el conjunt {rEPWl(A): rEnaErXa}.

1.13. Definició. Donat un conjunt A*0, diem que un filtre f sobre PWl(A) és nonnalsi esta

tancat sota interseccions diagonals.

1.14. Lema. Per tot conjunt A, si <Xa:aEA> és una col.lecció de tancats i cofmals, llavors

�aEAXa és tancat i cofmal.

Prova: i) �aEAXa és tancat: Sigui <rn:nEoo> una cadena numerable d'elements de �aEAXa i
r=UnEwrn. Suposem que aer, llavors hi ha nEoo tal que as r-, així per tot man aErm, per tant

rmEXa, dones rmE�aEAXa. Així per ser Xa tancat, Um�rn=rEXa. Llavors rEnaErXa i així

rE�aEAXa. ii) �aEAXa és cofinal: Si tEPWl(A), construim per recursió una successió

<rn:n E co> d'elements de PWl(A) que satisfa: ro=t i suposant definit rn, rn+ 1 és un element de

naErnXa tal que rn�rn+l (existeix un tal rn+l perqué pel Lema 1.9., en ser rn numerable i

<Xa:aEA> una col.lecció de tancats i cofinals, naE DlXa és un conjunt tancat i cofinal).
Mostrem ara que si r=UnEwrn, rEnaErXa: Si aEr, llavors hi ha nEOO tal que aErn. Per tant per

definició de la successió <rn:nE 00>, per tot m>n rm E Xa. Així <rm:m>n> és una cadena nume­

rable d'elements de Xa. Per tant com que Xa és tancat, Um>nrm=rEXa. Així rE�aEAXa i lQ.1

1.15. Coro1.1ari. Per tot conjunt A*0, el filtreHA) és normal.

Observem que si <Xa:aEA> és una col.lecció de tancats i cofinals, tal com hem definit la

intersecció diagonal, naEAXa��aEAXa. Pero en general naEAXa*�aEAXa. Posem un

exemple: Sigui A un conjunt no numerable. Considerem per cada ae A, el conjunt
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El filtre deIs taneats i cofinals

Xa={ tEPIIl¡(A): aEt}. Per tot aEA, XaEf(A). Per tant, per ser A no numerable, naEAXa=0.
Així naEAXaflf(A), pero pel Corol.lari 1.15. tenim que�EAXaEf(A).

Observem també que, per un conjunt qualsevol A, si <Xa:aEA> i <Ya:aEA> són col.leccions

de tancats i cofinals tals que: per tot aEA, Xa�Y� llavors per definició de intersecció diagonal,
.6.aEAXa�aEAYa·

1.16. Definició. Sigui A un conjunt, diem que Y�PIIl¡(A) és estecionerisñ per tot taneat i

cofinal X, XnY*0.

1.17. Observació. Per tot conjunt A, per tot X,Y�IIl¡(A):
i) Si Y és estacionari i X és taneat i cofmal, llavors XnY és estacionario

ii) Si X és tancat i cofinal, X és estacionario

iii) Si Y és estacionari, Y és cofmal.

Prova: i) Si Z és taneat i cofinal Zn(XnY)=(ZnX)nY*0 (ja que Y és estacionari i, pel Lema

1.4., ZnX és tancat i cofínal), Per tant XnY és estacionario ií) Pel Lema 1.4. la intersecció de

dos taneats i cofinals no és buida, és un taneat i cofinal. Per tant si X és taneat i cofinalla inter­

secció de qualsevol tancat i cofinal amb X sera no buida, així X sera un conjunt estacionario iii)
Sigui rEPIIl¡(A). Llavors el conjunt Xr={r'EPIIl¡(A):r�r'} és taneat i cofinal. Així si Y és esta­

cionari, XrnY*0. Per tant hi ha r'EY tal que r.;:r'. Així Y és cofinal.

1.18. Lema. Donat un conjunt A*0, XEf(A) sii X intersecta no vácuament a tot conjunt
estacionario

Prova: D'una banda, per definició de conjunt estacionari, si XEf(A), llavors X intersecta no
vácuament a tot conjunt estacionario D'altra banda, si X intersecta no vácuament a tot conjunt
estacionari, llavors PIIl¡(A)-X no és estacionario Si ho fos, (PIIl¡(A)-X)nX*0. Per tant, hi ha un
taneat i cofinal Y tal que (PIIl¡(A)-X)nY =0. Així Y�X. Llavors XEf(A). I

1.19. Corol.lari. Donat un conjunt A*0, Y és estacionari sii PIIl¡(A)-Yflf(A).

1.20. Definició. Diem que un filtre f sobre un conjunt S és un ultrafiltresii per tot X�S, o

XEf o S-XEf.

1.21. Proposició. Si A és un conjunt no numerable i Y és estacionari, llavors hi ha una

col.lecció no numerable de subconjunts estacionaris de Y disjunts dos a dos.
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El filtre deIs tancats i cofinals

Prova: Per l'axioma d'elecció, escollim per cada rEPw¡(A) una funció injectiva fr:r- ce, i

considerem per tot a EA, per tot nEú), el conjunt Xn,a={rEPw¡(A): fr(a)=n}. Mostrem ara que,

per tot aEA, el conjunt Ba=UnEwXn,a és tancat i cofinal. Fixem aEA, l1avors: O Ba és cofinal:

Sigui tEPw¡(A), llavors si r=tu{a} i n=fr(a), tenim que rEXn,ai pertant tenim rEBa tal que

t�r. ii) Ba és tancat: Sigui <rn:nEú» una cadena numerable d'elements de Ba, sigui r=UnEwrn.
Llavors as r i si k= fr(a), rE Xk,a�Ba. Per tant rEBa. Així donat que Y és estacionari, YnBa
és estacionari també, per l'Observació 1.17 O. A més arnés, hi ha n E co tal que Xn,any és esta­

cionari; altrament si per cada n Eú) hi hagués un tancat i cofinal Cn tal que Xn,anYnCn =0, lla­
vors YnBan(nnEwCn)=0. Absurd perqué nnEwCn és un tancat i cofinal (pel Lema 1.9). Així

per tot aEA hi ha nEú) tal que YnXn,a és estacionario Sigui na el nombre menor amb aquesta

propietat. Considerem, per tot ncco, el conjunt Dn={aEA:na=n}. Per algun m eco, Dm és no

numerable, dones UnEwD=A i A és un conjunt no numerable. Així {YnXm,a:aEDm} és una

col.lecció no numerable de subconjunts de Y estacionaris i els seus elements són disjunts dos a

dos (fíxem-nos que si a=b, Xn,an Xn,b=0). I

Observem que d'aquesta proposició se'n segueix que, si A és un conjunt no numerable, tot

conjunt estacionari en A és no numerable. 1 per tant, tot conjunt tancat i cofinal en A és també

no numerable. Pero de la Proposició 1.21. se'n segueix un altre corol.lari que ens fa coneíxer
una característica important del filtre 'f(A): Sigui A un conjunt no numerable. Tenim que

Pw¡(A) E'f(A). Llavors, per la Proposició 1.21., podem partir Pw¡(A) en dos conjunt esta­

cionaris, Xi Y=Pw¡(A)-X. 1 per tant X�HA) i y�HA). Així:

1.22. Corol.lari. Si A és un conjunt no numerable, 'f(A) no és un ultrafiltre.

Donem a continuació, amb l'ajut de jocs, un criteri per determinar per tot conjunt A:I=0, quan
X�Pw¡(A) pertany a HA).

1.23. Definició. Si A és un conjunt no buit, sigui GX(A) el següentjoc entre dos jugadors, I
i 11:

i) Gx(A) consta de ú) moviments.

ii) Al enesím moviment tira primer 1 un element 3nEA i després tira 11 un element

bnEA.
iíi) Si {an:nEú)} és el conjunt de les tirades de I al final deIjoc i {bn:nEú)}les de 11,
guanya el jugador 11 si {an:nEú)}u{bn:nEú)} EX. Altrament guanya l.

1.24. Definició. Diem que fés una [unció finitiuia en un conjunt A sii per algun n E co,

f: An+l_A.
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El filtre dels tancats i cofinals

1.25. Definició. Diem que un conjunt t�A esta tancat sota una funcióf: An+l_A, si per tot

ao ...anEt, f(ao ...an)Et.

1.26. Lema. Si 'R és una família numerable de funcions fínitáries enA, llavors el conjunt T=

{tEPw¡(A): testa tancat sota les funcions de 'R} és tancat i cofinal en Pw¡(A) .

Prova: i) T és tancat: Si <tn:nEw> és una cadena d'elements de T, sigui t=UnEwtn. Llavors si

ao ...anEt, hi ha nEw tal que ao ...anEtn, així com que tnET, per tota fE'R f(ao ...an)E tn. Per

tant f(ao ...an)Et. Així testa tancat sota les funcions de 'R, tET. ii) Tés cofinal: Si rEPw¡(A),
sigui r' el conjunt resultant de tancar r sota les funcions de 'R. Donat que 'R és una família nu-

merable de funcions fínitáries, r'EPw¡(A), així r'ET i r�r'. I

Una estrategia per a un jugador, en un joc G qualsevol, és un conjunt d'instruccions que diuen

al jugador com ha de tirar. Una estrategia per al jugador II en el joc Gx(A) és una col.lecció de

funcions 'R= { fn:n E co} tals que, per cada nEW, fn té per domini totes les possibles tirades de

l'altre jugador en els n primers moviments. Diem que II esta usant una estrategia 'R, si en el

enesim moviment tira fn(ao ...an), on ao ...an són les tirades de 1 en els n primers moviments.

Diem que II té una estrategia guanyadora, 'R, si sempre que II usa 'R guanya.

1.27. Proposició. Per tot conjunt A:F0, X�w¡(A) pertany a f(A) sii el jugador II té una

estrategia guanyadora pel joc Gx(A), és a dir, sii:
(*) Hi ha una col.lecció 'R={ fn:nE oi} de funcions tals que: per cada ne co, fn:An+1_A i per tota

successió d'elements de A, <an:nEw>, {an:nEw}u{fn(ao ...ao.):nEw} EX.
Prova: *=) Suposem (*) i considerem T= {tE Pw¡(A):t esta tancat sota les funcions de 'R}. Pel

Lema 1.26., T és tancat i cofinal. A més a més T�X. Suposem que tET. Sigui <an:nEw> una

enumeració deis elements de t. Com que tET, testa tancat sota les funcions de 'R. Així tenim

que t=tu{fn(ao ... 8n): a¿ ...8nEt, nEw}. 1 aquest darrer conjunt, per (*), pertany a X. Així tEX.
Per tant com que X inclou un tancat i cofinal, XEf(A).

===*) Suposem que X Ef(A). Sigui Y�X tancat i cofinal. Considerem el conjunt (WA)-

{O} de totes les successions finites no nul.1es d'elements de A 3. Definim per recursió sobre la

relació ben fonamentada � en el conjunt (WA)-{0}, una col.lecció < St :tE(WA)-{0}>
d'elements de Y tal que:

i) Si Kt', St�st'

3 Notació: (WA)-{0}.:{t:n+l-+A: nEW}
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El filtre deIs tancats i cofinals

ii) Si t : n+1-A, llavors t(n)Est

Aquesta successió esta ben definida, per cofinalitat de Y. Sigui P= {Pm:m E ce} una partició de 00

en 00 conjunts de cardinalitat 00 disjunts dos a dos i tals que: per tot n,mEOO, si nEPm llavors

msn 4. Per elecció fixem, per tot mEOO, per cada successió t de longitud m 5, una bijecció
gt:Pm- st 6. Definirem ara una col.lecció 'R={ fn:nEoo}de funcions que satisfaran (*):

Per cada n E 00, fn:An+1_A i per tot 80 ... 30 EA, fn(80 ...30)=g<ao. ..am>(n)
(on Pm és l'únic conjunt de la partició tal que nEPm).

Verifiquem que la col.lecció 'R satisfa (*): Sigui <30:n E 00> una successió d'elements de A,
tenim que per cada nEOO, s<ao. .. an>EY. Considerem s=UnEws<ao...an>. Tenim que sEY, per­

que Y és tancat. Veiem que {30:nEoo}u{fn(80 ...an):nEOO}=s. D'una banda, per definició de la

col.lecció 'R, tenim que {fn(80 ...an):nEOO}�s. 1 {an:nEOO}�s, perqué per íi) de la definició de

la col.lecció <St:tE(WA)-{0}>, per tot nE 00 8nE8<ao. ..an>, i així per tot nEOO tenim que anEs.
Per tant {an:nEoo}u{fn(30 ...an):nEOO}�s. D'altra banda, si xes per algun nEOO, XE8<ao. .. an>.
Així per algun yE P n yCi!:n, x=g<ao ...an>(y). Llavors x=fy(ao ...ay) i per tant

xE {fn(80 ...30):nEOO}. Així s�{an:nEoo}u{fn(80 ...30):nEooL Tenim dones que 'R satisfa (*). I

Finalment veiem la reIació que hi ha, perun conjunt A de cardinalitat 001, entre f(A) i el filtre

deIs tancats i cofinals de 001 7, i entreHA) i altres filtres normals sobre PlIll(A).

1.28. Definició. Sigui A un conjunt de cardinalitat 001, diem que <Aa:a<ú:ll> ésuna filtradó

deAsii:

i) Per tot CX<OOI, AaEPWl(A) i Aa=U�<aA�+1
ii) A=Ua<Wl Aa

1.29. Observació. Si A és un conjunt de cardinalitat 001, tota filtració de A és un conjunt
tancat i cofínal,

1.30. Lema. Per tot conjunt A de cardinalitat 001 hi ha una filtració <Aa:CX«l.)I> de A.

4 Existeix una partició tal: Sigui <Pm :m>o> una enumeració dels nombres primers en ordre creixent, llavors

sigui Pm={Pmn: n>o} per m>o i sigui Po=w-Um>oPm.
5 Diem que una successió t té longitud m sii t:m+ 1-+A.
6 En cas que st sigui un conjunt fínít, prenem gt una funció sobre sto
7 Podem trobar la defínició del filtre dels tancats i cofinals per un cardinal K regular, no numerable, i la prova de
les seves propietats básiques a [6), pp.52-61.
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El filtre deis tancats i cofinals

Prova: Sigui {aa: «<e 1} una enumeració de A. Definim per recursió una successió

<Aa:a<wl> de subconjunts numerables de A tal que:

i)Ao=0
ii) Aau{aa}�Aa+l
iii) Si a<wl és un ordinallímit, Aa=Uj3<a A�

Llavors <Aa:a<Wl> és una filtració de A. I

1.31. Corol.lari. Si A és un conjunt de cardinalitat Wl, tot conjunt tancat i cofinal inelou una

filtració de A.

Prova: Sigui X un tancat i cofinal i sigui <Aa:a<wl> una filtració de A (n'existeix una pel
Lema 1.30.). Llavors reenumerant X n {Aa:a<wl} obtenim una filtració de A. I

1.32. Definició. Diem que X�Wl és un conjunt tancaten Wl sii per tot A<Wl, per tota suc­

cessió creixent d'elements de X, <a¡..t:J.l<A> tenim que U¡..t<A. a¡..t e:X.

1.33. Definició. Diem que �Wl és un conjunt cofinaJen Wl sii per tot (3<Wl, hi ha ae:X
tal que (3sa.

1.34. Proposició. Sigui A un conjunt de cardinalitat Wl i <Aa:a<wl> una filtració de A.

Llavors si X�l.Ill(A), Xe:'f(A) sii {a<Wl:Aae:X} inelou un conjunt tancat i cofinal en Wl.

Prova: Suposem que Xe:'f(A). Sigui X'=Xn{Aa:a<w¡}, X' és un conjunt tancat i cofinal.

Sigui Y={a<wl:Aae:X'}: i) y és cofinal en w1: Suposem que (3<W1, consíderem Ag. Per ser
X' cofinal, hi haurá a<w1 tal que A��Aa i Aa e: X'. Per tant (3sa i ae:Y. ii) Y és tancat en w1:

Sigui A<Wl i <a¡..t:J.l<A> una successió creixent d'ordinals de Y. Sigui <(3n:ne:w> una succes­

sió creixent d'ordinals de Y inelosa en aquesta primera i tal que Un<wr3n=U¡..t<A.<l¡.¡. Considerem
la cadena corresponent en X', <A�n:n<w>. Per ser X' un conjunt tancat, Un<wA�n e:X'. Pero

per ser <Aa:a<w1> una filtració de A, Un<wA�n=A(Un<l.Il�n)' Per tant Un<w(3n=U¡..t<A.a¡..t e:Y.
Aixi tenim que el conjunt {a<Wl:Aae:X} inelou el conjunt Y, que és tancat i cofínal en W¡. Per

un argument análeg es mostra que si {a<wl:Aae:X} inclou un conjunt tancat i cofinal en W1,

llavors Xe:'f(A) . I

1.35. Proposició. Si A és un conjunt de cardinalitat W1 i'f un filtre normal sobre Pl.Ill(A)

que satisfa:

(*) Per tot te:PI.Il¡(A), {re:PI.Il¡(A): t�r} e:'f.

Llavors:

i) 'f és un filtre w¡-complet.

9



El filtre dels tancats i cofinals

ii) i'(A)�.
Prova: Suposem que A és un conjunt de cardinalitatWl i i' un filtre normal sobre PWl(A) que
satisfa (*). i) Sigui {Xn:n E co} una col.lecció d'elements de i'. Mostrem que nne: w XnEl' .

Sigui {aa: ex E W ¡} una enumeració de A. Considerem la col.lecció d'elements de i' ,

<Yaa:exEW1>, definida a continuació: Per tot neW, Yan=Xni per exO!:w, Yaa=Pwl(A). Per nor­
mali tat de i', Aa e: w 1Yaa, diguem -li Y, pertany al'. 1 com que i' satísfá (*), el conjunt

Z={ tEPWl(A):{an:nEw }\:t} El'. Considerem YnZ. Per ser i' un filtre, YnZEi'. 1 com que

YnZ\:nne:wx; nne:w XnEf.
ii) Suposem que X E i' (A). Volem mostrar que X El'. Sigui C un tancat i cofinal

indos en X. Sigui. {aa:exEW¡} una enumeració de A. Definim per recursió una filtració de A,

<Aa: c<co 1>, tal que: Per tot ex<w lo Aa E C. Sigui Ao un e1ement de C que contingui ao
(existeix un Aa tal per cofinalitat de C). 1 suposant definit AaEC, sigui Aa+l un element de C

que inclogui Aau{aa+¡} (existeix un Aa+l tal per cofinalitat de C). 1 per exlímit, suposant de­
finits per cada J3<ex, A� E C, sigui Aa=Uf3<a A�. Observem que així definit, Aa pertanyerá a C

perqué C és un conjunt tancat). Considerem ara, per cada ex<Wl, el conjunt Xaa={tEPWl(A):
Aa\:t}. Com que i' satis fa (*), Xaa pertanyerá al'. 1 en ser F normal, la intersecció diagonal
Aae:wIXaa' diguem-li Y, pertany a i'. Pero resulta que Y\:C, vegem-ho. Mostrem en primer
lloc que si tEY, t=Uaae:tAa. Suposem que tEYo Llavors per cada aaEt, per definició de Y,
Aa\:t. Així Uaae:tAa\:t. 1 d'altra banda, tal com hem definit la filtració, per cada ex<Wl,

aaEAa. Per tant t\:Uaae:tAa. Pero com que la filtració és un conjunt tancat, sent t un conjunt

numerable, Uaae:tAa és un element de la filtració i, per tant, de C. Així dones, tEC. Tenim que

Y\:C. 1 com que YEl', per ser F un filtre, CEi'. Finalment com que C esta indos en X, XEi'.

Per tant, i'(A) és el menor filtre normal sobre PWl(A) que satisfa (*). I
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2. Sintaxi i Semántica deIs llenguatges de Laa.

Introduün ara la sintaxi i la semántica dels llenguatges de Laa i donem després
alguns exemples que ens mostraran el poder expressiu d'aquesta lógica,

Fixat un tipus de semblanca T, si L(T) és elllenguatge de la Lógica de Primer Ordre de tipus T;

l'alfabet del llenguatge Laa(T) conté, en addició als símbols de l'alfabet de L(T), un nombre

infinit numerable de variables predicatives So...Sn... i el quantificador Ba. Podem definir Laa(T)
com el conjunt generat per les regles de formació de fórmules de la Lógica de Primer Ordre,
juntament amb les següents:

i) Si s és una variable predicativa i tés un terme de111enguatge L(T), s(t) és una
fórmula de Laa(T).
ií) Si el> és una fórmula de Laa(T) i s una variable predicativa, llavors aasó és una

fórmula de Laa(T).

Sigui per cada terme t de L, varít) el conjunt de les variables que ocorren en t. Definim U(eI», el

conjunt de les variables lliures de eI>, per inducció sobre la complexitat de eI>, afegint a la defmició

usual en Lógica de Primer Ordre les següents clausules:

i) LI(s(t»={s}uvar{t)
ii) L1(aascI»=L1(eI»-{s}

Una sentencia el> de Laa(T) és una fórmula d'aquest llenguatge tal que L1(eI»=0.

2.1. Definició. Donada una estructura A de tipus T, per tot k.me e, si a=a¿ ...ak és una

successió d'elements de A, r=r¿ ... rm una successió d'elements de Pe ¡(A) i

cl>(xo ...Xk,So ...Sm)E Laa(T), definim AI= Laacl>[a,r] per inducció sobre la complexitat de eI>,

afegint a la definició usual en Lógica de Primer Ordre les següents clausules:

i) AI= LaaS¡(Xj) [a,r] sii

ii) AI= .l..aJl3ScI>(s)[a,r] sii
aj Eri

{tEPw¡(A): AI=LuMa,r,t]} Ef(A)
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Sintaxi i Semántica deIs llenguatges de Las

Podríem expressar ii) d'una manera intuitiva, encara que més imprecisa, dient que

AI=LaJl>[a,r,t] per gairebé tot subconjunt numerable t de A.

2.2. Definició. Introduün un nou quantificador, stat:
Per tota fórmula cf>(s) E Laa(T), statsdxs) == def"'aas..,cf>(S).

2.3. Lema. Per tota fórmula óís), AI=statscf>(s) ¡ sii {tEPIIl¡(A): AI=<t>[t]} és estacionario
Prova: AI= statscf>(s) sii AI=..,aas-.cf>(s) (per la Definició 2.2.)

sii {tEPIIl¡(A): AI=..,<t>[t]} (f(A)
sii {tEPIIl¡(A): AI=ct>[t]} és estacionari (pel Corol.lari 1.19.)1

2.4. Lema. Si A és un conjunt numerable, AI=aascf>(s) sii

Prova: AI= aascf>(s) sii {tEPIIl¡(A): AI=ct>[t]} Ef(A)
sii {A} � {tEPIIl¡(A): AI=ct>[t]}
sii AI= <t>[A]

AI= <t>[A].

(per la Proposició 1.7)
1

Veiem ara algunes mostres del poder expressiu de Las:

2.5. Observació. Sigui T un tipus de semblanca, Llavors per tota ct>ELaa(T), podem
expressar "Hi ha un nombre no numerable de x tals que cf>(x)". Ho fem mitjanc;ant la sentencia

cx=aas3x(x(s/'Mx» 2, on s és una variable predicativa que no ocorre en ct>.
Prova: Sigui A una estructura de tipus T tal que AI=cx. Sigui X={tEPIIl¡(A):AI=3:x
(x(sAcf>(x»[t]} i r={aEA:AI=<t>[a]}. Suposem, buscant una contradicció, que r és numerable.

Per cofinalitat de X, hi ha m EX tal que �m. Absurd, perqué m EX i per tant hi ha aEA tal

que AI=ct>[a'] i a'(m. És a dir, hi ha a's r-m. Inversament si AI=..,cx, llavors X(f(A). Per tant

pel Lema 1.19, PIIl¡(A)-X és estacionario Així hi ha tEPIIl¡(A) tal que AI=..,3x(x(sAcf>(x»[t].
Per tant �t. Així r és numerable. 1

2.6. Corol.1ari. Podem definir a Laa el quantificador "Qx" de la lógica L(Q/) 3

Prova: Qx == def aas3:x (s.

¡ Notació: A partir d'ara farem servir 1= enlloc de 1= l-es» sempre que el context ho permeti.
2 Notació: Introduim X ES=defS(X) i X iS=derS(X). 1 aXEscj>=detfu(S(X)!\cj>)i aXiscj>=detffx(..,s(x)Acj».
3 L(QJ) és la lógica que afegeix al Llenguatge de Primer Ordre el quantificador "Qx" i l'interpreta com "Hi ha un
nombre no numerable de x", L'article básic d'introducció a L(Qr�s [lO].
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2.7. Corol.lari. El Teorema de Lówenheim-Skolem ascendent no val per Las.
Prova: Hi ha una sentencia que no té models de cardinalitat major que w: -,Qx(x""x). I

2.8. Corol.lari. El Teorema de Lówenheim-Skolem descendent no val per Las.
Prova: Per tot conjunt de sentencies T, en un llenguatge numerable Laa(T), tal que
Qxíx=xreT, T no té models numerables. I

2.9. Definició. Diem que una lógica L és K-compacta (per un cardinal K) sii per tot conjunt
de sentencies T d'un llenguatge L de la lógica 1., que tingui cardinalitat menor o igual que K,

passa que: Si tot subconjunt finit de T té un model, llavors T té un model.

Veiem ara un altre corol.lari de I'Observació 2.5.:

2.10. Corol.lari. Las no és K-compacta per cap cardinal x>co,

Prova: Hi ha un conjunt T no numerable de sentencies delllenguatge de tipus r=ICa:aEw¡}
(on per cada aEw¡, Ca és un símbol constant individual i per cada a<J3<w¡, ca:f=ctJ) tal que tot
subconjunt finit de T té un model, pero T no té cap model. Prenem T= {-,Qx(x-x)}U {ca.,tctJ:
a<J3<w¡}. I

2.11. Observació. Podem expressar a Laa"R té un nombre numerable de classes

d'equivalencia" mítjancant la sentencia J3=aasVrly{xRy AyEs)Aa (on a és la sentencia de la

Lógica de Primer Ordre que expressa "R és una relació d'equívalencía"),
Prova: Sigui X={tEPw¡(A):AI=Vrly(xRy AyES)[t]}. Suposem que AI=J3. Així XEf(A).
Pero llavors, si R fos una relació d'equivalencia en A amb un nombre no numerable de classes

d'equivalencia, X=0. Absurd, perqué per la definició de filtre (Definició 1.2. iv)), 0(f(A).

Inversament, si R té un nombre numerable de classes d'equivalencia, sigui r un conjunt que
contingui un representant de cada classe. Així rEPw¡(A) i el conjunt Y={tEPw¡(A):�t} és

tancat i cofinal. Per tant com que YOC, XEf(A) i AI=J3. I

2.12. Definició. Sigui K un cardinal i < un ordre lineal en un conjunt A, diem que f:K-A és

una [unció contínua sii per tot ordinal límit «<x, si el Sup{ f(J3 ):J3<a} existeix, llavors

f{a)=Sup{f(J3):J3<a}. 1 diem que f és una [unció normalsii f és una funció contínua i

estrictament creixent.
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2.13. Definició. Si K és un cardinal i < un ordre lineal en un conjunt A. Diem que f:K-A és

una [unció cotinalsii per tot aEA, hi ha o.<K tal que asf(a).

2.14. Observació. La sentencia y=aasElx(x(s/\x""x)/\aasffxVY(Y<X-yEs)/\a (on o és la

sentencia de la Lógica de Primer Ordre que expressa "< és un ordre lineal") és vertadera en una

estructura linealment ordenada A=(A,<) de cardinalitat Wl sii hi ha una funció normal cofínal de

W1 en A i tot element de A té un nombre numerable de predecessors en l'ordre lineal < 4.

Prova: Suposem que AI=y i A té cardinalitat Wl. Llavors el conjunt X={ tEP"'I(A):AI=3:xVy
(y-cx« yES)[t]) pertany a f(A). 1 si aEA, per cofinalitat de X, hi ha rEX tal que {a}�r. Per

tant, com que hi ha a'EA tal que r=PredzIa') 5, tenim que a<a' i Pred«a)�Pred«a')�r. Abó a

té un nombre numerable de predecessors en l'ordre <. Sigui <Aa:a<wl> una filtració de A

inclosa en X (n'existeix una pel Corol.lari 1.30., perqué A té cardinalitat Wl). Per tant la funció

f:Wl-A així definida:

Per tot a<wl, f(a)=a (on Aa=Pred«a»

és normal i cofínal perqué <Aa:a<wl> és una filtració de A. Inversament, sigui < un ordre

lineal en A i sigui funa funció normal cofinal de W1 en A. Suposem que tot element de A té un

nombre numerable de predecessors en l'ordre <. Llavors A té cardinalitat Wl. Així, per ser f
una funció normal i cofínal <Pred«f(a»:a<wl> és una filtració de A incIosa en X. Per tant

XEf(A) i AI=y .•

A L(Q1) es poden caracteritzar els anomenats ordres lineals wl-like (ordres lineals

no numerables tals que tot element de l'ordre té un nombre numerable de predecessors)
mitjancant la sentencia a/\Qx(x=x)/\Vy-.Qx(x<y) (on a és la sentencia de la Lógica de Primer

Ordre que expressa "< és un ordre lineal"). A Laa. podem caracteritzar els ordres lineals strongly
wl-like. Donem un exemple d'ordre lineal wl-like que no sigui strongly wl-like: Prenem Wl

amb el seu ordre usual, i reemplacem cada a<wl per una copia de (Z, <), els nombres enters

amb el seu ordre usual. Diguem A=(A,<) a l'ordre resultant. A és clarament un ordre lineal Wl­

like, pero no és un ordre lineal strongly ce l-like, mostrem-ho: Suposem, buscant una

contradicció, que hi ha una funció cofinal i normal, h, de co 1 en A. Prenem una successió

numerable i estrictament creixent d'ordinals menors que W¡, <an:nE o>, tal que per cada nE ce

{aEA: h(an)<a<h(<Xn,+ 1)} sigui un conjunt infinit (existeix una successió tal perqué h és cofinal

4 Aquest tipus d'ordre s'anomenen usualment "strongly "'1-like orders",
5On per cada aEA Predda)={ x EA:x<a}
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en A i la cofinalitat de A és ú)¡). Sigui �=Un€wcxn' Tenim dones que � és un ordinallímit. Per

tant, per ser huna funció normal i per tal com hem definit la successió <cxn:n e: co>, tenim que

h(�)=Sup{h(cx):cxe:�}=Sup{h(cxn):ne:ú)}. Pero si a és l'element de A tal que a=híñ), per tal
com hem construít A, hi ha b<a pertanyent a la mateixa copia dels enters que a. Pero llavors per
tal com hem definit la successió <cxn:ne:ú», per tot ne:ú), h(cxn)<b. Absurd perqué
a=Sup{h(<Xn):ne: co}. Per tant A no és un ordre lineal strongly ú)¡-like.

2.15. Observació. Podem expressar a Laa"< és un ordre lineal de cofinalitat ú) sense darrer

element" mitjancant la sentencia p=aasVx[3:ye:s(x<y)]¡\ CJ (on CJ és la sentencia de Primer

ordre que expressa "< és un ordre lineal sense darrer element"),
Prova: Sigui X={te:PIAl¡(A):AI=Vx[3:ye:s(x<y)][t]}. Suposem que < és un ordre lineal en A

sense darrer element i f és una funció cofinal de co en A. Llavors si r= { f(n):n e: co } ,

y= {t e: PIAl¡(A):rl:t} és tancat i cofinal. Per tant com que Y�X, tenim que X e: 'f (A) i AI=p.
Inversament, si AI=p, llavors X e: 'f (A). Així X*0. Sigui te:X. Per ser < un ordre lineal sense

darrer element, t és infinit numerable. Prenem dones una bijecció f de co en t. Tenim que f és

una funció cofínal de co en A. Per tant < és un ordre de cofinalitat te. I

L�� ) 6 és la lógica que afegeix el quantificador "Q� x,y" al Llenguatge de Primer
o o

Ordre i que té la següent semántica; Fixat un tipus de semblanca T, per tota estructuraA de ti-

pus T, per tota fórmula cj>e: L(Q� )(T):
o

AI=Q� x,ytp(x,y) sii {<a,b>:AI=cJ>[a,b]} és un ordre lineal sense darrer element i de
o

cofinalitat co en el conjunt {ae:A: hi ha be:A tal queAl=óla.bl].

2.16. Corol.lari. Podem definir a Laa el quantificador "Q� "de la lógica .i�� ).
o o

Prova: Per l'Observació 2.15., podem definir: Q� x.y cl>(x,y)= def aasVx[3:ye: s cl>(x,y)] ¡\ CJ
o

(on CJ és la sentencia de la Lógica de Primer Ordre que expressa "El conjunt dels <x,y> tals que

cl>(x,y) és un ordre lineal sense darrer element"). I

6 cf
La lógica L(Q� ) va ser introduida per S. Shelah en els articles [15] i [16].

o
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2.17. Definició. Diem que un ordre lineaIA=(A,<) és dens sii A té, si més no, dos elements
i si per tot x,ye:A tals que x<y, hi ha ze:A tal que x<z<y. Donat un ordre lineal A=(A,<) diem

que un subconjunt B�A és dens en A sii per tot x,ye:A tals que x<y, hi ha ze:B tal que x<z<y.

1 diem que un ordre lineal A=(A,<) és separablesii A té un subconjunt dens numerable.

2.18. Observació. Podem expressar a Laa"< és un ordre lineal dens separable" mitjancant la
sentencia p=aasVxVy[x<y-gze:s(x<z<y)]/\ CJ (on CJ és la sentencia de Primer Ordre que

expressa "< és un ordre dens").
Prova: L'argument és análeg al de la prova de 2.15. I

Observem que aquesta sentencia de Las no tindrá models en cardinalitats majors que la del

continuo
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3. SLam un sistema deductiu axiomátic per Laa

3.1. Definició. Donada una fórmula <1> diem que lI'és una clausura qussi-univetssl de <f>sii 1II
és obtinguda a partir de prefixar <1> amb un nombre finit (possiblement zero) de quantificadors
del tipus aa i V.

Donem ara un sistema deductiu axiomátic per Las: SLaa- El seu conjunt d'axiomes, A, esta
format per les clausures quasi-universals de les fórmules de les següents formes:

(PO) EIs axiomes de la Lógica de PrimerOrdre.!
A.O aas¡<I>(S¡) - aasj<l>(Sj)

(on Sj no ocorre a <l>(s¡), i <l>(Sj) és el resultat de reemplacar totes les ocorrences
lliures de Si per Sj)

A.l .,aasffx(x"tx) 2

A.2 aas(xEs)

aaSi(Sj� Si) (per i=l=j) 3

A.3 aasó A aasur+« aas(<I>AlII)
A.4 aas(<t>-+lII) - (aasp -+ aasur)
A.5 Vxaas<I>(x,s) - aasVxEs<l>(x,S)
A.6 <I>-aa&P (on s no ocorre lliure en <1»

La seva única regla d'Inferencía és el modus ponens.

Observem que e1s axiomes són correctes. Fixem-nos en particular:

A.l- Sigui A un model. Per serf(A) un filtre, 0ftf(A) (Definició 1.2.iv». Així,
com que {tE PWl(A):AI=.l..[t]}=0, AI=.,aasl...

A.2- Per tot model A, per tot bEA, {tEPWl(A):{b} �t} Ef(A), així Al=aas xEs[b].
1 donat que per tot t'EPWl(A), {tEPWl(A):t'�t} Ef(A), llavors AI=aasi Sj�S¡[t'].

1 D'entre les diferents axiomatitzacions de la Lógica de Primer Ordre prenem la de [5], pagina 104.
2 Nolació: Introduiml.. =def.:lx (x"f'x).
3 Nolació: "Sj� Si" abreuja "Yx (Sj(x)- s¡(x»"

17



SLaa: Un sistema deductiu axiomátic per Laa

A.3- Per tot model A, per tota successió a=a¿ ...ak d'elements de A i tota successió

r=r¿ ... rm d'elements de PlIll(A), si Al=aasívvaasipla.r], llavors {tEPlIll(A):AI=<l>[a,r,t]} Ei'(A)
i {tEPlIll(A): AI=\j1[a,r,t]} Ei'(A). Donat quei'(A) és un filtre (Proposició 1.5.), tenim que la

intersecció d'aquests dos conjunts pertany a i'(A). Així {tEPlIll(A):AI=<f>¡\\j1[a,r,t]}Ei'(A). Per

tant, AI= aas(<Pf\\j1)[a,r]. Així AI=aas4>Aaas\j1-aas(<Pf\\j1)[a,r].
A.4- Per tot model A, per tota successió a=80 ...ak d'elements de A i tota successió

r=r¿ ... rm d'eIements de PlIll(A), si AI=aas(<f>-\j1)[a,r] i Al=aasóla.r], llavors {tEPlIll(A):
AI=eI>-\j1[a,r,t]}Ei'(A) i {tEPlIll(A): Al=óla.r.t] } Ei'(A). Per tant, per ser i'(A) un filtre,

també hi pertany la seva intersecció, que esta inclosa en {tEPlIll(A): AI=w[a,r,t]}. Aíxí aquest
darrer conjunt, per ser i'(A) un filtre, pertany a i'(A). Així Al=aasvla.r]. Llavors tenim que

AI=aas(<f>-\j1)-(aagp ..... aas\j1)[a,r].
A.5- Per tot model A, per tota successió a=a¿ ...ak d'elements de A i tota successió

r=r¿ ... rm d'elements de PlIll(A), si Al=Vxaasóíx.sjla.r], llavors per tot bEA, el conjunt
Xb={ tE PlIll(A):AI=<l>[a,r ,b,t]} Ei'(A). Així, en ser i'(A) un filtre normal (Corol.lari 1.15), te-
nim que abEAXbEi'(A). Per tant, {tEPlIll(A):tEXb, per tot bEt} Ei'(A). Així

{tEPlIll(A):AI=VXEscl>(x)[a,r,t]} Ei'(A). Tenim dones que AI=aasVxEscl>(x,s)[a,r]. Per tant

AI=VxaasP(x,s)-aasVxEscI>(x,s)[a,r].

Ens ajudará a entendre els axiomes del sistema deductiu recordar la Proposició 1.35., en la qual
hem provat que siA és un conjunt de cardinalitat 001, llavors i'(A) és el menor filtre normal so-

bre PlIll(A) que satísfá: per tot tEPlIll(A), {rEPlIll(A): tkr} Ei'(A).

3.2. Definició. Diem que una fórmula <f;is un teorema, i ho denotem per f- Laael>, sii el> per­
tanyal més petit conjunt que inclou A i esta tancat sota modus poneos:

3.3. Ohservació. El conjunt deIs teoremes esta tancat sota clausura quasi-universal.

3.4. Definició. Si L U {el>} és un conjunt de fórmules, diem que <f;is deduible de� i ho de­

notem per L f- Laael>, si el> pertany al més petit conjunt que inclou L, A i esta tancat sota modus

ponens.

3.5. Definició. Una dcducciá de <f;a partir de Eés una seqüencia <CJo ••• (J.n> de fórmules tals

que (J.n=eI> i per cada ísn,
(a) ex¡ és un axioma del cálcul deductiu, o

(b) (J.¡ EL, o
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SLaa: Un sistema deductiu axíomátic per Las

(e) per alguns ji k (j,k<i), <Xi és obtinguda per modus ponensa partir de aj i CXk

(on ak=aj- ai).

3.6. Observació. Hi ha una dedueció de cf> a partir de L sii cf> és deduible de L.

3.7. Observació. Si L 1- Laacf> , llavors L 1= Laacf>.
Prova: Per les observacions que segueixen a l'enunciat dels axiomes i el fet que el modus po­

nenspreserva la satisfacibilitat. I

Provem ara alguns metateoremes d'aquest sistema deduetiu:

3.8. Lema. Donat un sistema deduetiu axiomátic SL el Teorema de la dedueció (Si L,cf>I-L\I1
llavors L 1- Lcf>-W) val si SL satis fa les següents eondicions:

i) Té eom esquemes d'axiomes \I1-(cf>-\I1) i cf>-(\I1-!3) - [(cf>-\I1)-(cf>-!3)]
ii) Té eom a única regla d'ínferencia el modus ponens

Prova: Veure [17]. I

3.9. Teorema de la Dedueeió. Si LA> 1- Laa \11, llavors L 1- Laa cf>-\I1.
Prova: Corol.1ari del Lema 3.8. I

3.10. Corol.lari (Redueeió a I'absurd). Si L,...,cf> 1- Laa W!\.,\I1, llavors L 1- Laacf>.

3.11. Teorema de aa-generalitzaeió. Si LI- Laacf>(s) i s no oeorre lliure en L, llavors
LI-Laaaas:t>(s).
Prova: Sigui s una variable predicativa que no ocorre lliure en L. Mostrarem per indueció que

per tota cf>{s), si LI- Laacf>{s), llavors LI- Laaaascf>(s). Per la Definició 3.4. n'hi ha prou amb

mostrar que el eonjunt X={cf>{S):LI-Laaaascf>{s)} inclou L, A, i esta tancat sota modus ponens

(a) X inclou A: Si cf>{s) EA, llavors aascf>{s} EA, dones aascf>{s} és una clausura quasi­
universal de cf>{s}. Abó L 1-Laaaascf>{s} i per tant cf>{S}EX.

(b) X inclou L: Si cf>(s} E L, donat que s no ocorre lliure a E, cf>(s}- aasóís) E A
(Axioma A.6) per tant permodus ponens: L 1- Laaaascf>{s}. Així cf>{S}EX.

(e) X esta tancat sota modus ponens: Suposem que cf>{s} és obtinguda a partir de
o(s) i de a(s}-cf>(s} per modus ponens i a(s}EX i a(s}-cf>(S}EX. Llavors LI- Laaaasa(s} i
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rf- Laaaas(cx(s}- <I>(s}}. Per tant, per A.4, rf- Las aasnísj-« aasóís) i per modus poneos

rf-Lasaa&l>(s}. Així ct>(S}EX. I

3.12. Teorema de V-generalització. Si r f- Laa<l>(X} i x no ocorre lliure en r., llavors
rf-LasVxct>(x}.
Prova: Análoga a la de 3.11. I

3.13. Definició. Diem que un conjunt de fórmules I és consistent; si I:ff Laa.1

En els propers capítols provarem la completesa del sistema deductiu S1aJr Abans de fer-ho

necessitem una serie de lemes previs:

3.14. Lema. Si f-ct>(s}- tp{s} 4, llavors f-aa&l>(s}- aasuns),
Prova: Suposem que f-ct>(s}- tp{s}

llavors f-aas(ct>(s}- tp{s}}
llavors f-aa&I>(s}- aaS\I1{s}

(per l'Observació 3.3.)
(per A.4) I

3.15. Lema. Si f-ct>(s}- tp{s}, llavors f-statsct>(s}- statS\l1(s}.
Prova: Suposem que I-ct>(s}- ljJ{s}

llavors 1--'\I1(s}- -.<I>(s}
llavors f-aas-. tp{s}- aas-.<I>(s)
llavors

llavors

f--.aas-.<I>(s}- -.aas-.\I1(s}
f-statsct>(s}- statsipís)

(per Log. Prop.)
(per Lema 3.14.)
(per Log. Prop.)
(perDefínició 2.2.)

•

3.16. Lema. Si f-ct>(s}- 11, on s no ocorre mure a '1, llavors f-statsct>(s}-'1.
Prova: Suposem que f-ct>(s)- '1, on s no ocorre mure a '1

llavors f-statsct>(s}-stats'1 (pel Lema3.15.)
llavors f-statsct>(s}- '1 (per A.6 perqué s no ocorre mure a '1). I

3.17. Lema. Si s no ocorre lliure a <1>, llavors f-<I>- aasó i f-<I>- statsé.
Prova: D'una banda tenim que f-<I>-aas4>, per A.6, dones s no ocorre lliure a <1>.

1 d'altra banda 1--.<1>- (<I>-.1) (per PO)
llavors f- -.<1>- aas(<1>- .1} (per A.6, dones s no ocorre lliure a <1> ni a .1)

4 Notació: A partir d'ara farem servir f- enlloc de f-Laasempre que el context ho permeti.
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SLaa: Un sistema deductiu axíomátic per Laa

llavors

llavors

� ..,ep- (aasé-«aas.L)
{ ..,ep, aasó} �aas.L

(per A.4)
(perPO)
(per A.O

�aascJ>-ep
pero llavors {..,ep, aasp] l+aas.L'x-saas.L
així per Reducció a l'Absurd i el Teorema de la Deducció:

Pertant �ep-aa&l>.
1 fent el contrapositiu tenim que �ep- statsó. I

3.18. Lema. Sigui epI una fórmula del tipus statsj ...statsn\ll, i sigui ep2 statsj ...statsnstatr¡ ...
statrjjly]. ..3:Yk\ll, on per tot i, r¡ i Y¡ no ocorren lliures a \11. Llavors �epI -ep2.
Prova: Abreugem per "stats" la successió "statsj ...stats,": per "statr" la successió "statrj ...
statrj" i per "3y" la successió "3:Yl ...3:Yk". Com que per tot i, Y¡ no ocorre lliure a \11, per PO,
tenim: (1) �\II-3Y\ll
i com que lk no ocorre lliure a \11, pel Lema 3.17:

(2) �3Y\II- statlk3Y\II
Si apliquem el Lema 3.17. k-I vegades com que per tot i, r¡ no ocorre lliure a \11, obtenim per

cada i<k:

�statr¡ ..statrk3Y\ll- statr(i_l)...statlk3Y\ll
Així per Lógica Proposicional:

�statr3Y\ll- statlk3Y\II
1 per Lógica Proposicional i (2):

�statr3Y\ll- 3Y\ll
1 per Lógica Proposicional i (1):

�statr3:Y\ll- \11

Finalment, aplicant a aquest darrer resultat obtingut el Lema 3.15., n vegades, tenim que:

l+stats statr3Y\II- stats3:Y\II.
és a dir, �epI - ep2 . I

A continuació podem veure, intuítivament, que el següent teorema diu que la intersecció d'un

conjunt tancat i cofinal amb un d'estacionari és un estacionari (com vam provar a l'Observació

1. 17.i)):
3 .19. Lema. �aasct> /\ statsur - stats(ep/\ \11)
Prova: {aasó A statsur j u (-, stats(ep/\\II)}�aas(..,epV"'\II)

[aasp /\ statsur } U {.., stats(ep/\ \II)}�aas(ct>-"'\II)
{ aasb /\ stats \11 } U (-, stats(ep/\ \11) }�aasct>-aas.., \11

(per Der. 2.2. i PO)
(per Log. Prop.)
(per A.4)

Així per modusponensi Lógica Proposicional,
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SLaa: Un sistema deductiu axiomátic per Laa

{aasó A statsur ] U {.., stats{<t>AW)} f-aas..,W
{aasó A statsur ] U (-, stats{<t>Aw)} f-aas..,W A.., aas..,W (per Definició 2.2.)
Per tant, per reducció a l'absurd: f-aasct> A statse - stats{<t>AW). 1

3.20. Lema. Si s no ocorre lliure a <1>, llavors f-<I> Astatsw - stats{<t>AW).
Prova: Donat que s no ocorre lliure a <1>, llavors f-<I> - aasó (Pel Lema 3.17.)

així f-<I> Astatsur - aas<l>l\statSW
pertant f-<I>l\statsw - stats{<I>Aw) {Pel Lema 3.19.)1

Fixem-nos que el següent teorema ens diu intuítivament que tot conjunt tancat i cofinal és
estacionari (recordem que ho vam provar a l'Observacíó 1.17 .ii»:

3.21. Lema. f-aas<t>- statsó,
Prova: Tenim que {aasé , ..,stats<l>} f-aas<l> 1\ aas-4>

així {aasó , -sstatsó] f-aas{<t>A ..,<1»
(PerDefinició 2.2.)
(Per A.3)

pertant

pero llavors
{aasp , ..,stats<l>}f-aas.l
[aasó , -sstatsó} f- .1 (PerA.O

i per reducció a l'absurd, f-aasct> - stats<l>.1

3.22. Lema. f-Vxaascll(x,s) - aasVxEscll(x,S).
Prova: D'una banda Vxaast>(x,s) - aasVxEst>(x,S) és A.5.

D'altra banda aasVxEscll(x,s)f- aasVxE scll(x,s ) A aasxes (Per A.2)
així aasVxEscll(x,S)f- aas(VXEscll(x,S) A XES) (Per A.3)
per tant aasVxE scll(x,s)f- aast>(x,s ) (Per PO)

Així, com que la variable x no ocorre lliure en aasVXEst>(X,S), pel teorema de

V-generalització, tenim que aasVXEst>(X,S)f-Vxaascll(x,s)
així f-aasVxEscll(x,s)- Vxaaséíx,s),
Per tant, juntament amb A.5, obtenim f-Vxaascll(x,s) - aasvx s scll(x,s). 1

3.23. Lema. f-3.xl ...Xk statsj ...statSn<l> - statsj ...statSn3.xl ... xk<l>.
Prova: N'hi ha prou amb mostrar que f-3.x statsp - stats3.x<l>.

Tenim que f-aasVx..,<I> - aasVx E s..,<I> (PerPO)

pertant f-aasVx..,<I> - Vxaas-di (Pel Lema 3.22)
així f-aasVx..,<I> - -éíxstatsó (Per PO i Def .2.2.)
Pertant f-3.xstats<l> - ..,aasVx..,<I> (PerPO)
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Ifmalment 1-3:xstatsl> - stats3:xcJ> (Per Def. 2.2. i PO)

I

3.24. Lema. Si s no ocorre lliure a cJ>, llavors 1- aas3:x Et sP - stats3:x Et sP.
Prova: Tenim que 1- aas3:xEtscJ>- stats3:xEtscJ>, pel Lema 3.21. Considerem ara una variable

s' que no ocorri en cJ> i que sigui diferent de s. Tenim que l-4&s' s-aas(4&s'), per A.6 perqué
s no ocorre lliure a 4&s' .

Pertant

abó

llavors

llavors

1-cJ>�s'- aas(4&s')A aasís'cs)
1-cJ>�s'- aas(4&s'A s'�s)
l-4&s'- aas(4&s)
1-stats'(4&s')- aas(4&s)

(Per A.2)
(PerA.3)
(PerPO)

(Pel Lema 3.16. perqué s' no ocorre lliure a aas(4&s)
Per tant I-stats(4&s)- aas(4&s)
(Per A.O perqué s no ocorre a stats'(4&s'»
abó 1-stats-I4&s)- aas-J4&s)
(Per Log Prop i Def. 2.2.)
és a dir: 1- statílx Et scJ> - aas3:x Et scJ>. (PerPO) I

Podem donar ara una deducció en SLaa de l'axioma 4 de Keisler: -w3:xQycJ>(x,y) A-wQx3:y
cp(x,y)--wQy3:ycJ>(x,y) (Veure [7]). L'axioma ens diu intuitivament que una unió numerable de

conjunts numerables és numerable. Pel Lema 3.24., fixat un tipus de semblanca T, per tota

cJ>ELaa(T) podem definir Qxrf>=defstats3:xEtsP, on s és una variable predicativa que no ocorre en

cJ>. D'aquestamanera podem provar I'Axioma 4 de Keisler, així reformulat:

3.25. Lema. Sigui s una variable predicativa que no es troba lliure a cJ>, llavors
1-VxaasVy [cp(x,y) - s(y») A aasVx[3:ycp(x,y) - síx)] - aasVy[3:xcp(x�y)'- s(y»).
Prova: Diguem (1) a VxaasVy [cp(x,y) - s(y») i (2) a aasVx[Elycp(x,y) - s(x»).

Tenim que (1) 1- aasVXES Vy [cp(x,y) - s(y») (Per A.5)
així {(1),(2)} l+aasvxes Vy [cp(x,y) - s(y») A (2)
llavors per A.3, {(l),(2)}l-aas(VxEsVy[CP(X,y) - s(y»)AVx[3:ycJ>(x,y) - s(x)])
pertant {(1),(2)}l-aas (Vy [3:xcp(x,y) - s(y»)) (PerPO)
Així 1- (1)A (2) - aasVy(3:xcp(x,y) - s(y»). I

sNotació: On "cp� s" abreuja la fórmula "Vx (cp(x)- s(x»".
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3.26. Lema. I-aas (<t>f\W) - aasó,
Prova: Tenim que 1- 4>I\W- 4>, abó, donat que el conjunt de teoremes esta tancat sota clau­

sura quasi-universal, tenim que I-aas (<t>f\w- 4» i per A.4, que I-aas (<t>f\W) - aasp, I

3.27. Lema. Si Sj és una variable predicativa que no ocorre en�s¡), llavors:
I-VX(Si(X)- Sj(x)) - (�Si)- �Sj)) 6

Prova: Ho mostrarem per inducció sobre la complexitat de 4>. EIs casos en que 4> és atómica,
<f>=(lV�, <l>=...,W o <l>=VY\II(y) són senzills de provar. Considerem el cas <l>=aasw(si,s). Sigui Sj
una variable predicativa que no ocorre en �Si). Si s=Sj, no hi ha res a mostrar. Sigui s una va­

riable predicativa diferent de Sj. Suposem inductivament que

1-Vx(Sj(x) - Sj(x))-(lI1(Si,S)- w(Sj,s))

llavors per Lógica de Primer Ordre tenim que:

llavors, pel Teorema de aa-generalització, com que s no ocorre lliure a VX(Si(X)-Sj(x)),

llavors, pel Lema 3.26., 1-VX(Si(X) - Sj(x))- [aas( lI1(Si,S)-lI1(Sj,s))l\aas(w(sj,S)-lI1(Si,S))]
llavors per A.4, I-VX(Si(X)- Sj(x))- [aasw(Si,S)-aasw(Sj,s))I\aasw(Sj,S)-aasw(Si,S))]
i així 1-VX(Si(X)- Sj(x)) - [aasw(Si,S)- aasw(Sj,s)]. I

6 On <l>(Sj) és obtinguda a partir de <l>(s¡) reemplacant totes les ocorrences lliures de la variable predicativa s¡ per la

variable predicativa Sj.
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4. Models Febles.

En aquest capítol donarem la traducció d'un llenguatge de Las en un llenguatge de la

Lógica de Primer Ordre. Aquesta, en algun sentit, reducció d'una lógica a una altra ens

permetrá aplicar metodes de Teoria de Models de la Lógica de Primer Ordre per provar el teo­

rema de completesa de Las. En aquesta aplicació deIs metodes de la Teoria de Models farem ús

d'un tipus especial d'estructures two-sorted, els models febles, que definirem també en aquest

capítol. A partir d'ara parlarem únicament de tipus de semblanca T numerables i sense símbols

funcionals.

4.1. Definició. Donat un tipus de semblanca T. Si <1> ELaa(T) , diem que 4> és Iliure si no té

constants individuals i si cap variable té dues ocorrences lliures diferents en ella.

4.2. Observació. Tota sentencia sense constants individuals és lliure.

4.3. Definició. Donades dues fórmules lliures <1> i lV de Laa(T) direm que�lV si l'una és oh­

tinguda a partir de l'altra per una substitució de variables per variables.

4.4. Observació. La relació Il. és una relació d'equivalencia en el conjunt de les fórmules

lliures de Laa(T).

Fixem per cada classe d'equivalencía un representant. Observem que tota fórmula lV

de Laa(T) pot ser obtinguda a partir d'alguna fórmula lliure <1> per substitució de variables per

termes. Així podem associar a lV la classe d'equivalencia [<1>].6, la classe de totes aquelles fór-

mutes lliures de laa(T) a partir de les quals podem obtenir lV per substitució. Anomenarem al re­

presentant d'aquesta classe l'esquelet de r¡i el denotarem per lVo. Podem donar ara una traduc­

ció de Laa(T) a un llenguatge L* de la Lógica de PrimerOrdre, amb dos tipus de variables, que
anomenarem respectivament de primer i segon ordre. El tipus de semblanca de L

*

, T*, a més a

més deIs símbols de T, té:

1) Per cada <k.m> E (.¡)X(.¡), <k,m>*<O,O>, un nombre infinit numerable de relators k+m-aris

(on k és el nombre de les variables de primer ordre i m el nombre de les variables de segon or­

dre).
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2) Un nombre infmit numerable de constants proposicionals.
3) El relator binari E.

Definim ara l'operació * de traducció, inductivament:

(s(X»* = xes i (eI»*=<t>, per tota altra fórmula atómica,

(eI>AW)*=(eI»*A (W)*
(-,eI>)*=..,(eI» *

(Vxel»*=Vx(eI»*

Pero * no commutará amb aa. Per donar la traducció, en aquest cas, primer associem a cada

fórmula lliure el>E Laa(T) un símbol de T*- T, diem-li Re¡" de manera que:

i) Per tota fórmula lliure WELaa(T), eI>� W sii Re¡,=Rw.
ii) Si el> té variables lliures (del tipus que siguin), i XI ...Xk,tI ... tm són les succesions

de variables lliures, de primer i de segon ordre respectivament, de el> (una de les

dues succesions pot ser 0, pero no totes dues), llavors Re¡, és un relator k+m-arí.
iii) Si el> és una sentencia, llavors Re¡, és una constant proposicional.

Definim ara (aasó)": (aascI»*=R<aasJ¡)o(XI ...Xn Xn+I ...Xn+k/C¡ ...Cn, YI ...Yk) (tj. .. tm/sI···Sm)

on (aasp)¿ és l'esquelet de aasó: XI ... Xn, Xn+I ...Xk+n, tI ... tm són les variables lliures que

ocorren en (aasó)¿ i CI ...Cn, YI ...Yk, SI ...Sm les constants individuals i variables lliures que

ocorren en aasó (on qualsevol d'elles pot estar repetida en la successió). En cas que aasó no tin­

gui variables lliures ni constants individuals, és a dir, en cas que la successió CI···Cn, YI ...Yk,

s l ...sm sigui buida, aasó sera una sentencia. Llavors, per l'Observació 4.2. aasp sera una fór­

mula lliure. Així aascf>� (aasé)¿ i per tant (aascf»*=R(aas<j>)o =Raascj> sera una constant proposi-
cional. Observem que, abó definida, (aagp)* té les mateixes variables lIiures i constants indivi­

duals que aasó. A partir d'ara abreujarem per
ó" la fórmula (eI»*.

4.5. Observació. Si W és obtinguda a partir de el>per una substitució, llavors w* és obtin­

guda per la mateixa substitució a partir de eI>*.

4.6. Observació. Per tota fórmula el> delllenguatge de primer ordre L de tipus T, eI>*=<t>.
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4.7. Definició. Fixat T, diem que A· és un pre-model feble de Laa(r)sii A* és una estruc­

tura two-sorted de tipus 1'* (on T* és el tipus abans descrit del llenguatge L* al qual traduím
*_ A* A*

.Laa(T», de la forma A -(A, P, E ,R(aascj»o )cj>ELaa(T) on.

i) A és una estructura de primer ordre de tipus T.

ii) P és un conjunt no buit.
...

) EA* CA xP111 _ •

iv) Per cada die Laa(T), R�cj»o e Ak x pm.

Si (aasó)¿ no és una sentencia, R(aascj>)o és un relator k+m-arí, i ja hem descrit abans quina és la

relació entre l'arietat de R(aascj>)o i el nombre de variables lliures de (aasct»o. 1 si (aasé)¿ és una

sentencia, llavors R(aascj»o és una constant proposicional i R�cj>>O és o bé 0 o bé {<0,0>}.

4.8. Definició. Sigui T un tipus de semblanca, Si A* és un pre-model feble de Laa(T), pertot
k.m E co, per tota ct>(Xo •••Xk,So ...sm) E Laa(T), per tota successió a=a¿ ...ak d'elements de A i tota

successió r=r¿ ... rm d'elements de P, definim:

A*I=LaA>[a,r) sii A*I=ct>*[a,r)
On aquesta última és la noció de satisfacció de la Lógica de Primer Ordre two-sotted 1.

4.9. Definició. Fixat T, diem que A * és un model feble de Laa(r) sii:
(1) A* és un pre-model feble de Laa(T).
(2) Per tot k.mece, per tot axioma ct>(Xo •••Xk,So sm) de SLaa 2, per tota successió

a=a¿ ...élk d'elements de A i tota successió r=r¿ rm d'elements de P:

A*1= LaJf>[a,r).
(3) Per tot k,m E ce, pertota ct>(Xo •••Xk,so ...sm) E Laa(T), per tota successió a=a¿ ...ak

d'elements de A i tota successió r=r¿ ... rm d'elements de P, es compleix: Si per tot
tEP A *1= Lafl>[a,r,t), llavors A *1= Laa aasóla.r],

D'una manera intuitiva, si prenem P com una col.lecció de subconjunts numerables de A i EA*
com la relació usual de pertanyenca entre conjunts, aquesta condició (3) ens diu que PEf(A) , ja

que la intersecció de P amb tot conjunt estacionari és diferent del buit. Per veure-ho només ens

I Afegint a la definició usual de satisfacció en Primer Ordre: Si R(aascj»o és una constant proposicional,

A *1=R(aascj>)o si i sois si Rf�)o = 0

2 On SLaaés el sistema axíomátic deductiu definit al capítol 3.
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cal recordar el Lema 1.18. i reformular (3) de la següent manera: Si A*1= las stats4>[a,r] , llavors
hi ha tEP tal que A*1= las <t>[a,r ,t].

4.10. Observació. Sigui r un tipus de semblanca. Per tot conjunt de sentencies 1: del llen­

guatge Laa(T) i per tot model feble A* de Laa(T): Si A*I= las 1: i 1: I-las<P, llavors A*I= LuJf>.
Prova: Per la defmició 4.9. de model feble de Laa(T) i l'Observació 3.6. I
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5. Teorema de Completesa per Models Febles.

En aquest capítol mostrarem el Teorema de Completesa pelsModels Febles de Las,
els models introduíts en el capítol anterior. Per a la prova d'aquest teorema farem servir el se­

güent recurs tecnic: Introduirem una extensió de Las, Kas. Per cada tipus de semblanca T, si U

és un conjunt de constants de segon ordre, sigui Kaa{ruU) l'expansió de Laa(T) obtinguda per
substitució (de variables de segon ordre per constants de U) a partir de les fórmules de Laa{T).
Podem introduir la semántica de Kas, de manera natural, a partir de la semántica de Laa que vam
donar en el capítol 2. Donem també un sistema deductiu axíomátíc per KBIb SKaa: Els seus

axiomes els obtenim a partir deIs axiomes de SLaa per substitució (de variables de segon ordre

per constants de U) i la seva única regla d'ínferencía és el modus ponens: Finalment podem
definir també una traducció deIs llenguatges de Kaa en llenguatges de Primer Ordre, d'una ma­
nera análoga a com vam fer-ho per Laaen el capitol4. Un model feble de Kaa{ruU) sera de la
forma (A* ,UA·)UEU, onA* és un model feble de Laa{T) i per cada ue:U, uA· és un element de

P, el segon domini del model A*.1 podem definir 1=Kas permodels febles, análogament a com
vam fer-ho pels models febles de LBIb a partir de la traducció establerta.

5.1. Definició. Fixat un tipus de semblanca Ti un conjunt de constants de segon ordre U,
diem que un conjunt T de sentencies delllenguatge Kaa{ruU) és méximsmem consistentsii T és

consistent i per tota sentencia oe:Kaa{ruU), oe:T o ...,oe:T.

5.2. Definició. Fixem un tipus de semblanca T i U un conjunt de constants de segon ordre.

Si C iR són conjunts de constants (de primer i segon ordre, respectivament), diem que un

conjunt T de sentencies delllenguatge Kaa{ruU) és exemplificat enCuR sii .

.

i) Per tota sentencia de Kaa{ruU) de la forma ax�x), hi ha ce:C tal que
T�3:x�x)-<t>(xlc).
ii) Per tota sentencia de Kaa(ruU) de la forma statsdxs), hi ha re:R tal que

T� stats4>(s)-�&lr).l

1 Per tota fórmula <jl(x) de Kaa(TlJU), <jl(x/c) és obtinguda a partir de <jl(x) reemplacant tota ocorrenea lliure de x

per la constant c. 1 per tota fórmula cp(s) de Kaa(TUU), cp(s/r) és obtinguda a partir de <jl(s) reemplacant tota
ocorrenca lliure de s per la constant r.
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Direm que Tés exemplificat(en ruV) sii hi ha subconjunts de ruV, C i R, de constants de pri­
mer i segon ordre tals que T és exemplificat en Cuk,

5.3. Definició. Fixat ruV, diem que un model feble A* de Kaa{ruV) és un model csnonic
sii per tota ae:A hi ha una constant de primer ordre Ce:T tal que cA*=a, i per tot te:P hi ha una

constant de segon ordre ue:V tal que uA*=t.

5.4. Definició. Fixat ruV, diem que un model feble A* de Kaa(ruV) és un model numera­
blesi els dominis A i P del model A * són conjunts numerables.

A partir d'ara i al llarg de tot el capítol parlarem només de tipus de semblanca T numerables i

sense símbols funcionals, i de conjunts numerables V de constants de segon ordre.

5.5. Proposició. Fixat TUV, si T és un conjunt de sentencies de Kaa(ruV) máximament
consistent i exemplificat (en ruV), l1avors hi ha un model feble numerable de Kaa(ruV) que és

un mode1 canóníc de T.

Prova: Suposem que T és un conjunt de sentencies de Kaa(ruV) máximament consistent i

exemplificat (en ruV). Sigui {Cn:nEW}Una enumeració del conjunt C de constants de primer
ordre de T i sigui {un:n e: ce} una enumeració del conjunt V. Establim la següent relació

d'equivalencía en el conjunt C: per tot ij e: co, c¡acj sii C¡"'Cj ET. Construím ara, a semblanca
de la construcció de Henkin per la Lógica de Primer Ordre, un mode1 feble de T:

A*-(A P A* R�* A*)-

, ,E , -l.aascjl>O'
u <1> E l.aa(T). uEU

i) Els dos dominis de A* són: A={[c¡1.��: iEW} i P=V.

íi) Per cada CEC, cA*=[cb i per cada ue V, uA* =u.

iii) Per cada relator SET, SA*([eob... [ckl�) sii S(eo ...qJET.
iv) Definim e:A* així: Pertot UEP, tot CEC, [cbEA·u sii u(c)ET.

v) Per tota fórmula <t>ELaa(T): - Si aasp no és una sentencia,

R�:<I»o([c¡]� ... [q]�, Ul···Um) sii (aas4»o(Cl···q,Ul···Um)ET.
- Si aasó és una sentencia, llavors R��)o= 0 sii aasós T,

Fixem-nos que els axiomes d'identitat de PO ens garanteixen que SA*, EA* i

R�)o han estat ben definits. Perqué per ser T un conjunt máximament consistent de senten-
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des de Kaa{TUU), tots aquests axiomes d'identitat pertanyen a T. Tal com ha estat definit, A*

és un pre-model feble de Kaa{TUU) canóníc i numerable. Mostrem, amb l'ajut del següent lema,
que A * és un model feble de T:

5.6. Lema. Per tota fórmula cl>(xl ...Xk,Sl ...Sm) de Laa{T), per tota successió [ c]a=[cl]a ...
[ck]a d'elements de A, per tota successió u =u 1 ...Um d'elements de P:

Prova: Mostrem-ho per inducció sobre la complexitat de 4>:
i) Si 4> és atómica, (#) se satisfa c1arament per definició deA* .

ii) Suposem que 4> i t¡r satisfan (#). Tenim que:

sii cJ>{ e ,
u ) (/.T (per supósit inductiu)

sii ...,4>{ e
,
u ) ET (per ser Tmax. consistent)

A*I=Kaa4>Vt¡r[[c]a,u] sii A*I=Kaa ct>[[c]a,u] oA*I=Kaa t¡r[[c]a,u]
sii cJ>{c ,u)ET o t¡r(c ,u)ET (persup. inductiu)
sii 4>V t¡r( e

,
u )E T (per ser T max. consistent)

iii) Suposem que cJ>{x) satisfa (#).

A *1=Kaa Elxct>[( c]a,u] sii Hi ha aEA tal que A*1=Kaact>[[c]a, a,u]
sii Hi ha dEC tal que [db=a i

- -

A*1= Kaa ct>[[ e ]a,[dh, u ]
sii cJ>{ e , d, u ) E T (per supósít inductiu)
sii ElxcJ>{ e u) E T (per ser T max. con. i exem.)

,

iv) Suposem que 4> és de la forma aasur. Recordem com obteníem aasur a partir de (aas\jl)o. Si

aastp és una sentencia, aast¡r={aast¡r)o. Si aasur no és una sentencia i x¡ ...Xk són les seves va­

riables lliures de primer ordre, Sl ...Sm les seves variables lliures de segon ordre i Ck+l ...Cj les

constants que ocorren en ella, llavors:

aasw={aaS\jl)o(Yl ...Yj!Xl ...Xk, Ck+l ...Cj) (S'l.·.S'm!Sl ...Sm)
On Yl ...Yj, S'l ...S'm són les variables lliures de {aas\jl)o, de primer i segon ordre, respectiva­
mento Llavors tenim que:
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A*I=KaaaaS\l1[[clh ... [ck]a, uj ...um] sii

A *1=R.(aas<jl)o (xj.i.xj¿ Ck+l· ..Cj, sl ...sm)[[c¡]a [ck]a, uj ...um]
(ja que (aast¡r)*=R(aas<jl)o (x¡ ...Xk, Ck+l ...Cj, s¡ Sm» sii

A·

R(aas<jl>O ([C¡h ... [ck]a, [Ck+ ¡]a... [Cj]a, ut ...um) sii

(aast¡r)o(Cl ...Ck, Ck+l ...Cj, U¡ ...um)€T
(Per definició de ��>o ) sii

aasipíc¡ ...Ck, U¡ ...um)€T
(Per tal com obtenim aasur a partir de (aaS\¡I)o) I

Mostrem a partir d'aquest lema, com A * és un model feble de T. Clarament, pel
Lema 5.6., per tota sentencia o€T, A *1=0. Hem vist abans que A* és un pre-model feble, ve­

rifiquem ara les altres dues condicions per mostrar que és un model feble. En primer lloc, si
cf>(xl ...Xk, Sl ...Sm) és un axioma de SKaa' per tota successió e =C¡ ...Ck i per tota successió
-

--

u =U¡ ...Um, per serT máximament consistent, cll( C
,
u )€T. Per tant, pel Lema 5.6., per tota

successió [c]a=[C¡h ... [ckh d'elements de A i per tota successió u =U¡ ...um, d'elements

de P: A*I=Kaa cf>[[c]a,u]. En segon lloc, sigui cf>(Xl ...xj, s¡ ...Sm, s) una fórmula de

Kaa(ruU), [ e h=[c¡h ... [ck]a una successió d'elements de A i u =U¡ ...Um una successió

d'elements de P tals que A*I=Kaa stats4>[[eh,u]. Llavors, pel Lema 5.6., statscll(c ,
u)€T.

Per tant, com que T és un conjunt exemplificat (en ruU), hi ha u' € U tal que cll( e , u , u') € T.
Així aplicant de nou el Lema 5.6., tenim que hi ha u's P (en ser P=U) tal que A * 1= Kaa
<1>[[e ]a,u ,u']. Per tant, A * és un model feble numerable de Kaa(ruU) i un model canónic de

T. Així queda provada la Proposició 5.5. I

5.7. Proposició. Fixat un tipus de semblanca T, si T és un conjunt consistent de sentencies

delllenguatge Laa(T), llavors T es pot extendre a un conjunt de sentencies T' máximament con­

sistent i exemplificat (en iuU) (on n;;;i i U és un conjunt de constants de segon ordre),
Prova: Suposem que Tés un conjunt de sentencies Laa(T) consistent. Expandim elllenguatge
Laa(T) afegint dos conjunts infinits numerables C={en:n€(I)} i U={un:n€(I)} de constants de

primer i de segon ordre respectivament, que són conjunts disjunts entre si i de T. Sigui i=ruC.

Sigui 01 ... on ... una enumeració de les sentencies de Kaa(T'UU). Definim per inducció, per
cada n€(I), un nombre kn€(I) i un conjunt finit de sentencies de Kaa(iuU), Tn tals que:
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(1) Si i<jsn, llavors T¡� r,
(2) Si c¡ o U¡ ocorren en una sentencia de Tn, llavors iskn.
(3) TuTn és consistent.

Sigui ko=O i To=0. 1 suposant definits kn i Tn que satisfan (1), (2) i (3), sigui kn+l=max{kn, i:
c¡ o U¡ ocorren en On+l}+ 1.1 sigui Tn+l:

Cas i):
=Tnu{ ..,On+l}, si Tnu{ On+ il no és consistent amb T

Cas ii)
a)
=TnU{On+l}, si aíxó és consistent amb T i On+l no és de la forma

3:Xl¡I(x) ni de la forma statsipls)
b)

=Tnu{On+l,lJT(X!ckn+l)}, si Tnu{on+¡} és consistent amb T i On+l és de la

forma 3:xlJf(x)
c)

=Tnu{On+l,lJT(slukn+l)}, si Tnu{On+¡} és consistent amb T i On+l és de la

forma statsurís)

Tal i com han estat definits, Tn+l i kn+l satisfan clarament (1) i (2). Provem que també satisfan

(3). Pels casos i), ii) a) és claro Mostrem-ho per separat pels altres dos casos; amb l'ajut deIs

següents lemes:

5.8. Lema. Si e és una constant de primer ordre que no ocorre en L. i L. f-cfl(c), llavors hi ha
una variable y, que no ocorre en ct>, tal que L. f-Vycfl(dy).
Prova: Suposem que e és una constant de primer ordre que no ocorre en L Per l'análeg a la

definició 3.4. per Kaa, en tenim prou amb mostrar que el conjunt X={ct>: hi ha una variable y,
que no ocorre en ct>, tal que L. f-Vycfl(c/y)} inclou L., els axiomes de SKaa i esta tancat sota

modus poneos: i) Sigui ct>EL. i y una variable que no ocorri en ct>. Com que e no ocorre en L.,
tenim que ct>=cfl(c/y). Per tant, per Lógica de PrimerOrdre, L. f-Vycfl(dy). Així ct>EX. ii) Sigui ct>
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un axioma de SKaz Llavors, si y és una variable que no ocorre en 4>, cl>(dy) és també un axioma
de SKaIl Per tant, com que el conjunt dels axiomes de SKaa esta taneat sota clausura quasi­
universal, Vy4>(dy) és també un axioma de SKaIl Per tant L I-Vycf>(dy). Així 4>€X. Iíi) Si

4>EX i <P-lI1€X, llavors hi ha una variable y que no ocorre en 4>i una variable y' que no ocorre

en4>-lI1, tals que L I-Vycl>(dy) i L I-Vy'(4)-lI1)(cly'). Com que y' no ocorre en 4>, substituint
tenim que L 1-Vy'cI>(dy'). Així per Lógica de Primer Ordre, L 1-Vy'[4>A(4)-lI1)] (e/y'), Per
tant L I-Vy'\I1(cly'). Així lI1€X. X esta dones tancat sota modus poneos I

Observem que si hi ha una variable y, que no ocorre en 4>, tal que L I-VYcI>(cly), llavors pertota
variable y'=f:y, que no ocorri en 4>, tindrem que L 1-Vy'cI>(cly'). Perqué per Lógica de Primer

Ordre, com que y' no ocorre en 4>(dy), I-Vy'4>(dy')- Vy4>(cly). Enunciem ara un altre co­

rol.lari del Lema 5.8.:

5.9. Corol.lari. Si e és una constant de primer ordre que no ocorre en 4> ni en L, i Lu{3x4>}
és consistent, llavors LU{ <f>(xlc)} també és consistent.

Així, en el cas ii) b), com que Tnu{on+¡} és consistent amb T i Ckn+l no ocorre en

TuTnu{on+¡} (per definició de kn+l), pel Corol.lari 5.9., tenim que TnU{On+l, lI1(xlCkn+l)}
també és consistent amb T. Per tant en aquest cas se satisfa (3).

5.10. Lema. Si u és una constant de segon ordre que no ocorre en L i L I-cI>(u), llavors hi ha
una variable s, que no ocorre en 4>. tal que L l-aascI>(u/s).
Prova: Suposem que u és una constant de segon ordre que no ocorre en E. Per l'análeg a la

definició 3.4. per Kaa, en tenim prou amb mostrar que el conjunt X={4>: Hi ha una variable s,

que no ocorre en 4>, tal que L I-aascl>(u/s)} inclou L, els axiomes de SKaa i esta taneat sota

modus poneos: i) Sigui 4>€L i s una variable que no ocorri en 4>. Com que.u 'no ocorre en L,
tenim que cf>=cI>(u/s). Per tant, per A.6, L l-aascI>(u/s). Així 4>€X. ii) Sigui 4> un axioma de SKaa,
llavors, si s és una variable que no ocorre en 4>, cl>(u/s) és també un axioma de SKaIl Per tant
com que el conjunt dels axiomes de SKaaesta tancat sota clausura quasi-universal, aasdxu/s) és
també un axioma de SKaa- Per tant L l-aascI>(u/s). Així 4>EX. iii) Si 4>€X i <P-lI1€X, llavors hi
ha una variable s que no ocorre en 4> i una variable s' que no ocorre en 4>-1I1, tals que L

� aasófu/s) i L 1- aas'(ó-s ur )(u/s'). Com que s' no ocorre en 4>. per A.O tenim que L

�aas'cI>(u/s'). Així per A.3, L l-aas'[4>A(4)-lI1)] (u/s'), Per tant L l-aas'lI1(u/s'). Així lI1EX.
X esta dones taneat sota modus ponens: I

34



Teorema de Completesa perModels Febles

Observem que si hi ha una variable s, que no ocorre en eP. tal que E f-aasct>(u/s), llavors per tota
variable s'=I=s, que no ocorri en eP, tindrem que :E f-aas<tl(u/s'). Perqué per A.O, com que s' no

ocorre en ct>(u/s), f-aasct>(u/s') -aasct>(u/s). Enunciem ara un altre corol.lari del Lema 5.10.:

5.11. Corol.lari. Si u és una constant de segon ordre que no ocorre en eP ni en :E, i

:Eu{statsct>} és consistent, llavors :Eu{<t>(slu)} també és consistent.

Així, en el cas ii) e), com que Tnu{ on+¡} és consistent amb T i Ukn+l no ocorre en

TuTnu{on+¡} (per definició de kn+!), pel Corol.lari 5.11., tenim que Tnu{On+I. tp{slukn+l)}
també és consistent amb T. Per tant en aquest cas se satisfá també (3). Considerem ara

T=UnEwTn. Observem que per definició, per tot nEw, Tn és un conjunt consistent. Per tant,
com que {Tn: neto} forma una cadena respecte la inc1usió (cláusula (1) de la definició), T sera

també un conjunt consistent. A més a més, tal i com ha estat definit, per cada sentencia

oEKaiT'uU), oET o ...,oET. Per tant T és un conjunt máximament consistent. 1 per defini­

ció, T és exemplificat (en T'uU). Finalment, com que per tot nEw, Tn és consistent amb T

(cláusula (3) de la definició), T sera també consistent amb T. Per tant, per ser T maximament

consistent, TkT'. Així T és el conjunt de sentencies buscat. Aíxó conc1ou la prova de la

Proposició 5.7. I

5.12. Teorema de Completesa per Models Febles. Si T és un tipus de semblanca nu­

merable i sense símbols funcionals i T és un conjunt de sentencies de Laa(T) consistent, T té un

model feble de Laa(T) numerable.
Prova: Suposem que T és un conjunt consistent de sentencies de Laa(T). Per la proposició 5.7.

podem extendre T a un conjunt de sentencies T máximament consistent i exemplificat (en
T'uU) (on n:T' i U és un conjunt de constants de segon ordre). Sigui A * un model feble de

Kaa(T'uU) de T numerable (existeix un model tal per la Proposició 5.5.). La reducció a T de

A* és un model feble de Laa(T) de T numerable. I
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La proposició principal d'aquest capítol ens mostrara que tot model feble pot ser extes a

un altre model feble amb certes característiques interessants. Si T és un conjunt consistent de
sentencies d'un llenguatge de lea i A* és un model feble numerable de T, aplicant (1)1 vegades
aquesta proposició formarem una cadena de (1) 1 models febles, a partir de A*. La unió

d'aquesta cadena sera un model feble que ens permetrá trobar un model estándard de T.

6.1. Definició. Fixat un tipus de semblanca T, si A * i B* són models febles de Laa(T),
direm que B* és una Laa(T)-extensió deA*, i ho denotarem perA *<LaaB*, siiA*CB* (B* .

és una subestructura de A*) i per tota fórmula <1> de Laa{T) amb parámetres a AUPA- 1,
A*1=LiJP sii B*I= Lia<l>.

6.2. Definició. Diem que <Aa*:a.EA> és una Laa(T)-cadena de models feblessii per tot

a.E�, � EA, tenim que Aa*<LaaAp* .

6.3. Observació. Si <Aa*: a.EA> és una Laa{T)-cadena de models febles i A* és la seva

unió,llavorstenimque: 1) Per tot o ex, Aa*<J..aaA*.
2) A * és un mode1 feble.

Prova: 2) se'n segueix de 1). Provem 1): Fixem-nos que, per definició de la traducció *, el

conjunt X={<I>*:<I>ELaa{T)} és el menor conjunt que inclou X0= {<I>*:<I>E Laa{T) i <1>* és una

fórmula atómica} i que esta tancat sota 1\, .., i 3:. Per tant, per provar 1) en tenim prou amb

mostrar que el conjunt Y={<I>*:<I>ELaa(T}i pertot a.EA. Aa*I=<!>* siiA*I=<!>* (on<l>* pot tenir

parámetres a Au PAa*)} inclou Xoi esta tancat sota 1\,.., i 3:. Mostrem-ho: i) Si <I>*EXo i

a. E A, tenim que Aa*CA *. Per tant <1>* EY. ii) Mostrar que Y esta tancat sota 1\ i .., no

presenta cap dificultat especial. iii) Suposem que <1>* EY. Sigui a. EA.

Si Aa*I=3:x<l>* llavors hi ha aEAa tal que Aa*I=<I>*[a]
llavors hi ha a EAa tal que A *1=<I>*[a]
llavors hi ha aEA tal que A *1=<1>* [a]
llavors A *1=3:x<l>*

(ja que <1>* EY)
(perqué AakA}

1 Notació: Donat un model feble A *, a partir d'ara denotarem per "PA*" el segon domini de A-, que fms ara

havíem anomenat simplement P.
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Si A*I=:fx�* llavors hi ha aEA tal que A*I�*[a]
llavors hi ha � EA, �cx tal que aEA� i A*I=�*[a] (per def. A*)
llavors hi ha �EA, �cx tal que aEA� i AfS*I=�*[a] (per�*EY)
llavors hi ha �EA, �C!:cx tal que AfS*I=:fx�*
llavors Aa*I=:fx�* (perqué Aa*<LaaAfS*) I

6.4. Definició. Sigui A* un model feble numerable de l-aa(T). Sigui statsp una sentencia de

Laa(T) tal que A*1= Laastat�, diem que un model feble de Laa(T) numerable B* és una statsd»
Laa{r)-extensió deA * sii

i)A*<LaaB*

ii) Per algun tEPB*, {bEB: B*I=LaaXES [b,t]}=A. Intuitivament aquesta condició
ens diu que A pertany a PB*. A partir d'ara identificarem t ambA, anomenarem A

al conjunt que satisfará aquesta condició.

iii) B*I= Laa cP[A]

iv) Per tota sentencia aasur tal que A *1= Laa aasur, B*I= Laa W[A]

v) Pertot tEPA*, pertot bEB: B*I=LaaXES [b,t] sii (bEA i A*I=LaaXES [b.tj),
Intuitivament estem demanant per tot tEPA*, que la seva extensió en B* sigui la

mateixa que la seva extensió en A*. (Observem que aquesta condició v) se'n

segueix de i-iv)

6.5. Proposició. Si A* és un model feble de Laa(T) numerable i statsó una sentencia de

Laa(T) A *1= LaaStats�, llavors hi ha un model feble de Laa(T) numerable que és una stats:f>-Laa(T)­
extensió de A * .

Prova: Sigui A* un model feble de Laa(T) numerable i statsó una sentencia de Laa(T), tal que
A *1=LaaStatsP. Sigui r=ru] a :aEA} i U={t :tEPA* }u(A}. Considerem el model A*0=

(A*, a, t)aEA,t EPA' Sigui Z el conjunt de sentencies següent:
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(l¡r(sIA ): lV és una sentencia de Kaa[T'u(U-{A})] i A*ol=aaslp{s)}

Considerem ara el conjunt T=Th(A*o)u{<tX:sI A )}uZ 2. Veurem ara com utilitzant proves

análogues a les utilitzades en les Proposicions 5.5 i 5.7. trobarem un model feble de T que sigui
una stat*,Laa(T)-extensió de A*. Pero abans de construir aquest model donarem un criteri per
determinar quan una sentencia O(&' A ) de Kaa(r'uU) sera consistent amb T, a partir del següent
lema:

6.6. Lema. Tf-o(slA) sii A*ol=aas(<f>-o)3.
Prova: *=) Suposem que A*ol= aas(<f>-o), llavors tal com hem definit T, tenim que

cP(&'A) - O(&'A) ET, per tant, donat que <tX:&' A )E T, Tf-o(&'A).
::::9) Suposem que Tf-o(s/A), llavors hi ha un nombre finit de sentencies

oo(sI A ), ... ,on(slA) de Z tals que Th(A*o)u{<tX:slA),oo(sIA )' ...•on(slA)}f-o(slA).
Sigui s una variable que no ocorre en o. Substituint la constant A per la variable s, tenim que

Th(A*o)f-A¡sno¡-(<f>-o). Així, donat que A no ocorre en Th(A*o), pel Teorema de aa­

generalització Th(A*o)f-aas(A¡sno¡-(<f>-o». Per tant, per A.4, Th(A*o) f-aasA¡sno¡
-+aas(<f>-o). Llavors com que per cada ísn A*ol=aaso¡ (ja que o¡(slA)EZ), per A.3 tenim

que A *01=aasI\¡snO¡. Per tant A*ol=aas(<t>- 0). I

6.7. Corol.lari. Tu {o(sI A)} ésconsistent sii A*ol=stats($f\o).

6.8. Observació. Tés consistente

Prova: A*o és un model feble, en ser-ho A*. Així, A*ol=aas...,J... i pel Lema 3.19. i la

Definició 2.2., com que A *0 1=statsó, llavors A *01= stats(<f>/\-...L). Per tant, pel Coro1.lari 6.7.,
el conjunt T és consistent. I

Expandim ara el llenguatge Kaa(r'uU) afegint dos conjunts numerables C'={Cn:nEW} i

U'={Un:nEW} de constants, de primer i de segon ordre respectivament, i disjunts entre si i de

r', Sigui T"=T'UC' i U"=UuU·. Sigui 01 ...0n ... una enumeració de les sentencies de

Kaa(r"uU"). Definim per inducció, análogament a com ho vam fer en la prova de 5.7., per cada

nEW, un nombre knEW i un conjunt finit de sentencies de Kaa(r"uU"), Tn tals que:

2 On Th(A.o) és el conjunt de totes les sentencies de Kaa[T'U(U-{ A})] vertaderes en el modelA·o.
3 On s és una variable que no ocorre ni en o ni en 4>.
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(1) Si i<jsn, llavors r.c Tj.
(2) Si Ci o u¡ ocorren en una sentencia de Tn- llavors iSko.
(3) TuTn és consistent.

Sigui ko=O i To=0. 1 suposant definits kn i Tn que satisfan (1), (2) i (3), sigui ko+l=max{ko, i:
c¡ o U¡ ocorren en On+l}+ 1. 1 per definir Tn+}, afegim la següent variant a la prova de 5.7.:

Sigui TOn+ 1 el següent conjunt:

Cas O:
=Tnu{ -.On+l}, si TnU { 00+ ¡} no és consistent amb T.

'fOn+l=
Cas ii)
a)
=Tnu{On+l}, si aixó és consistent amb T i 00+ 1 no és de la forma 3xqr(x)

ni de la forma stats\J1(s).
b)
=Tnu{ 00+ 1 ,W(xlCkn+l)} , si Tnu{ 00+1} és consistent amb T i On+l és de la forma

3XlJ1(x).
c)

=TnU{On+l,lJI(slukn+l)}, si Tnu{Oo+¡} és consistent amb Ti On+l és de la forma

statsurís).

Llavors, si {an:n E ce] és una enumeració de A, definim Tn+ 1 de la següent manera:

CasI)
= TOn+ lU {Cn+ 1"a}, si aixo és consistent amb T (on aEA és l'element de menor

Tn+l= índex en l'enumeració establerta, pel que aíxó passa).
Cas 11)
= 'fOn+ iu {-'Cn+ 1 E A}, si no hi ha aEA tal que TOn+lu{Cn+l"a} sigui consistent

ambT.
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Clarament, tal i com han estat definits, satisfan (1) i (2) en ambdós casos i (3) en el cas 1).
Mostrem ara que també se satisfa (3) en el cas 11). Suposem que no hi ha cap aEA tal que

T<>n+ lu{ Cn+ l ""a} sigui consistent amb T. Suposem també, buscant una contradicció, que

T<>n+ IU{...,Cn+ I E A} no és consistent amb T. Llavors tenim que TOn+IU{Cn+IE A} és

consistent amb T. Així si x és una variable que no ocorre en el> ni en cap sentencia de TOn+l,
tenim que 3:x(/\TOn+IAxE A)(Cn+I/x) 4 és consistent amb T. Sigui s una variable que no

ocorri en cap sentencia de TOn+l. Pel Criteri de Consistencia per T (Corol.lari 6.7.), tenim que
A *ol=stats [eI>A3:x(/\TOn+IAxE A)(Cn+I/X,A /s)]. Així com que x no ocorre en el> ,

A*ol=stats3:xEs [eI>A(/\TOn+I)(Cn+I/X, A/s)]. 1 com que A*o ésun model feble, pel Lema

3.22. tenim que A *ol=3:xstats[eI>A(/\TOn+ 1)(Cn+ j/x, A /s)]. Així com que A* o és un model

canónic, hi ha asA tal que A*ol=stats[eI>A(!\TOn+ 1)(Cn+ l/a , A/s)]. Per tant, altre cop pel
Criteri de Consistencia, /\TOn+1(Cn+1/a) és consistent amb T. 1 així TOn+1U{Cn+1"" a}és
també consistent amb T. Perqué si no ho fos, com que cn+ 1 no ocorre en T, si x és una variable

que no ocorre en cap sentencia de TOn+ 1, pel Lema 5.10., tindriem que

EIx[!\Ton+1(Cn+1/X)Ax""a] no és consistent amb T. Pero TI-/\ TOn+1(Cn+l/a)-
EIx[!\TOn+1(Cn+I/X)Ax""a]. Per tant /\Ton+I(Cn+1/a) no seria tampoc consistent amb T.

Absurd. Així hem arribat a que TOn+ 1U{ cn+ 1""a} és consistent amb T pero aixó contradiu els

nos tres suposits inicials. Com que hem arribat a una contradicció podem concloure que

T<>n+ lu{ ""Cn+ l E A} és consistent amb T i així que en el cas TI) se satisfa també (3).

Considerem ara T'=UnEwTn' Observem que per definició, per tot nEw, Tn és un conjunt
consistent. Per tant, com que {Tn: nEw} forma una cadena respecte la inclusió (cláusula (1) de

la definició), T sera també un conjunt consistent. A més a més, tal i com ha estat definit, per
cada sentencia aEKaa(T"uU"), aET' o ...,a E T'. Per tant T' és un conjunt máximament

consistent. 1 per definició, Tés exemplificat (en t"uU"). Finalment, com queper tot nEW, Tn
és consistent amb T (clausula (3) de la definició), T sera també consistent amb T. Per tant, per

ser T' máxirnament consistent, TkT'. Per Proposició 5.5. hi ha un model feble, C*, de

Kaa(T"UU") numerable, model de T' canonic. Podem suposar que satisfa: per cada aEA,

(-a)C·=a i, per cada tEPA., (t)C·=t. Llavors la reducció de C* a T, diguem-li B*, satisfa

i-v) de la Definició 6.4. Verifiquem-ho:

i) A*<.L..a)l* perqué C* és un model de Th(A *0)'

4 Notació: /\'fOn+ 1 és la conjunció de les sentencies del conjunt finit 'fOn+ 1·
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ii) Per algun tEPB*, {bEB: B*I=XES [b,t]}=A. Prenem t= A (fíxem-nos que per elecció de

C*, A és un element del domini de C*). Mostrem que {bEB: B*I=XES[b, A ]}=A:

sii C* I=XE sllCn]�,A] (per ser B * la reducció de C* a T)
sii CnE A E T (per ser C* un model canóníc)
sii hi ha aEA tal que Cn- a ET (per definició de T)
sii hi ha aEA tal que C*I=x-y [a,[Cn]�) (per ser C* canóníc)
sii [Cn)� EA (perqué aEA)

iii) B*I=4>[A), perqué C*I=4>(A )

ív) Per tota sentencia aastV tal que A * l=aasur, B * 1=\I1[A). Perqué per tota sentencia tal,
C*I=w(A). Abó dones, B* és la stat�Laa(T)-extensió deA* buscada. Podem així concloure

la prova de la Proposició 6.5.1

6.9. Teorema de Completesa per Las. Sigui r un tipus de semblanca numerable. Si T és

un conjunt de sentencies consistent de Laa(T), T té un model.

Prova: Com que la lógica Laa permet eliminació de símbols funcionals 5, en tenim prou amb

provar-ho per tipus de semblanca T sense símbols funcionals. Suposem, dones, que Tés un

tipus de semblanca numerable i sense símbols funcionals. Sigui T un conjunt de sentencies

consistent de Laa(T). Pel Teorema 5.12, hi ha un model feble de lea(T), A*, numerable que és

un model de T. Provarem ara que hi ha un model feble de Laa(T), B *, tal que:

2) Si B*=(B, PB*, EB*, R��)o )<!IELaa(T), pertota fórmula<t>E�(T)amb
parárnetres a BUPB*, BI= Laa<P si i soIs si B*I= Laa<P'

Així, B sera el model estándard de T buscat. Siguin e i U conjunts de constants de primer i de

segon ordre respectivament, disjunts entre si i de T, de cardinalitat 001, Sigui T'=ruC. En el

llenguatge ampliat Kaa(T'uU) hi ha 001 sentencies del tipus statsufs). Sigui S una partició de 001
en 001 conjunts estacionaris indexada en 1= {statsllJ(s):lIJ(s) E Kaa(T'uU)} , S={Si:iEI} i OOl=US,
Construím ara inductivament una Laa( T )-cadena de 00 1 models febles numerables,

<Aa*:CXEOOI>' i una cadena de oolllenguatges que extenguin Laa(T), <La: CXEOOl>' tals que:

5 Veure Apendix 11.
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i) Per tot aE (1)1' La�Kaa<T'uU)
ii)Per tot aE(I)I' Aa* és la reducció a T d'un model feble de La.

Sigui Lo= Laa.(T) i Ao*=A*.1 suposant definits La, de tipus Ta, que satisfa i) ii), llavors La+1
és el llenguatge obtingut a partir de La donant a cada element de Aa i de PAa* que no ringues
nom en Ta, un nom de (CUU)-Ta. Diguem Ta+ 1 al seu tipus de semblanca. 1 suposant definit

Aa* que satisfa i) íí), si Aa*, és el model (Aa*, a, thEAa, tEPAa. i W és rúnica sentencia de

Kaa(T'uU) tal que a pertany al conjunt estacionari S statsljJ(s) , llavors:

A *­
a+l

-

Cas 1: Si Aa*'I=statsw{s)
= la reducció a T d'una statsw{s)-La+ [-extensió de Aa*, 6

Cas 2: Si Aa*'I*statsw{s) O bé statsw{S)(La+l
=A *

a

Per A límit, AA *=U{Aa*:aEA}. Considerem ara el model B*=U{Aa*:aE(I)¡}. Podem

suposar que per cada tEPB*, t=Ibe B: B*I=LaaXES[b,t]}. Així per l'Observacíó 6.3., tenim

que: 1) A * < Laa B
*

, perqué B * és la unió d'una Laa.(T)-cadena de Laa{T)-extensions de A* .

Mostrem ara per inducció que també satis fa 2): Si el> és atómica, cal només considerar el cas

<l>=s(x). Donat que si tEPB., t és un conjunt numerable, perqué si a és el menor ordinal tal que
tEPAa.' llavors per V) de la Definició 6.4., l'extensió de t en Aa* és la mateixa que l'extensió

de t en B*. Així: BI= Laa s(x)[t,a], on aEB, si i sols si aEt, si i soIs si B*I= Laas(x) [t,a]. Per
<l>=cxV�, cl>=3xw(x) i cI>= .....W la prova no presenta cap dificultat en especial.

Finalment, suposem inductivament que w{s) satisfa 2). Sigui w(Xl ...Xk,Sl ...Sm,s) una fórmula
de Laa(T). Llavors, per tota successió b =b ] ...bk d'elements de B i tota successió r =q ... rm

d'elements de Pw 1 (B), si B 1= Laaaasw(s)[b ,r], el conjunt Y={ tE Pw I(B): B 1= Laa
\I1{s)[b ,r ,t]} E'f(B). Sabem també que, per cada CXE(I)I,Aa *EPB• (per la Definició 6.4.) i

amb aixó és senzill veure que per tal com hem definit la cadena <Aa *:aE(I)I>' el conjunt
Z={Aa*:CXE(I)¡} E'f(B). Sigui W=YnZ, tenim que WE'f(B). Sigui X={a: Aa*EW}, X inclou

un conjunt tancat i cofinal en (1)1' per la Proposició 1.34., perquéW inclou un tancat i cofinal en

6 Existeix una extensió tal per la Proposició 6.5.
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PW1(B). Suposem, buscant una contradicció, que B*I:I .LaJUlSl¡1{s)[b,e]. Llavors B*I= Laa

stats-uas)] b ,e]. Així si considerem el menor ex tal que els parámetres de tp{s) ho són de

Aa *, sigui aquest 13, i prenem la sentencia stats...,l¡1{s)( e , j ) 7. Llavors el conjunt S={ ex>l3:
ex E Sstats...,1jt(s) (� ,j )} és estacionari en co l' 1 per tot ex E S, B * 1 = Laa""W[Aa * ,b ,e]. Pero

donat que el conjunt estacionari S té intersecció no buida amb X, per algun ex,

BI=LaaW[Aa*,b,e] iB*I=Laa""W[Aa*,b,e] contradint-se el supósit inductiu. Absurd.

Així: B*I= Laaaasl¡1(s)[b ,e]. Inversament, suposem que BI= .LaJUlSl¡1{s) [b ,e]. Considerem
el menor ex tal que els parámetres de W(s) ho són de Aa *, sigui aquest 13. Llavors

Aji'*l= .LaJUlSl¡1{s)[b ,e]. Així per tot ex>l3, Aa+l *1= I..aalI1(s)[Aa *,b ,e] i pertant, tenim que

B*I= Lal¡1{s)[Aa*,b ,e]. Així, per supósit inductiu, per tot ex>13 BI= LaaW(s)[Aa*,b ,e].
Per tant, com que {Aa*: l3<ex} Ef(B), tenim que BI= LaaaaSt¡1(s)[ b ,e]. Així B* satisfa 1) i

2). B és dones el model estándard de T buscat. I

7 On \I1(s)(� ,j ) és la fórmula resultant de substituir les variables xj ..•xk de primer ordre i les variables

sl ...sm de segon ordre en \I1(X¡ ...Xk,S¡ ...Sm,s), per les constants e =c¡ ...ck i j =j¡ ...jm, de primer i segon
ordre respectivament. 1 on per cada ísk, qB- =b¡ i per cada ism, jiB- =r¡.

43



7. Laa $' L(Ql)

7.1. Definició. Sigui Lun sistema lógíc l. Fixat un tipus de semblanca T, llavors si lI1 és una

sentencia de L(T),

Mod� (lI1)= {A: A és una estructura de tipus T i AI=L lI1} .

7.2. Definició. Si L i L'són dos sistemes lógics, diem que L' és una cxtcnsiá de L'i ho

denotem per (� L' sii per tot tipus T i tota sentencia lI1 de L(T), hi ha una sentencia <1> de L'(T)
tal que:

Mod� (lI1)=Mod�_,(<I»
7.3. Observació. uoo=u;
Prova: Pel Corol.lari 2.6. I

7.4. Definició. Donades dues estructures de tipus T, A i B, diem que A == L(QIP sii A i B

satisfan exactament les mateixes sentencies de L(Ql)(T).

Donarem ara una caracterització purament algebraica de =L(QJ}per a estructures no numerables,

a partir d'isomorfies parcials. Aquesta caracterització ens permetrá mostrar posteriorment que

Laa$L(Ql).

7.5. Definició. Siguin A i B dues estructures no numerables de tipus T finit i relacional,
diem que <In:nEú» és un sistema L(Q})-back-and-forth de A en B si i soIs si:

(1) Per tot nEú), In és una coI.Ieció no buida d'isomorfies parcials de A en B.

(2) Per tot fEIn+ 1 i tot aEA, hi ha gEIn tal que �g i aEdom(g).
(3) Per tot fEIn+ 1 i tot bEB, hi ha gEIn tal que �g i bErec(g).
(4) Per tot fEIn+ 1, és numerable el conjunt {aEA: {b EB: fU{ <a,h>} EIn} és numerable}
(5) Pertot fEIn+l, és numerable el conjunt {bEB:{aEA: fU{<a,h>} EIn} és numerable}

7.6. Definició. Fixat un tipus de semblanca T, si <1>EL(Ql)(T) definim el rang quantificacionaJ
de </J, qr(</J), per inducció sobre la complexitat de <1>:

lper la Defínició de Sistema Lógic veure Apendix 11, nota 1.
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qr(<t»=o, si <t> és atómica.

qr( --4»=qr(<t»
qr(lIIV<t»=max(qr(lII), qr(<t»)
qr(ffx<t»=qr(Qxrj»=qr(<t» + l

7.7. Observació. Fixat un tipus de semblanca T, finit i relacional i fixada una successió de

variables v, per tot n € (1), hi ha (llevat de L(Q1J.equivalencia) un nombre fmit de fórmules de

LeQ1)(T), que tenen lliures exactament les variables de v i tenen rang quantificacional Sn.

7.8. Definició. Fixem una successió de variables v i un tipus de semblanca T finit i

relacional. Si 1II€L(Q1)(T) que té exactament les variables de v lliures i qr(lII)sn, diem que 1II

és n-completa en les variables de v, si per tota fórmula <t>€L(Q1)(T) que té lliures exactament .

les variables de v i qr(<t>)sn :

7 . 9. Observació. Fixat un tipus de semblanca T, finit i relacional, fixada una successió de

variables v, per tot neo, hi ha un conjunt finit de fórmules n-completes {lIIj(v): j€J} en les

variables de v, on J*0, que satis fa: 1=L(Ql)V {lIIj( v): j€J}.
Prova: Per l'Observació 7.7. i la Definició 7.8. I

7.10. Definició. Fixat un tipus de semblanca T, finit i relacional, si A i B són estructures de

tipus T, direm que A = L(QJ)nB, si A i B satisfan exactament les mateixes sentencies de

LeQ1)(T) de rang quantificacional s n.

7.11. Proposició. Siguin A i B dues estructures no numerables de tipus T finit i relacional,
llavors: A= L(Q1P sii hi ha un un sistema L(Q}J-back-and-forthde A en B.

Prova: �) Suposem A= L(Q1P. Considerem <ln:n€(I», on percada neto, In és la col.leció

d'isomorfies parcials finites deA en B així definida:

f€ln - (A, d(O)= L(Ql)n (B, r(O) 2

2 Notació: "d(f)" és un abreujament per una successió formada pels elements del domini de la funció f, i "r(f)"
és un abreujament per la successió que formen els elements del recorregut de la funció f corresponents a la
successió d(f).
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Veiem que <In:nEw> satisfa les condicions (1)-(5):

(1) Donat que A=. L(QlP - per supósit - per tot n E w A=' L(Q1) nB, així donat que 0 és una

isomorfia parcial finita de A en B, 0Eln per tot nE te. Per tant, per cada nEW, In és una

col.lecció no buida.

(2)-(3) Sigui aEA i fEln+l i d(O=ao, ... ,ar. Fixem una successió de variables v = vo, ... ,vr•

Sigui W(v .x) una fórmula n-completa en les variablesv, x, i tal que AI=w[d(O,a] (existeix
una fórmula tal per l'Observació 7.9.). Llavors AI=3:Xt¡1(x)[d(f)]. Així donat que fEln+l, (A,
d(O) =. L(QIJn+ l(B ,reO) i així per ser qr(3:Xt¡1(x»:;;n+ 1, BI=3:Xt¡1(x)[r(f)]. Per tant hi ha bEB tal

que BI=w(x)[r(f),b]. Pero llavors, per ser ur n-completa (A, d(O,a)=' L(Ql)n(B,r(f),b). Així f
U {<a,b> } Eln. Per tant se satisfa (2) i raonant d'una manera análoga s'obté (3).

(4) Sigui fEln+ 1 i d(f)=ao, ... ,ar. Fixem una successió de variables v = Vo, ... ,Vr. Sigui

{\IIj(V,X):jEJ} un conjunt finit de fórmules n-completes en les variablesv, x tal que I=L(QIJ
V {\IIj( v): jEJ} (existeix un conjunt tal per I'Observació 7.9.). Considerem el conjunt I={jEJ:

AI=QxWj[d(O]}. Així per ser J-I un conjunt finit, tenim que el conjunt {aEA:AI=
",V{Wj:jEI}[d(f),a]} és numerable. Mostrem ara que:

{aEA:{bE B: fU{ <a,b>} Eln}és numerable} e {aEA: A 1=...,V{Wj:jEI}[d(f),a]}

1 així, en ser aquest darrer conjunt numerable, també ho sera el primer i quedara provat (4).
Sigui aEA tal que {bEB: fU{ <a,b>} Eln} és numerable i suposem, buscant una contradicció,

que hi ha js I tal que AI=Wj[d(O,a]. Com que AI=QxWj[d(O], perqué jEI, llavors per ser

qr(QXWj ):;;n+l i fEln+l, (A,d(O)=. L(QIJn+1(B,r(O), per tant BI=QXWj(x)[r(f)]. Així {bEB:
BI=\IIj(x)[r(f),b]} és no numerable. Pero com que AI=\IIj[d(f),a] i \IIj és n-completa,

{bEB: BI=Wj(x)[r(f),b]}�{bEB: fU {<a,b>} Eln}.

Per tant {bEB: fU {<a,b>} Eln} és també no numerable, pero aíxó contradiu els nostres

supósíts. Per tant A 1=...,V {Wj:iE I} [d(f),a]. Haurem obtingut així el que voIíem mostrar. D'una

manera análoga es prova (5). Així dones, <In:n Eo> és un sistema L(Q1). back-and-forth de A

enB.
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<=) Inversament, suposem que hi ha un sistema L(Q})- back-and-forth de A en B,
<ln:n€(I». Mostrem que A == L(QIJ3. Provem per inducció sobre la complexitat de les fórmu-

les, que per tota eI>€L(Ql)(T):

(*) Si qr(eI»sn i f€ln, per tota successió e d'elements del domini de f:

AI=cI>[c] - BI=eI>[f(c)] 3

i) EIs casos el> atómica, cl>=1I11\J3, cI>=�lI1 i cl>=ffxIp(x) no presenten cap dificultat especial.
ii) Sigui cl>=QXlJI(x) i qr(QX\If)sn+ 1. Així tenim que qr(lI1)sn. Suposem que (*) es compleix per
\11. Si fE In+ 1 i e és una successió qualsevol d'elements del domini de f tal que

AI=QX\II(x)[e], llavors{a€ A: AI=w(x)[e ,a]} és no numerable. Així per ser <In:n € (1» un

sistema L(Q})-back-and-forth de A en B: {a€A:{b€B: fUI <a,b>} € In} és numerable} és un

conjunt numerable. Per tant {a€A:AI=w(x)[c ,a]}n{a€A: {b€B: fl..J{<a,b>} €In} és no

numerable} és un conjunt no buit. Prenem un element qualsevol, ao, d'aquest conjunto Tenim
queAI=w(x)[C,8o]. Llavors si b€B és tal que fU{<ao,b>}€ln, com que qr(lI1)sn i per

supósit inductiu 1I1 satisfa (*), BI=w{x)[f( c),b]. Per tant el conjunt [b sBrfl,'] <8o,h>} €In}!:
{bEB:BI=w(x)[f(c),b]}. Així, donat que el primer conjunt és no numerable (per l'elecció que

hem fet de ao), el darrer també ho éso Així BI=QX\If(x)[f( e)]. Análogament es prova que si

BI=Qxw(x)[f(c)], llavorsAI=Qxw(x)[ e]. Aixi QXtp(x) satisfa (*).

Per tant, com a cas particular de (*), com que per cada n € (1), In*0 tenim que: Per tota sentencia

OEL(Ql)(T), AI=a sii BI=a. Així A == L(QJJ3. I

7.12. Proposició. Laa �L(Q}).
Prova: Podem expressar a Las que "E és una relació d'equivalencia amb com a máxim �o
classes d'equivalencía cadascuna no numerable" en un llenguatge de tipus ¡-{E}, on E és un

símbol relacional binari, mitjancant la següent sentencia: aasVx3y(s(y)l\xEy) 1\Vxaas3y(xEy
t\-.s(y»l\a (on a és la senténcia de primer ordre que expressa "E és una relació

d'equívelencía"). En canvi aixó no ho podem expressar a L(Q}), mostrem-ho: Sigui A=(A,EA)
una estructura de tipus T, on EA és una relació d'equivalencia en A amb � o classes

d'equívalencía, cadascuna no numerable. I sigui B=(B,EB) una estructura de tipus T, on EB
és una relació d'equivalencia en B amb un nombre no numerable de classes d'equivalencia,
cadascuna no numerable. Llavors A== L(QJ)B. Considerem la col.lecció <ln:n€W> on per cada

3Notació: Si � = 8o- .•alo llavors f(� }=f(ao)...f(ak}.
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n€oo, In és el conjunt de totes les isomorfies parcials finites de A en B. Mostrem que és un

sistema L(Q1). back-and-Iotth de A en B:

(1) Per tot a€A i per tot b€B, {<a,b>} és una isomorfia parcial finita de A en B. Així per tot

n€oo, In és una col.lecció no buida.

(2)-(3) Sigui fEln+ 1 i aEA. Cas O: Sigui aEd(O. En aquest cas no hi ha res a mostrar. Cas 1:

Per tot a'Ed(O, ..,aEAa'. Llavors sigui bEB, tal que ..,bEBb' per tot b'Er(O (existeix un

element tal, dones EB té un nombre infinit de classes d'equívalencía i f és una isomorfia finita).
Cas 2: Si hi ha a'Ed(O tal que aEAa' i altd(O, sigui bEB tal que bEBf(a'), bltr(O (existeix un

e1ement tal perqué cada classe d'equivalencía de EB és infinita i f és una isomorfia finita). Així
en tots tres casos fl.J]<a,b>} Eln, és la isomorfia parcial finita buscada. Així queda mostrat (2).

Análogament es procedeix permostrar (3).

(4)-(5) Sigui fEln+l, mostrem que per tot aEA tal que altd(O, el conjunt {bEB:
fU { <a,b> } E in} és no numerable: Cas 1. Per tot a'E díf) ,..,aEAa'. Llavors sigui bEB, tal que
-,bEBb' per tot b' E rff), considerem la classe d'equivalencía de b, [b]EB és no numerable. Així

per un raonament análeg al que hem fet per (2), per tot x E [b ]EB, fU { <a,x> } E In. Així

[b]EB� {b E B: fU { <a,b>} E In}. Per tant, com el primer conjunt és no numerable, també ho és

el segon. Cas 2. Si hi ha a'Ed(O tal que aEAa', considerem [f(a')]EB-r(O. Aquest conjunt és
no numerable, ja que tota c1asse d'equivalencia de EB és infinita no numerable i f és una

isomorfia finita. I per tot xE [f(a')]EB-r(O, per un raonament análeg al que hem fet a (2),
fU{<a,x>} Eln. Així [f(a')]EB- r(OC{bEB: fU{<a,b>}Eln} i pertant, com que el primer

conjunt és no numerable, també ho és el segon. Així, en tots dos casos, com que el domini de f

és finit, el conjunt {aEA:{bEB: fUi <a,b>} Eln} és numerable} és numerable. Queda així

mostrat (4), i análogament es mostra (5).

Per tant <In:n E co> és un sistema L(Q¡). back-and-forth de A en B. Així, per la Proposició
7. 11., A ==

L(Q IJ3. I
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8. El Teorema d'Interpolació falla per Laa.

En aquest capítol mostrarem que el Teorema d'Interpolació falla per Laa. El

Teorema d'Interpolació, per Lalb es pot enunciar de la següent manera: Si KO i KI són dues

classes PC en Las 1 tals que KOílKI=0, llavors hi ha una classe K, EC en Las 2, tal que KO�K i

KnKI=0. Alllarg del capítol definirem dues classes d'estructures KOi KI, PC en L8lb tals que
KonKI=0 i mostrarem, donant una caracterització de la == Lasa partir de jocs, que hi ha AEKo
i B EKI tals que A == LaBB. Així haurem mostrat que no hi ha cap classe EC en Las tal que
KO�K i KnKI=0. Passem, a continuació, a definir aquest tipus d'estructures.

8.1. Definició. Diem que T=(T,<) és un arbresii < és un ordre parcial en T tal que, per tot

x€T, Pred«x)={y€T:y<x} esta ben ordenat per <. Direm AltT(x) al tipus de bon ordre de

Pred-íx) i Nivella(T)={x€T:AltT{x)=a}. Definim Alt(T) com el menor ordinal a tal que

Nivella(T) =0. 1 per cada aEAlt(T), sigui Ta=U�<a Nívellgf'I'). Finalment, direm que aET és

una arre! de l'arbre T sii AltT(a)=O.

8.2. Definició. Diem que T=(T,<) és un w1-arbresii T és un arbre i

(1) Alt(T)=ú)I
(2) Per tot a E ú)1, INivella(T)I<ú)1

8.3. Definició. Diem que T=(T,<) és un uu-srbre nonna!sii T és un ú)1-arbre i

( 1) T té una única arrel

(2) VXET,Va<ú)1 (AltT{x)<a-.3yENivella(T) x<y)
(3) VXET, x té �o successors inmediats en l'ordre <

(4) V(3<ú)1 [(3 és un ordinal limit-»VxVyENivell�(T)(Pred«x)=Prcd«y)-x=y)]

8.4. Definició. Si T=(T,<) és un arbre,

i) e és una cadena de T sii C és un subconjunt de T totalment ordenat per <.

ii) A és una anticadena deT sii A és un subconjunt de T tal que:

per tot x.ysA, x-t.y i y-t.x.

iii) B és una bronca deT sii B és una cadena maximal.

1 Veure la Definició 8.10.
2 Veure la Definició 8.9.
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8.5. Definició. Diem queT=(T,<) és un caj-erbre d�ronszajnsii Tés un OOI-arbre tal que
tota cadena de T té cardinalitat menor que 001.

8.6. Definició. Diem que T=(T,<) és un srbre especial sii T és una unió numerable

d'anticadenes.

8.7. Proposició. Hi ha un OOI-arbre d'Aronszajn normal especial.
Prova: EIs elements del nostre arbre, T, són seqüencíes creixents de nombres racionals. Tot

xET sera del tipus x=<ra:aEr3>, per algún r3EOOI (on per cada aEr3, raEQ) 3. Podem veure

aquestes seqüencíes com immersions x:r3- IQ. L'ordre que definim entre els elements de T és el

següent: x<y sii x�y. Definim, per recursió, per cada a E 001 el Nivella(T), un conjunt de

seqüencies creixents de nombres racionals amb les següents propietats:

(1) Per tot x ENivella(T), a::#:O, supx és un nombre racional positiu 4.

(2) Per tot xETa, per tot u.qsQ tals que supx<Qu<oq: Hi ha yENivella(T) tal que
x<y i u�suPy<oq.
(3) Per tot xENivella(T), x:a-IQ

Cas e=O: Sigui Nivello(T)={< >}S. Clarament satisfa (1), (2) i (3).
Cas a+ l:Suposem definit el Nive1la(T) que satisfa (1), (2) i (3). Si a=O, sigui Nivella+l(T)=
{<r>: r és un nombre racional positiu}. 1 si a::#:O , Nivella+l(T)={x*<r>: xENivella(T) i

r>QSupx, r un nombre racional positiu} 6. Així definit, si xENive1la+l(T), SUPXEQ. Per tant
se satisfa (1). 1 si xETa+l i u.qcQ són tals que supx<Qu<oq; si a::#:O, escollim rEQ tal que

u<Qr<Qq. Així supx<Qr i per definició de Nivella+l(T), x*<r> ENivella+l(T). Sigui y=x*<r>,
l1avors x<y i u�uPY<Qq. Si a=O, podem seguir un raonament análeg. Per tant se satis fa la
condició (2). Finalment si XENivella+ l(T), si n=O, per definició, x:1- IQ. 1 si a::#:O, com que

x=y*<r>, per algun yENivella{T), per supósit inductiu tenim que y:a- IQ. Per tant tenim que

x:a+1- IQ. Així Nivella+ l{T) satisfa també (3).

Cas a límit: Suponem definit NívellgfT) per tot r3 E a, que satis fa (1) i (2). Per definir el

Nivella{T), en primer lloc, per cada xETa, per tot u.qsQ tals que supx<Qu<oq, fixem dues

successions estrictament creixents: una d'ordinals, <an:nEOO>, tal que a=UnEwani si A és el

3 Notació: IO=(Q,<Q) és el conjunt deis nombres racionals amb el seu ordre usual.
4 Notació: Si x=<ra:aE�>, "supx" és un abreujament pel suprem del conjunt {ra:aEM. Recordem que tot

conjunt de nombres racional s té un suprem en R=(R,<R), on R és el conjunt deis nombres reals amb el seu ordre
usual.
5 Notació: "< >" denota la successió buida.
6 Notació: x*<r> és la concatenació de la seqüencía x amb la seqüencia <r>.
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menor ordinal tal que XETA" ao="- (existeix una successió tal perqué a és límit i de cofinalitat

(0); i una successió de nombres racionals, <CJn:nE(.I», que tingui per límit un nombre racional

q', u<Qq'<Qq i que u�qo. 1 en segon lloc, a partir d'aquestes dues successions que hem

fixat, definim per recursió una cadena de seqüencíes creixents de racionals <Yn:n E (.1», que

satisfaci:

o Per tot nE (.1), Yn ENivellan(T)
iOPer tot nE(.I), CJn-l�UPYn<QCJn

Sigui Yo=x. Clarament satisfa O ii). 1 suposant definit Yn que satisfa O íí), com que per suposit
YnENivellcxn{T), YnETcxn+l (per ser anEan+l). Aíxí, com que an+lEa i, per supósit
inductiu, per tot � E a el Nivellg(T) satisfa la condició (2), hi ha yENivellcxn+l{T) tal que

�<QSUPY�CJn+l (ja que sUPYn<QCJn<QCJn+l ). Sigui Yn+l un tal y; per tal com l'hem escollit,
és senzill veure que Yn+l satisfa O ii), Considerem ara Sx,q,u=UnEwYn. Ara podem definir:

Nivellcx(T)={sx,q,u: xENivell�{T),�Ea; u.qcQ tals que supx<Qu<Qq}

Observem que el Nívellaf'I') satisfa (1): Per definició de la successió <Yn:n E (.1», SUPSx,q,u=
sup{ CJn:nE(.I)}=q'. Per tant, SUPSx,q,uEQ. 1 satisfa (2): Suposem que xETcx, llavors hi ha f3 Ea
tal que xENivell�(T). Si u,q EQ són tals que sUPX<Qu<Qq, llavors per definició de la successió

<Yn:n E (.1», u�UPSx,q,u=q'<Qq. 1 tenim que x<sx,q,u (perqué Yo=X) i Sx,q,uENivellcx{T), per
definició de Nivellcx{T). Vegem com també satisfa (3): Si yENivellcx{T), llavors hi ha xETcx, i

u, q racionals positius tals que y=sx,q,u. Així, per alguna successió <Yn:nE(.I», com la definida

anteriorment, y=UnEwYn. Pero, per supósit inductiu, per cada nE(.I), Yn: an-1Q i així, com que

<x=UnEWan, tenim que y: a-lO.

Clarament l'arbre construít és un (.I)1-arbre normal. Vegem que és especial: Considerem per cada

q EQ el següent conjunt Hq= { x ET:q=supx}. Observem que Hq és una antícadena de T. 1 tal

com hem definit T, UqEQIiq=T. Per tantT és una unió numerable d'anticadenes. Vegem que és

un coj-arbre d'Aronszajn: Suposem que T tingués una cadena de cardinalitat (.1)1. Llavors, per
definició de T, la gran unió d'aquesta cadena seria una immersió de (.1)1 en 10. Absurd. Per tant
totes les cadenes de T tenen cardinalitat menor que (.1)1. I

8.8. Proposició. Hi ha un (.I)1-arbre normal amb una branca de cardinalitat (.1)1.

Prova: Sigui TO=(TO, <o) un arbre com el construit en la proposició anterior. Sigui TIla unió

disjunta de (.1)1 copies de TO. Establim el següent ordre, <1, entre els elements de TI: per cada

<XEool, per cada copiaIQg de 'fO, l'ordre <1 restringit a}:Qg Oés <o. 1 si aE�E(.I)I, i acx i a� són

les arrels de les copies IQg i TQft, respectivament, llavors aa<la�. Així definit, ri-rn, <1) és
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un ú)I-arbre normal. Observem que, per definició de <1, la successió <aa:aE<.OI> de les arrels

de les <.01 cópies de TO, formen una branca de cardinalitat <.01••.

8.9. Definició. Sigui L un sistema lógíc 7. Fixat un tipus de semblanca T, diem que una

c1asse K d'estructures de tipus Tés una cJasse elemental en L (o que K és una classe EC en L)
sii hi ha una sentencia de L(T), W, tal que K=Modl (ur).
8.10. Definició. Si Lés un sistema lógici r un tipus de semblanca, diem que una classe K

d'estructures de tipus Tés una cJasse projectiva en L (o que K és una classe PC en L) sii hi ha
un tipus de semblanca 1', tal que �1' i una classe K' d'estructures de tipus r' que és EC en L i

K={A/T: A EK'} 8.

Definirem a continuació dues c1asses d'estructures de tipus T={<} (on < és un

símbol relacional binari), KO i Kl, que són PC en Las i KonKl=0 i tals que no hi ha cap classe

d'estructures de tipus T={<}, K, que sigui EC en Laai tal que KO�K i KnKl=0. Haurem
mostrat així que falla el Teorema d'Interpolació per Laa. Sigui ola conjunció de les següents
sentencies de tipus To={<,B} (on B és un símbol relacional unari):

(1) La sentencia de Lógica de Primer Ordre que expressa
" {x: Bx} esta linealment

ordenat per <"

(2) Qx(Bx) 9

1 sigui � la conjunció de les següents sentencies de tipus n=I<, IQ, L, f} (on IQ és un simbol

predicatiu, L un símbol relacional binari i fun símbol funcional unari):

(3) La sentencia de Lógica de Primer Ordre que expressa "L és un ordre dens en el

conjunt deIs x tals que IQx"
(4) ..,Qx (lQx)
(5) Vx(3y (f(y)=x)- !Qx)
(6) VxVy (x<y- f(x)Lf(y»

Sigui KO'={A: A és una estructura de tipus To i AI=Laao}i Kl'={A: A és una estructura de

tipus TI iAI=Laa�}. Llavors, si T=TonTI i KO={A/T:AEKO'} i Kl={(AI1):AEKl'}, KOi Kl
són classes PC en Las i KonKl=0. Mostrem ara que no hi ha cap classe d'estructures de tipus

7 Per una definició de Sistema Lógic, veure Apéndíx 11, nota 1.
8 Notació: A/T és la reducció de l'estructura A, de tipus 1", al tipus de semblanca T.
9 Recordem que QX=def aas3x (s. (Veure Corol.lari 2.6.).
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T, K, que sigui EC en Laai tal que KO�K i KnKl=0: Sigui TO un to j-arbre d'Aronszajn
normal especial i TI un OOl-arbre normal amb una branca de cardinalitat 001, TO i TI construits

com els arbres de les Proposicions 8.7 i 8.8. Observem que TO EKo i TI EKl. Donem ara una

camcterització a partir de jocs de la Las-equivalencia. Aplicant aquesta camcterització mostmrem

que dos OOl-arbres normals són LSK'equivalents. Així obtindrem el resultat que ens manca per

fmalitzar la prova que el Teorema d'Interpolació falla per Las: TO= LasTI.

8.11. Definició. Sigui T un tipus de semblanca relacional i finito Si Ao i Al són dues

estructures de tipus r
í

E, i F 1 són, respectivament, el filtre deIs tancats i cofínals en Ao i en

Al, definim pertot nEOO, Gn(Ao,AI), el següentjoc entre dosjugadors, 1 i Il:

i) Gn(Ao,A1) consta de n moviments.

ii) Per cada ksn, 1 escull u E { 0,1 }. A més a més 1 escull quin tipus de moviment és

el k-esim. Hi ha dos tipus de moviment en el joc: Tipus a): En aquest tipus de moviment cada

jugador tira una vegada. Un cop escollit ue {O,l}, el jugador 1 tira aUEAu i després n tira

al-uEA1_u. El resultat del moviment és el parell {aO, al}. Tipus b): En aquest altre tipus de

moviment cada jugador tira dues vegades. Un cop escollit u E {O, l}, en la primera tirada 1 tira

fUEFu i després n tira fl-uEFl_u i, en la segona tirada, 1 tira rl-uEfl-u i després n tira r'lEf'l. El

resultat del moviment és el parell {rO, rl}.

Iii) Direm que p=(a°,al ,ro ,rl )kl,k2 és el resultat del joc fins el moviment k, (on

k¡ +kj=k, ksn) o bé que és la k-esima posició del joc, quan hi hagi hagut kl moviments del ti­

pus a) i aO, al siguin les successions d'e1ements de Ao i Al respectivament, resultants

d'aquests moviments; i hi hagi hagut k2 moviments del tipus b) i ro, rl siguin les successions

d'elements de Pltll(Ao) i Pltll(Al) respectivament, resultants d'aquests moviments. Observem

que per cada moviment del tipus b), la successió resultant del moviment: rO, rl, és diferent de
la successió de tirades en aquest moviment: fO, fl, rO, rl. Aixi, donada una posició
p=ía? ,a 1 ,ro ,r1 )kl,k2 denotarem per wp la successió de les tirades en els k primers moviments

del joc fins que s'ha arribat a aquesta posició. Fixem-nos que, en general, wp sera una

successió diferent de la successió aO,al ,ro ,r1.

iv) Direm que (aO ,al ,ro ,rl )kl,k2 és el resultat final del joc, si kj+kj=n.

Llavors, el jugador II guanya el joc Gn(Ao,A 1) sii (1) La funció així definida: per tot jSkl

f(aOj)=alj, és una isomorfia parcial de Ao en Al i (2) Per tot jSkl, per tot isk2,aOjESo¡ sii
aljESli 10. Altrament guanya 1.

ro Notació: {aOj, alj} és el resultat del movimentj. 1 {sOi, sl¡} és el resultat del moviment i.
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8.12. Definició. Si Ao i Al són dues estructures de tipus T relacional i finit i

(a°,al ,ro ,rl )kl,k2 és la k-esíma posició del joc Gn(Ao,AI), diem que -R, és una estrategia per
al jugador JI a partir de {a o ,a 1 ,ro ,rl )kl,k2 en aquest joc sii 'R. és una col.lecció de funcions

'R..={f2i: k<isn}u{f2i+l: k<isn} tals que: per tot i>k, lsn, f2i té com a domini totes les possi-

bIes successions x, y, tals que: x és una successió possible de tirades de 1 i 11 en els moviments

entre el k-esím i el i-esim 11 (recordem, no només deIs resultats dels moviments); i a més a

més, yEFu o yEAu on us {O,I}. 1 per tot yEFu, f2i{X, y)EF1-u i per tot YEAu, f2i{X, y)E
A l-u- El recorregut de f2i esta dones inclós en AouA 1uFouF 1. 1 per tot i>k, isn, f2i+ 1 té com a

domini totes les possibles successions x, y, f2i{X, y), z; on x és una successió possible de

tirades de 1 i 11 en els moviments entre el k-esím i el i-esim, yEFu on uE {O,I}, i zEf2i{X, y). 1

el recorregut de f2i+l esta inclós en PlIll{Ao)uPlIll{Al) 12.

Direm que 11 usa una estrategia a partir de (a°,al,ro,rl )kl,k2 en el joc Gn{Ao,AI)·
si per tot i>k, ísn, 11 tira f2i{X, y), si x és la successió de tirades de 1 i 11 en els moviments

entre el k-esim i el i-esim, i y és la primera tirada de 1 en el moviment í-esím, 1 si, a més arnés,
si el movíment és del tipus b), 11 tira f2i+l{X, y, z), quan la segona tirada de 1 en el i-esím

moviment ha estat z E f2i{X, y). Direm que 'R. és una estrategia guanyadora per a 11a partir de

(a°,al,ro ,rl )kl,k2 si sempre que 11 usa 'R. a partir d'aquesta posició, 11 guanya 13. Si 11 té una

estrategia guanyadora a partir d'una posició (ao,a I,ro ,rl )kl .kz direm que aquesta és una

posició guanyadoraper a 11.

8.13. Definició. Fixat un tipus de semblanca T, si ct>ELaa{T), definim el rangquantificacionaJ
de </J, qr(l/», per inducció sobre la complexitat de ct>:

qr(ct»=O, si ct> és atómica.

qr(--4»=qr(ct»
qr(wVct»=max(qr(w), qr(ct>))
qr(.3:xct>(x»=qr(ct>(x» + 1

qr(aagp(s»=qr(ct>(s» + l

8.14. Definició. Sigui T un tipus de semblanca relacional i finito Fixem dues successions de

variablesx =XI ...Xkl' S =SI ...Sk2' de primer i segon ordre respectivament. Per tot nEW i tot

11 Observem que si i=k+l, la successió x és buida.
12 Direm que 1t és una estrategia per a 11 a partir de 0, en aquest joc, si 1t és una col.lecció de funcions

R={f2i: Osisn} U{f2i+ 1: Osisn} que satisfán les propietats descrites en la Definició 8.12.

131t és una estrategia guanyadora per Il a partir de 0, si sempre que 11 usa 1t des del principi, 11 guanya.
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kl,k2EW tals que (kl+k2)sn, sigui Ln,k¡,k2={4>ELaa(T):qr(4»sn:-(kl+k2) i les seves variables

llíures són exactament aquestes: x, s }.

8.15. Observació. Fixat un tipus de semblanca T relacionali finit i variables x, s , per tot

nEW i tot k¡,k2EW tals que (kl+k2)sn, .L,n,kl,lQ és finit llevat de Laa-equivalencia.

8.16. Definició. Fixat un tipus de semblanca T relacional i finit, variables x,sinE W i

kl,k2EW tals que (kl+k2)sn. Diem que una fórmula lVE Ln,k¡,k2 és n-(k1+k2)-completasi per
tota fórmula 4>E .L,n,kl,k2:

1= Laa lV-4> o 1= Laa lV- .....4>

8.17. Observació. Fixat un tipus de semblanca T relacional i finit i variables x , s . Per tot

nEW i tot kI,k2EW tals que (kl+k2)sn, hi ha un conjunt finit de fórmules n-(kl+k2)-completes'
{lIIj(X,s): j E J}� Ln,k¡,k2' on J*0, que satisfa: 1=LaaV {lVj( x,s): jEJ}.
Prova: Per l'Observació 8.15. i la Definició 8.16.1

8.18. Lema. Fixat un tipus de semblanca T relacional i finito Per tot n,k¡,k2E W tals que

(kl+k2)sn, si Ao i Al són dues estructures de tipus Ti (ao,a1,rO,rl)k¡,k2 és una posició
guanyadora per al joc Gn(Ao,AI), llavors per qualsevol 4>E .L,n,kl,lQ:

Prova: Per inducció en n-Ikj+kj). i) Clarament se satisfa (*) per tota fórmula lliure de

quantificadors perqué si n-(kl+k2)=O, (ao,al,ro,rl)kl,k2és alhora unaposició guanyadora i el
resultat final del joc guanyat per 11. ii) Suposem inductivament que se satisfa per n-Ik¡+k2)=m.
Sigui n-(kI+k2)=m+1. Suposem que (ao,al ,ro ,rl )kl,k2 és una posició guanyadora per al joc
Gn(Ao,A ¡) i sigui � una estrategia guanyadora a partir d'aquesta posició. Si 4>E Ln,kl,k2
l1avors 4> és LS8"equivalent a una combinació booleana de fórmules deLn,kl,k2 de la forma

ElXljI o de la forma aasur, Per tant, per provar que per 4> se satisfa (*) en tenim prou amb

contemplar els següents casos: Cas a): Sigui 4>'=ffxlp, 4>EL n.ki .kz- Suposem que

Aol=ElXlJ1[aO ,ro], llavors hi ha bOEAo tal que Aol=w[aO ,ro, bol. Si pensem en una possible
continuació del joc Gn(Ao,AI) a partir de la posició (ao,al ,ro,rl)kl,lQ, en que el jugador 1 tira
ho en el moviment k+ 1, i 11 respon tirant bl segons l'estrategia guanyadora �, veurem que

(aO,al,bo,bl,ro,rl)kl+l,k2és una posició guanyadora. Ja que hem suposat que

(aO,a1,ro,rl)k¡,k2 ho és i per tal com hem escollit bj , Pero n-«kI+1)+k2»=m, així per
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hipótesi inductiva, com que \V€ Ln,kl+l,k2iAol=wlao,rO,bO], llavors A11=wlal,rl,bl]. Per
tant, A11=3:x\Vlal,rl]. Análogament es mostra que si A11=3:x\Vlal,rl] llavors

Aol=3:x\Vlao,rOl. Per tant en el cas a) se satisfá (*). Cas b): Sigui <p'=aas\V, <P€ Ln,kl,k2'
Suposem que Aol=aas\Vlao,rO] llavors fo={to€PlIll(Ao):�ol=<l>lao,rO,tO]} €Fo' Si pensem en

una possible continuació del joc Gn(Ao,Al) a partir de la posició (a°,al ,rO ,rl )k¡,k2' en que el

jugador 1 tira fo en el moviment k+ 1, i 11 respon tirant fl segons l'estrategia guanyadora 'R.,
veurem que per tot tI € f1. hi ha tOE fo tal que (ao,al,ro,rl,to,tl)kl,k2+l és una posició
guanyadora. Perqué hem suposat que (a ° ,a 1 ,rO ,rl )kl ,k2 és una posició guanyadora i per
elecció de fl. Pero n-(kl+(k2+1)=m, així per hipótesi inductiva, com que \V€ Ln,kl,k2+l i
Aol=w[ao,rO,to], tenim que A11=\V[al,rl,tl]. Fins aquí hem mostrat dones que per tot tl€fl
A11=\V[al,rl,tl]. Així fl�{tl€PlIll(Al): A11=<I>[al,rl,tl]} i com que fl€Fl, aquest darrer

conjunt que l'inclou també pertany a Fj. Per tant AII=aas\V[al,rl]. Análogament es mostra que

si AII=aasw[al ,rl] llavors Aol=aasw[aO ,rO]. Així en el cas b) se satísfá també (*). I

8.19. Lema. Fixat un tipus de semblanca T relacional i finito Per tot n,kl,k2€ú), si Ao i Al
són dues estructures de tipus Ti (a°,al ,rO ,rl )kl,k2 és tal que per tot <P€ Ln,kl,k2

lIavors (a°,al ,rO ,rl )kl,k2 és una posició guanyadora per aljoc Gn(Ao,AI).
Prova: Per inducció en n-Ik¡+k2)' Clarament se satisfá per n-Ik¡ +k2)=O. Suposem inductiva­

ment que se satísfá per n-Ik¡+k2)=m. Suposem que:

(#) n-Ik¡ +k2)=m+ 1 i (aO ,al ,rO ,rl )kl,k2 és tal que per tot <P€ Ln,kl.k2 se satisfá (*)

Distingim els casos a) i b) per diferenciar els dos tipus de moviment: Cas a): Mostrarem ara que

per tot bO€Ao hi ha bl €Al tal que (aO ,al ,bo,bl,rO,rl )kl +1,k2 és una posició guanyadora:
Suposem que bO€Ao' Sigui \Vbo una fórmula n-«kl +1)+k2)-completa "(en les variables

X¡ ..•xkl+l, sj ...Sk2) tal que Aol=\VbO[ao,rO,bo] (n'hi ha una per la Observació 8.17.). Així

Aol=3:xwb°[ao,rO]. Com que 3:XlVbO€ Ln,kl,k2Pel supósit (#), tenim que AII=3:xwb°[al,rl].
Per tant hi ha bl€Al tal que A11=lVbolal,rl,bl], llavors per elecció de lVbo, pertota fórmula

4>€ Ln,kl+ 1,k2: Aol=<l>[ao ,rO ,bol sii A 1 I =<I>la 1 ,rl .b l]. Per tant, com que n-«kl+ 1)+k2»=m,
pel supósit inductiu, (ao,al,bo,bl,rO,rl)kl+l,k2és una posició guanyadora. Análogament es
mostra que per tot b1€Al hi ha bO€Ao tal que (aO,al,bo,bl,rO,rl) kl+l,k2és una posició
guanyadora. Cas b): Mostrarem ara que per tot fo€Fo hi ha fl €FI tal que per tot t1€f¡, hi ha
to€fo tal que (ao,al,rO,rl,to,tl)kl,k2+l és una posició guanyadora: Suposem que fo€Fo. Per
tot to€PlIll(Ao) sigui \VtO una fórmula n-(kl+(k2+1)-completa (en les variables Xl ...Xkl'
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SI ...Sk2+1) tal que Aol9Vto[ao,rO,to] (existeix una fórmula tal per l'Observació 8.17.). Sigui
1I1fo=V {tlfto:tOE fo} (observem que tal com hem definit tlffo, tenim també que tlffoE ¿n,kl,k2+1).
Sigui fo'={tOEPWl(Ao): AolCWfo[ao ,rO ,lO]} , com que fo�fo' i Fo és un filtre sobre PWl(Ao),
ro'E Fo. Per tant Aol=aaStlffo[ao ,rO]. Així pel supósit (#), com que aaStlffoE ¿n,kl,k2'
A 1 1=aaStlffo[a 1 ,r1]. Sigui fj=] tI EPWl(Al):All=tlffo[aO ,rO,t1]}, tenim que fl EF1. LIavors per

tot tI E f1, com que A II=lVfo[ao ,ro ,ti], per tal com hem escoIlit tlffo hi ha toE fo tal que
All9Vto[ao ,rO ,t1]. Abó per tota 4>E ¿n,kl,k2+1: Aol=4>[ao,rO ,to] sii A 1 1 =ct>la1 ,rl ,t1]. Per tant,
com que n-(kl+(k2+1)=m, pel supósit inductiu, (ao,al,rO,rl,to,t1)kl,k2+1 és una posició
guanyadora. Análogament es mostra que per tot f1 EF 1 hi ha fo E F° tal que per tot 10 E fo, hi ha
tI E f1 tal que (a°,a1 ,rO ,rl ,to,t1)kl,k2+1 és una posició guanyadora.

Reco11int els resultats obtingunts en els casos a) i b) tenim, d'una banda, que per tot
bOEAo hi ha b1EAl tal que (ao,al,bo,bl,rO,rl)kl+1,k2és una posició guanyadora i que, per
tot bl EAI hi ha bOEAo tal que (ao,al ,bO,bl,rO ,rl) kl+l,k2 és una posició guanyadora. 1 d'altra

banda, que per tot fo E F° hi ha f1 E F 1 tal que, per tot ti E f1 hi ha tO E fo tal que

(ao,al,rO,rl,to,t1)kl,k2+1 és una posició guanyadora, i que per tot fl EFl hi ha foEFo tal que

per tot tOEfo, hi ha t1Efl tal que (ao,al,rO,rl,to,tl)kl,k2+1 és una posició guanyadora. Aixo
ens permet conc1oure que (ao,al ,ro,rl h1,k2 és una posició guanyadora per al joc
Gn(Ao,A 1 ).1

8.20. Proposició. Fixem un tipus de semblanca T relacional i finito Si Ao iAl són dues

estructures de tipus T , A == LaaB sii per tot n E co hi ha una estrategia guanyadora per al jugador
Ilen el joc Gn(A, B) a partir de la posició 0.
Prova: Pels Lemes 8.18. i 8.19.1

Apliquem ara aquesta caracterització per mostrar que dos co j-arbres normals són Laa­

equivalents:

8.21. Lema. Siguin TO=(TO<) i Tl=(T1,<') dos wl-arbres normals, l1avors

i) Per tot a<wJ, hi ha una isomorfia g:Toa - TIa.
ii) Si a<f3<wl i g:Toa+l - Tla+l és una isomorfia, l1avors hi ha una isomorfia

h:Top - Tlp que extén g.

Prova: i)En primer Iloc mostrarem que, si a és un ordinal Iímit, hi ha una isomorfia

g:TOa- TIa. Considerem el Nivellcx(TO) i el Nivel1a(Tl), són numerables, sigui 80 ...80 ... una
enumeració del Nivel1a(TO) i b¿ ...bn ... una enumeració del NiveIla(T1). Definirem per
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recursió dues successions, <en:n E eo> d'elements del Nivella(TO) i <dn:n E co> d'elements del

Nivella(Tl), i una successió d'isomorfies parcials de TOa en TIa, <hn:nEw>, tal que:

(1) Per cada nEw, si EOn=UisnPred«c¡) i Eln=UisnPred<'(di), llavors
hn:Eon-Eln és una isomorfia.

(2) Per tot n<m, hnChm.

Sigui co=ao i do=bo. Donat que Pred«ao) i Pred-e'(bg) estan ben ordenats i AltTo(ao)=
a=AltT1(bo), sigui h¿ l'única isomorfia entre aquests dos bons ordres. 1 suposant definits Cn,dn
i hn que satisfan (1) i (2): Si n és senar, sigui cn+l l'element de menor índex en l'enumeració

del Nivella(TO) que no pertanyi a{ co ... en}. 1 considerem ara el conjunt EOn, abans definit.
Sigui mETO el minim del conjunt Pred«Cn+l)-Eon. Fixem-nos que si m ENivell�(TO), [3 no és

un ordinallímit, perqué l'arbre és normal. Així m té un predecessor inmediat, diguem-li m',
m'EEon. Sigui dones dn+l l'element de menor índex en l'enumeració del Nivella(Tl) que no'

pertanyi a {do ...dn} i tal que:

(1') hn(m')<dn+ 1

(2') ElnnPred<'(dn+l) n{xET1:hn(m')<'x}=0

Existeix un element tal: Prenem I(Eln, IENivell�(Tl) i tal que hn(m')<'l (existeix un 1 tal

perqué hn(m') té �o successors inmediats, i el conjunt ElnnNivell�(Tl), per cada [3(wl, és
finit). Per ser TI normal, satis fa la condició (2) de la Definició 8.3. Així hi ha yENivella(Tl)
tal que l<'y. Sigui dn+ 1 l'eIement de menor índex en l'enumeració del Nivella(T 1) que ho

satisfa. dn+l no pertany a {do ...dn} perqué hem escollit I(Eln. Així si fés la isomorfia entre

Pred«cn+l)n{XETo:x>m'} i Pred<'(dn+l)n{XETl:hn(m')<'x}, sigui hn+l=hnUf. Si n és

parelI, prenem dn+ 1, l'element de menor índex en l'enumeració del Nivella(Tl), que no

pertanyi a {do ... dn} i per un procediment análeg a l'anterior escollim en+l i hn+l. Sigui
g=U{hn:nEw}, g és una isomorfia entre TOa i TIa. Clarament és una isomorfia parcial de TOa
en Tia. 1 dom(g)=Toa, ja que si xETo, hi ha yENivella(To) tal que x<y, per ser TO normal.

Així per algun n E co, y=Cn. Llavors xe dorníh-}, Per tant xE dom(g). Per un argument análeg,
per ser TI normal, es mostra que rec(g)=TIa. Així queda mostrat que, si a. és límit, hi ha una

isomorfia g:Toa- TIa. Suposem ara que a. és un ordinal successor. Sigui [3>0., [3(w 1 un

ordinal límit i h:To�-TI � una isomorfia, llavors h restringida aTOa és una isomorfia entre TOa
i TIa. Així queda provat i) de la Proposició.

ii)Si o.([3(Wl i g:Toa+l-TIa+l és una isomorfia, sigui ;'>[3, ;'(Wl un ordinal limito

Construim una isomorfia f:TO}..- TI}.. pel procediment descrit a la prova de i) pero afegint-hi el
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següent: a) A més a més de (1) i (2) demanem que la nostra successió d'isomorfies parcials
satisfaci: (3) Per tot nEw, hn restringida a roa+l esta inclosa en g.

b) eo=ao ido és l'element de menor índex en l'enumeració del NivelhJT1) que satisfa que

{g(X):XEroa+l i XE Pred«co)}CPred<'(do). Existeix un element tal: Prenem g(x) tal que
x<eo i x ENivella(ro). Llavors per ser TI normal, hi ha y>g(x) tal que YENivellA(T1). Sigui
do l'element de menor índex que compleix aquesta propietat.

e) Si n és senar. sigui dn+11' element de menor índex en l'enumeració del NivellA(T1), que no
pertanyi a {do ...dn} i que satisfaci (1') i (2') i a més a més:

(3') {g(x): xEroa+l i xEPred«Cn+1)} cPred<'(dn+1).

Que existeix un element tal és ciar si m'ENivelll3(ro) i r3)a. 1 si !)sa, sigui xENivella(ro) tal

que X<Cn+1 i x(Eon. Llavors com que g(x) ENivella(T1) (perqué g és una isomorfia), per
normalitat de TI, hi ha y tal que g(x)<'y i yENivellA(T1). Sigui dn+ 1 l'element de menor índex

en l'enumeració del NivellA(T1) que compleix aquesta propietat. Si n és parell, posem una

cláusula análoga per Cn+1. Prenent, igual que en la prova de i), la restricció de f=U{hn: nEw} a

1'013, h. Llavors h és una isomorfia, h:rol3-TI 13, que extén g. Aíxí queda provat H). I

8.22. Proposició. Si TO=(ro<) i T1=(T1,<') són dos wl-arbres normals, TO== LaaTI.

Prova: Per inducció mostrem que per tot nEW:

(1) Hi ha una estrategia pel joc Gn(TO,TI) a partir del 0, tal que per tot resultat
final del joc (av.a I ,rO ,rl )k¡,k2 (k¡+kj=n) obtingut a partir de l'ús d'aquesta
estrategia: Si a és el menor ordinal tal que 'fUa conté tots els elements de aU i ínclou

els de rU, on uE {O,I}, llavors hi ha una isomorfia ga+1:Toa+l- T.1a+1 tal que:
Per cada jSk1 ga+ 1 (aoj)=a1j, i per cada isk2 ga+ 1 [r<>¡]=r1¡.

Per la Proposició 8.20. aíxó és suficient per mostrar que TO == Laa TI, perqué si una estrategia
satisfa (1) és una estrategia guanyadora. Provem-ho: Cas n= 1: Pellema 8.21. podem fixar per

cada Y<W}, una isomorfia gy+1:TOy+l-T1y+}. Observem que Su={'fUa:aEwl} és un conjunt
tancat i cofinal en 'fU. Definim ara una estrategia pel joc G1(TO,TI), diguem-li it={h1, h2}: per
cada aOEro, sigui h1(ao)=ga+l(aO), on a és el menor ordinal tal que aOEroa. Per cada a1ET1,
sigui hl(a1)=g -la+l(a1), on a és el menor ordinal tal que a1ETla. 1 per cada fUEfU, sigui

hl(f'l)={Tl-u13:Tu13 E fUnSU}. Fixem-nos que fUnSuEFu i pertant tenim que hl(fU)EF1-u. 1 per

cada Tl-u13Ehl(f'l), h2(f'l,hl(f'l),Tl-u13)=Tuj3. Observem que la estrategia it, així definida,

59



El Teorema d'Interpolació falla per Laa

satisfa la condició (1): Clarament si 1 fa un moviment del tipus a), per ser ga+l una isomorfia. 1
si 1 fa un moviment del tipus b) perqué per tot � E a, si &x+l:Toa+l-Tla+1 és una isomorfia,

ga+1[TO�1=T1�. Cas n+I: Suposem que per n es compleix. Sigui 1t={f2i: isn}u{f2i+1:isn}

una estrategia que satisfa (1) pel joc Gn(To ,TI). Pel Lema 8.21. fixem, per cada resultat final

p=(ao,al,ro,rl)kl,k2 del joc Gn(TO,TI) obtingut a partir de l'us de l'estrategía 1t, una

isomorfia gp,a+ l:Toa+l- T1a+1; i per cada �>a+ 1, per cada resultat final p obtingut a partir
de it, una isomorfia gp,�+ 1 que extengui a gp,a+ 1. Considerem ara el joc Gn+ 1 (TO ,TI) i sigui
�'={f'2i:isn+l}u{f'2i+1:isn+l} la estrategia definida a continuació: Per tot ísn, f'2i=f2i i

f2i+l=f2i+l. 1 si i=n+l , p=(ao,al,rO,rl)kl,k2és la n-esíma posició del joc Gn+l(TO,TI),
obtinguda a partir de l'estrategía 1t i wp és la successió de les tirades de 1 i 11 fins el moviment

n+ 1 corresponents a p, definim:

Per tot aOETO, f'2i(wp,aO)=g'p,�+1(a<»,on � és el menor ordinal tal que a<>ETO� i

gp,�+ 1 extén la isomorfia gp,a+ 1 associada a p.

1 per tot al ET1, f'2i(Wp,a1)=g -lp,�+1(a1), on � és el menor ordinal tal que al ET1�
gp,¡i+ 1 extén la isomorfia gp,a+ 1 associada a p.

Per tot fUEfU, f'2i(Wp,f'l)={T1-uy:TuyE fUnSu}.
1 per tot TI-uyEf2i(Wp,f'l), f'2i+1(Wp,f'l,f2i(Wp,f'l),T1-uy)=TUy.

Així, si el moviment n+l és del tipus a), per tal com hem definit g'p,�+I se satisfa (1).1 si el

moviment n+ 1 és del tipus b), per tota posició p obtinguda a partir de 1t, per tot ordinal y tal

que 1 esculli TI-uy, si considerem la isomorfia gp,¡i+1:To�+1-T1�+ .. perun ordinal �>y,
tenim que g'p,¡i+1 [TOyl=TIy. Per tant, en aquest cas se satisfa també la condició (1). I
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9. Models finitament determinats.

9.1. Definició. Fixem un tipus de semblanca T. Sigui A una estructura de tipus T. Fixat

n € 00, diem que A és finitament n-detenninada sii tota sentencia de Laa(T) de rang

quantificacional � n de la forma aa tVx (statS\ll(x,t, s)-aast¡r(x, t, s)] 1 és vertadera

en A. 1 diem que A és finitament detenninada sii per tot n E 00 A és finitament n-determinada.

9.2. Observació. Tota estructura numerable és finitament determinada.

Prova: Pellema 2.4. I

Posem un exemple d'estructura no finitament determinada. Partim 00 1 en dos

conjunts estacionaris, EWl iFwl. Considerem l'estructura (001, <, EWl) i la fórmula

ffy[Vx(s(x)- x<y)AE(y)]. Observem que {tEPlAll(OOI):(OOI, <, EWl)l=ffy[Vx(s(x)- x<y) A
E(y)][t]}=Ewl. Així tenim que (0010 <, EWl)l=statsffy[Vx(s(x) - x<y)AE(y)], pero en canvi

(0010 <, EWl)l*aasffy[Vx(s(x) - x<y) A E(y)]. Per tant no és una estructura finitament

determinada. Més endavant mostrarem que hi ha estructrures no numerables que sí que ho són.

Donarem ara un criteri purament algebraic de == Las per estructures finitament determinades a

partir d'isomorfies parcials.

9.3. Definició. Donades dues estructures de tipus T finit i relacional, A i B, sigui
A*B=(AxB)U(PlAll(A)xPlAll(B». Llavors, fixat nEoo, diem que (Fk: ksn) és un sistema back-

and-forth (Laa, n)-detenninat deA enB sii:

(1) Per cada ksn, cada fEFk, �A·B.

(2) Per tot fEFo, per tota <PE Laa.(T) atómica, per tota successió e =co, ...cr

d'e1ements del domini de f, AI=<l{c] sii BI=<t>[f(c)]2
(3) 0EFn
(4) Si j<k, j.ksn i fEFk,

i)VaEA,ffhEB [fU{ <a,b>} EFj]
ii)VbEB,ffaEA [fU{ <a,b>} EFjl
iii) Hi ha tancats i cofinals COllAll(A), DOllAll(B), tals que
VSEC,VtED [fU{<s,t>} EFj]

1 Notació:t x són successions fmites qualssevol de variables de segon i de primer ordre, respectivament.
2 Notació: f( -; ) és la successió del recorregut de f, f(eo) ... f(Cr).
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9.4. Definició. Diem que (Fk:kEú) és un sistema back-and-forth Lsa-detenninat de A en B

sii per cada n Eú), (Fk: ksn) és un sistema back-and-forth (Las, n)-determinat de A en B.

9.5. Observació. Si per cada nEú), (Fk,n: ksn) és un sistema back-and-forth{Lsa, n)-deter­
minat de A en B, llavors si Gk=Un2:kFk,n, (Gk: kE co és un sistema back-and-forth Laa-deter-
minat de A en B.

9.6. Lema. A és finitament n-determinada sii (#) Per tot reto, si per tot isr qr(lIl¡{s»<n i
AI=aas{lIloV ...VlIlr), llavors hi ha isr tal que Al=aasuq.
Prova:�) Suposem que A és finitament n-determinada. Fixem rE co. Suposem que per tot isr

qr{lIl¡{s»<n i AI=aas{lIloV ...VlIlr). Si no hi hagués isr tal que Al=aasur], per tot isr,
AI=stats-'lIl¡ . Així com que per cada isr, qr{stats-,lIl¡-aas-,lIl¡)sn, per ser A finitament n­

determinada, AI=stats-,lIl¡-aas-'lIl¡. Per tant, per cada isr, Al=aas-ur]. 1 així AI=aashlllo /\
...(\-,lIlr). Absurd. Per tant hi ha isr tal que Al=aasuq,
*=) Suposem que A satisfa (#). Sigui o=aa tVx [statslll{X, t, s)-aaslll{x, t, s)l una

sentencia de qr{o)sn. Siguin a i r successions qualssevol d'elements de A i de Pl&ll (A),

respectivament. Si Al=statse] a, r l. com que l=aas{lIlV-'lIl), AI=aas{lIlV-'lIl)[ a, r l. 1

per ser qr{lIl)<n, per (#), Al=aasur] a, rl o bé Al=aas-np] a, rl. Pero com que

AI=statSlll[ a, r l, tenim que AI*aas-'lIl[ a, r l. Per tant Al=aasel a, r l. Així obtenim

que AI=o, A és dones finitament n-determinada I

9.7. Lema. Si A és finitament n-determinada, per tot k<n, per tot aEA, (A,a) és finitament k­

determinada.

Prova: Suposem que A és una estructura finitament n-determinada de tipus T. Fixem k<n.
- -

Sigui aEA i cJ>(y) una fórmula amb una única variable lliure, qr{cJ>(y»sk de la forma aa t V x

[statSl¡1(x, t, s)- aaslll(x, t, s)l{y). Llavors per ser A finitament n-determinada,

AI=aatVx Vy[statslll(X, t, s)-aaslll(x, t, s)l(y). Així, per Lógica de Primer Ordre i pel
Lema 3.22., AI=Vy aatVx[statSl¡1(x,t, s)-aaslll( x , t, s)](y). Així en particular
Al=aat Vx [statslll(x ,t , s)- aaslll(x ,t, s»)[al. Així dones (A ,a) és finitament k­

determinada. I

9.8. Corol.lari. Si A és una estructura finitament determinada, per tot aEA, {A .a) és també

una estructura finitament determinada.
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9.9. Lema. Si (Fk: ksn) és un sistema back-and-forth(Laa, n)-determinat de A en B. Llavors

I) Per tota 4>("0, ...xp, So •••sm) E Laa(T):
(*) Si qr(cJ»sksn i fEFk, llavors per tota successióe =co, ... Cp, to ... tm d'elements

del domini de f, AI=<t>[e] sii B l=cI>[ f(e)].
11) A i B són estructures finitament n-determinades.

Prova: Suposem que (Fk: ksn) és un sistema back-and-forth (Laa, n)-determinat de A enB.

I) Mostrem per inducció sobre la complexitat de les fórmules que per tota cJ>ELaa(T) se satisfa
(*): i) Si cJ> és atómica, qr(JcJ»=O per tant, per (2) de laDefinició 9.3, cJ> satisfa (*).
ii) Suposem inductivament que cJ> i ljI satisfan (*). Si qr(cJ>VljI)sk i fE Fk,

AI=cJ>VljI[e] sii AI=cI>[c] o AI=ljI[c]
sii BI=cJ>[f"(c)] o BI=ljI[f(c)]

Per supósit inductiu, ja que qr(cJ»sk i qr(ljI)sk.
sii

sii

Per supósit inductiu, ja que qr(cJ»=qr(...,cJ»sk.
sii BI=-.cJ>[f"(c)]

iii) Suposem que cJ>{x) satis fa (*). Sigui qr(3:xcJ>{x»sk+lsn. Si fEFk+l i AI=3:xcJ>{x)[c],
Ilavors hi ha aEA tal que AI=cJ>{x)[ e, a]. Sigui bEB tal que fUI <a.b>} EFk (existeix un tal per
(4) i) de la Definició 9.3.). Llavors, com que qr(cJ>{x»sk, per supósit inductiu BI=cI>{x)[f( e),
b). Per tant BI=3:xcJ>{x)[f(C)]. 1 análogament es mostra que si BI=3:xcJ>{x)[f(c)], llavors
AI=3:xcJ>{x)[e], per (4) ii) de la Definició 9.3. iv) Suposem que cJ>(s) satisfa (*). Sigui

qr{aascJ>(s»sk+lsn. Suposem que fE Fk+ 1 i A l=aascJ>{s)[c]. Llavors
X={rEPWI(A):AI=cI>{s)[c, r]} Ef(A). Siguin CiD tancats i cofinals C�PwI(A), D�PWI(B),
tals que VSE C,VtE D [fU {<s,t>} E Fk] (existeixen per (4) iii) de la Definició 9.3.).
Considerem xnc, sigui rEXnC (hi ha un elernent tal perqué la intersecció de dos elements de

i'(A) és no buida, HA) és un filtre propi). Tal com hem escollit r, AI=cJ>{s)[ e , r] i per tot tED

[fUI<r,t>} EFk]. Així, per suposit inductiu, com que qr{cJ>{s»sk, tenim que per tot tED,

BI=cJ>(s)[f(c), t]. Per tant B l=aascJ>(s)[ f(c»). 1 análogament es mostra que si

BI=aascJ>{s)[f(c)], llavors AI=aascJ>{s)[ e], fent ús de nou de (4) iii) de la Definició 9.3.

11) Mostrem que per tot rEw, si ljIo, ... ,ljIrEI...aa{T) i per tot isr qr(ljI¡)=j<ksn, fEFk i
AI=aas(ljIoV ...VljIr)[ e], llavors hi ha isr tal que AI=aasljl¡[ e l. D'aixó, pel Lema 9.6., se'n

segueix que A és finitament n-determinada. Siguin CiD tancats i cofinals C�Pwl(A),
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D�Pw¡(B), tals que VmEC,VtED[fU{<m,t>} EFj). Sigui Y={mEPw¡(A):AI=\IIoV ...V\IIr

("C ,m]). Tenim que YEf(A). Prenem mECnY (existeix un element tal perqué la intersecció de

dos tancats i cofinals no és buida). Abó hi ha isr tal que AI=lVi[ e ,m). Pero llavors, per ("'),
com que per cada tED, tl.J{<m,t>} EFj, tindrem que BI=Wi[f(c),t). Així BI=aas\lli[f(c»). 1

altre cop per ("') tenim que AI=aas\ll{c], que és el que volíem mostrar. I

9.10. Observació. Fixat un tipus de semblanea T, finit i relacional, fixada una successió de

variables v =Xo, ...xp, So...Sm, per tot nEú) hi ha (llevat de Laa-equivalencia) un nombre finit
de fónnules de Laa( T), que tenen lliures exactament les variables de v i tenen rang

quantificacional Sn.

9.11. Definició. Fixem una successió de variables v i un tipus de semblanca T finit i

relacional. Diem que una fórmula lVELaa_(T), que té lliures exactament les variables de v i tal

que qr(\II)sn és n-completa en les variables dev, si per tota fórmula <t>ELaa_(T), que té lliures

exactament les variables de v i tal que qr(\II)sn :

1= Laa \11( v )-<t>(v) o 1=Laa \11(v)- -.<t>(v)

9.12. Observació. Fixat un tipus de semblanca T, finit i relacional, fixada una successió de
- -

variables v, per tot n E co, hi ha un conjunt finit de fónnules n-completes {\IIj( v ): j E J} en les

variables dev , on ]:1:0, que satis fa: 1= LaaV { lVj( v): j E J} .

Prova: Per l'Observació 9.10. i la Definició 9.11. I

9.13. Definició. Diem que A: Laan B sii per tota sentencia a tal que qr(a)sn, AI=a sii

BI=o.

9.14. Lema. Si A: Laa n B i les estructures A i B són finitament n-detenninades, llavors hi

ha un sistema back-and-forth(Laa,n)-detenninat de A en B.

Prova: Suposem queA: Laa
n B i que A i B són finitament n-determinades. La col.lecció (Fj:

ksn) que definirem a continuació, és un sistema back-and.forth(Laa, n)-detenninat de A en B:

Per tot ksn, fEFk - f�A*B, f és finita, (A, d(O): Laak (B, r(OP i

(A, err» i (B, «r» són estructures finitament k-detenninades.

3 Notació: "d(f)" és un abreujament per una successió qualsevol Co, ...cp, to ...tm d'elements del domini de la
funció f i "r(f)" és un abreujament per la successió corresponent del recorregut de f, f(eo), ...f(cp}, f(to}.. ·f(tm}·
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Clarament se satisfá (1). I si fEFo, llavors (A, d(O)= Laao (B, «r», per tant se satisfa (2). I

per ser A = Laan B, 0 EFn, així se satisfa també (3). Mostrem ara que (Fk: ksn) satisfa (4):

Siguinj<ksn i fEFk. Suposem que aEA, sigui d(O=ao, ...ap, to ... tm• Fixem una successió de

variables "o, ...Xp, So •••Sm, x. Sigui el> una fórmula j-completa en aquestes variables tal que

AI=cI>[d(O,al. Llavors A I=ffxcl>[d(Ol. Aíxí, com que qr(ffxel»sk i per ser fEFk, (A, d(O)= Lsak
(B, r(0), tenim que BI=ffxcl>[r(Ol. Així hi ha bEB tal que BI=cI>[r(O, b], Pero llavors, per ser el>
una fórmula j-completa, b sera tal que (A, d(O,a)= Laaj (B, r(O,b) i pel Lema 9.7., secan
estructures j-detenninades. Per tant fU {<a,b>} E Fj. D'una manera análoga es mostra que (Fk:
ksn) satisfa (4) ii). I si d(O=80, ap, to ... tm, per mostrar que (Fk: ksn) satisfa (4) iii), fíxem
una successió de variables "o, xp, So •••Sm, s. Sigui hr¡:isr} un conjunt finit de fórmules j-
completes en aquestes variables tals que l=lI1oV ...VlI1r. Llavors AI=aas(lI1oV ...VlI1r)[d(Ol. Així

per ser (A, deO) fínitament k-detenninat i per ser cada iEI, qr(lI1¡)<k, pel Lema 9.6., hi ha iEI
tal que AI=aasll1¡[d(Ol. Com que fEFk, (A, d(O)= Laak (B, r(O), així com que qr(aasll1¡)sk,
tindrem que BI=aasll1¡[r(Ol. Sigui C={rEPWl(A):AI=lI1¡([d(O,r]} i D={tEPWl(B): BI=lI1i

.

[r(O,tD. Tenim que CErCA) i DEr(B). Així podem prendre C'�C i D'�D, conjunts tancats i

cofinals. Llavors, per tot rEC', per tot tED', per ser ip¡ j-completa (A, d(O,r)= Lsaj (B, r(O,t).

Només ens queda per mostrar que ambdues són estructures finitament j­
detenninades. Sigui el> una fórmula, les variables lliures de la qual estan entre aquestes "o, ...Xp,
so ...Sm, s; qr( el>)Sj i és de la forma aatVx [stats'lI1(x , t ,s')- aas'lI1(x ,t .s') l. Volem
mostrar que AI=cI>[d(O,rl. Tenim que AI=aascI>[d(Ol, per ser (A, deO) finitament k-detenninat i

qr(aasel»sk. Així com que A l=aasll1¡[d(Ol (on 1I1¡ és la fórmula j-completa esmentada

anteriorment), tenim que AI=aas(cf>!\lI1¡)[d(Ol. Per tant per ser 1I1¡ j-completa AI=lI1¡-eI>[d(O,r].
Així com que AI=lI1i[d(O,rl tenim que AI=eI>[d(O,rl. Per tant (A, d(O,r) és finitament j­
determinada. I com que (A, d(O,r)= Laa j (B, r(O,t), (B, r(O,t) també és finitament j­
determinada. Per tant fU{ <r,t>} EFj. Així se satisfa (4) iii). I

9.15. Teorema. A= Laan B i les estructures A i B són finitament n-detenninades sii hi ha un

sistema back-and-forth(Laa, n)-detenninat de A en B.

Prova: Pels Lemes 9.9 i 9.14. I

9.16. Corol.lari. A = LaaB i A i B són finitament determinades sii hi ha un sistema beck­

and-forth Laa-determinat de A en B.

Prova: Pel Teorema 9.15. i l'Observació 9.5. I
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9.17. Definició. Donades dues estructures A i B de tipus T finit i relacional, diem que

(Ik:kEú) és un L-sistema bsck-end-Ioith+ de A en B sii:

(1') Per cada kEú), Ik és una col.lecció d'isomorfies parcials de A en B.

(2') Per cada kEú), 0E1k
(3') Sij<k; j,kEú) i f E1k,

i)VaEA,ffhEB [fUI <a,b>} Elj]
ii)VbEB,ffilEA [tUI <a,b>} Elj]

9.16. Proposició. Donades dues estructures A i B de tipus T finit i relacional:

A= LB sii hi ha un Lsistema back-and-forth de A en B.

Prova: Análoga a la de 9.16. I

9.17. Lema. Si A i B són estructures numerables de tipus T finit i relacional i hi ha un L­

sistema back-and-forth de A en B llavors hi ha un sistema back-and-forth Laa-determinat de A
.

enB.

Prova: Siguin A i B estructures numerables de tipus T finit i relacional i sigui (Ik:kEú) un L­

sistema back-and-forth de A en B. Per mostrar que hi ha un sistema bsck-end-Iorth Laa­
determinat de A en B, en tenim prou amb mostrar que, per cada neto hi ha un sistema beck­

and-forth(Laa, n)-determinat de A enB. Fixem nEú). Per cada mato, sigui I'm=Uj<.!:m1j.
Mostrarem ara que la col.lecció (Fk:ksn) que definirem a continuació, és un sistema beck-snd­

forth(Laa, n)-determinat deA en B:

Per cada ksn, sigui Fk=l'kU{fu{ <A,B> }:fEl'k}

Observem que, així definida, per tot j,ksn, si j<k, tenim que Fk�Fj. Mostrem que satis fa (1)­
(4) de la Definició 9.3.: Clarament satisfa (1).1 si fEFo, per tota fórmula ct>E L(T) atómica, per
(1') de la Definició 9.17. tenim que, per tota successióe =Co, ...Cr d'elements del domini de f,

AI=cf>[c] sii BI=ct>[f(c )].1 si cf>=s(x) per definició de Fo, per tot aEA, element del domini de

f, es compleix trivialment que AI=s(x)[a, A] i BI=s(x)[f(a), B], per tant AI=s(x)[a, A] sii

BI=s(x)[f(a), B]. Així, (Fk:ksn) satisfa (2). 1 per (2') de la Definició 9.17., 0EIn, per tant

0EFn. Així se satisfa també (3). Suposem ara que j<k; j.ksn i fEFk. Sigui aEA. Considerem f

'=fi'AxB 5. Per definició de Fk, tenim que f'El'k. Així, per definició de I'k, hi ha mzk tal que

f'dm. Així, per(3') i) de la Definició 9.17, per ser j<m, hi ha bEB tal que f'U{ <a,b>} EIj.
Així, per definició de I'j, f'U {<a,b>} EI'j. 1 per tant, per definició de Fj, f'U{ <a,b>} EFj.

40n Lés la Lógica de Primer Ordre. Podem trobar una caracterització d'aquest tipus de sistemes a [3].
SOn f/AxB={<x,y>Ef: xEA i yEB}
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Llavors si f=f', tenim que ru {<a,b>} E Fj. 1 si fH', per definició de Fj, ru {<a,b>} =f
'U{<a,b>, <A,B>} EFj, que és el que volíem mostrar. Per tant (Fj iksn) satis la (4) i).
Análogament es mostra que satisfá també (4) in. Suposem que j<k; j,ksn i fEFk. Per definició
de Fk, fUI <A,B>} EFk. 1 com que Fk�Fj, tenim que fUI <A,B>} EFj. Així, sent A i B

conjunts numerables, tenim que {A} i {B} són tancats i cofinals (en Púll(A) i Púll(B),
respectivament) i satisfan:

VSE {A},VtE {B} [fU { <s,t>} EFj]

Per tant (Fk:ksn) satisfá també (4) iii), Així tenim que (Fk:ksn) és un sistema bsck-end-Iorth

(Laa, n)-detenninat de A en B. I

9.20. Proposició. Si A i B són estructures numerables de tipus T finit i relacional:
A== LB sii A== LaaB

Prova: Aquest sentit del bicondicional (*=) es dóna perqué Lsa és una extensió de la Lógica
de Primer Ordre. L'altre sentit del bicondicional és un corol.lari del Lema 9.19. I

9.21. Proposició. Si A i B són estructures no numerables de tipus T=0, llavors A == LaaB i

les estructuresA i B són finitament detenninades.

Prava: Suposem que A i B són estructures no numerables de tipus T=0. Per provar que
A:: LaaB i les estructures A i B són finitament detenninades, en tenim prou amb mostrar que

per cada nEW, hi ha un sistema beck-end-Iorth (Laa.n)-detenninat de A en B. Fixem nEW.

Mostrarem que la col.lecció (Fjrksn), que definirem a continuació, és un sistema bsck-snd­

forth (Lsa, n)-detenninat de A en B:

Per cada ksn, sigui Fk={gU{ <ro,to>, ...<rm,tm>}: meto. g és una funció parcial

injectiva finita de A en B. Per cada ism, ri EPlIll(A) i ti EPúll(B) són conjunts
infinits tals que: per tot a s domg, aEri - g(a)Eti. Per cada jcísm, rjcr¡, tjCti,
Iri-rjl=�o i Iti-tjl=�o}6

Mostrem que (Fk:k::;n) satis la (1)-(4) de la Definició 9.3.: Clarament satisfa (1).1 si fEFo, per
tota fórmula <f>E 11.T) atómica, per ser f/AxB una funció parcial injectiva finita de A en B, tenim

que, per tota successióe =ce. ...Cr d'elements del domini de f, AI=<f>l e) sii BI=<f>lf(c»). 1 si

q¡=s(x) per definició de Fo, per tot aEA, rEPlIll(A), a,rEdomf, es compleix que AI=s(x)[a, r]

6 Fk és el conjunt de funcions f tals que f/AxB és una funció parcial injectiva finita de A en B, i tal que els
elements de f/(Púll(A)xPúll(B» es poden ordenar en una successió que té les propietats que hem descrito
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sii Bl=síxjlfla), f\r)]. Així (Fk:ksn) satisfá (2).1 per serO una funció parcial injectiva finita de

A en B, 0EFn. Així se satísfá també (3).

Suposem que j<k; j.ksn i fEFk, f=gu] <ro,to>,oo.<rm,tm>}. Sigui aEA. Cas 1:

aEdomf, no hi ha res a mostrar, perqué per definició de Fj, fEFj. Cas 2: a(domfi �AxB,
sigui b eB tal que b (/. recf, existeix un element tal perqué recf és finit i B és no numerable.

Llavors tUI<a,b>} és una funció parcial injectiva finita de A en B. Per tant hem trobat bEB tal

que fU {<a,b>} EFj. Cas3: a(domfi pertot rEPWI(A)ndomf. airo Sigui bEB tal que pertot

tEPWI(B)nrecf, b(/.t, existeix un element tal perqué U¡smí¡ és un conjunt numerable i B és no

numerable. Així en aquest cas, per tal com hem definit Fj, tenim que hi ha bE B tal que
fU {<a,b>} E Fj. Cas 4: a( domf i hi ha rE pWl(A)ndomf tal que aE r. Sigui r¡ el menor conjunt
tal (existeix un element tal perqué domf és un conjunt finit i els elements de pWI(A)ndomf
formen una cadena respecte la inclusió). Prenem bEB tal que per tot j<i, bEt¡-tj, b(/.recf.
Existeix un element tal perqué It¡-tjl=�o i recf és un conjunt finit. Llavors, per definició de Fj,

.

hem trobat bEB tal que fUI<a,b>} EFj. Així hem mostrat per casos que (Fk:ksn) satisfá (4) i).

Análogament es prova que satísfá (4) ii).

Mostrem ara que satisfá (4) iii): Suposem que j<k; j.ksn i fEFk, f=gu]<ro,to>, oo.

<rm,tm>}. Sigui X=U¡smr¡ Udomg i sigui X'=U¡smt¡ Urecg. Tenim que A-X i A-X' són

conjunts no numerables. Siguin y i Y' subconjunts infinits numerables de A-X i A-X',
respectivament. Llavors els tancats i cofinals C={rEPwl(A):XUY�r} i D={tEPwl(B):
X'UY'�t}. per definició de Fj satisfan: VrEC,VtED [fUI<s,t>} EFj]. Així tenim que (Fk:
ksn) és un sistema back-and-fonh(LIUb nj-determinat de A en B. I

9.22. Proposició.IR=(R,<) és una estructura finitament determinada.?
Prova: N'hi ha prou amb mostrar que, per cada n E 00, hi ha un sistema beck-snd-Iotth (Las.
n)-determinat de IR en IR. Fixem n E OO. Mostrarem que la col.lecció (Fk:ksn) que definirem a

continuació, és un sistema back-and-fonh(LIUb nl-determínat de IR en IR:

Per cada ksn, sigui Fk={gU{ <ro,to>,oo.<rm,tm>}: mEOO. g és una isomorfia

parcial finita de IR en IR. Per cada ism, li, t¡ EPwl(R) són conjunts infinits tals que:

per tot aE domg, aE li - g(a) Et¡. Per cada ísm Q�r¡ i Q�t¡ 8. Per cada jcism,

rjcr¡ i per tot a<a'Erj hi ha b e n-q tal que a<b<a'. Per cada jcísm, tjct¡ i per tot

a<a' E tj hi ha bE t¡ - tj tal que a<b<a'}

7 IR és el conjunt deis nombres reals amb el seu ordre usual.
8 Q és el conjunt dels nombres racionals.
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Mostrem que (Fk:ksn) satisfa (1)-(4) de la Definició 9.3.: Clarament satisfa (1).1 si fEFo, per
tota fórmula <1> E ll..T) atómica, per ser fi'RxR una isomorfia parcial finita de IR en IR, tenim que,

per tota successióe =Co, ...Cr d'elements del domini de r, IR 1=<1>[e] sii IR 1=<1>[ f(e )]. 1 si

<I>=s(x) per definició de Fo, per tot aER, rEPúl¡(R), a.rs domf, es compleix que IRI=s(x)[a, r]
sii IRI=s(x)[f(a), f(r)]. Així (Fk:ksn) satisfa (2). 1 per ser0 una isomofia parcial finita de IR en

IR, 0EFn. Així se satisfa també (3).

Suposem que j<k; j,ksn i fEFk, f=gu{<ro,to>, ... ,<rm,tm>}. Sigui aER. Cas 1:

aE domf, no hi ha res a mostrar, perqué per definició de Fj, fEFj. Cas 2: aidomfi f�RxR, ens
cal contemplar els següents subcasos: i) Per tot a'E domf, a<a'. Com que el recf és un conjunt
finit, prenem el mínim d'aquest conjunt, diguem-lí b'. Llavors si bER tal que b<b'(existeix un
element tal per ser IR un ordre sense extrerns), tenim que tU {<a,h>} és una isomorfia parcial
finita de IR en IR. Per tant hi ha bER tal que tU{<a,b>} EFj. ii) Per tot a'Edomf, a>a'. Com

.

que el recf és un conjunt finit, prenem el máxím d'aquest conjunt, diguem-li b'. Llavors si bER

tal que b>b'(existeix un element tal per ser IR un ordre sense extrems), tenim que fU{<a,h>} és

una ísomorfía parcial finita de IR en IR. Per tant hi ha bER tal que fU{ <a,b>} EFj. iii) Hi ha
a' ,a" E domf tals que a'<a<a". Com que el domf és un conjunt finit, hi ha c,d E domf tals que

per tot a' ,a"E domf tals que a'<a<a": a'sc<a<dsa". Llavors si be R tal que f(c)<b<f(d)
(existeix un element tal perqué IR és un ordre dens), tenim que fU{<a,h>} és una isomorfia

parcial finita de IR en IR. Per tant hi ha bER tal que fU {<a,h>} EFj.

Cas3: agdomfi per tot rEPúll(R)ndomf. air, contemplem els següents subcasos:

i) Per tot a'Edomf, a<a'. Com que el recf és un conjunt finit, prenem el mínim d'aquest
conjunt, diguem-li b'. Llavors si bER tal que h>b' i bi U¡smt¡ (existeix un element tal perqué

I{cER: c>b'}I>�oien canvi U¡smt¡ és numerable), tenim que, per definició de Fj,
tu{ <a,b>} EFj. ii) Per tot a'e domf, a>a'. Com que el recf és un conjunt finit, prenem el

máxim d'aquest conjunt, diguem-li b'. Llavors si bER tal que h>b'i biUismt¡ (existeix un

element tal perqué 1 {e E R: c<b'} 1>�o i en canvi U¡smt¡ és numerable), tenim que, per defmició

de Fj, fU {<a,b>} E Fj. iii) Hi ha a',a" E domf tals que a'<a<a". Com que el domf és un

conjunt finit, hi ha c.ds domf tals que per tot a',a"Edomf tals que a'<a<a": a'sc<a<dsa".

Llavors si bER tal que f(c)<b<f(d) i biU¡smt¡ (existeix un element tal perqué I{XER:

f(c)<x<f(d)}I>�o i en canvi U¡smt¡ és numerable), tenim que, per definició de Fj,
tu{<a,b>} EFj.

Cas 4: agdomfi hi ha rEPúl¡(R)ndomftal que aEr. Sigui r¡ el menor conjunt tal

(existeix un tal perqué domf és un conjunt finit i els elements de púl¡(R)ndomf formen una
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cadena respecte la inclusió). Contemplem de nou els subcasos següents: i) Per tot a'e domf,
a<a'. Com que el recf és un conjunt finit, prenem el mínim d'aquest conjunt, diguem-li b',
Siguin C,C'EQ tals que c<c'<b'. Com que, per totj<i, Q�tj, per definició de Fj, hi ha bEB tal

que c<b<c' i per tot j<i, be t¡-tj. Llavors tenim que, per definició de Fj, fU {<a,b>} E F]. ii) Per
tot a'E domf, a>a'. Com que el recf és un conjunt finit, prenem el máxím d'aquest conjunt,
diguem-li b'. Siguin C,C'EQ tals que b'<c'<c, Com que, per totj<i, Q�tj, per definició de Fk,

.

hi ha b e B tal que c'<b<c i per tot j<i, be t¡-tj. Llavors tenim que, per definició de Fj,
fU{<a,b>} EFj. iii) Hi ha a',a"Edomftals que a'<a<a". Com que el domf és un conjunt finit,
hi ha c.ds domf tals que per tot a',a"Edomf tals que a'<a<a": a':Sc<a<d:sa". Siguin e.e'sQ
tals que f(c)<e<e'<f(d). Com que, per tot j<i, Q�tj, per definició de Fk, hi ha bEB tal que
e<b<e' i per totj<i, bEt¡-tj. Llavors tenim que, per definició de Fj, fU{ <a,b>} EFj. Així hem
mostrat per casos que (Fk:k:sn) satisfa (4) i). Análogament es prova que satisfa (4) ii).

Mostrem ara que satisfa (4) iii): Suposem quej<k; j.ksn i fEFk, f=gU{<ro,to>, ...
<rm,tm>}. Sigui X=U¡smr¡Udomg i sigui X'=U¡smt¡Urecg. Sigui y el conjunt resultant

d'afegir a X, per cada c,c'EX, un nombre irracional i f/.X, tal que c<i<c' (podem fer-ho perqué
el conjunt dels nombres irracionals és dens en IR). Análogament sigui y' el conjunt resultant
d'afegir a X', per cada C,C'E X', un nombre irracional i f/. X', tal que c<i<c'. Tenim que

Y,Y'EPlIll(R). Considerem ara els següents tancats í cofinals: C={rEPlIll(R):Y�r} í

D={ tEPlIll(R):Y'�t}. per definició de Fj satisfan: VrEC,VtED [fU{ <s,t>}EFj]. Així tenim
que (Fj: ksn) és un sistema back-and-forth (LSlb n)-determinat de IR en IR. Per tant IR és un

model finitament determinat. I

L'any 1978 M. Kaufmann, a la seva tesi doctoral Some results in stationary logic,
mostra amb procediments de bsck-snd-Iottb per estructures finitament determinades, els

següents resultats sobre ordinals:

9.23. Proposició. Si ex i � són ordinals finitament determinats, llavors ex+� i ex·� són també

ordinals finitament determinats.

Prova: Veure [8] pagines 117-118. I

9.24. Proposició. La c1asse X deis ordinals finitament determinats té les següents propie-
tats: i) Si ex és un ordinal tal que exEX, llavors per tot � E ex, � EX.

ii) (1)1 EX.

Prova: Veure [8] pagines 116-117.1
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Més endavant, l'any 1981, D.G.Seese, a l'artic1e Stationary Logic and Ordinals,

prova que tot ordinal és finitament determinat. Per conc1oure aquest capítol donarem aquesta

prova. Enunciem primer un parell de resultats obtinguts per D.G.Seese en el seu artic1e, també
amb procediments deback-and-forth per estructures finitament determinades, i que són

necessaris per a la prova que donarem a continuació:

9.25. Definició. Sigui A un ordre lineal. Si per cada a€A, Ca és també un ordre lineal,
diem suma ordenada a l'ordre lineal LACa que té per domini la unió disjunta UaEACa i tal que
<l:ACa=UaEA<Cau{<e, d>: hi ha a,b€A tals que a<Ab i CECa i d€Cb}.

9.26. Proposició. Fixem neto, Sigui A un ordre lineal finitament n-determinat. 1 per cada

a€A, sigui Ca també un ordre lineal finitament n-determinat. Suposem que per tot a,b€A,
Ca==LaaDCb. Llavors, la suma ordenadaLACa, és un ordre lineal finitament n-determinat.

Prova: Veure [14] pagines 116-120. I

9.27. Proposició. Fixem n€ (1). Sigui A un ordre lineal de cofinalitat (1) amb primer element
i amb la propietat que tota subestructura de A de la forma ([a,b), <A), on a,b€A, és finitament
n-determinada. Llavors A és finitament n-determinat.

Prova: Veure [14] pagina 120. I

9.28. Teorema. Tots els ordinals són finitament determinats.

Prova: Suposem, buscant una contradicció, que hi ha un ordinal que no és finitament

determinat. Sigui a el menor ordinal tal. Sigui n € (1) el menor natural tal que a no és finitament

n-determinat. L'estructura («,«) és un ordre lineal amb primer elemento A més a més, per tot

y,(3€a, la subestructura de (a,<), 1=([y,(3), <) és finitament n-determinada. Mostrem-ho:

Suposem el contrari, que hi ha y,(3€a tals que 1= ([y,(3) , <) no és finitament n-determinada.

L1avors, per definició d'estructura finitament n-determinada, hi ha una sentencia <1>€ Laa( {<}) tal

que qr(cf»:s;n, ct>=aatVx [statsqr-saasip] per alguna lJ1€ Laa( {<}) i 11*cf>. Amplíem e111enguatge

afegint una constant y . Tenim que (1, y)I*<l>. L1avors, per la Proposició 11.5. de l'Apendix 11: 9

«(3, <. y) I�� y

Pero llavors, per definició de cf>X� y (Definició IT.4. de l'Apendíx 11):

9 cjlX� y és la relativització de cjl a x�y .
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Per tant, per Lógica de Primer Ordre, tenim que:

Pero observem que, per definició de <l>X2:: y , qr(w)=qr(wX2:: y ). Per tant (f3, <, V) no és

finitament n-determinada. Pero llavors, pel Lema 9.7., (f3, <) tampoe no és finitament n+I­

determinada. Absurd, perqué hem suposat que tot ordinal menor que a era finitament

detenninat. Així per la Proposició 9.27. tenim que la eofmalitat de a no és co,

a no és un ordinal sueeessor. Perqué si a=f3+I, per algun ordinal f3, per tal eom
hem eseollit a, els ordinals f3 i 1 serien finitament detenninats. Per tant, per la Proposició

.

9.23., a també ho seria, eontradint el nostre supósít, Així dones, la eofinalitat de a és més gran

que co, A més a més, a esta tancat sota +. Suposem, buscant una eontradieció, que hi hagués
v,f3 E a tals que v+f3C!::a. Per eleeció de a, V i f3 serien finitament n-determinats. Per tant, per la

Proposició 9.23., l'ordinal V+f3 també ho seria. LLavors, per la Proposició 9.24. i), a seria

també finitament n-determinat, eontradint els nostre supósít. Per tant a esta taneat sota +.

Considerem ara el següent subeonjunt de a, X={I)<a: f3 esta tancat sota +}. X és eofinal en

(a, <). Mostrem-ho: Suposem que v<a. Considerem la funció fy:a- a que definim a

eontinuació:

Per tot A<a, fy(A)=V+A.

fy és una funció normal, Definim per reeursió hxo-« a de la següent manera,

h(O)=O
hín+ l)=fy(h(n»+ 1

Sigui 1) la UnE wh(n). Per definició de h, tenim que y<f3. A més arnés, f3 EX, dones si 5,5'<f3,
llavors 5+5'<1). Provem-ho: Suposem que 5,5'<1). Per definició deh, hi ha k.k's o-Iü] tals

que 5<h(k) i 5'<h(k'). Observem que, per definició de h, per cada nE 00: h(n)=(v·n)+n. Per

tant:

5+5'<[(V·k)+k] + [(V·k')+k'] s[V·(k+k')+(k+k')]=h(k+k')sf3.

Així per tot v<e; hi ha f3 EX tal que V<I). X és dones un eonjunt eofinal en (a, <). Definim ara

la següent relació d'equivalencia, E, en X: Per tot v,f3 EX, vEf3 sii (V, <)= Laan(f3, <), Per
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I'Observació 9.10., hi ha (llevat de Laa-equival(:ncia) un nombre fmit de sentencies de Laa( {<} )
que tenen rang quantifieacional Sn. Per tant, la partició associada a E té només un nombre finit

d'eIements. Així hi ha una classe d'equivalencia, diguem-li Y, d'aquesta partició, que és cofinal
en (a, <). Altrament X no seria cofinal en (a, <). Sigui a una sentencia n-completa de

Laa( {<}) tal que per tot (3EY, «(3, <)1=0'. Per definició de X, pertot (3 EY, (3 esta tancat sota +.

Així per tot (3EY, (a, <, +)I=Vx'Vy'(x'<y/\y'<y-x'+y'<y)[(3]. 1 com que per tot (3EY,
«(3,<)1=0', per la Proposició 11.5. de l'Apendix 11, per tot (3 EY: (a, <, +)I=O'z<Y[(3]. Així,
afegint a aquests dos darrers resultats el fet que Y és un conjunt cofínal en (a, <) tenim que:

(a, <, +)I=Vx3:y[x<y/\O'z<y/\Vx'Vy'(x'<y/\y'<y-x'+y'<y)]

Considerem ara Th(a, <, +) 10. Pel Teorema de Completesa per LlUb hi ha un modeI d'aquesta
teoria, e=(C, <:e, +C), que té eardinalitat ú)1. Llavors:

el=Vx3:y[x<Y/\o'z<y/\Vx'Vy'(x'<y/\y'<y- x'+y'<y)]

Així el conjunt S={CEC: (Ic,<C) esta taneat sota +c i (Ic,<C)I=O'}11 és cofinal en e. En el

llenguatge deIs ordres lineals de la Lógica de Primer Ordre podem expressar que un ordre té un

darrer elemento Ho fem mítjancant la sentencia ct>=:hVy(ysx). 1 en elllenguatge deIs ordres

lineals de Laa podem expressar que un ordre té cofinalitat te. Podem fer-ho per mitjá de la

sentencia \lFaasVx3:y(yE s/xxsy) 12. Així, per ser a un ordinallímit de cofinalitat major que
ce, (a, <, +)I=...,<f>!\...,\II. Per tant, com que e= Laa (a, <, +), tindrem que e 1=...,4>/\...,\11. Així

dones, e és un ordre sense darrer eIement, de cofinalitat major que co. Pero llavors, com que la

cardinalitat de e és ú)1, la seva cofinalitat sera també ú)1. Aixó ens pennet prendre una

successió (S¡3:�<ú)I) d'elements de S estrictament creixent i cofinal en e. 1 així :

A més a més, per definició de S, per cada (3 E ú)l, s�+ 1 esta taneat sota +. Així per eada (3 E ú)1:

Ja que la funció h:Is�+I-[s�, S¡3+I) així definida: per tot xEls�+1 h(x)=s�+Cx,

lO On Th(a, <, +) és el conjunt de totes les sentencies delllenguatge de Laa de tipus I=. +} vertaderes en el

model (ex, <, +).
11 On, per cada e EC, Ic={XEC: x<Cc}
12 Veure I'Observació 2.15.
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és una isomorfia entre aquestes dues estructures. Per tant:

1 per cada y,f3 €(1.)1, per definició de S, (ISy+l' <C)I=o i (Is�+l' <c)1=0. Per tant, per ser o una
sentencia n-completa i com que per tot 5€Y, (5, <)1=0, per tot y,f3 €(1.)1:

Així, com que per tot 5€Y (5, <) és finitament n-detenninat, per tot Y,f3€(I.)1 també ho seran

(ISy+l' <C) i (Is�+l' <C). Per tant, sent (1.)1 un ordre lineal finitament n-detenninat (Proposició
9.24.), per la Proposició 9.26., tenim que L(wl,<)(Is�+l' <C) és finitament n-determinat. Per
tant (C, <C) és finitament n-determinat. Pero com que (C, <C)= Laa(ex, <), tindrem que (ex, <).
sera també finitament n-determinat. Absurd. Hem arribat a una contradicció. Podem concloure,
dones, el contrari del que havíem suposat: Tots els ordinals són finitament determinats. I
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Apendix 1

En aquest apendix voldria presentar de manera sistemática, recollint alguns resultats anteriors,
el comportament deIs quantificadors introduíts, aa i stat, respecte els símbols lógics 1\, V, -.
3,V:

..f:l._: Tenim que:

(1) l-aas(cf>l\w)- aa&f>l\aasw
(2) I-stats(cf>I\W)- statsp/xstatsur

(Per A.3 i el Lema 3.26.)
(Pel Lema 3.15.)

Pero en canvi I-f statsó/vstatsqr-« stats(cf>l\w). Mostrem-ho: Partim 001 en dos conjunts

estacionaris, EW¡ i FW¡. Considerem el model (1)1 =(oo¡,E, EW¡, FW¡). Si cf>=3y[Vx
(s{x)-xEy)I\E{y)] i W=3y[Vx(S(X)-xEy)I\F{y)], tenim que (1)11=statscf>l\statsw. pero
ooll*stats{cf>I\W).

jf_: Fent contrapositius als resultats obtinguts per 1\ obtenim:

(3) I-aascf>Vaasw-aas{cf>VW)
(4) I-stats(cf>VW)- statspv'statsur

(Pel Lema 3.15.)
(Per A.3 i el Lema 3.26.)

Pero en canvi�aas(cf>Vw)-aa&f>Vaasw. Ens serveix com a contraexemple el mateix que en el

cas V ens ha servit per mostrar que �statscf>l\statsw-stats(cf>I\W) .

.....:::!._: Tenim els següents resultats:

(5) l-aas(cI>-W)- (aasó+ aasur)
(6) I-(stat&f>- statsuñ-« statsíó-« W)

(Per A.4)

Prova: I-{statscf>- statsw)- -sstatspv' statsur
I-(statscf>- statsun-«aas-óvstatsur
I-(statscf>- statsurj-« stats-óv statsur
1- (statsó-« statsurj-« stats( -,cf>VW)
I-{statscf>- statsurj-« stats{cI>- W)

(Per Lógica Proposicional)
(Definició 2.2.)

(Lema 3.21.)

(Per (4) d'aquest apendíx)
(Per Lógica Proposicional) I
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Pero en canvi �(aascf>-aas\l1)-aas(<t>-\I1). Ens serveix com a contraexemple el mateix que en

el cas V ens ha servit per mostrar que f-f statsó/vstatsur-« stats(cJ>I\\I1). 1 tenim també que

�stats(4)-\I1)-(stats4>- statsui). Mostrem-ho: Partim Wl en dos conjunts estacionaris, EW¡ i

FWI. Considerem el model Wl'=(Wl,€, EW¡, e). Si 4>=3:y[Vx(s(x)++ x€y)AE(y)] i
ur=Vx(s(x) ++ x€ o), tenim que Wl 'l=stats(4)-\I1) i (1)1 'l=statsp, pero (1)1 'l*stats\l1.

-ª._: Tenim que:

(7) f-3:xaasct>(x, s)-aas3:xct>(x, s)

Prova: Sigui cuna constant que no ocorre en ct>(x,s), tenim que per Lógica de Primer Ordre,
f-ct>(c, s)-3:xct>(x, s). Per tant pe! Lema 3.14, f-aasct>(c, s)-aas3:xct>(x, s). Així com que e no

ocorre en ct>(x, s), pel Lema 5.8. i el Teorema de la Deducció, f-3:xaasct>(x, s)-aas3:xct>(x, s). I

(8) f-stats3:x€sct>(x, s)++3:xstatsct>(x, s) (Contrapositiu del Lema 3.22.)

Pero en canvi � aasdxóíx, s)- 3:xaascl>(x, s). Mostrem-ho: Sigui A una estructura no

numerable qualsevol. Sigui ct>(x, s)=...,s(x). Llavors AI=aas3:xct>(x, s), pero AI*3:xaasct>(x, s). 1

tenim que �stats3:xct>(x, s)-3:xstatsct>(x, s) i per mostrar-ho prenem també A no numerable i

ct>(x, s)=...,s(x).

::L: Tenim que:

(9) f-Vxaa&t>(x, s)++ aasVx€sct>(x, s)
(lO) f-statsVxct>(x, s)-Vxstatsdxx, s)

(Pel Lema 3.22)

(Contrapositiu a (7) d'aquest apendix)

Pero en canvi � Vxaasófx, s)- aasvxóíx, s). Mostrem-ho: Sigui A una. estructura no

numerable qualsevol. Sigui ct>(x, s)=s(x). Llavors Al=Vxaasdxx, s), pero Ai*aasVxct>(x, s). 1

tenim que �Vxstatsdxx, s)-statsVx4>(x, s) i, per mostrar-ho, podem prendre també A no

numerable i 4>(x, s)=s(x). Finalment tenim que �Vxstatsófx, s)- statsVx€ s4>(x, s). Per

mostrar-ho partim w 1 en dos conjunts estacionaris, EW 1 i FW 1. Considerem el model

Wl =(Wl,€, EWl, FWl). Si ct>(x, s)=3:y[Vz(s(z) ++ z€y)AE(y)]++ E(x). Així tenim que wll=Vx

statsóíx, s), pero wll*statsVX€sct>(x, s).
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Per últim veiem quin comportament tenen aai stat entre ells. Tenim que, per i::#:j:

�aas¡aa5jcJ>(Si, Sj)- aaSjaas¡cJ>(Si,Sj)
�stats¡statSjcJ>(s¡, Sj)- statSjstats¡cJ>(Si,Sj)
�statS¡aa5jcJ>(Si, Sj)- aa5jstats¡cJ>(Si,Sj)
�aas¡statSjcJ>(s¡'Sj)- statSjaas¡cJ>(Si, Sj)

Com a contraexemple, per les quatre, prenem una estructura A no numerable qualsevol i

cJ>(Si,Sj)=Si!:;Sj. I

77



Apendix 11

En aquest apendix mostrarem que Laa és un sistema lógic 1 regular.

11.1. Definició. Diem que un sistema lógic L és regular si té les següents propietats:

1. Boole(L) ("Lésta taneat sota connectives booleanes"):
a) Donat un tipus de semblanca Ti una sentenciaOEL(T), hi ha una sentencia
cpEL(T)tal que: Pertota estructuraA de tipus r, AI=LCP sii AI*Lo.
b) Donat un tipus de semblanca Ti sentencies o i 4> de L(T) , hi ha una sentencia

cpEL(T) tal que: Per tota estructuraA de tipus T, AI=LCP sii AI=LO o AI=L4>.

2. Rel( L) ("L permet relativització"):
Sigui T un tipus de semblanca, o una sentencia de L(T) i U un símbol predicatiu.
Llavors, per tota estructura A de tipus T, per tot UA�A domini d'una subestructura

UA deA, hi ha una sentencia cP de tipus ru{U} tal que: (A,UA)I=LCP sii UAI=LO.

3. Elim(L) ("L permet eliminació de símbols funcionals i constants"):
Fixat un tipus de semblanca T, per tota sentencia o de L(T), hi ha una sentencia

cpEL(p') 2 tal que: Per tota estructuraA de tipus T, AI= LCP sii Arl=LO.

El sistema lógic Laaesta c1arament taneat sota connectives booleanes. 1 la prova que Laa permet
eliminació de símbols funcionals i constants, és análoga a la prova que la Lógica de Primer

Ordre té aquesta propietat i no presenta eap dificultat especial 3. Mostrem a continuació que Laa
permet relativització:

1 Un sistema lógicLconsta d'una funció L (que associa a cada tipus de semblanca rel conjunt de sentencies de L
de tipus T) i d'una relació binaria 1=L (que relaciona estructures í sentencies del mateix tipus).

2 Notaeió: r és el tipus relacional associat a T. El tipus r, a més a més deis símbols relacionals de T, consta
d'un símbol relacional n+ l-ari, F, per cada símbol funcional n-ari fH. 1 d'un símbol relacional unari, C, per cada
constant individual eH. 1 Af és l'estructura de tipus r associada a A: (1) El domini de Af és A. (2) Per cada
símbol relacional PET, pAf=pA. (3) Per tot símbol funcional fET n-ari, FAf és larelació associada a la funció

fA, és a dir: FAfao...an_lan sii fA ao...an-l=an' (4) Per tota constant individual cer, CAf és la relació unária

associada a l'element eA, és a dir: CAfa sii cA=a.

3 Veure [3) Capítol VIII, pagines 115-122.
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11.2. Lema. Sigui A un conjunt qualsevol i B�A, B+0. Si XEi'(A), llavors el conjunt
{snB:sEX} Ei'(B).
Prova: Sigui A un conjunt qualsevol i B�A, B+0. Suposem que XEf(A). Per la Proposició
1.27., hi ha una col.lecció�={ fn:nE co} que satisfa:

(*) Per cada nEOO, fn:An+l_A i per tota successió d'elements de A, <an:nEoo>,
{ao:nEoo}u{fn(80 ...an):nEOO} EX.

Considerem la col.lecció �'={fn':nEoo}que definim a continuació: Per tot nEOO, fn':BD+l_ B i

per tota successió d'elements de B, b¿ ...bn,

fn'(bo...bn)= fn(bo ...bn) ,si fn(bo ...bn}EB
bn , altrament

Si T={tEPw¡(B): testa tancat sota les funcions de �'}, com queR' és una familia numerable

de funcions finitáríes en B, pel Lema 1.26., T és un conjunt tancat i cofinal en PW¡ (B). 1

T� {snB:sEX}, mostrem-ho: Suposem que tET. Sigui <bn:nE 00> una enumeració deIs

elements de t. Com que la col.lecció � té la propietat (*), el conjunt s=tu

{fn(bo ...bn):bo ...bn Et, nE te} pertany a X. 1 snB=t, provem-ho: Clarament t�snB. 1 si

yEsnB, per definició de s, o bé yEt i en aquest cas no hi ha res a mostrar, o bé y=fn(1)o ...bn)
per b¿ ...bnEt. En aquest segon cas, com que yEB, considerant ara la funció fn', per definició
de fn', tenim que fn'(bo ...bn)=fn(bo ...bn)=y. 1 així, com que testa tancat sota les funcions de

R,', yE t. Així tenim que {snB:sE X} inclou un tancat i cofinal en Pw¡(B), per tant

{snB:sEX} Ef(B) .•

11.3. Lema. Sigui A un conjunt qualsevol i B�A, B+0. Si YEf(B), llavors el conjunt Y'=

{rEPw¡(A): mBEY} Ef(A).
Prova: Suposem que A és un conjunt qualsevol, B�A, B+0 i YEi'(B). Sigui X un conjunt
tancat i cofinal indos en Y. Mostrem que X'={rEPw¡(A): rnBEX} és un conjunt tancat i

cofinal: i) X' és un conjunt tancat: Sigui <rn:n E 00> una cadena numerable d'elements de X'.

Llavors <rnnB:n E 00> és una cadena d'elements de X. Així per ser X un conjunt tancat

UnEw(rnnB)= (UnEwrn)nBEX. Així per definició de X', UnEWrnEX'. ii) X' és un conjunt
cofinal: Suposem que tE Pw ¡(A). Considerem tnB. Per ser X un conjunt cofinal hi ha s EX tal

que tnB�s, llavors (tUS)nB=SEX. Per tant, per definició de X', tUSEX' i t�tUs. Així X' és

un conjunt tancat i cofinal indos en Y'={rEPw¡(A): rnBEY}. Pertant Y'Ef(A).•
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1I.4. Definició. Fixem un tipus de semblanca T. Sigui \I1(y) una fórmula de Laa(T). Per tota
fórmula cf>ELaa(T), definim per inducció sobre la complexitat de cf>, cf>lV, la relativització de cf> a t¡r.

(s(X))w = s(x)A\I1(x)
(-,cf»w = -.cf>w
(cf>Vcp)w = cf>lVVcpw
(Elxcf»w = EIx(\I1(x)Acf>lV)
(aascf»W = aagpw.

i cf>lV = cf>, per tota altra fórmula atómica.

1I.5. Proposició. Fixem un tipus de semblanca T. Sigui A una estructura de tipus T,

\I1(y)ELaa(T) i B={aEA:AI=w[a]} el domini d'una subestructura B de A. Llavors, per tota

cf>(XO ...Xk, So ... sm)E Laa, per tota successió ao ...ak d'elements de B, per tota successió ro ... rm

d'elements de Pw¡(A):

(*) AI=cf>lV[a,r] sii BI=cf>[a,rnB] 4

Prova: Ho mostrarem per inducció sobre la complexitat de 4>:
i) cf> atómica:
A I=Si(Xj)W [a,r] sii AI=Si(Xj)A\I1(xj)[a,r]

sii aj E ri i aj EB

sii ajEri nB
sii BI=Si(Xj)[a,rnB]

1 per tota altra fórmula atómica cf>:
A I=cf>lV[a,r] sii AI=cf>[a,r]

sii AI=cf>[a,rnB]

(per la Definició Il.d.)

sii BI=cf>[a,rnB ]

(per la Definició Il.d.)
(perqué cf> no té variables

predicatives)
(perqué aCA 5)

ii) Suposem inductivament que cf> i cp satisfan (*), llavors:

AI=(--4»w[a,r] sii AI=#[a,r]
sii AI:f:<ljV[a,r]

(per la Definició Il.d.)

sii BI=i=<P[a,rnB] (per suposít inductiu)
sii BI=--4>[a,rnB]

4 On a abreuja la successió ao ...ak , r abreuja la successió ro ...rm i rnB abreuja la successió ronB , ... , rmnB.
5 B és una subestructura de A.
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A I=(ct>v cp)'I1[a,r] sii

sii

sii

sii

Al=4>'I1Vcp'l1[a,r ]
A 1 =4>'11 [a ,r ] o A 1=cp'l1[a,r ]
BI=ct>[a,rnB] o BI=cp[a,rnB]
B I=ct>vcp[a,rnB]

(per la Definició Il.d.)

(per suposít inductiu)

iii) Suposem inductivament que ct>(x) satísfá (*), llavors:
A 1= (ffxct»'I1 [a.r] sii AI=ffx( lp{x)Ac!>"')[a,r] (perla Definició Il.d.)

sii hi ha be:A tal que AI=lp{x)/\c!>"'[a,r,b]
sii hi ha be:B tal que AI=c!>"'[a,r,b] (perDefinició de B)
sii hi ha be:B tal que BI=ct>[a,rnB,b] (per supósít inductiu)
sii B l=ffxct>[a,rnB]

v) Suposem inductivament que ct>(s) satisfá (*), llavors:
Si A 1= (aasct»'I1 [a.r] llavors AI=� [a,r] (perlaDefinició n.4.)

llavors {te:PIIl}(A): AI=c!>'" [a,r,t]} e:f(A)
llavors {tnB: te:PIIl}(A) i AI=c!>'" [a.r.tl} e:f(B) (pel Lema 1I.2.)
llavors {me:PIIl}(B): BI=ct>[a,rnB,m]} e:f(B) (per supósít inductiu)
llavors BI=aast>[a,rnB].

1 si BI=aasct>[a,rnB] llavors {me:PIIl}(B): BI=ct>[a,rnB,m]} e:f(B)
llavors, pel Lema 1I.3.,
{te:PIIl}(A): hi ha m e:PIIl}(B) tal que tnB=m i BI=ct>[a,rnB,m]} e:f(A)
llavors {te:PIIl}(A): AI=c!>'" [a,r,t]} e:f(A) (per supósít inductiu)
llavors AI=aasct>'" [a.r]
llavors A 1= (aas:J»'I1 [a.r] (per la Definició 11.4.)1

I1.6.Coro1.1ari. Re1(Laa): Sigui r un tipus de semblanca, CJ una sentencia de L(T)i V un

símbol predicatiu. Llavors, per tota estructura A de tipus T, per tot VAkA domini d'una

subestructura V A de A, hi ha una sentencia cp de tipus TU{ V} tal que: (A,VA )1= LaaCP sii

VAI=LaaCJ.
Prova: Sigui T un tipus de sernblanca, CJ una sentencia de L(T) i V un símbol predicatiu.

Suposem que A és una estructura de tipus T, VAkA el domini d'una subestructura VA de A.

Sigui lJFVx. Llavors, per la Definició 1I.4., oIV és una sentencia de tipus ru{V} tal que:

(A,VA)I=LaaolV sii

sii

(VA,VA)I= LaaCJ

VAI=LaaCJ
(Per la Proposició 1I.5.)

1
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En aquest apendix considerarem un tipus especial de fórmules, 4>(s), dels llenguatges de la

lógica Laa. Aquestes fórmules tenen la propietat que en tota estructura és vertadera la sentencia

aas<l>(s) - statspís),

Fixat un tipus de semblanca T, sigui X el menor subconjunt de Laa(T) que inclou {lVElaa(T): lV
és atómica o tp=...,<t> per alguna <t>E laa(T) atómica] i que esta tancat sota V, /\, 3:x, Vx (per cada
variable x de primer ordre) i sota els quantificadors aas i stats (per cada variable s de segon

ordre). Fixem-nos que s(t) i ...,s(t) són fórmules de X pero en canvi ...,...,s(t) i ...,...,...,s(t) no ho

són perqué el conjunt X no esta tancat sota negacions. Observem que, per la Definició 2.2. i per

Lógica de Primer Ordre, per tota <t>Elaa(T), hi ha lVEX tal que 1=L.a.JI>-lV.

111.1. Definició. Diem que una variable predicativa socorre només positivsment en ",EXsii
no hi ha cap terme t, del llenguatge laa(T), tal que ...,s(t) ocorri en lV.

111.2. Definició. Suposem que <t>Elaa(T). Diem que una variable predicativa s ocorre només

positivement en <psii hi ha lVEX tal que 1= l.aa<t>-lV i socorre només positivament en lV·

111. 3. Lema. Si s és una variable predicativa que ocorre només positivament en 4>(s), per tota
estructura A de tipus T, per tot tEPw¡(A): (*) Si AI= Laa<t>[t] , llavors per tot t' EPw¡(A) tal que
t�t', AI=Laa<t>[t'].
Prova: En tenim prou amb mostrar que per tota fórmula lV EX, on socorre només

positivament, es compleix (*). Podem mostrar-ho per inducció en X. La prova no presenta cap

dificultat especial.

111.4. Proposició. Si s és una variable predicativa que ocorre només positivament en 4>(s),
per tota estructura A de tipus T: AI= l.aaaasct>(s) sii Hi ha tEPw¡(A) tal que AI= l.aa<t>[t] sii

AI= LaaStatsct>(s).
Prova: D'una banda, tenim que: AI= Laaaasct>(s) sii Hi ha tEPw¡(A) tal que AI= l.aa<t>[t]. El
condicional en el sentit �) es dóna pel Lema 111.3. i perqué {t'E PW¡ (A):t�t'} E'f(A). I el

condicional en el sentit ===9) perqué o Etf(A). D'altra banda, tenim que: Hi ha tEPw¡(A) tal que

AI= Laa<t>[t] sii AI= Laa statsóís). El condicional en el sentit ===9) es dóna pel Lema 111.3. i

perqué {t'EPw¡(A):t�t'} és estacionario I el condicional en el sentit e=] perqué 0 no és un

conjunt estacionario I
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111.5. Definició. Suposem que c!>E 1-a.a(T). Diem que una variable predicativa s ocorre només

negativament en lPsii socorre només positivament en -4>.

111.6. Proposició. Per tota ct>(s) E Laa(T), si socorre només negativament en ct>(s), llavors per
tota estructuraA de tipus T: AI=Laastatsct>(s) sii Per tot tEPlIll(A), AI=Laa<l>[t].
Prova: AI= Laastatsct>(s) sii Al=#: Laaaas-.ct>(s)

sii No hi ha tEPlIll(A) tal que AI= Laa..,<I>[t]
(Per la Proposició TII.4. i la Defmició m.5.)
sii Per tot tEPlIll(A), AI=Laa<l>[t].1

III. 7. Coro1.1ari. Per totact>(S)ELaa(T), si socorre només negativament en éís), llavors per
tota estructura A de tipus T: AI=Laastatsct>(s) sii AI= Laaaasct>(s).
Prova: {=) Pe} Lema 3.21. �) Per la Proposició I1I.6. I
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