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Abstract

The main goal of this work is to give an introduction of the theory of elliptic curves and
to prove Hasse’s bound for the number of rational points on an elliptic curve defined over
a finite field. To achieve these objectives we will introduce all the notions needed from
algebraic curve theory and the concepts leading to the statement of the Riemann-Roch
theorem. Lastly, we will define elliptic curves and isogenies. The study of their properties
will lead us to the proof of Hasse’s bound.

Resum

L’objectiu d’aquest treball és demostrar la fita de Hasse sobre el nombre de punts racionals
en una corba el-liptica definida sobre un cos finit. La teoria que hem hagut de desenvolupar
per a assolir aquesta demostracié representa una bona itroduccié a la teoria de corbes
el-liptiques. Es treballen conceptes basics de corbes algebraiques fins a l’enunciat del
teorema de Riemann-Roch, aleshores es presenten i treballem les nocions basiques de
corbes el-liptiques definides sobre cossos arbitraris. Finalment, es demostra la fita de
Hasse a partir de resultats i conceptes demostrats en el desenvolupament de la teoria.
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Introduccio

Avui en dia, la teoria de nombres té tres branques diferenciades. Es pot fer teoria de
nombres a partir de l'anal-lisi, i hom estara fent teoria anal-litica de nombres; es pot
atacar des de I'algebra, teoria de nombres algebraica i es pot a partir de la geometria en
I'estudi de les corbes el-liptiques. En aquest treball ens introduirem en aquesta ultima
branca, ’estudi de les corbes el-liptiques.

Les corbes el-liptiques s6n un objecte d’estudi molt ample aixi que nosaltres ens enfocarem
en corbes el-liptiques per a cossos arbitraris i seguirem el cami necessari per a arribar a
demostrar ’anomenada fita de Hasse:

Teorema. Sigui E una corba el-liptica definida sobre K el cos finit de q elements (Fq) i
E(K) els punts de E amb coordenades a K. Aleshores

[#E(K) — (¢ + 1) <2V/q

Aquest resultat va ser conjecturat incialment per Emil Artin i demostrat per Helmut
Hasse al 1933. Més enlla de l'interés intrinsec que té qualsevol resultat matematic, la
fita de Hasse pot tenir aplicacions interessants en diverses materies. Un exemple n’és la
criptografia, amb tota una branca desenvolupada a partir de corbes eliptiques.

En aquest context, i considerant nombres primers grans, la fita de Hasse ens permet
aproximar #FE(FF,;) amb un error de I'ordre de 'arrel quadrada de ¢. En altres paraules,
essencialment ¢ i #IF, tenen el mateix nombre de xifres i en comparteixen la primera
meitat.

Com mostrarem, les corbes el-liptiques son corbes de genere 1. L’any 1949 André Weil va
generalitzar la fita de Hasse per a corbes de genere qualsevol, resultat que es pot trobar
anomenat com la fita de Hasse-Weil.

Teorema. Sigui F¥ una corba de génere g definida sobre K =T, aleshores:
[#E(K) = (¢ + 1) < 29v/q

On veiem inmediatament que si ¢ = 1, recuperem la fita de Hasse. El segilient pas
natural d’aquest treball podria haver estat arribar a la demostracié alternativa d’Enrico
Bombieri de la fita de Hasse-Weil presentada 30 anys després.

El treball comenca, a nivell conceptual, on acabaria una assignatura de corbes algebrai-
ques i suposarem, durant tota la llargada del treball que el lector ha cursat assignatures
com Equacions Algebraiques o Teoria de Galois i Algebra commutativa, aixi com men-
cionarem que pot arribar a ser d’especial interés per aquell qui hagi cursat Teoria de
Nombres Algebraica.



Al primer capitol del treball introduirem els conceptes basics referits a corbes alge-
braiques. Veurem la relacié entre morfismes de corbes i els cossos de funcions respectius,
donarem resultats sobre la separabilitat i la ramificacié de morfismes de corbes. Acaba-
rem el capitol estudiant I’espai de formes diferencials d’una corba projectiva llisa i la seva
relacié amb els conceptes definits.

Per a poder arribar a la fita de Hasse haurem d’introduir el concepte de genere, a partir
del teorema de Riemann-Roch que donarem al final del segon capitol on haurem treballat
amb resultats sobre el grup de divisors d’una corba. En aquest segon capitol arribarem
a demostrar el teorema de Riemann a partir del qual podrem definir el génere d’una corba.

Al tercer capitol, amb el teorema de Riemann-Roch present i havent definit el génere
d’una corba, definirem corba el-liptica, veurem quina importancia té el genere i tracta-
rem D'estructura de grup de les corbes el-liptiques i les isogenies, dotant-nos de tota la
maquinaria en corbes el-iptiques que necessitariem al capitol final.

Finalment, al darrer capitol, obtindrem el primer resultat que ens aproximara a la demos-
tracié de la fita de Hasse, la condicié de separable de I’aplicacié 1—¢ on ¢ és I’endomorfisme
de Frobenius. Aquest fet, amb els resultats de isogenies duals ens permetran donar una
demostracié molt elegant del teorema central i final d’aquest treball.

Treballarem, normalment, sobre cossos arbitraris, no necessariament algebraicament
tancats ni de caracteristica zero i buscarem la generalitat dels resultats sempre que sigui
possible. Al llarg del treball anirem fent al-lusié a la teoria de nombres algebraica, a
geometria algebraica més general i a temes d’algebra commutativa. Diversos resultats
(principalment aquells que citarem directament de les referéncies) provenen d’aquests
altres camps i permeten al lector veure ’estreta relacié entre aquestes branques de les
matematiques que per a 'autor ha estat una gran troballa en el cami per al desenvolu-
pament de la teoria sobre corbes el-liptiques i I’enteniment i demostracié de la fita de
Hasse.



Capitol 1

Corbes algebraiques

En aquest capitol treballem sobre les nocions basiques en la teoria de corbes algebrai-
ques. Definirem els morfismes entre cobres algebraiques i estudiarem les seves propietats.
Posteriorment, intoduirem 1’espai vectorial de formes diferencials i veurem la relacié que
té aquesta construccié abstracta amb la teoria que haurem desenvolupat.

1.1 Preliminars
En aquesta seccié donarem una serie de definicions i resultats que no demostrarem pero
necessitarem com a base i per contextualitzar tot el material que desenvoluparem.

Definicié 1.1.1 (Varietat aff). Siguin K un cos perfecte i I C K|z1, ..., %] un ideal. La
varietat afi associada a I €s el conjunt

V(I):={peA"(K)| flp)=0Vfel}.

Una varietat afi és un conjunt V(I) per a algun ideal I primer.
Definicié 1.1.2 (Anell de coordenades). D’una varietat afi V- amb ideal I:

K|V] = K[z1,..,zy]/1
Definicié 1.1.3 (Cos de funcions). D’una varietat V,

K(V) = Frac(K[V])

Definim també K[V] i K(V) ‘reemplagant K per K i la dimensié d’una varietat aff

com el grau de trascendencia de K (V') sobre K.

Definici6 1.14 (Regular). El punt p € V si per a un conjunt de generadors de I
{f1,.-, fm} C K[V] la matriu (afi/aq"j(p))ie{l,...,m},jé{l,...,n} té rang n — dim(V').

Direm que una varietat V' és regqular (o no singular, o llisa) si ho és per a tot p € V.

Definicié 1.1.5 (Anell local en p). Sigui M, := {f € K[V] | f(p) =0} (anell mazimal),
definim Uanell local de V' en p com la localitzacié de K[V] en M.

K[V],:={f/g9e K(E)| f,g € K[V],9(p) # 0}

Un element de K[V], és una funcié regular en p.

3



Definicié 1.1.6 (Espai projectiu). Definim [’espai projectiu de dimensié n sobre K com

PYE) = (KE\{0))/ ~  on (20, @0) ~ (Y05 - s )

si existeiz A € K tal que (xo,...,7,) = (Mo, - .., \yn). Denotem la classe de (zq, ..., Tn)
per

[zg @ -+t ap).
Definicié 1.1.7 (Varietat projectiva). Sigui
I C Klxg,. ..,z
un ideal homogeni.

Definim

V() ={peP"(K)|flp)=0Vfel}.

Una varietat projectiva és un subconjunt de P*(K) de la forma V (I).

Definim per a una varietat projectiva V els conceptes de cos de funcions,anells locals,
anell de coordenades a partit d’aqueses definicions per a la varietat afi VV N A”.

Definicié 1.1.8 (Aplicaci6 racional). Siguin Vi, Vy dues varietats projecives amb Vo C P™
una aplicacio racional és una aplicacio

Vi — W

¢ = [fo, s fnl
on fo, .. fn € K(V1)
Definicié 1.1.9 (Regular). Una aplicacié racional ¢ = [fo, .., fn] : Vi —> Va és regular
en p si existeiz g € K(V1) tal que gf; és reqular en p per a tot i i, per a algun i, g fi(p) # 0.
Una aplicacid racional reqular en tot punt és un morfisme.

Definicié 1.1.10 (Corba algebraica). Definim corba algebraica com una varietat projec-
tiva irreductible de dimensio 1

Proposicié 1.1.11. Sigui E una corba (algebraica), aleshores per a tot p € E, K|[E], és
un anell de valuacid discreta.

Definicié 1.1.12 (Ordre). Sigui E una corba i p un punt regular definim [’ordre d’una
funcié f € K[E],:

ord,(f) =mazr{d € Z | f € Mg}
Considerant ord,(f/g) = ord,(f) — ord,(g) estenem la defincié d’ordre a K(E).
Siordy,(f) > 0, direm que f té un zero a p i, si ordy(f) <0, direm que té un pol. Si

Definicié 1.1.13 (Uniformitzant). L’element T € K(E) és un uniformitzant si ord,(r) =
1 . Equivalentment, T és un generador de M.

Proposicié 1.1.14. Sigui E una corba llisa i f € K(E). Aleshores f té un nombre finit
de pols i zeros. A més, si f no presenta cap pol, f € K.

Donat que I'objecte central d’aquest treball sén les corbes el-liptiques que com veurem
sén sempre llises treballarem generalment amb corbes llises. Tenint en compte tots els
conceptes definits podem comencar.



1.2 Aplicacions entre corbes algebraiques

En aquesta seccié, treballarem sobre les aplicaciones de corbes algebraiques.

Tot i que al nostre treball ens interessen principalment els resultats sobre isogenies (mor-
fismes de corbes el-iptiques), aquestes sén un cas particular d’aplicacié de corbes algebrai-
ques aixi que hem considerat interessant mantenir la generalitat i tractar els conceptes de
separabilitat, regularitat a corbes algebraiques (projectives i irreductibles) qualssevol

Comencarem veient que una aplicacié racional esta sempre ben definida per a tots els
punts d’ambdues corbes.

Proposicié 1.2.1. Sigui E una corba, V. C PV una varietat algebraica, p € E un punt
reqular i ¢ : E — V una aplicacié racional. Aleshores ¢ és regular a p. Si E és llisa,
aleshores ¢ és un morfisme.

Demostracio. Un a aplicacid racional es pot escriure sempre com

¢ = [fo, ..., fn] amb f; € K(E)
Considerem 7 € K (F) un uniformitzant a p i considerem m = Or<ni<nN{ordp( i)}
Aleshores o
ord,(77"f;) >0Vi 1 ordy(77"f;) =0 per a algun j

D’aquesta manera cada 77" f; és regular a p i 77" f;(p) # 0 i, per tant ¢ és regular en p.
O

Donem ara un resultat molt important, que ens permetra en moltes ocasions simplificar
enunciats i poder definir tant el pullback com al capitol 3 la isogenia dual:

Teorema 1.2.2. Sigui ¢ : E1 — Eo un morfisme de corbes algebraiques. Aleshores ¢ és
constant o erhaustiva

Demostracio. Farem servir un argument topologic:

Com Ej és corba projectiva llisa, un espai complet, ¢(E7) ha de ser un tancat de Zariski.
Recordant, els oberts de Zariski de Ey sén {E2,0), E2 \ A} on A és un conjunt format per
un nombre finit de punts de Ey. Com ¢(E;) ha de ser un tancat de Zariski, és a dir, el
complementari d’un obert de Zariski tenim 3 possibilitats:

1. ¢(E1) = E§ = (), impossible. Donat que ¢ és una aplicacid, la imatge de E; no pot
ser el conjunt buit.

2. p(E1) = (E3\ A)° = A. Aleshores ¢(F1) és un conjunt finit de punts de FEs.
Observem que, en aquest cas, com FE7 és projectiva i llisa, £ té una tinica component
connexa, aixi, la seva imatge no poden ser multiples punts de Ey. Per tant, ¢(E;) =
A ={p} i ¢ és constant.

3. ¢(Ey) = (¢ = Es.
Recuperant, tenim que, donades E1, 5 corbes llises i ¢ : £ — E5 un morfisme,

¢(E1) = q € Ey (constant), o bé ¢(E1) = Ey (exhaustiva).



Ara, D’exhaustivitat dels morfismes no constants de corbes ens permetra definir el
pullback, que sera un objecte central a 'estudi de corbes algebraiques ja que ens permetra
relacionar cada morfisme de corbes amb una extensié algebraica de cossos.

Definicié 1.2.3. Siguin E1/K, Eo/K dues corbes i ¢ : By — Ea aplicacid no constant
definida sobre K. Anomenarem pullback a la segiient aplicacid induida per ¢:

qb* : K(EQ) — K(El)

¢ (f)r— foo

Teorema 1.2.4. Siguin Eq, 5 corbes definides sobre un cos K.

i) Sigui ¢ : By — E una aplicacid no constant definida sobre K. Aleshores K(Eh)

és una extensid (algebraica) finita de ¢* (K (E2)).

it) Sigui v : K(E2) — K(E1) una injeccid de cossos de funcions fizant K. Aleshores

existeir una unica aplicacié no constant ¢ : By — Ea (sobre K) tal que

o =1

i11) Sigui ara F C K(E1) subcos d’index finit contenint K. Aleshores existeiz una

unica corba projectiva E9/K (tret de K-isomorfisme) i una aplicacid no-constant
¢ : E1 — Ey definida sobre K tal que

¢" (K(Ep)) = F

Demostracio. i) Com ¢ és exhaustiva, indueix una injeccié ¢* (K(E2)) — K(E)).

ii)

iii)

Ara com els dos cossos son extensions finitament generades de K amb grau de
trascendencia 1, K(E;) ha de ser una extensié algebraica i finita de ¢* (K (Es).

Sigui By C PV i, per a cada i = 1,..., N, considerem g; € K(F>) la funcié correspo-
nent a la X;/Xo-éssima coordenada. Aleshores

¢ [1,t91, .y tgnN]

defineix una aplicaci6 ¢ : F1 — FE» tal que ¢* = . Ara ¢ és no constant ja que les
g; no ho son i ¢ és injectiva.

Suposem ara ¥ = [fo, ..., fv] una altra aplicaci6 tal que 1* = 1. Repetint el proce-
diment, per a cada i:

fil fo =" (g:) = 1(9:) = 9" (9:)
Amb el que ¢ =
Sense les eines necessaries, direm que hi ha una bijeccié entre extensions finites de

cossos de funcions i aplicacions de corbes algebraiques. Aixi es pot construir Ey/K
com la corba tal que el seu cos de funcions satisfa ¢* (K (FEp)) = F.

O



Hem vist, que donat una morfisme entre corbes algebraiques ¢ : E1 — FE», el pullback
dona una injeccié ¢* : K(F3) «— K(E1) i que la relacié entre aquests cossos és una ex-
tensié finita. Per altra banda, hem vist que per a cada parell de cossos de funcions i
K-morfisme entre ells existeix una tnica aplicacié de corbes associada. Aixi veiem que és
raonable associar de manera directa un morfisme de corbes a I’extensié de cossos generada
a partir del pullback. Nocions com la de separabilitat que treballarem i seran centrals en
la teoria que desenvoluparem seran definides a partir del pullback i el seu efecte sobre els
cossos de funcions de les corbes. Per molt que més endavant parlem només d’aplicacions
entre corbes i treballem amb les propietats d’aquestes, cal que recordem que remeten a
I’estructura subjacent del pullback i els cossos de funcions.

Passem a definir aquests conceptes:

Definicié 1.2.5. Sigui ¢ : E1 — FEs una aplicacid de corbes definida sobre K no cons-
tant. Direm que €és finita i definirem el seu grau com

deg(¢) = [K(E1) : ¢"K(E)]

Observem que el grau sera un nombre enter possitiu (ja que com hem vist ’extensio sera
finita). Si ¢ és constant direm que té grau 0.

Definicié 1.2.6. Direm que ¢ : E1 — Eo és separable, no-separable, purament insepa-
rable si ’extensio
K(Ey)

¢* (K(E2))

és separable, no separable o purament inseparable.
Definirem també els graus separable (degs) i inseparable (deg;) de ¢ com els graus separable
1 inseparable de l'extensio.

Donem primerament un exemple natural que sera molt util per a propers resultats:

Exemple 1.2.7. Sigui F/K una corba projectiva llisa i f € K(F) una funcié. Aleshores
existeix una aplicacio racional, induida per f, que, abusant de notacid, també anomenarem

f:

f:E—P!
P [f(p).1] (2

Aquesta aplicacié és un morfisme de corbes. Es pot considerar també com

_ ), 1] si f és regular en p
2 {[170] si f té un pol en p

Havent definit el pullback hem passat a treballar amb K (FE3) com a cos principal, o
de sortida. Ens sera interessant una mena d’invers.

Definicié 1.2.8. Sigui ¢ : By — Fo una aplicacic no constant de corbes definida sobre
K. Definim
qb* : K(El) — K(EQ)

be = (¢") " 0 Nic(my) 0 (52)
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Recordem la norma d’un element respecte d’una extensio de cossos:
Donat B un A-modul lliure finit, la norma d’un element x € B és el determinant de la
matriv associada a laplicacio multiplicacid per x en alguna A-base de B.

Pel que acabem de demostrar, K (F7) sera sempre un ¢* K (E)-modul lliure i clarament
finit. Observem un resultat que s’escapa practicament de les definicions donades:

Proposicié 1.2.9. Siguin E1, Es corbes projectives i sigui ¢ : E1 — Fo aplicacio de
grau 1. Aleshores ¢ és un isomorfisme

Demostracio. Per la definicié de grau, deg(¢) =1 = ¢*K(F2) = K(E)) i, per tant ¢*
és un isomorfisme. Considerem (¢*)™' : K(BE;) — K (E3) Vinvers del pullback que és,
particularment un K-morfisme de cossos.

Pel resultat que hem vist previament, sabem que existeix una unica aplicacié no constant
Y : By — By tal que * = (¢*) .

Aleshores:

Progt =(¢od))" =ldx(p,) , ¢ ot =(Yod)" =Idgm,)

Ara, per a cada identitat, podem considerar el fet que existeix una unica aplicacié f; :
E; — E; tal que f] = Idg(g,). S'observa inmediatament que l’aplicacié identitat satisfa
la condicié i, per tant:

pop=Idg, , Yo¢=Idg

Hem arribat doncs, a que ¢ (i ¢) és un isomorfisme. O
Observacié 1.2.10. Sense aprofundir massa, mencionarem que la relacié tan estreta

entre les aplicacions entre corbes i els seus pullbacks, més enlla de per la manera en que
les definim esta justificada pel fet que existeix una equivalencia de categories entre

o= {Objectes: {E/K, corbes projectives sobre K}

Morfismes: {¢: E1 — E», aplicacions racionals no constants}

c {Objectes: {Extensions K/K trascendents de grau 1 amb KN K = K }
2 pu—

Morfismes: {Morfismes de cossos fixant K (K-morfismes)}

1.2.1 Ramificacié

Hem observat propietats i caracteritzacions globals de les aplicacions entre corbes. Sabent
que (gairebé) tota aplicaci6 de corbes és exhaustiva, ens sera interessant estudiar com pot
ser el comportament local d’una aplicacié finita entre corbes algebraiques i com es pot
relacionar aquest amb caracteristiques globals de la corba.

Comencem definint el concepte de ramificacié que com veurem, és analog al compor-
tament dels primers i la seva descomposici6 en (extensions de) cossos de nombres.



Definicié 1.2.11. Sigui ¢ : E1 — Es una aplicacio finita entre corbes projectives, i
sigui p € E1. Definim 'index de ramificacié de ¢ a p com:

es(p) = ordy (6" 7y(y))

on Ty € K(E2) és un uniformitzant a ¢(p).

Rapidament s’observa, e4(p) > 1. Aleshores direm que p és no-ramificat (o bé que ¢
no ramifica en p) si e4(p) = 1.
Direm que ¢ és no ramificada si ho és a tot p € Fj.

Vegem com es relaciona aquest concepte amb les qualitats que sabem definir d’un morfis-
me finit de corbes algebraiques:

Proposicié 1.2.12. Sigui ¢ : E1 — Eo una aplicacio no constant de corbes projectives,
aleshores:

i) Per a cada q € Es,

> ep(p) = deg(9)

pEp~1(q)

it) Per a tot, tret d’un nombre finit, q € Es,
#¢~" (q) = deg,(9)
i11) Sigui ara v : By — E3 una altra aplicacié no constant, Vp € Ex,
e o ¢)(P) = es(p)ey(d(p))

Demostracié. i) Es segueix del segiient lema que podem trobar a [3]:

Lema 1.2.13. Sigui A un anell de Dedekind, K el seu cos de fraccions, L/K una
extensio finita. Sigui B la clausura entera de A en L. Aleshores sigui p un primer

de A. Aleshores
[L : K] = Z qufqg
Blp

on P son els ideals primers en els quals descomposa pB, ey lindex de ramificacio
de l'ideal B (poténcia amb la que B apareix a la descomposicio de pB) i f el grau
de lextensié de cossos residuals B /B sobre A/p.

Veiem aquest lema demostra el que voliem.

Observem que volem que K = ¢*(K(E2)) i L = K(E)), l'extensi6 és encara finita.
Ara sigui A lanell ¢* (K[E3]) format per les imatges de les funcions regulars de
K(FE3) en E3. Observem que si considerem B l’anell de funcions regulars de E;
tenim que B és enter sobre A ja que una aplicacié finita es pot caracteritzar a partir
de que K[E4] sigui enter sobre ¢*(K[E»]) [7]. Observem ¢*(K[E2]), K[E1] sén anells
de Dedekind.

Ara, podem identificar cada punt p de E; (i ¢ € E2) amb 'ideal de funcions regulars
en p (,q), ideal clarament primer, denotem B,. Observem que

Vp € o (q), ¢* (B =pC P,

9



i p descomposa en primers B, que apareixen amb potencia ey(p) . Finalment, el cos
residual de localitzar per p,’B és K tant per K[E] com per a ¢* (K[Es]) i fyp, = 1.
Aix{, recordant que deg(¢) = [K(E1) : ¢*(K(Es))],

deg(@) = > e4(p)

ped~1(q)

ii) Es pot deduir de la férmula de Riemann-Hurwitz que no arribem a intoduir en
aquest treball.
iii) Siguin 74(p), Ty(4(p)) Uniformitzants a ¢(p) i ¥(¢(p)) respectivament.

)i
Ara 74, té ordre 1 a ¢(p) == T(Zi(ﬂp(f(p)) té ordre ey(d(p)) que € YV Ty p(p))-

Obtenim o))
ordgp) (qu?’p) 8 )ZOY%@) (V" (Tys)))

Aplicant ¢* a ambdos elements de K (F3), i prenent l'ordre a p obtenim:

es(p) ey (0(p)) = ey (d(p)) ordy (¢ (T()))

o (es(6))

= ordy (‘ZS (de(ﬁp) ’ ))

= ord, (¥ © )" (Ty(e(r))))
=€y o ¢) (p)-

Corol-lari 1.2.14. Una aplicacid ¢ : By —> Ey és no ramificada si i només si

#¢~'(q) = deg(¢) Vg€ By
Demostracié. De i) tenim

D> eslp) =deg(d) = #¢(q)

p€d~1(q)

és a dir, la suma dels indexos de ramificacié de les antiimatges de ¢ i la quantitat d’an-
tiimatges son iguals. Com ey(p) > 1 tenim que necessariament Vq € Ea,e4(p) =1 Vp €
#~1(q) i ¢ és, per tant, no ramificada O

1.2.2 El morfisme de Frobenius

Sabem que per a una extensié de cossos no separable qualsevol K/F' existeix un cos in-
termig L, F' C L C K tal que L/F és separable i K/L inseparable.

Els cossos de funcions, per ser cossos, també tenen aquesta propietat tot i que no tinguem
a priori, informaci6 sobre el cos intermig. El morfisme de Frobenius ens donara aquesta
estructura.

Sabem que en un cos de caracteristica 0, tots els polinomis irreductibles son separa-
bles. Aix{ si estem considerant corbes definides sobre K amb char(K) = 0, les extensions
de K(F) seran separables per a qualsevol corba E. Aix{ per a aquesta seccié considerem
el cos base K de caracterstica p > 0 i fixarem ¢ = p".
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Per comengar, considerem per a qualsevol polinomi f € K]|x], f@ obtingut elevant els
coeficients de f a q.

Ara donada una corba E/K qualsevol definim la corba E(@ /K prenent com a ideal ho-
mogeni de E(9 I'ideal generat per { f@ . fe I(E } essent I(E) I'ideal homogeni definint
E.

Prenem ara un element qualsevol de E, [zg,...,x,] 1 f € I(E) tal que f(zg,...,z,) = 0.
Observem ara pero que donat que treballem sobre un cos de caracteristica p | g,

(f(l’o, "'7xn))q = f(q)(xga 737;]1) = 0.
A partir d’aquest fet definim el (g-essim) morfisme de Frobenius com

¢:E— EW@

(20, oy 2] — [, .. 28]

’rn

Proposicié 1.2.15. 5i K =T, el g-¢ssim morfisme de Frobenius és un endomorfisme.

Demostracid. Recordant que Vz € Fy, 27 = x tenim que donat un polinomi f € Fg[z], f @ =
f. Efectivament:

f:Zaia:i,f( Za z' on a = a; i, per tant f(q):Zaixi:f

amb el que les corbes E, E@ comparteixen ideal homogeni i son, per tant, el mateix
objecte O

Proposicié 1.2.16. Sigui ¢ : E — E9 el q-éssim morfisme de Frobenius sobre un cos
finit K de caracteristica p. Sigui ¢ =p".

1. El morfisme ¢ és purament inseparable
2. ¢* (K(EW)) = K(E)?:= {f?: f € K(E)}
5. deg(¢) =

Demostracid. Comencem veient com es comporta el cos de funcions de E@ respecte
el pullback induit pel morfisme de Frobenius: Treballant amb E@ . E com a varietats
projectives recordem que una definicié pel cos de funcions és el cos format per quocients
de polinomis homogenis del mateix grau.

Aixi, per la definicié del ’pullback’ (composar amb ¢) observem que per a un element
qualsevol f/g € K(E@),

¢*(f/9) = f(ng ,Xg)/g(Xg, 7Xg)

Per altra banda els elements de K (E)? son de la forma: f(Xo, ..., X,)?/9(Xo, ..., X;)? on,
com K és un cos finit, per a qualsevol polinomi f

[(Xoy ., X0)? = g(X{, ..., XT)
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amb el coeficients de g essent les potencies g-essimes dels coeficients de f.
Aixi, els subcossos ¢* (K (E@)) i K(E)? tenen els mateixos elements i

¢* : K(EW) — K(E)1

la restriccid, és una aplicacié bijectiva de cossos.
Hem vist i), ara observem rapidament que I’extensié

K(E)/¢"(K(E")) = K(E)/K(E)?

és purament inseparable amb el que ¢ és purament inseparable.

Vegem ara el grau de ¢. Considerem un uniformitzant 7 € K(FE) en algun punt regular
p € E. Sabem que K(E)/K(7) és una extensié separable.

Tenim el segiient diagrama:

K(E)
K(E)(r)
K (E)q/ \ K(r)
" [K(E) : K(E)!(1)] =1
amb el que

deg(¢) = [K(E)!(r) : K(E)1]

Tenim que 79 € K(E)? , aleshores el grau de I'extensié serd com a molt ¢ (ja que 7 és

arrel de X7 — 77 € K(FE)?[x]) aixi és prou veure que cap poteéncia de 7 menor a 77 és a
K(E)4.
Sigui 7* amb a = p®,s <r. Sia € K(F)!, 3f € K(F) tal que f1=71%1

p° =a=ord,(1%) = ord,(f?) = q*xord,(f) = p" * ordy(f)

que és una contradiccié.

O

Corol-lari 1.2.17. Qualsevol aplicacic v : By — Eo entre corbes llises sobre un cos K
de caracteristica p > 0 factoritza pel deg(v))-éssim morfisme de Frobenius.

B -5 EY % By
on q = deg;(¢) i ¢ denota el g-éssim morfisme de Frobrenius i v és separable
Demostracio. Considerem L la clausura separable de *(E2) a K(E1). Aleshores K(E;)/L

és una extensi6é purament inseparable de grau g, amb el que K(E;)? C L, perd pel que
acabem de provar

K(E) = ¢* (K(E@)) . i també [K(El) L * (K(E}q)))] —gq

12



Aixi, L = ¢* (K (EY]))) (tret de K-isomorfisme), aixi, tenim una torre:

K(En)

|
o (K(E?))

¢* (K(Es))

I només cal aplicar el fet que donat un K —morfisme de cossos de funcions
L: K(Ey) — K(E§Q)), es pot trobar una aplicaci6 v : qu) — FE5 amb v* = (. Obtenim,
per tant:

B, 2 B

lu
N
E,
On ¢ és com sabem, purament inseparable, i v per construccid, separable. O

1.3 Diferencials

En aquesta seccié introduirem el concepte de forma diferencial sobre una corba i 'es-
pai vectorial que formen. Inicialment veurem com fan la funcié de linearitzacié amb els
morfismes de corbes de manera analoga a com funcionen les diferencials treballant en un
context més analitic. Observarem que les diferencials ens donaran un criteri més accessible
per a quan una aplicacié és separable que farem servir de manera recurrent. Al capitol
2 tractarem la definicié de divisor d’una diferencial i més endavant, al capitol 4 farem
servir la diferencial invariant, una construccio per a corbes eliptiques que ens permeta de
manera molt elegant arribar a un resultat sobre la separabilitat d’una aplicacié on apareix
I’endomorfisme de Frobenius que sera clau per al resultat final d’aquest treball.

Aixi, concernint aquest treball, els diferencials no seran tant un objecte d’estudi si no
més, com veurem, una eina que ens permetra simplificar caracteritzacions i calculs.

Definici6 1.3.1. Definirem ’espai de formes diferencials sobre una corba E, que notarem
com Qp, Uespai vectorial sobre K(FE) generat per”simbols dx per a x € K(E) complint
les propietats:

i) d(zx+y) =dx+dy Y,y € K(E) (Condicié de linealitat)
ii) d(zy) = vdy +ydx Vz,y € K(E) (Regla de Leibniz)
i) dv =0 Vx € K (Anulacié de constants)

Anomenarem als elements d’aquest espai, diferencials o formes diferencials

Ara, recordant el pullback induit per una aplicacié entre corbes definirem un morfis-
me entre espais de formes diferencials induit de manera similar que ens permetra, entre
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d’altres, tenir un criteri per a determinar quan un morfisme de corbes és separable en
questié del pullback en I’espai vectorial de formes diferencials, que és una estructura més
amigable que la dels cossos de funcions.

Definicié 1.3.2. Sigui ¢ : E1 — FEo aplicacid no constant entre corbes, i el pullback
¢* : K(Ey) — K(E1), definim Uaplicacié induida per a diferencials:

o Qp, — Qp,

of (3 fidw:) = 3 (6" (i) (6" ()

Amb l'objectiu de demostrar el seguuent resultat:

Proposicié. Sigui ¢ : By — Es una aplicacio no constant entre corbes, aleshores ¢ és
separable si i només si laplicacio:

QZ)T : QE2 — QEl
€s injectiva.

Necessitarem certs resultats sobre la dimensi6 de Qg com a K (E) i K (z)-espai vectorial
per a x € K(E). Les eines usades per a la demostracié d’aquests resultats escapen al que
podem incloure en aquest treball aixi que partirem com a lema d’una caracteritzacié que
trobem a [6] per a la relacié entre dimg (g /p) 1 dimp(Q27,p) on L = K(t) una extensio,
clarament finita.

La demostracié d’aquesta caracteritzacié es dona a partir de propietats propies de Qg,
extensions de cossos i del producte tensorial, objecte que no presentarem en aquest treball
pero que és suficient per a provar els punts que necessitem.

Canviant lleugerament la notacié, al Matsumura trobem:

Lema 1.3.3. Sigui F' un cos i K/F una extensié. Denotarem per r(K) = dimg (Qg/r)
el rang (o bé dimensid) de Q com a K—espai vectorial.
Sigui L = K (t). Tenim 4 possibilitats:

1. Sit és trascendent sobre K, aleshores r(L) = r(K) + 1

2. Sit és algebraic i separable sobre K, aleshores r(L) = r(K)

3. Si char(F) =p,t? =a € K id(a) =0, aleshores r(L) =r(K) +1

4. St char(F) = p,t? = a € K pero d(a) # 0, aleshores r(L) = r(K)

En els cassos 3 14, tenim que L/K és una extensié purament inseparable. La diferéncia
és la qualitat de I'element a respecte de les diferencials. Podem prendre com a intuicié
el fet que en el cas 3, a és una ‘constant’ i quan adjuntem ¢, estem dotant K d’un nou
element amb u diferencial K-linealment independent als de Q2 i aixi el rang augmenta.

A I"iltim cas pero no es dona aixi a no és nul per a les diferencials aleshores on tindrem
que d(a) = zd(t) per a algun = € Q.

Corol-lari 1.3.4. Sigui F' un cos, K una extensio de F' i L una extensio finita de K.
Aleshores
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Demostracio. Tota extensié finita de K es pot obtenir repetint extensions dels 4 ti-
pus mencionats abans. Observant que com la dimensié en cap cas baixa, clarament
dimy, (2 p) > dimg (Qg/p). A més, pel cas 1 observem que per cada element trascen-
dent que afegim, la dimensié de l’espai de formes diferencials augmenta. Obtenim per
tant el resultat. (]

Teorema 1.3.5. Sigui L una extensid finita de F. Aleshores
dimp,(Qp/r) > deg;, (L/F)

I és una igualtat si 1 només si L és una extensio separablement generada sobre F'.

El concepte de Separablement generada és, en el cas d’extensions trascendents, una
extensi6 K/F on existeixen elements x1,..,x, tal que K/F(x1,...,x,) és una extensié
separable i algebraica.

Observem que si l'extensié K/F és algebraica, separablement generada i separable son
equivalents, que és la situacié que ens sera més important.

Demostracio. L’enunciat del teorema és un cas particular de la desigualtat previa.
Suposem que dimp,(27,r) = 0, per a qualsevol K cos intermig F' C K C L 'extensi6 L/K
no correspon als cassos 11 3 del lema. Tampoc és possible el cas 4 ja que dimy (€, / F) =
0 = dimg(Qg/r) = 0 aleshores no es pot trobar a a € K tal que d(a) # 0 (ja que
l'existéncia d’aquest ¢ = dimg(Qg/p) > 1). Aixi, ens trobem en cas 2 1 L és una
extensié algebraica i separable de F' ja que K/L és algebraica i separable per a qualsevol
cos intermig.

Suposem ara que dimy, (27 ,r) = r = deg,,.(L/F). Aleshores prenem w1, ...z,- € L tals que
{d(z1),...,d(z)} sigui una L-base de Q. Considerem ara el fet que Qp /p(z,,. 2,) =0
i, pel que acabem de veure L/F(x1,...,x,) és una extensié algebraica i finita i, per tant,
L/F és extensié separablement generada. O

Observacié 1.3.6. Donada una extensié de cossos finita L/ K, dimy, (€2, /) = 0 si inomés
si L/K és una extensié algebraica separable.

Aquests resultats son suficients per a, recuperant el llenguatge, poder demostrar:

Proposicié 1.3.7. Sigui E una corba, aleshores:

i) QO és K(E)-espai vectorial de dimensio 1.

ii) Sigui x € K(E), aleshores d(x) és base de Qp si i només si K(E)/K(x) és una
extensio finita i separable.

i11) Sigui ¢ : By — Ea una aplicacié no constant entre corbes, aleshores ¢ és separable
st 1 només si laplicacio:
¢l Qp, — Qp,
és injectiva.
Demostracié. i) Directament del teorema anterior. Considerant L = K(E), F = K, i

recordant que el cos de funcions d’una corba és una extensié de degy, = 1 i clarament
separablement generada sobre K, el cos base, tenim:

dimg (2 ) = degy, (K(E)/K) = 1

on notem 2, /& ber a especificar a K com a cos base.
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ii) Tenim que si K(E)/K (x) és una extensié finita i separable
Aleshores com d(z) clarament és base per a Qg com a K (r)-espai vectorial, també

ho sera sobre K (E).

iii) Fent servir els dos punts previs escollim y € K (F2) de manera que d(y) sigui K (FEs)-
base de Qp,. Ara ¢*(K(Es)) és separable sobre K (¢*(y)). Aleshores:
o' és injectiva <= d(¢*(y)) # 0. Donat que dimg )(Q ,) =1 tenim que
d(¢*(y)) és una base de Qp, alhora aix6 és <= K(E1)/K (¢

) /¢

Ey)
K(Ey)/K(¢*(y)) és separable <= K(E)/¢* (K(E2)) és separable.

*(y)) és separable

(¢
i, com hem vist que ¢* ( /@™ (y) és separable:

O

La seguent proposicié donara lloc a poder formular una bona definicié de ’ordre d’un
diferencial:

Proposicié 1.3.8. Sigui p € E i sigui 7 € K(E) un uniformitzant a p.

i) Per a cada w € Qg emisteiz una unica funcié f € K(E) (fivats w,T) tal que
w = fd(r). Denotarem f com w/dr.

ii) Sigui f € K(E) una funcié reqular a p. Aleshores d(f)/dr és també regular a p.

i11) Sigui w € Qg, la quantitat
ord,(w/dr)

és independent de luniformitzant T. Anomenarem a aquesta quantitat ordy(w) l'or-
dre de w a p

Demostracié. i) Recordant que, siT € K(F) és un uniformitzant aleshores K (FE)/K(T)
és una extensié separable (algebraica) i recordant la definicié de base d’un espai vec-
torial obtenim el resultat.

ii) Recordant els conceptes d’anell local a p, i que un uniformitzant és un generador de
I'ideal maximal (M, C K[E],), donat que f és regular, podem escriure f = > a;7"
amb ¢ > 0. Podem considerar (de manera general, per a qualsevol funcié si tenim
en compte potencies negatives de 7) la diferencial de f sobre K(7) considerant les
diferencials terme a terme. Ara dF(T)( f) no té cap poteéncia negativa de 7.

Alhora, sabem que K(E)/K(7) és una extensi6 finita i separable, per tant d(7) és
una K (E)-base de Qg i

A1) = d(f)/dr € K(E)

per definicio.
Clarament, d(f)/dr € K|E], i obtenim el resultat.
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iii) Sigui t € K(E) un altre uniformitzant a p, per 'apartat anterior, tenim que tant
d(t)/dr com d(7)/dt son regulars a p, i, per tant ord,(d(t)/dr) = 0. Aleshores donat
que

w = gd(t) = g(d(t)/dr)d(r)
obtenim el resultat
O

Veiem ara una propietat molt util per al calcul de 'ordre d’una diferencial aixi com
una demsotracié on es veu clarament com es pot fer servir la maquinaria definida per a
facilitar el calcul.

Proposicié 1.3.9. Siguin f,g € K(E) amb g(p) = 0. Sigui ara q = char(K). Aleshores:

ordy(fd(g)) = ord,(f) +ordy(g) — 1 siqg=0 o qfordy(g)
ord,(fd(g)) > ord,(f) + ord,(g) siqg >0 o0q|ordy(g)

Demostracio. Donat 7 un uniformitzant a p, considerem g = ur™ amb n = ord,(g) > 1
per definicié. Aleshores ord,(u) = 0. Calculem,

d(g) = (nur”_l + (d(u)/dT)T”) d(r).

Ara d(u)dr és regular a p pel resultat que acabem de veure. Aixi donat n # 0 l'ordre
vindra donat pel primer terme de la suma i obtenim la igualtat:

ord,(fd(g)) = ord,(funt™ td(t)) = ord,(f) + (n — 1)
Finalment, si ¢ > 01 ¢ | n el primer terme de la suma és identicament zero i, per tant

ord,(fd(g)) = ord, (f(d(u)/dr)r"d(T)) > ord,(f) + n.
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Capitol 2

Divisors 1 Riemann-Roch

En aquest capitol introduirem el concepte de divisor d’una corba. Els divisors (de manera
més general) es poden entendre com una generalitzacié de la factoritzacié de primers en
un context de teoria de nombres algebraica i esdevenen una eina important en teoria
d’esquemes, on es diferencien divisors de Weil i de Cartier. Tot i que hi ha molta teoria
rere els divisors, nosaltres els definirem com un objete purament abstracte i veurem,
amb la relacié entre divisors, funcions i diferencials la intuicié que pot haver-hi sota la
definicié formal del grup de divisors d’'una corba. Els grups de divisors ens permetran
establir una interessant relaci6 entre corbes algebraiques i cossos de nombres i finalment,
podrem arribar al teorema de Riemann-Roch d’on obtindrem la definicié de genere d’una
corba i que sera d’extrema importancia per a la teoria que desenvoluparem més endavant.

2.1 Divisors

Definicié 2.1.1. Definim el grup de divisors d’una corba E : Div(E) com el grup abelia
lliure generat pels punts de E. Aixi, un divisor D € Div(E) es una suma formal de punts
de E. Podem escriure un divisor D com:

D = Z ap(p)

peE

amb a, € Z,a, = 0 per a tot p tret d’un nombre finit.
Definim també l'ordre d’un divisor D € Div(E) com la suma dels coeficients:

deg(D) = Z ap

peE

Observem rapidament que la suma de dos divisors de grau 0 ha de ser un divisor de
grau zero.

Definicié 2.1.2. Definim el subgrup:
Div'(E) := {D € Div(E) | deg(D) =0}

Format per tots els divisors de grau 0.
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2.1.1 Divisor d’una funcio
Definicié 2.1.3. Sigui E corba llisa sobre K i f € K(E)* definim el divisor de f com

div(f) =" ordy(f)(p)

peE

A més, anomenem principal a tot divisor D tal que D = div(f) per a alguna f € K(E)

Donem ara un exemple del divisor associat a una funcié sobre una corba
Exemple 2.1.4. Considerem la corba E definida sobre Fs d’equacio:
E:y=a4z+1
i la funcié o
fy)=z+y+2€F3(E)

Calculem el divisor de f:

Div(f) =) _ord,(f)(p)

peER

Observem primer que f té zeros als punts (1,0),(0,1) de la corba. Podem entendre
f(x,y) = 2+ y + 2 com una recta al pla aff i sabem, pel teorema de Bézout (3.2.1) que
E i f s’han de tallar en 3 punts comptats amb multiplicitat.

Calculant, f i E tenen multiplicitat d’interseccié 1 a (1,0) i 2 a (0,1), per tant,

Ofd(o,l)(f) =2, Ol"d(l,o)(f) =1

i com no tenim més interseccions, cap altre punt ¢ € E satisfa ord,(f) >0 .
Ara com clarament no tenim cap pol a les coordenades afins de E, podem, homogeneitzant
i recuperant 'estructura projectiva, observar ordp(f) = —3 . Amb tot:

div(f) = (1,0) ®2(0,1) @ 30
Observem també deg(div(f)) = 0.

Trobem que I'estructura d’un divisor és una suma de punts amb coeficients a Z. Al
lector que hagi treballat amb corbes algebraiques, pot recordar-li a ’estructura de grup
de les cibiques, al seglient capitol veurem la relacié d’aquestes construccions.

Proposicié 2.1.5. Sigui E una corba suau i f € K(E)" aleshores
i) div(f) =0 < fe K*

it) deg(div(f)) = 0.

Demostracio. 1) Sidiv(f) = 0 aleshores f no té pols, considerem laplicaci6 f : B —
P! definida a (1.2.1), que és morfisme de corbes. Com tot morfisme de corbes és
exhaustiu o constant i f~!(c0) = {p € E | f té un pol a p}.

ii) La demostracié d’aquest resultat, si bé és pot donar per altres mitjans, preferirem
donar-la arrel d’un resultat posterior, sobre la relacié entre morfismes de corbes i
divisors.

O
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Definicié 2.1.6. Definim el grup de Picard Pic(E) d’una corba E com el quocient del
grup de divisors pel subgrup de divisors principals.

Analogament i havent vist que tot divisor principal té grau zero definim PicO(E) el quocient
del subgrup Div®(E) pel subgrup de divisors principals.

Proposicié 2.1.7. Ezisteir una seqiiéncia exacta:

1 — K — K(E)* — Div’(E) — Pic’(E) — 0 (2.1.1)

Demostracio. Efectivament, definint les dues primeres aplicacions com la inclusid, de nu-
cli trivial, I’exactitud és clara .

Continuant, si prenem divisors al cos de funcions de F, acabem de demostrar que les
funcions constants son les tiniques tenen divisor equivalentment 0 i pertanyen al nucli.
Dins Div?(E) al fer el pas al quocient, cauran al nucli tots els divisors principals, és a dir,
tots els divisors de la forma div(f), f € K(E).

Finalment una aplicacié de pas al quocient és sempre exhaustiva i la seqliencia és efecti-
vament exacta. U

Observacié6 2.1.8. Sigui K un cos de nombres, aquesta seqiiencia exacta que acabem de
definir és analoga a:

1 — 0 — K" — Ig — Clg — 1

on Oj; és el grup d’'unitats de anell d’enters de K, I el conjunt d’ideals fraccionaris de
K i Clg el grup de classes. Vegem la semblanca d’aquestes seqiiencies:

Les dues primeres aplicacions son inclusions, com a (2.1.1). Aleshores considerarem de K*
a I, Paplicacié que associa cada element a € K* a 'ideal principal (a) C Ix comunment
anomenada div. Al nucli de div hi seran els elements de K* que donin lloc a Ok (neutre
per a Ix), és a dir, els elements invertibles de Ok, Of.

El grup de classes Clk, esta definit com Iy /Px on Pk és el grup d’ideals fraccionaris
principals aixi com Pic?(E) és el quocient de Div?(E) per divisors principals.

La semblanca entre 1’estudi de corbes algebraiques i la teoria basica de nombres alge-
braica no es limita només als divisors. El resultat previ (1.2.13) sobre ramificacié és clau
per a l'estudi de les ramificacions dels ideals primers en cossos de nombres. Aquestes
relacions, no només ens serveixen per a poder estudiar propietats compartides o treba-
llar recolzant-nos en altres branques si no que també ens permeten veure que ’estudi de
corbes té una important component d’algebra més abstracta que pot quedar amagada a
primera vista.

Hem definit divisors en una corba, el segiient pas natural és definir les aplicacions entre
grups de divisors de dues cobres. Ho farem a partir d’una aplicacié entre les corbes.
Vam veure que existia una estructura subjacent als cossos de funcions donades dues corbes
i un morfisme entre elles, per a divisors tenim:

Definicié 2.1.9. Donada ¢ : E1 — Fo una aplicacié no constant, definim ¢*, s
induides per ¢:

¢* : Div(Ey) — Div(Ey) ¢+« : Div(E1) — Div(Es)
@— > e (p) — (&(p))
pESd~1(q)
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On les imatges dels punts defineixen les imatges de tot el grup de divisors per ésser
generadors.

Vegem com es relacionen amb els conceptes de grau i elements del cos de funcions

Proposicié 2.1.10. Sigui ¢ : By — Es una aplicacio suau no constant entre corbes
aleshores:

i) deg(¢*(D)) = (deg(¢))(deg(D)) v D € Div(E)
i) ¢*(div(f)) = div(¢™(f)) vV f € K(Ey)*
i11) deg(¢p.D) = deg(D) vV D € Div(E)
) ¢«(div(f)) = div(¢«(f)) vV f € K(E)

v) L’endomorfisme ¢, o ¢* actua com multiplicacid per deg(¢) en Div(Es)

vi) Sigui ara ¢ : Ey — FEs3 aplicacio suau entre corbes, aleshores
(1/JO¢)* = ¢ o* i (¢0¢)*=¢*0¢*

Demostracid. 1) Sigui D=} p ai(p;), aleshores

Ara, prenem graus i, recordant que per a cada p € Es la suma dels indexs de
ramificacié dels ¢ € ¢~!(p) és el grau de ¢ obtenim:

deg(¢"(D)) = Y ai Y egle) = Y ai(deg(¢)) = deg(D)deg(g)

Pi€E2  qed1(pi) pi€Es

ii) Cal que recordem ord,(¢*(f)) = ey(p) ordy,)(f) V f € K(E2),Y ¢ : By — E».
Aleshores, recordant la definicé del divisor d’una funcié com la suma d’ordres a cada
punt:

¢*(div(f) =" | D ordp(Np) | = D ordp(S) | D es(a)(q)
pi€E2 pi€F2 q€9~(pi)

Ordenant els termes i veient que ordg) (f) = 0si ¢ € ¢~ (p;) per a algun i

¢"(div(f) = Y ordgig)(fles(@)(@) = D ordg(¢"(f))(a) = div(¢"(f))

qEEr qEEL

iii) Només cal observar que el grau d’un divisor depén dnicament dels coeficients, els
quals no canvien sota ’accié de ¢,.

iv) Recuperar referéncies
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v) Sigui D € Div(E),D = }_ ay(p). Amb el que hem vist:

¢ 0 Zap Z Zal’ Z

pEE2  gep—1 pEEy g€~ 1(p)

Si reordenem, trobem que cada p, esta multiplicat per 'index de ramificacié de tots
els punts a la seva antiimatge. Altre cop, aquesta suma és igual al grau de ’aplicacié
i s’obté:

¢x0¢"(D) = ) apldeg(9)](p) = [deg()] D ap(p) = [deg(9)] (D)

peEE? pEFEy

vi) Per a la primera igualtat només cal recordar que donada una composicié de morfis-
mes de corbes no constants, I'index de ramificacié de la composicio és la multiplicacié
d’indexos i el resultat és directe. La segona igualtat és trivial.

O
Demostrem un resultat que ens ha quedat pendent:

Demostracié de la proposicié (2.1.5) ii). Donada f € K(E), recordem el morfisme de
corbes induit f : E — P! (1.2.1), observant que els tinics punts amb ordre no nul tenen
com a imatge 0 o oo € PL:

deg(div(f)) = deg(f*((0) = (00))) = deg(f) — deg(f) =0

2.1.2 Divisor d’una forma diferencial

El segiient pas sera definir el divisor d’una diferencial. Més endavant, quan parlem de
I'invariant diferencial veurem com molts resultats es deriven de poder considerar el divisor
d’una diferencial i una funcié.

Proposicié 2.1.11. Per a tot, tret d’un nombre finit, p € E:
ordy(w) =0
per a tot w € €.

Demostracid. Sigui x € K(FE) tal que d(z) genera Q. Aleshores w = fd(z) per a alguna
f € K(F)..... No ho entenc, preguntar. O

Definicié 2.1.12. Sigui w € Qg. Definim el divisor associat a w com:

div(w Z ord,( ) € Div(E)
peE

La seguuent definicié ens permetra donar un millor context a les diferencials com a
paralA-lelisme de les diferencials al calcul:
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Definicié 2.1.13. Direm que una diferencial w € Q és reqular (o bé holomorfa) si
ordy(w) >0 VpeFE

i que és sense zeros (non — vanishing) si
ordp(w) <0 Vpe E

Observacié 2.1.14. Si wy,ws € Qg son dues diferencials no nul-les, aleshores, del fet que
Qf és un K(E)-espai vectorial de dimensié 1 sabem que ha d’existir f € K(E)* tal que
w1 = fwg i

div(w;) = div(f) + div(w2)

justificant la segiient definicié

Definicié 2.1.15. Definirem la classe de divisors canonics de E com la imatge a Pic(E)
de div(w) per a qualsevol diferencial no nul-la w € Qp. Qualsevol divisor en aquesta
classe és un divisor canonic.

En aquest treball ens quedarem a les portes de demostrar el teorema de Riemann-Roch,
on els (o la classe de) divisors canonics juguen un paper important, donem la definicié
per tal que s’entengui 'enunciat del teorema de Riemann-Roch.

2.2 Aproximacio al teorema de Riemann-Roch

Al llarg d’aquesta seccid, K sera un cos algebraicament tancat ja que aixi es troba definit
normalment a la literatura. Quan, més endavant, treballem amb cossos arbitraris només
ens caldra considerar que tots els resultats d’aquesta seccié son idéentics per a la clausura
algebraica del cos base.

Recuperem el llenguatge de divisors, d’ara en endavant D = > a,(p), ap € Z, p € E
sera un divisor a F//K. Donarem un ordre parcial sobre els divisors:

Definicié 2.2.1. Direm que un divisor D és possitiu (o efectiu), i denotarem D > 0, si
ap >0VpeE.
Donats dos divisors D1, Do, escriurem D1 > Dy si D1 — Do €s possitiu.

Un raonament comu a la geometria és, arrel d’'un conjunt finit de punts, veure quins
objectes interactuen amb aquests punts d’una manera especifica. Per exemple, a I’estudi
de corbes algebraiques és una qiiesti6 interessant definir una corba a partir d’'un conjunt
de punts i multiplicitats. L’estudi de quantes corbes de cert grau existeixen que passin
per uns punts determinats amb certa multiplicitat és tan util com interessant i dona lloc
a veure les corbes des d'un altre punt de vista: Passem de considerar els punts com a un
element, o un afegit a una corba definida per un ideal a considerar les corbes definides
com els punts que hi pertanyen.

De manera similar, donat un divisor D = ) a,(p), voldrem determinar sota quines cir-
cumstancies existeix una funcié racional amb pols a p d’ordre no major a a,.

Definicié 2.2.2. Sigui D =) a,(p), definirem L(D) Uespai de funcions:

L(D)={fe K(E) |ord, > —a,, VpecL}
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Observem que f € L(D) <= div(f)+ D > 00 bé f =[0].
Es facil veure que per a cada D, L£L(D) és un K espai vectorial ja que multiplicar una

funcié per una constant no canvia els zeros ni ’ordre en cap punt i tenim, per a cada p,
donades f,g € K(E)*

ord,(af 4 bg) > min {ord,(f),ord,(g)}

Ens sera interessant la dimensié d’aquest espai vectorial. Sera la mesura de ’quantes’
funcions tenen a cada p ordre major a —a,.

Proposicié 2.2.3. Siguin Dy, Dy € Div(E) i sigui £(D) = dimg (L£(D)).

i) Si D1 < Da, aleshores L(D1) C L(D3) i dimg(L(D2)/L(D1)) < deg(Dy — D).

it) £L(0) =K, A més L(D) =0 només si deg(D) < 0.

i11) Per a qualsevol D € Div(E), L(D) és un espai vectorial de dimensid finita. De fet,

si deg(D) > 0, aleshores
(D) =deg(D) +1

iv) Si D1 = Da, aleshores £(D1) = ¢(D3).

Demostracié. Mantenint la notacio:

i)

ii)

iii)

Si Dy < Do, aleshores Dy = D1+ (py)+...+ (ps) (amb p; no necessariament diferent
de pj per ai,j € {s,s+1,...,r}) i clarament

L(D1) C L(D1+ (pr)) C - CLD1+ (pr) + -+ (ps) = L(D2).

Aleshores, només ens cal demostrar dimg (L£(D + (p))/L(D)) < 1.
Sigui a, € Z el coeficient de p en D. Fent servir I'estructura d’espai vectorial,
considerem, essent 7 € K (FE) un uniformitzant a p l'aplicacié lineal:

v: LD+ (p) — K

fr—= (77HE) (p)

Observem que si f € L(D), ord,(f) > —a, i, per tant ord,(r%T1f) > 0. Aix{
Kerp = L(D) i pel primer teorema d’isomorfia tenim el resultat.

L(0) = K és trivial. Qualsevol funcié no constant té algun pol i, per tant, ordre
estrictament negatiu en algun punt de la corba.

Ara, suposem D = Dy —aq(p1)—....—a,(py) on a; € Z~q iamb D, denotem els punts
amb coeficients possitius de D (la part possitiva, si escau). Suposem 3f € L(D).
Aleshores ordy, (f) > a;, com una funcié racional té tants zeros com pols tenim que
f ha de tenir pols amb multiplicitats sumant Zi:l,..,r ar. En el millor dels cassos,
f presenta pols on D un punt amb coeficient possitiu. Tenim perd que deg(D) < 0
i, per tant, la suma de les multiplicitats dels pols de f sera major a deg(D4). Aixi,
existeix algun p € E tal que ord,(f) < ap si ap és el coeficient de p a Dy i hem
arribat a una contradiccié.

Sideg(D) =n >0, triem p € E i definim D* = D—(n+1)(p). Aleshores L(D*) =0
ja que deg(D*) < 0 i, pel que hem demostrar a i),

dimg (L(D)/L(D*)) <n+1 £(D:*)>=0 (D)<n+1
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iv) Siguin D, Dy dos divisors amb la mateixa classe a Div?(E). Aleshores D; = Dy +
div(f) per a alguna f € K(F) i podem definir I'aplicacié

@ : ,C(Dl) — E(DQ)

gr—gf

Ara ¢ és un isomorfisme d’espais vectorials i £(D;) = ¢(D3)
(]

Podem definir per a cada divisor, el seu grau sobre un subconjunt de E. Aquesta
construccid ens serd interessant de cara a demostrar futurs resultats.

Definicié 2.2.4. Sigui S C E un subconjunt, i sigui D = ay(p) a E aleshores definim:

deg®(D)=> a, i L5(D)={fe K(E)|ordy(f)>—a, Vpe S}
peS

Lema 2.2.5. Sigui D1 < Do, aleshores £L5(Dy) C L5(Ds).
Si S és un conjunt finit, dimg (L£5(D2)/L5(D1)) = deg®(Dy — D)

Demostracio. La demostracié és practicament igual que a la donada per la iltima propo-
sicié. O
La segiient proposici6 ens permetra aproximar-nos al calcul de dimensions ¢(D) per a

un tipus de divisor en particular.

Definicié 2.2.6. Sigui f € K(FE) definim el seu divisor de zeros com:

(Nlo= > ordy(f)(p).

ordp(f)>0

Clarament, () és un divisor possitiu per a cada f, té sentit considerar L((f)o)-
Proposicié 2.2.7. Sigui f € K(E) no constant, sigui (f)o = > ap(p) el divisor de zeros
de fin=[K(FE):K(f)]. Aleshores

i) deg((f)o) =n

it) ¥V r € Z existeir una constant d tal que:

C(r(f)o) zrn—d

Demostracio. Sigui m = deg((f)o), veurem primer que m < n, provarem i) i a partir
d’aquest fet trobarem que m > n i haurem demostrat la proposicié.

Sigui S = {p € E | ap >0} Escollim fi,..., f, € £(0) tals que les imatges fi,..., fm. €
L£5(0)/L£5(—(f)o) siguin base (Pel lema anterior la dimensié de I’espai vectorial £5(0)/£%(—(f)o)
és m). Veurem que f1,..., f,, son K(f)-linealment independents:

Suposem que no, aleshores podem trobar w; = b;+ fh; € K[f] (sempre podem aconseguir
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aquesta expressid, desfent denominadors i multiplicant per alguna poténcia de f ) tals

que
m

Z w; fi =0
=1

Amb no tots els b; nuls. Tenim pero:

m

D bifi=—1> higi
=1

i=1
Ara, el terme de la dreta de la igualtat és de £°(—(f)o) amb el que S w;f; +— 0,

L£5(~(fo))
que és una contradiccié.

Per tant, f1,.., fm son K(f)-linealment independents — m < n.
Vegem 11):
Sigui ara {¢1, ..., gn } una K(f)—base de K(F). Podem considerar, que cada g; satisfa una
equacié
glmi + Cilgzmi_l +..=0, a4 € K[1/f]

Aleshores per a p ¢ S es té ordp(c;;) > 0. Aixi si ordy(g;) <0ip ¢ S
ordy(g;"") < ord, (cijgzmi_j)
que no pot ser. Per tant ord,(g;) >0Vp ¢ S. Es a dir, per a algun ¢

div(gi) +t(f)o >0

per a tot i = 1,...,n. Aleshores g;f 7 € L((r+1t)(f)o) perai=1,..,n,j=0,1,...,7.

Ara tenim que cada les g; son independents sobre K (f) mentre que z~!,..., 2" son

clarament independents sobre K. Aleshores
{gif 7 |i=1,.,m; j=0,.,r}
son independents sobre K. Aixi £ ((r +t)(f)o) > n(r + 1). Per altra banda perd
C((r+)(f)o) =L (r(f)o) +dimg (L ((r+1)(f)o) /L(r(f)o)) < L(r(fo) + tm

Aleshores,
Lr(f)o) >n(r+1)—tm=rn—r1

Finalment, tenint en compte que per a un divisor possitiu D, ¢(D) < deg(D) — 1,
rn—1 < l(r(f)o) <rm-+1

si prenem r tant gran com volguem veiem que n < m i hem acabat. O

Arribem al teorema que defineix el genere d’'una corba:

Teorema 2.2.8 (de Riemann). Ezxisteiz una constant g € Z>q tal que, per a qualsevol
divisor D € E:
{(D) = deg(D) +1—g

El menor dels g per als quals es dona la desigualtat sera el génere de E.
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Demostracio. Per a cada D considerem S(D) = deg(D) + 1 — ¢(D). Veurem que per a
qualsevol D, S(D) < g. Primerament cal que tinguem en compte les segilients considera-
cions:

1. S(0) = 0, per tant si g existeix ha de ser major o igual a zero.
2. Si D = D* aleshores S(D) = S(D*).
3. Si D < D*, aleshores S(D) < S(D*).

Sigui f € K(FE) no constant i considerem Z = (f)p. Triem 7 la menor de les constants
tal que Vr, {(rZ) > rn—71sin = [K(E): K(f)] = deg(Z). Ara, com per a qualsevol
r, S(rZ) =rmm+1—4(rD) <74+ 1irZ < (r+ 1)Z, tenim per la consideraci6 (3) que
S(rZ) =741 per a tota r > 0.

Sigui g = 7+ 1. Aleshores, per (2) i (3) és prou veure que per qualsevol divisor D existeix
D* = D iun enter r > 0 tal que D* < rZ per a algun Z = (f)o.

Considerem Z = ) a,(p) (tot recordant a, = ord,(f) > 0) i suposem D = > a,(p).
Voldrem D* = D — div(F') pel que necessitem a,, — ord,(F") < ray, per a tot p.

SigsiT ={p€ E | ap > 0,0rdy(1/f) > 0} definim

F=]]Q/f-1/fp)

peT

Aleshores a, — ord,(F) < 0 on ord,(1/f) > 01, si ord,(1/f) <0, ap > 01 per a r prou
gran D* < rZ.

Ambo tot, hem trobat que per a qualsevol divisor D, existeix un divisor D* = D tal que
S(D)=8S(D*)<S(rZ)=gi

(D) > deg(D) +1—g

Veiem algunes implicacions del teorema de Riemann.

Exemple 2.2.9. Sigui £ una corba.

1. g=0 < E=~P.

2. g =1 <= FE és biracionalment equivalent (els respectius cossos de funcions sén
isomorfs) a una cubica no singular.

3. g =2 = FE és una corba hiperel-liptica i existeix una aplicacié de grau 2 de
E —P!

La formulacié de Riemann ens és prou per a definir el geénere i entendre les impli-
cacions, tot i aixi, a I’hora de fer calculs, o de trobar resultats més precissos ens sera
atil la ‘complecié’ del teorema, donada per Roch, estudiant de Riemann, que no podrem
demostrar pero si entendre el resultat.

Teorema 2.2.10 (de Riemann-Roch). Sigui W un divisor canonic en E, aleshores per a
qualsevol divisor D,
{(D) = deg(D) +1—g+ (W — D) (2.2.1)
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El segiient corol-lari sera important:

Corol-lari 2.2.11. Sigui W un divisor canonic:
i) (W) =g
it) deg(W) =29 —2
iti) Si, per a un divisor D, deg(D) > 2g — 2, aleshores

(D) =deg(D)—g+1

Demostracié. 1) Només cal prendre D = 0 a (2.2.1) i, recordanr que £(0) = 1 tenim
1=0+1—g+0W—0) = (W) =g.

ii) Prenem ara D =W i de (2.2.1) tenim
W) =deg(W)+1—g+{(W -W)
deg(W) =4(W)+ g —2
i, aplicant i) obtenim el resultat.
iii) Directament de (2.2.1)
/(D) =deg(D)+1—g+ W — D)

onsideg(D)>2—-2W—-D<0i¢(W—-D)=0.
g

Observacié 2.2.12. Per a una corba de genere g = 1 'apartat #ii) aplica per a qualsevol
divisor possitiu.
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Capitol 3
Corbes el-liptiques i isogenies

Arribem a l'objected’estudi central d’aquest treball. En aquest capitol definirem corba
el-liptica, veurem perque representen un tipus de corba interessant i treballarem tant
amb la seva estructura de grup com amb les isogenies, que seran els morfismes de corbes
el-liptiques. Una particularitat de les corbes el-liptiques és I'isomorfisme entre ’estructura
de grup de la corba i el subgrup de classes de divisors amb grau 0, Pic?(E).

3.1 Definicié de corba el-liptica

Havent donat la definicé de genere d’'una corba podem finalment, definir corba el-liptica.

Definicié 3.1.1. Una corba el-liptica és un parell (E,O) on E és una corba de génere 1
i1 O € E un punt fixat que sera anomenat el punt de linfinit.

Aquesta definicié purament abstracta no sembla massa iluminadora a ’hora de carace-
ritzar les corbes el-liptiques. La segiient proposicié ens mostrara com tota corba el-liptica
es pot identificar amb una cubica plana d’equacié particular.

Proposicié 3.1.2. Sigui E una corba el-liptica definida sobre K aleshores existeizen
funcions x,y € K(E) tals que l'aplicacid

¢: E — P?
¢=[z:y:1]
€s un isomorfisme entre E i una corba d’equacio:
Y24 a1 XY 4 a3 = X3 + ap X% 4+ ay X + ag (3.1.1)

amb coeficients a K i tal que ¢(O) =[0:1:0]

Demostracio. Considerem L£(O) l'espai vectorial definit a partir del divisor en E: (O).
Tenim que, per a cada n € Zsq, deg(n(O)) = n > 0. Aixi, per lultim corol-lari del
capitol anterior, tenim que ¢(n(OQ)) = n. Aleshores, tenim ¢(2(0)) = 2 i per tant,
dimg (L£(2(0)) = 2 per tant, existeix una funcié z € K(F) tal que

L(2(0) =<1,z >
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on z ha de tenir un pol d’ordre exactament 2 en O. Repetim 'argument i triem y € K(F)
amb un pol d’ordre exactament 3 en O. Aleshores tenim:

00)=1 = L((0)=<1>k
02(0) =2 = L(2(0)) =<1,z >
((3(0)) =3 = L3(0)=<1,z,y >
((4(0) =4 = L(4(0)) = < L,z,y,2° >
((5(0) =4 = L(5(0)) =< 1,z,y,2% zy >
((6(0) =6 = L(6(0)) =< 1,z,y,22 zy,z° >

On observem perd que y? € L(6(0)) aleshores y? és combinacié K-lineal dels generadors
de £(6(0)) i, ajustant termes i renombrant z,y per multiples podem escriure la relacié:

y2 =23+ a1y + (12112 + aszy + agx + ag
i obtenim (3.1.1). Tenim aleshores que
¢p:E—Ponp=[z:y:1]

envia F als punts d’una corba C' amb equacié (3.1.1) on, clarament ¢(O) = [0: 1:0]. Ara,
per la primera proposicié del treball, ¢ és un morfisme de corbes i, per tant, exhaustiu
(ja que no és constant). Aixi per veure que ¢ dona lloc a un isomorfisme, només ens cal
veure que deg(¢) = 1. Si considerem I'aplicaci6 [z,1] : E — P!, com z té un pol d’ordre
2 a O i cap altre pol per (1.2.12), deg([z, 1]) = 2, repetint el procés per a y tenim

[K(E): K(z)] =2, [K(F): K(y)] =3 = [K(F): K(x,y)] divideix 211 3

aleshores, [K(F) : K(z,y)] = 11ideg(¢) = 1 amb el que ¢ és un isomorfisme de corbes. [

Una equacié de amb la forma descrita s’anomena de Weierstrass. D’ara en endavant

acostumarem a considerar sempre per a una corba el-liptica la seva equacié de Weierstrass.
Si bé una corba el-liptica no té associada una tnica equacié de Weierstrass, dues equacions
per a la mateixa corba es poden relacionar mitjancant un canvi de variables lineal, aix{ la
informacié que podem extreure serd sempre la mateixa. Anomenarem a les funcions x, y
funcions coordenades de F.
Observem la importancia del teorema de Riemann-Roch. A partir tiinicament del fet que
FE fos de génere 1 hem pogut veure que F es pot encabir en un pla projectiu definint una
cubica plana que podem caracteritzar a partir d’'una equacié amb una forma determinada.
Aixi, hem pogut associar un objecte geometrico-algebraic abstracte a una (classe d’)
equaci6 en P2, molt més facilment estudiable.

3.2 Estructura de grup

El lector que hagi treballat amb corbes algebraiques estara familitaritzat amb ’estructura
de grup que presenten les cubiques, corbes algebraiques definides a partir d’un polinomi
(homogeni, si escau) de grau 3.

En aquest treball ens basarem en la definicé que es dona a

The arithmetic of elliptic curves de Joseph H. Silverman on es treballa amb E una corba
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amb equaci6 de Weierstrass que ens permetra facilitar alguns calculs i no sortir del context
de corbes el-liptiques.
En trobem la justificacié arrel del teorema de Bezout:

Teorema 3.2.1. Siguin M, N dues varietats algebraiques definides per polinomis
F,G € K[X,Y, Z] de graus n,m respectivament.
Aleshores M, N es tallen en nm punts comptats amb multiplicitat.

Corol-lari 3.2.2. Una cibica i una recta (en un mateiz pla) es tallen en 3 punts (comptats
amb multiplicitat).

Ara, donats dos punts p, g diferents en un espai de dimensié arbitraria, existeix una
unica recta r (o bé, varietat algebraica definida per un polinomi de grau 1) tal que p,q € r.
Si aquests dos punts es troben sobre C' una ctibica, aleshores pel resultat que acabem de
veure, existeix un Unic punt o tal que o,p,q € CNr.

Aquesta propietat (que com veurem, no és tan simple ni es compleix per a tots els punts)
sera la inspiracié per a definir una estructura de grup sobre una cibica.

A partir d’ara treballarem amb E donada per una equacié de Weierstrass (3.1.1):

Podem entendre E C P? conformada pels punts p = (z,y) satisfent ’equacié i el punt de
Iinfinit O = [0: 1 :0]. Sigui ara V' C P? una recta, pel que acabem de veure V interseca
FE en exactament tres punts o, p, ¢ que poden no ser tots tres diferents.

Definim aleshores el grup format per p: p € E amb suma + definida:

Definicié 3.2.3. Siguin p,q € E, V la recta conectant p i q (tangent a p sip = q) i
r el tercer punt d’interseccié entre V i E. Sigui W la recta conectant r i O. Aleshores
definim p + q com el punt tal que WNE = {r,O,p+ q}

Veiem que efectivament, aquesta definicé de suma de punts compleix les propietats
necessaries per a definir aplicacié d’un grup (abelia).

Proposicié 3.2.4. La suma que hem definit compleiz les segiients propietats:
i) Siguin p,q,r € E (no necessariament diferents) sobre una recta, aleshores:
P+q)+r=0
it) p+O=p VpeE.
iii) p+q=q+p Vp,qe kL.
iv) Siguip € E. Aleshores existeiz un altre punt en E (que denotarem com —p) tal que:
p+(-p)=0
v) Siguin p,q,r € E, aleshores:

(p+a)+r=p+(qg+r).

Demostracid. Al llarg de la demostracié, en moments determinats pot donar-se que trac-
tem un mateix punt amb dos ‘noms’ diferents. Entendrem que si p = ¢, la recta pV q és
la recta tangent a E en p. De igual manera, si la recta p V O és tangent en p, i hem dit
que 7 era el tercer punt d’interseccié amb la recta, haurem d’entendre que r = p.
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i) Directe de la definicié, el punt p 4 ¢ és aquell tal que la recta (p + ¢) V O interseca
FEenp+q,O0,r on r és el tercer punt d’interseccié de la recta p V q.

ii) Considerem p + O. Aleshores les rectes L; : recta que passa per p,O i talla E en
algun punt 7, i Ls : recta que passa per r i O, son les mateixes. Aixi, el tercer punt
d’interseccié de r V O amb FE és clarament p.

iii) Clarament, les pV g i ¢ V p defineixen la mateixa recta i, per tant, el tercer punt
d’intersecci6 r és el mateix considerem p + g o ¢ + p. Aixi, si ambdues expressions
defineixen un mateix r i O és sempre el mateix punt, p + ¢ = q + p.

iv) Sigui g tal que pV ONE = {p,O,q}, aleshores p+q = (p+ O) + ¢ = O, on fem
servir els resutltats previs.

v) Es pot demostrar a partir de les férmules per a la suma (3.2.6) que donarem més
endavant (poc interessant) o, a partir de l'isomorfisme o : Pic® — E.

Proposicié 3.2.5. Suposem que E esta definida sobre K, aleshores
E(K):={p=(z,y) € K?:9? + arzy + asy = 23 + asx® + agx +ag} U {0}

és un subgrup de E.

Demostracio. Si p,q tenen coordenades a K, aleshores 'equacié de p V ¢ té coeficients a
K, si, adicionalment, E esta definida sobre K, el tercer punt de la interseccié entre p V ¢
i F vindra donat per la solucié d’una equacié formada per combinacions de coeficients de
F ipVqi, per tant, la solucié d I'equacid, per a cada coordenada es trobara a K.

Podrem veure aquest raonament de manera més clara a partir del proxim lema. Essenci-
alment, combinant punts amb coordenades a K x K no sortim de K x K. O

El punts p € F(K) s’anomenen punts racionals. La fita de Hasse, objectiu final d’a-
quest treball busca aproximar la quantitat de punts en E(K) és a dir #FE(K) per a K un
cos finit.

A continuacié donarem un resultat per al calcul de les coordenades de p + ¢, donades
les de p, q i 'equacié de Weierstrass de la corba.

Per motius d’espai i de interes tedric no donarem la demostracio, el lector interessat tro-
bara que no hi ha cap complexitat en desenvolupar aquestes formules.Tot i aixi, ’existéncia
d’aquestes ens sera molt 1til per a certs arguments que farem servir més endavant i per a
poder donatreballar amb els exemples.La construccié d’aquestes formes es por trobar al
Silverman, d’on extraurem:

Lema 3.2.6. Sigui EE una corba eliptica donada per una equacid de Weierstrass :
E vy +aizy + asy = 2 + asx® + asx + ag.
i) Sigui po = (xo,y0) € E. Aleshores (—pg) = (xo, —yo — a1xo — as).
D’ara en endavant siguin p1,p2,ps € E amb p; = (zi,y;) tals que p1 + p2 = p3.

it) Sixy =x9 1 y1 +y2 + arxe + az = 0, aleshores p1 + p2 = O.
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Definim dues quantitats ,€ tals que y = (x + & €s equacio de la recta p1 V p2 o, en cas
que p1 = p2, la recta tangent a E en p;

(a) Six1 # o
Y2 — 1 Y1x2 — Y21
C: ) 6: .
T2 — 21 T2 — X1

(b) Si Tl = X9

_ 322 + 2a9m1 + ag — a1y

—xi” + aqx1 + 206 — a3y
2y1 + a1x1 + a3 '

¢ 2y1 + a1y + a3

;o &=

i11) p3 = p1 + p2 ve donat per:
x3 =+ a1 —ag — 1 — a2, y3 = —(C+a1)rs — & +as.

Un exemple de I'is d’aquestes formes és el corol-lari:

Corol-lari 3.2.7. Diem que una funcié f € K(E) = K(x,y) és parella si
f(p) = f(—=p) Vpe€ E. Aleshores f és parella < f € K(x)

Un resultat important que ens portara a poder definir la isogenia dual al capitol 4 és
la relacié entre ’estructura de grup d’una corba el-liptica i el seu grup de divisors, veurem
en aquesta seccid la importancia del teorema de Riemann-Roch.

Lema 3.2.8. Sigui E una corba el-liptica i p,q € E aleshores
(p) ~ (9) =  p=q
Demostracio. Suposem (p) ~ (q), aleshores existeix f € K(FE) tal que

div(f) = (p) — (9)

Aleshores f € L((g)) amb £((g)) =1 i com KcL((qg),{(q) =1 = K=L(q) =
feK = p=gq O

Donem ara una successié de resultats que ens portaran a veure l'isomorfisme que
busquem.

Proposicié 3.2.9. Sigui (E, Q) corba el-liptica, aleshores per a cada divisor D € Div? (E)
existeix un unic punt p € E tal que

D~ (p) - (0)

Demostracio. Com E és corba de genere 1, tenim, per Riemann-Roch ¢(D + O) = 1, ja
que deg(D) = 0. Sigui f € L(D+(0)), aleshores div(f) > —D—0 i, com deg(div(f)) =0

div(f) = =D = (0) + (p)

per a algun p € F i, aleshores D ~ (p) — (O). Ara suposem ¢ amb la mateixa propietat,
aleshores (p) ~ D — (O) ~ (¢) i pel lema anterior p = q. O
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Proposicié 3.2.10. L’aplicacio
o:Div'(FE) — E

donada per l’associacio de la proposicio anterior €s una aplicacié exhaustiva i Uaplicacio

que indueiz sobre Pic®
o:PicY(E) — E

és una bijeccio
Demostracié. Per a cada p considerem el divisor D = (p) — (O), clarament o(D) =pio

és exhaustiva.
Considerem ara Dy, Dy € Div?(E) amb p; = o(D;). Aleshores

Dy — Dy ~ (p1) — (O) — ((p2) — (0)) = (p1) — (p2)

Clarament p; = po == Di ~ Dai D1 ~ Dy = (p1) ~ (p2) = p1 = p2.
Recapitulant, hem vist

o(Dy1) =0(D2) <= Dj~ Dy
i, per tant 'aplicacié o definida sobre el grup de classes Pic® és injectiva. U
Proposicié 3.2.11. L’aplicacio
o:Pic(E) — E
és un isomorfisme de grups d’invers
k: E — Pic’(E)
p— (p) = (0)

Demostracié. Es clar que k és invers de o, per a cada p, k(p) és un divisor a la classe de
(p) — (O), per tant o(k(p)) = p. Ara per a cada classe de divisors D € Pic?(E), o(D) és
un punt tal que (p) — (O) € D i k(c(D) = D.

Aixi, si veiem que k és morfisme de grups obtindrem el resultat.

Clarament x(O) = Op;eo (). Cal veure Vp,q € E

k(p+q) = K(p) + k(q)

Considerarem f/Z,g/Z € K(E) tals que f(X,Y,Z) defineix a P? la recta que passa per
P, q 1 un tercer punt que anomenem r i g(X,Y, Z) defineix la recta que passa per r i O (i
(p+4q)). Ara, recordant que Z = 0 interseca E en O amb multiplicitat 3, podem calcular
els divisors de f/Z i g/Z com a (2.1.4)

div(f/Z) = (p) + (¢) + (r) = 3(0)

div(g/Z) = (r) + (p + q) — 2(0)
Aleshores
0~div(g/f) = (+q) —(p) - (9) +(O)
Aplicant k tenim:
k(P +q) — (k(p) + r(g)) = 0
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Tenim aleshores un isomorfisme entre el grup de classes de divisors de grau 0 i el grup
definit sobre els punts de la corba. Aquesta relacid sera clau per a poder definir la isogenia
dual més endavant.

Observacié 3.2.12. Per a qualsevol corba el-liptica F, tenim la seqiiéncia exacta, heréncia
de (2.1.1): o o
1 —K — K(E)"—Diwv%E) -5 E—0

3.3 Isogenies

Les isogenies seran les aplicacions entre corbes el-liptiques que tractarem al treball i I’es-
tudi de les seves propietats ens portaran a poder extreure resultats d’una corba el-liptica
arrel del comportament de les isogénies que es poden definir sobre aquesta.

Definicié 3.3.1. Siguin Ey i E5 dues corbes el-liptiques una isogénia de E1 a Eo és una
aplicacio
¢ : E1 — E2

tal que ¢(O) = O, els punts de l'infinit de Eq, Ey respectivament.
Observem que aplicacié ¢(p) = O Vp € Ej és una isogenia.

Proposicié 3.3.2. Sigui ¢ : Ey — E5 una isogénia. Aleshores ¢(E1) = O o bé
¢(Er) = B

Demostracio. Les isogenies son morfismes de corbes. Un morfisme de corbes és exhaustiu
o constant. Per a qualsevol ¢ : By — Ey, O € ¢(Ey). O

Aixi, per a cada isogenia no constant (no zero) ¢, 'aplicaci6
qf)* : K(EQ) — K(El)

¢ (f)=foo
és un morfisme de cossos, ja que al ésser ¢ exhaustiva, donades f,g € K(E2),¢*(f) =
¢"(9) = f(a) =g(a) Vq€ ¢(E1) = Ex i, per tant f=g.

De igual manera que per a aplicacions racionals enter corbes definirem els graus sepa-
rable i inseparable degs(¢), deg;(¢) resepectivament com els graus separable i inseparable
de lextensié K(F1)/¢*K(E2) aixi com les condicions de separabilitat de ¢ seran les de
K(E1)/¢*K(F3) com a extensié de cossos.

Direm que deg([0]) = 0.

Definicié 3.3.3. Considerem ara
Hom(E1, Ey) ={¢: E1 — E5 tal que ¢ és isogénia }

i observem que podem definir una suma a Hom(E, Es):

Donades ¢, € Hom(E1, E2), (¢ + 1) (p) = ¢(p) + ¢¥(p) i obtenim una isogénia ((¢ +
V)(OE,) = ¢(OF,) + ¥(OF,) = Og, + O, = Og,)
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Observacié 3.3.4. Trobem que podem definir per a cada ¢ € Hom(FE1, E3) una isogenia
—¢ tal que —(¢p(p)) = —é(p) Vp € E1 i Hom(Eq, E3) és un grup amb la suma que hem
vist abans.

Un pas natural sera definir End(F) format per isogenies ¢ : E — E. Amb la mateixa
suma que acabem de definir i la composicié (clarament la composicié de dues isogenies
de E en E és una isogenia de E en E) End(E) és un anell. L’anell d’endomorfismes
(que no arribarem a estudiar en profunditat) és un invariant clau de E amb destacada
importancia quan E/K amb K un cos finit.

Exemple 3.3.5. Podem definir per a cada m € Z la isogenia multiplicacié per m
m]: E— E
ml(p) =p+p+ ... +p
on si m < 0 prendrem [m](p) = [-m](—p), és a dir, (—p) + (—p) + ...+ (—p), —m vegades.
Sim=0, [0](p) =0 VpeE.
Es clar veure que multiplicacié per m és una isogenia:
VmeZ, mj(0)=0+..+40=0

Serd un resultat interessant veure que [m] és una isogénia no constant per a qualsevol
corba FE

Per tal de veure el comportament de [m] observarem com actua sobre una corba E:
Sigui E/F, la corba d’equacié: y? = 23 + x + 1 i considerarem la isogenia [2] : E — E

A (referenciem Silverman) trobem equacions per a poder expressar la suma de dos punts
com una funcié sobre les coordenades dels punts. Fent servir aquestes equacions i obser-

vant que [2](p) = p + p;

[2:E—E
2x9 + 1 2 229 — 1 2x9 + 1 2 :13(3)—950—2
(w0,%0) — << ) — 2x0, — (( -2 | + ——F——
230 2yo0 2yo 210
Calculant,
22 +xo+1 i+ ao+1 223 +1
[2](z0,%0) = <02 — 2z, =2 02 o )
Yo Yo Yo

Observem que els yg dividint a ’equacié no representen un problema ja que donat p =
(x0,Y0), —p = (20, —Yo) aixi si yo = 0,p = —p i p és un punt de 2-torsio, [2](p) = O.

Proposicié 3.3.6. Sigui E/K una corba el-liptica i sigui m € Zq. Aleshores [m] és una
aplicacié no constant.

Demostracié. Es pot veure a partir de (3.2.6). O
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Aquest resultat, que sembla 1til inicament per a les isogenies d’aquest tipus, ens
permet definir millor estructura del grup d’homomorfismes entre dues corbes eliptiques
i anell d’endomorfismes:

Proposicié 3.3.7. i) Siguin Eq, Ey corbes el-liptiques. Aleshores el grup Hom(E, Es)
és un Z-modul lliure de torsio, o bé, un grup abelid.

it) Sigui E una corba eliptica, End(E) és un anell (amb la suma i la composicic) de
caracteristica zero. A més, és domini d’integritat

Demostracid. i) Suposem ¢ € Hom(FE1, E2) i m € Z tal que
[m] o ¢ = [0]

Aleshores, si considerem els graus deg([m])deg(¢) = 0. Per tant, o bé m = 0 o
¢ = [0] ja que si m # 0, [m] és no constant.

ii) Acabem de provar que End(FE) té caracteristica 0. Només cal aplicar 'apartat an-
terior al cas E1 = Ey

Ara, la composicio de dues isogenies és una isogenia de grau la multiplicacié de graus.
Aixi, donades ¢, € End(FE) tals que ¢ o ¢ = [0], deg(¢)deg(v)) = deg(¢ o ¥) = 0.

Per tant, o bé deg(¢) =0 = ¢ = [0] 0 bé deg(¢)) =0 = ¢ = [0] i End(E) és

un domini d’integritat.

O

Un exemple interessant d’una aplicacié entre corbes el-liptiques és la translacié per g.

Exemple 3.3.8. Sigui F/K una corba elliptica i ¢ € E. Definim l'aplicacié translacié

per q:
T B — FE

p—=>p+tq

Observem que 7, és un isomorfisme d’invers 7_, perd no és isogenia tret de ¢ = O.

Ara la translacié per ¢ per molt que no sigui una isogeénia ens permetra construir una
isogenia a partir de qualsevol aplicacié i arribar al segiient resultat:

Proposicié 3.3.9. Qualsevol aplicacio entre corbes el-liptiques és pot descomposar en
una isogenia © una translacio.

Demostracio. Sigui F': E1 — FE» observem que
¢=T1_po)°F

és una isogenia, ja que ¢(Op,) = F(Og,) + (—F(Op,)) = Og,.

Aixi, tot recordant que 7, 0 7_, = Id, obtenim, per a F' aplicaci6 entre corbes el-liptiques
qualsevol:

F=1pog)o¢
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Exemple 3.3.10. El morfisme de Frobenius,
¢g: E— EW

és una isogenia si E és una corba e-liptica.

Hem definit una isogenia com una aplicacié entre corbes el-liptiques que envia el punt
de linfinit de la corba de sortida al punt de l'infinit de la corba d’arribada. Aixi, una
isogenia compleix la primera caracterAstica per a ser un morfisme de grups. Observarem
que, efectivament, les isogénies son morfismes de grups:

Teorema 3.3.11. Sigui ¢ : F1 — FEo una isogénia. Aleshores:
o(p+a) =¢(p) +éla) Vp,q € Er
Demostracio. Si ¢ és constant, ¢p(p) = O Vp € E; i el resultat és cert.

En cas contrari, ¢ és un morfisme finit i indueix un morfisme de grups (push forward):
¢y : Pic’(Ey) — Pic?(Ey)

Recordem que esta definit prenent classes sobre ¢, : Div(FE;) — Div(E2) on per a un
divisor qualsevol D = 3 as(pi), ¢ (D) = 3 ai(6(p1)).

Tenint en compte els isomorfismes
Ri - E‘Z — PICO(EZ)
p — classe de (p) — (O)

obtindrem el resultat del seguuuent lema:

Lema 3.3.12. Sigui ¢ : By — FEy una isogénia (# [0]), aleshores el segiient diagrama
commuta:
E; = Pic®(Ey)

e

Ey —2 Pic’(Ey)

Demostracié. Sigui p € E1. k1(p) = (p) — (Op,). Ara aplicant el push forward :

P«(r1(p)) = (6(p)) — (¢(Or,)) = (¢(p)) — (OF,)

Per altra banda, és facil veure

k2(o(p)) = ((p)) — (Ox,)

per a qualsevol p € E;. O

Ara, observem que tant k1 com ko son isomorfismes i ¢, és morfisme de grups amb el
que ¢ ha de ser també morfisme de grups. Per contrarreciproc:
Suposem que ¢ no és morfisme de grups. Aleshores existeix un parell p,q € Fy tal que

o(p +q) # o(p) + ¢(q)
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Considerem ka2(¢(p + q)). Com k2 és un isomorfisme (o, en particular, una aplicacié
injectiva)
¢ +q) # ¢(p) + d(a) = r2(d(p +q)) # r2(6(p) + ¢(9))

Per altra banda, com el diagrama anterior commuta i tenint en compte que x; i ¢, son
morfismes de grups:

r2(0(p+q)) = ¢+ (r1(p+q)) = b (r1(P))+¢x(r1(q)) = Pu(r2(p))+x(r2(q)) = r2(¢(p)+¢(q))

i hem arribat a una contradiccié: Si el diagrama commuta, ¢ ha de ser morfisme de grups.
O

Corol-lari 3.3.13. Sigui ¢ : E1 — E5 una isogénia no constant. Aleshores

ker(¢) = ¢~1(0)

és un subgrup finit d’ordre com a molt deg(¢).

Demostracio. Per a una aplicacié entre corbes no constant,

> eo(p) = deg(o)

peP~1(0)

i per definicié ey(p) > 1,Vp € Ei. Recordant que el nucli d'un morfisme de grups és un
subgrup obtenim el resultat. O

Teorema 3.3.14. Sigui ¢ : B4 — E» una isogénia no constant.

i) Per a tot q € Es
#¢™"(q) = deg,(9)

it) Per a tot p € Ey
ep(p) = deg;(0)

Demostracid. i) Sabem, per (1.2.12) que #¢ 1(q) = deg,(¢) per a quasi tot ¢ € Es.
Ara pero siguin qi, g2 € Fy. Considerem r € E tal que ¢(r) = g2 — q1 aleshores per

acadape ot (q), p+redq):
dlp+r)=9(p) +o(r) =q+ (02— q1) = ¢

Aixi considerant I'aplicacié 7, : £y —> E1 que com hem mencionat és un isomorfis-
me, obtenim el resultat.

(#61(q) = deg,(¢) es compleix per a tot ¢ € Fy tret d’'un nombre finit, perd
s’observa de la demostracié que ens hagués estat prou saber-ho per a un dnic punt).

ii) Siguin ara p1,pe2 € Ej tals que ¢(p1) = ¢(p2) = ¢ i sigui r = p; — pa. Aleshores
&(r)=0p,ipor, =¢. Perape Ey:

poT(p) =9o(p+7) =9 + o(r) = d(p)

Ara, 7, és un isomorfisme i, per tant, e, (p) =1 Vp € Fj i varem veure préviament
que donades dues aplicacions, I'index de ramificacié de la composicié és la multipli-
cacié d’indexos:

es(P1) = egor, (P1) = eg(p1 + 1)er, (p1) = €4(p2)
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i tots els punts a l'antiimatge de ¢ tenen el mateix index de ramificacié. Concloent:
(deg,(¢))(deg;(¢)) = deg(d) = > es(p)
pES(q)

Triant un p* qualsevol d’entre ’antiimatge de ¢ :

(deg,(¢))(deg;(9)) = (#6™'(@))es(p*) = (deg,(¢))es(p")
]

Hem observat com la condicié de morfisme de grups d’una isogenia ens ha permes
obtenir una descripcié més directa dels graus separable i inseparable de la isogenia i les
extensions entre cossos de funcions que indueix. Vegem més resultats interessants:

Proposicié 3.3.15. Donada ¢ : E1 — FE», el nucli de ¢ i el grup d’automorfismes de

K(E1) que fizen ¢*(K(E3)) son isomorfs
Demostracio. Considerem ’aplicacié
I :ker(¢) — Awt[K(E1)/¢" (K (E»))]

*
Pl—>7'p

essent 7, el pullback de I'aplicaci6 translacié per p i veiem que és un isomorfisme:
Comencem observant que efectivament si p € ker(¢), 7, € Aut[K(E1)/¢*(K(FE2))]. Sigui
f € K(F?>) aleshores

7 (0" (f) = (¢om)" (f) = ¢"(f)
jaque poT, = ¢
Tenim que donats p, q € ker(¢) I(p+q) = 7,4, = (1p 0 74)" = I(p) 0 I(q) i I és morfisme
de grups.
Finalment, pel teorema anterior ker(¢) = #¢~1(0) = deg,(¢) i, recuperant un resultat
de teoria de Galois

Awt[K (F1)/¢* (K (Es))] < degs(¢) = # ker(¢)

Aixi per a veure que [ és isomorfisme sera suficient veure’n la injectivitat:
Vegem ker(I):

p € ker(l) <= 7 =1y ®(p)/0 &) < f0)=FO) VfeK(E) = p=0
Amb tot, hem construit un isomorfisme de ker(¢) a Aut[K (E;)/¢* (K (E2))] O

Arribem aixi a un dels resultats que ens aproparan més a aproximar el comput de
E(K):

Teorema 3.3.16. Sigui ¢ : By — Es isogénia separable, aleshores és no-ramificada,

# ker ¢ = deg(¢)

i K(E1)/¢*(K(E3)) és una extensié de Galois.
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Demostracid. Si ¢ és separable, sabem, altre cop pel teorema anterior, #¢~!(q) = deg,(¢) =
deg(¢) Vq € Es. Ara, sigui ¢ = O:

# ker(¢) = deg(¢).

Finalment veiem que el grup de ¢* (K (E»))-automorfismes de l'extensié K (FE1)/¢* (K (FE2))
té deg(¢) = [K(E1) : ¢*(K(E2))] elements condicié per a ser extensié de Galois. O

En aquest resultat trobem per primer cop una nocié de contar punts. A partir d’ara,
donada una isogenia separable, sabem exactament la quantitat de punts que té el seu
nucli. A la demostracié de la fita de Hasse, aquest fet sera clau.

Corol-lari 3.3.17. Siguin
gb:El—)EQ 1 w2E1—>E3

isogénies no constants amb ¢ separable. Si ker(¢p) C ker(y) aleshores existeix una tinica
150g€nia

0 : Ey — E3
tal que ¥ =60 o ¢

Demostracié. Acabem de veure, com ¢ és separable aleshores K (FE;)/¢*(K(FE2)) és una
extensié de Galois. Ara com ker(¢) C ker(y)) com a subgrups de Ej, recordant (3.3.15)
tenim que Aut[K(F1)/¢*(K(F2))] C Aut[K(E;)/¢*(K(Es3))] amb el que tenim inclusi6
de cossos:

o (R(By)) € ¢"(R(Ez)) € K(E)

Ara, recordem un resultat "Donada una injeccié entre cossos de funcions (¢ : K(F3) <
K (FE1)) existeix una unica aplicacié no constant ¢ : ;1 — FE» tal que el pullback ¢* = ¢”.
Prenent com a cossos 1*(K (E3)) C ¢*(K(F2)) i ¢ la inclusié tenim que existeix una tnica
aplicaci6é 0 : £y — E3 amb

¢ (0" (K(E3))) = ¢* (K(E3))
que alhora, implica 8 o ¢ = . Ara 6 és isogenia ja que

0(Og,) = 0(6(0r,)) = ¢¥(OF,) = Ok,
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Capitol 4

Fita de Hasse per a cossos finits

En aquest capitol donarem els dltims resultats necessaris per a la demostracié de la fita
de Hasse que, com veurem, sera practicament directa.

4.1 La diferencial invariant

Hem vist, al teorema 2.3.16, que per a una isogenia separable, el nucli té tants elements
com el grau de la isogenia. Seguint per aquest cami, voldrem veure la separabilitat d’una
isogenia en particular, per aixo pero necessitarem de la diferencial invariant.

Hem vist que tota corba elliptica es pot relacionar amb una equacié de Weierstrass.
Aleshores suposem E/K donada per

y2 + ai1xy + azy = z° + a2m2 + a4 + ag

Definici6 4.1.1. Definim la diferencial invariant:

dw) (y)
2y +arx +az 312+ 237 + ag — ayy

Tot i que normalment farem servir la primera féormula.
El nom de diferencial invariant prové de la segiient propietat:

Proposicié 4.1.2. Sigui w € Qp la diferencial invariant, i sigui 74 'aplicacio traslacio
per q (t4(p) =p+ q). Aleshores

Tq(w) =w

Demostracié. Donat que Qp és un K (E)-espai vectorial de dimensié 1 (per un resultat
que no recordem) existeix una funcié o, € K(E)* tal que

(W) = aqw

Observem que com 7, és isomorfisme, la imatge de la diferencial invariant no pot ser nul-la
i, per tant, g # 0. Ara, prenent divisors i tenint en compte que I'ordre d'un producte és
la suma d’ordres,

div(7, (w)) = div(agw) = div(a,) + div(w)

div(ey) = 7, (div(w)) — div(w)
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Ara com div(w) = 0,tenim que div(a,) no té ni zeros ni pols, i per tant, a, € K .
Fins ara, hem vist que 7; (w) és, per a cada ¢ un miltiple de w. Vegem que per a tot ¢
ag = 1:
Considerem ’aplicacié:
f:E—P!

q+— [aq, 1]

Es facil veure que es pot computar o, com a una aplicaci6 racional de les coordenades de
q a partir de la formula per a la suma de dos punts que hem donat al capitol anterior.
Aleshores f és una aplicacié racional entre corbes algebraiques llises, i per (1.2.1) f és
exhaustiva o constant.

Observem que #1 ¢ € E | ay = 0 i per tant [0,1] ¢ f(E), amb el que o, és constant per a
tot q.

Ara, ap =1 ja que 74 és la identitat en E i tenim que

VgeE, ay=0 = Ve E, 7/(w) =w

(]

La principal utilitat de la diferencial invariant és la linealitzar la suma d’isogenies. El
seglient resultat ens permetra relacionar la suma d’isogenies (a partir de Pestructura de
grups de les corbes el-liptiques ) amb la suma a I’espai vectorial de formes diferencials.

Teorema 4.1.3. Siguin F1 i Ey corbes eliptiques i w el diferencial invariant en E i dues
isogenies ¢, : By — Fo. Aleshores

(@+¥)'w=d'w+i'w
Demostracié. Observem que si ¢ = [0] o ¢ = [0] no hi ha res a demostrar.
Si ¢ + ¢ = [0], aleshores ¢ = —¢, amb el que * = ¢* o [-1]*. Ara, recordem el primer
apartat del lema (2.2.6). Sigui (z,y) € E;

[_1](1'331) = (:Ea —Yy—a1r — (13)

Aleshores,
AN d(x) _ d(z)
(0 (w)_[ 1] (2y+a1m+a3>_2(—y—a1x—a3)+a1+a3
) = d(x) _ d@) — —w

2~y —aix —a3)+arx+az3  (—1)2y+ a1z + a3)

I hem provat el resultat per a ¢ + ¢ = 0.
Suposem ara que ¢, ¥, ¢ + 1 # 0. Considerem py, p2, € Fo punts generics i p3 € Es i les
seves funcions coordenades x;,y; de manera que

pi = (x(pi),x(p2)) = (zi, ) 1, p3=p1+p2

voldrem veure que aplicar la diferencial invariant manté la relacié entre els punts.
Considerem per a cada (z;,y;) la diferencial:

d(z;)

e < §)
2y + a1z + a3 2

W(xiayi) =
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Ara, recordant fa férmula per la suma i les propietats de les formes diferencials, podem
escriure w(rs, y3) en termes de w(x1,y1) 1 w(xa,y2):

w(zs, y3) = f(z1,y1, 22, y2)w(z1, y1) + g(x1, y1, T2, Y2 )w(z2, Y2)

amb f, g funcions racionals en x1,y1,x2,y2. Voldrem veure que aquestes funcions son
identicament 1. Es pot veure desenvolupant les formules i calculant, tot i que ens sembla
més interessant fer servir les propietats de la diferencial invariant.

Si donem a x4, yo valors d’un punt fix q tal que x9 = x(q) i y2 = y(q), aleshores la funci6
x9 és constant i w(xe,y2) =0 (<= d(z2) =0). Ara, observem per coeficients

w(zs,y3) = 74 (w(x1,y1)) = w(z1,y1)

per la invariabilitat de la diferencial sota translacions. Si w(ze,y2) = w(z(q),y(q)) =0
i w(zs,y3) = w(z1,y1) tenim que necessariament f(x1,y1,2(q),y(q)) = 1 com a funcié
racional de z1,y1. Com aquest raonament és valid per a ¢ € Fo qualsevol, f ha de ser
identicament 1. Repetir aquest raonament per a xo,ys ens dona com a resultat que g ha
de ser, alhora, identicament 1 i tenim:

w(rs,y3) = w(r1,y1) + w(T2, Yo)
Siguin ara x,y funcions de coordenades en F; i interpretant x;,y; com
(z1,01) = o(z,y),  (22,32) =¥(z,y),  (x3,43) = (@ +¥)(,y)
On z,y € K(F1). Substituint, obtenim
(Wo(g+4)) (x,y) = (wog)(x,y) + (wop)(z,y)

i, de la definicié de pullback en diferencials a partir de pullback de les funcions tenim que
I'expressié és equivalent a

(¢ +¢)'w=9¢"w+w

Vegem dos resultats que justifiquen la importancia de la diferencial invariant.
Corol-lari 4.1.4. Sigui w diferencial invariant en E/K i m € Z un enter.

i) [m]*w = mw.

it) Si m no és divisor de zero en K (m # 0 i m i char(K) copirmers), l'aplicacid

multiplicacié per m €s endomorfisme no constant i separable.

Demostracié. Provem primer [m|*w = mw per induccié. Per a m = 01m =1 el resultat
és inmediat.

Ara, suposem cert per a m. Considerem ¢ = [m] i ¢ = [1] (al capitol anterior hem vist
que [m] és isogenia), pel teorema previ:

m+1]'w=[mlfw+w=mw+w=(m+1)w

Per a m < 0 podem repetir Pargument amb 1) = [—1] i estenem el resultat a tot Z.
Observem rapidament que si m és segons les condicions de i),

[m]*w =mw # 0

i, per (1.3.7) aplicaci6 [m] és separable.
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Arribem aixi al resultat que sera ingredient clau per a la demostracié de la fita de
Hasse.

Proposicié 4.1.5. Sigui char(K) =p > 0 i sigui E/F, (¢ =p"). Sigui ¢ : E — E el
q—éssim endomorfisme de Frobenius. Siguin n,m € Z, aleshores ’aplicacid

m+np: F—F

és separable si i només si ptm

Demostracié. Sigui w diferencial invariant en E, ara de (1.3.7) un morfisme de corbes
és separable si i només si el pullback que indueix és no nul. Aixi, un morfisme ¢ és no
separable si i només si (en particular) ¢*w = 0. Sigui ¢ = m + n¢, aplicant el corol-lari
anterior:

(m 4+ ng)*w = mw + ne*(w)

Ara ¢*(w) = 0 ja que ¢ és inseparable o, alternativament,¢*(d(z)) = d(z9) = 0. Aleshores
(m+ne)*w =mw
que és zero si i només si p|m O
Corol-lari 4.1.6. Amb la mateiza notacid,
1-6:E—E

és separable

4.2 TIsogenia dual

En aquesta seccié introduirem el concepte d’isogenia dual qua actuara com una mena de
invers per a una isogenia donada i donara diversos resultats interessants.

Recordant la teoria de divisors, una isogénia no constant qualsevol (¢ : By — E3)
indueix una aplicacié entre el grup de divisors de les corbes i, en particular sobre els grups
de Picard.

¢* : Div(Ey) — Div(Ey), restringint: ¢* : Pic®(Ey) — Pic®(Fy

)
(@— Y e on, deg(D) =0 = deg(¢"(D)) =0
pEP~1(q)

Per altra banda tenim definit un isomorfisme natural de la corba al seu grup de Picard®
(3.2.11)

k:E — Pic°(E)
pr(p) — (0)
Amb tot, podem construir un morfisme en direccié inversa a una isogénia donada:

. —1
b By 2 Picd(By) 25 Picd(By) 2 By (4.2.1)
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Proposicié 4.2.1. Sigui ¢ : 4 — FE» una isogénia no constant 4 qg definida com abans.
Aleshores:

¢ o ¢(p) = [deg(e)]p

Demostracid. Sigui q¢ € Fo. Considerem gia(q):

~

¢(q) = sum{¢*((q) — (0))}

Ara, aplicant ¢* i sum (que no és més que passar de la suma formal dels punts en divisors
a la suma geometrica en E) obtenim

dl@)=sum | > [es@]®) — Y les(r](r)

pES~1(q) regp=1(0)

Aleshores, recordant el teorema (3.3.14), I'index de ramificacié d’una isogenia no constant
en qualsevol punt és el grau inseparable de la isogenia.

d@)=ldegi(®) | S »p - 3 7

pEd(q) re¢=1(0)
Ara, si fixem py € ¢~!(q) trobem que podem pensar el conjunt d’antiimatges de ¢ com

¢(q) = po + ker(¢)

Aixi podem reescriure:

ba@)=ldegi@)] | S p = 3 r|=leg@®| X wotm- > r

ped~1(q) reg=1(0) peker () regp=1(0)

Observant que ker(¢) = ¢~!(O) i recordant també que la quantitat d’antiimatges d’un
punt és igual al grau separable de la isogenia tenim

$(q) = [deg;(®)] | Y. po | = [deg;(¢)][deg,(d)]po = [deg($)]p

ped=1(q)

com ho hem fet per a qualsevol p € ¢~ 1(q) obtenim el resultat:

~ ~

?(q) = ¢ o d(p) = [deg(¢)]p
0

Hem vist que existeix, donada una isogenia ¢, una aplicacié ¢ tal que o ¢ = [deg(¢)]
que s’obté a partir del pullback i de les imatges dels punts en els grups de Picard pero
no sabem si aquesta aplicacié és un morfisme de corbes, o si és ni tan sols una aplicacié
racional. El segiient resultat ens confirma que ’aplicacié (;3 és una isogenia.

Teorema 4.2.2. Sigui ¢ : 1 — Fo una isogénia no constant de grau m existeir una
dnica isogénia ¢ : By — Ey tal que ¢ o ¢ = [m] sobre Ej.
Anomenarem a ¢ la isogénia dual de ¢
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Demostracid. Provarem primer la unicitat:
Siguin ¢, A" dues isogenies tals que amb composar-les amb ¢ obtenim 'aplicacié multi-
plicar per m. Aleshores, considerem la isogeénia ¢ — ¢':

(¢ —¢) oo =[m]—[m] = 0]

Ara com hem suposat que ¢ no és constant, ho ha de ser ngﬁ — quS’ = [0] per a tot punt a la
imatge de ¢ que, com no és constant, és tot Es.

De cara a provar l'existencia, observarem primer que si suposem l’existencia de ¢ i ¢
per a isogenies ¢ : £ — Fo, ¢ : Fs —> Ej de graus m,n respectivament, observem que
les isogenies duals han de commutar amb la composicié:

($ov) 0 wog)=domlos=nm]

I tenim que (qASo @@) compleix les propietats per a ser la isogenia dual de 1 o ¢. Aixi només
ens cal demostrar I'existéncia de la isogenia dual per isogenies separables i morfismes de
Frobenius, ja que qualsevol altra isogenia es podra escriure com a composicié de isogenies
d’aquest tipus (1.2.17), i la dual sera, aleshores, la composicié de les duals.

Veiem primer el cas en que ¢ és separable. Com ¢ és de grau m i separable
#ker(¢) =m = ker(¢) C ker([m])

ja que ker¢ és un subgrup de E d’ordre m (C E[m])i sabem per (3.3.17) que aleshores
4 ¢: By — Fq tal que

Suposem ara que ¢ és el g-eéssim morfisme de Frobenius on ¢ = p°, aleshores ¢ sera la
composicié del p-essim morfisme de Frobenius amb si mateix e cops. Per tant, ens sera
prou demostrar ’existencia de la dual per al p-essim morfisme de Frobenius éssent p
primer.
Sigui aleshores ¢ el p-éssim morfisme de Frobenius, deg(¢) = p. Aixi, volem veure que
existeix una isogenia QAS tal que R

$po¢=[p]
Si estudiem la isogenia [p], i treballant amb el fet que ens trobem en un cos K, char(K) = p
tenim que, per a una diferencial invariant w,

[pl"w = po = 0
i [p] és una isogenia no separable i es pot expressar com
[p] = ¢ o ¢°

On 1) és separable i ¢¢ és algun morfisme de Frobenius. De la descomposicié de [p] podem
extreure:

] = (og!)oo
I obtenim:

¢=1pog!
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Amb tot, hem vist que existeix la isogenia dual per a isogenies separables i per a
morfismes de Frobenius. Hem vist també que la composicié de isogenies duals és la
isogénia dual de la composicié. Aquests resultats amb (1.2.17) ens asseguren que per a
qualsevol isogenia no constant ¢, existeix una tnica isogénia ¢, definida com a (4.2.1) tal
que ngSO ¢ = [deg(¢)]. Havent vist que existeix definim aleshores la isogénia dual per a
qualsevol isogenia (si ¢ = [0],¢ = [0]) com Daplicacié existéncia de la qual acabem de
provar.

El seglient teorema ens proporcionara les propietats basiques de la isogenia dual.

Teorema 4.2.3. Sigui ¢ : E1 — Fy una isogenia de grau m 1 qg la seva dual.

i) La composicio de ¢ i qg dona lloc a mulitplicacio per m en ambdues corbes:

qgo¢:[m] en FEn,

pop=1[m] en Es.

i1) Sigui v : Ey — E3 una altra isogénia. Aleshores

i11) Sigui ¢ : By — Ey una altra isogénia. Aleshores

b+ =0+

iv) Per a totn € Z,

v)

vi)
Demostracio. Observem que el teorema és trivial o manca d’interés si ¢ o 9 sén constants,
aixi que per a tota la demostracié suposarem que les isogenies sén totes no constants.

i) La primera part és la definici de isogenia dual. Per a la segona, considerem

(000) 06 =00 [m)=[moo
amb el que ¢ o ¢ = [m).
ii) Sigui n = deg(7)) tenim
(dov)owod)=domog]=mlodes=[nm]

i, com existeix una Unica isogenia amb aquesta propietat per a i o ¢ tenim



iii)

iv)

v)

Siguin z1.y2 € K(E1)1w2,y2 € K(E?) les funcions coordenada per a cada corba. Po-
dem considerar Fy com una corba el-liptica definida sobre el cos K(E1) = K(x1,y1)
i. Com una isogenia queda determianda per la imatge del punt genéric podem
identificar cada isogenia amb un punt (racional) de la corba:

d(z1,71) € Ex(K(x1,y1))

Podem fer el mateix per a (¢ + 1) i 9, aleshores, considerem el divisor:

D = ((¢+¥)(x1,91)) — (¢(z1,91)) — (W(z1,91)) + (O)

Per construccio, aquest divisor suma O i és per tant, linealment equivalent a 0, és
a dir, existeix una funcié f € K(z1,y1)(E2) = K(x1,y1,x2,y2) que, considerada
funcié de xo, ys té divisor D.

Ara canviem de perspectiva i considerem f com a funcié de x1,y1, és a dir un
element del cos de funcions de Ej/K(z2,y2). Sigui ara p; € E1(K(z2,y2)) tal que
d(p1) = (x2,y2) aleshores de D podem veure que f presenta un pol en p; (ja que el
coeficient que acompanyaria a p; és negatiu). De igual manera, f té un pol e p; si

Y(p1) = (w2,y2) i un zero si (¢ + ) (p1) = (v2,y2). De fet

ordy, (f) = €gp,(o+4)(P1)

Aix{ 'ordre de f en els punts (z2,y2) queda determiant pels indexs de ramificacié
de les isogenies considerades. Per tant, com a funcié de z1,y;, f té divisor:

(& +9)" (22, 52)) — 0" (w2, 92)) — " (w2, 92)) + Y ai(pi) € Divyer, s (En)

on els p; € E1(K), és a dir, I'dltim terme és un divisor de E; /K.

Ara, com hem computat el divisor d’una funcié, ha de sumar O € FEy, per tant,
(¢ 4+ V) ((z2,y2)) — ¢*((x2,92)) — ¥*((x2,y2)) ha de ser un divisor fix de Ej i no
depén de xg,y2. Finalment, recuperant (4.2.1), observem que el que acabem de
demostrar és :

~ A~

(¢ +¥)(22,92) — D22, y2) — ¥(32,42)
no depen de xg,y2. Aixi podem triar (z2,y2) = O i

(& + ) (2, y2) — d(w2,y2) — (w2, y2) =0

i obtenim o

¢+v =0+
Clarament, el primer resultat és cert per a n = 0, 1 aixi, fent servir ’apartat anterior
i suposant cert per a n

[n+1] = [n] + 1]

i per induccié tenim el resultat per tot n € Z (si escau, considerant [—1] per a
n < 0).
Sigui ara d = deg([n]) i estudiem multiplicacié per d. Per la definicié d’isogenia
dual, [d] = [n] o [n] = [n?] (ja que [n] = [n]). Com l'anell d’endomorfismes d'una
corba el liptica és un Z-modul lliure de torsié, [d] = [n?] = d = n?.

Amb m = deg(¢) aplicant els apartats anteriors:
m® = deg([m]) = deg(¢ 0 ¢) = deg(¢) deg(¢) = m deg()
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vi) Amb la mateixa notacié:

obtenint ¢ = (Z)
O

La definicié de la isogeénia dual ens permetra demostrar resultats sobre el grau com a
aplicacié del grup d’homomorfismes entre dues corbes i Z. El resultat més important sera
poder considerar el grau com a una aplicacié quadratica.

Definici6 4.2.4. Definim ’aplicacio grau de la manera més natural o intuitiva:
deg : Hom(FE1, Ey) — 7Z

¢ — deg(o)

Proposici6 4.2.5. L’aplicacid grau és una forma quadratica definida possitiva

Demostracié. Que és definida possitiva és obvi. Si ¢ € Hom(F1, E2), aleshores deg(¢) > 0
i és zero si 1 només si ¢ és constant, és a dir ¢ = [0] (element neutre de Hom(Ey, Es)).
Per a que sigu quadratica cal que:

Ara perd si considerem —¢ = ¢ o [—1] i

i) V¢ € Hom(E, Ez),deg(¢) = deg(—¢).
1)2 =1 ho tenim.

tenint en compte que deg([—1]) = (1)

ii) El producte < ¢, 1 >= deg(¢+ 1) — deg(¢) — deg(e)) ha de ser bilineal. Considerem
aleshores multiplicacié pel grau:

[< ¢,¢ >] = [deg(¢ + )] — [deg(¢)] — [deg()]

i, de la definicié d’isogenia dual i aplicant dual de la suma és suma de duals::

(< $p>] = (p+ )0 (p+ 1) —dop—thoy=dop+iog

I obtenim una expressié que és clarament lineal tant per ¢ com per a ¢ (teorema
anteiror tercer apartat).

Ara com cada enter representa un unic endomorfisme, la bilinealitat de [< ¢, >]
es traspassa a la de < ¢, ¢ >

4.3 Fita de Hasse

Arribem finalment a poder demostrar la fita de Hasse. En aquesta seccié, E serd una
corba el-liptica definida sobre K el cos finit de q elements per a ¢ alguna potencia positiva
d’un primer p. Volem estimar la quantitat d’elements de E(K), el subgrup de E format
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pels punts de £ amb coordenades a K x K (o bé racionals).
Sigui E amb equacié de Weiertrass:

E:Y2+a1xy+a3y:x3+a2x2—|—a4x+a6

Els punts de E(K) es corresponen a solucions d’aquesta equacié amb (z,y) € K2. A
primera vista, podem considerar que, fixant x € K tenim, com a maxim, dos possibles
valors de y que satisfan I'’equacié. Aleshores, com tenim ¢ elements a K sabem que
#E(K) < 2¢ + 1. La fita de Hasse millora (per molt) aquesta cota. Per a la seva
demostracié pero, necessitarem del segiient lema:

Lema 4.3.1. Sigui A un grup commutatiu i
d:A—17Z
una forma quadratica definida positiva aleshores Vo, € A,
|d(¢ — ) = d(¢) — d()] < 21/ d(d)d(¥)).
Demostracid. Per a ¢, € A definim

L(¢,¥) = d(¢ — ) — d(¢) — d(¢)

Com d és forma quadratica, L és bilineal. Com d és definida positiva, per a qualsevol
m,n € 7,
0 < d(mé — np) = m*d() +mnL(¢,¥) +n’d(v)

En particular, si prenem m = —L(¢,%) i n = 2d(¢) obtenim:

0 < d(¢)[4d()() — L(¢,)’]

i, com d(¢) > 0 (si d(¢p) = 0,6 = 0 i el resultat és trivial) tenim que, necessariament
4d(¢)d(y) — L(d,9)* > 0
Recuperant la definicié de L(¢, 1))
(¢ — 1) — d(§) — d(1)] < 2¢/d(9)d(¥)).
U

Arrel d’aquest dltim resultat podem donar i demostrar el teorema que ha motivat
aquest treball.

Conjecturada per primer cop per Emil Artin en la seva tesi doctoral i demostrada per
primer cop per Helmut Hasse ’any 1933:

Teorema 4.3.2 (Fita de Hasse). Sigui E/K una corba el-liptica definida sobre K cos de
q elements. Aleshores

[#E(K) —q—1 <2q
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Demostracié. Recordant I'endomorfisme de Frobenius:
¢ F—F

(2, y) — (2%, %)
Observem que els punts de F(K) sén exactament els punts fixos de ¢.

peEEK) <<= ¢ =p

Aleshores
E(K) = ker(1 — ¢)

Ara, per (4.1.6) laplicacié 1 — ¢ és separable, i, per (3.3.17) el cardinal del nucli és igual
al grau de 1 — ¢. Tenim:

#E(K) = deg(1 — ¢)

Finalment, per (4.2.5) el grau és una forma quadratica definida positiva i podem aplicar
el lema previ:

|deg(1 — ¢) — deg([1]) — deg(¢)| < 2/ deg([1])deg(¢)

Tenim (4.2.3) = deg([1]) =11 per (1.2.16) deg(¢) = ¢. Podem concloure per tant,

[#E(K) —1-q| <24
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Conclusions

L’objectiu d’aquest treball era demostrar la fita de Hasse per a corbes el-liptiques i aconse-
guir assolir uns coneixements basics sobre corbes algebraiques que ens permetessin arribar
a poder enunciar i demostrar la fita de Hasse. El resultat ha estat satisfactori. Hem po-
gut definir i treballar amb conceptes claus de la teoria en corbes algebraiques com la
ramificacié dels morfismes entre corbes, la importancia de la condicié de separabilitat i
I'espai de formes diferencials sobre una corba. Hem aconseguit fer una passa més enlla
i hem definit i treballat amb el grup de divisors d’una corba que ens ha permes donar
la definicié del genere a partir del teorema de Riemann. Tot i que ens hem quedat a les
portes de poder demostrar el teorema de Riemann-Roch, hem desenvolupat prou teoria
com per a conéixer tots els ingredients que hi apareixen i poder emportar-nos una intui-
cié del significat del resultat. Aixi, hem aconseguit una bona introduccié a la teoria de
corbes el-liptiques, on, gracies a tot el material treballat sobre corbes algebraiques hem
pogut veure la importancia d’estar treballant amb corbes de génere 1 i com ens permet
concretar molts resultats. L’estudi de les isogenies, I'estructura de grup i la diferencial
invariant ens han portat, en dltima instancia, a demostrar la fita de Hasse.

Es interessant haver vist la relacié entre les corbes algebraiques i la teoria algebraica
de nombres al llarg del treball, fet que ens ha permes recordar la proximitat a la teoria
de nombres quan estavem treballant conceptes pirament de geometria algebraica. De la
mateixa manera, volem remarcar com la fita de Hasse s’ha pogut demostrar amb eines
que apareixien de manera natural en la teoria, sense haver necessitat donar cap definicié
que no fos important per a la teoria general de corbes el-liptiques. Aquest fet ens ha
empes a treballar molt sobre corbes algebraiques i el-liptiques de manera que el teorema
central del treball pugui semblar practicament un corol-lari.

Podriem resumir les conclusions dient que considerem que aquest treball constitueix una
bona introduccié a la teoria de corbes el-liptiques que, culminant amb un teorema molt
elegant, obre les portes a l’estudi de la teoria de nombres mitjancant la geometria alge-
braica.
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