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Abstract

This thesis presents a proof of the completeness theorem of the infinite-valued Lukasiewicz
calculus, undertaking a more general formulation known as the finite completeness theorem.

To this end, we introduce the Lukasiewicz many-valued propositional logics and the
axiomatization of the infinite-valued case. We then develop the necessary algebraic
background by studying MV-algebras, Wajsberg algebras, and ordered abelian groups.
Finally, using the tools introduced throughout the thesis, we prove the completeness
theorem of the infinite-valued Lukasiewicz calculus, discuss some proof strategies proposed
by different authors, and analyze the failure of the strong completeness theorem.

Resum

En aquest treball es presenta una demostracié del teorema de completesa de la logica
infinitvalorada de Lukasiewicz, abordant una formulacié més general coneguda com el
teorema de completesa finitaria.

Amb aquest objectiu, s’introdueixen les logiques semantiques de Lukasiewicz aixi com
I’axiomatitzacié de la logica infinitvalorada. A continuacid, es desenvolupa el marc teoric
algebraic necessari mitjancant I'estudi de les MV-algebres, les algebres de Wajsberg i
els grups abelians ordenats. Finalment, a partir de les eines presentades anteriorment,
es demostra el teorema de completesa de la logica infinitvalorada de Lukasiewicz, es
discuteixen les estrategies de demostracié emprades per diversos autors i s’argumenta la
no validesa del teorema de completesa fort.

Resumen

En este trabajo se presenta una demostracién del teorema de completud de la logica
infinitovaluada de Lukasiewicz, llevando a cabo una formulacién méas general conocida
como el teorema de completud finitaria.

Con este objetivo, se introducen las logicas semanticas de Lukasiewicz y la axiomatiza-
cién de la ldgica infinitovaluada. A continuacién, se desarrolla el marco tedrico algebraico
necesario mediante el estudio de las MV-algebras, las algebras de Wajsberg y los grupos
abelianos ordenados. Finalmente, a partir de las herramientas presentadas anteriormente,
se demuestra el teorema de completud de la légica infinitovaluada de Lukasiewicz, se
discuten las estrategias de demostracién propuestas por diversos autores y se argumenta
la no validez del teorema de completud fuerte.
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Introduccio

La logica classica té les seves arrels en el pensament grec antic, especialment en 1’obra
d’Aristotil (384-322 aC), considerat tradicionalment el pare de la logica formal. En la
seva contribucié més destacada, una col-leccié de textos coneguts sota el nom d’Organon,
Aristotil sistematitza les regles del raonament logic mitjangant els sil-logismes, una forma
de raonament deductiu que permet derivar veritats especifiques a partir de premisses
generals. Aquest sistema, avui conegut com a logica aristotelica, es fonamenta en una
serie de principis basics que constitueixen el requisit previ de tota argumentacié racional.
Entre aquests principis destaca el principi de no-contradiccid, segons el qual és impossible
que una proposicié sigui vertadera i falsa alhora.

Paral-lelament, es desenvolupa una segona tradicié logica dins I’escola estoica, fundada
al voltant del 300 aC. A diferéencia de la logica aristotelica, els estoics centren la seva
atencié en les proposicions i les seves connexions mitjangant formes primitives de conjuncié
i disjuncid, defensant el principi del terg exclos, d’acord amb el qual tota proposicié és o bé
vertadera o bé la seva negacié és vertadera. Tot i que aquesta logica tampoc no disposava
d’una formalitzacié rigorosa en el sentit modern, és considerada avui un precedent directe
de la logica proposicional.

La logica aristotelica va dominar el pensament occidental durant segles, i els seus
principis han estat tradicionalment considerats lleis fonamentals del raonament formal.
Tanmateix, al segle XIX es produeix una transformacié profunda amb el naixement de la
logica matematica moderna. El punt d’inflexi6 és 'obra de Gottlob Frege (1848-1925), on
s’introdueix la logica de predicats i s’estableix una notacié formal capag d’expressar amb
precisié relacions i propietats, superant aix{ les limitacions de la logica aristotelica tradici-
onal. Aquest nou enfocament formal va ser consolidat posteriorment per les contribucions
de Bertrand Russell (1872-1970) i d’Alfred North Whitehead (1861-1947), on s’estableixen
les bases de la logica moderna.

En aquest nou marc formal es desenvolupa també el primer sistema rigorés de logica
proposicional. Les proposicions es combinen mitjancant connectors logics com la conjuncié
(A), la disjuncié (V), la implicacié (—) i la negacié (—); de manera que el valor de veritat
d’una proposicié composta depen unicament dels valors de veritat de les proposicions
que la componen. Aquesta dependencia queda caracteritzada mitjancant les taules de
veritat, I'is de les quals es remunta als treballs de Charles S. Peirce (1839-1914). En la
seva formulacié contemporania, és habitual representar els dos valors de veritat amb 01 1,
corresponents al valor fals i vertader, respectivament; de manera que les taules de veritat
de la logica classica es poden escriure com segueix:
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INTRODUCCIO v

Malgrat la seva llarga tradicié i el seu exit formal, la logica classica ha estat objecte
de qliestionament en determinats contextos filosofics. Un exemple paradigmatic és el
dels enunciats sobre futurs contingents, com ara “Dema hi haura una batalla naval”, ja
que, en el moment present de I'afirmacid, sembla problematic atribuir a aquest tipus de
proposicions un valor de veritat determinat. En efecte, fer-ho implicaria assumir-ne la
necessitat o la impossibilitat, entrant en conflicte amb la seva contingencia.

Tot i que aquesta dificultat ja va ser formulada en I’antiguitat per Aristotil, no va ser
abordada de manera significativa fins al segle XIV, quan Guillem d’Ockham (1287-1349) va
reprendre el problema, sense arribar a una solucié formalitzada. De manera similar, al segle
XIX, figures com Hugh MacColl (1831-1909) i Charles Peirce (1839-1914) es qiiestionen el
principi de bivaléncia, introduint distincions entre els estats de veritat: certament vertader,
probablement vertader, probablement fals i certament fals. Aquestes qiiestions van obrir el
cami per al naixement de les logiques no classiques, desenvolupades al llarg del segle XX.

En aquest context, Polonia va jugar un paper especialment rellevant, convertint-se,
durant el periode d’entreguerres, en la capital de la logica matematica. Concretament, en el
marc de 'escola de Lvov-Varsovia, fundada per Kazimierz Twardowski (1866-1938), figures
com Jan Lukasiewicz (1878-1956) i Alfred Tarski (1901-1983) van contribuir decisivament
tant al desenvolupament de la logica classica com a la creacié de noves formes de logica no
classica.

En particular, motivat tant pel problema dels futurs contingents com per una postura
critica envers el determinisme, Jan Lukasiewicz introdueix I'any 1920 la logica trivalorada.
Amb aquesta finalitat, proposa un tercer valor de veritat interpretat com a possibilitat,
refusant el principi de bivalencia i buscant una modelitzacié dels raonaments que no es
poden reduir a certesa absoluta. Aquesta proposta suposa una ruptura amb la logica
classica, ja que trenca el principi del ter¢ exclos. Tot i aix0, en manté el sistema formal,
descrivint-la mitjangant 1’as de taules de veritat per a les connectives de la negacié i la
implicacié. El nou valor de veritat, sovint representat per %, s’introdueix com una extensio
natural seguint les taules classiques de la segiient manera:
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Immediatament, aquesta idea va ser generalitzada als sistemes n—valorats i, finalment,
a les logiques infinitvalorades de Lukasiewicz, Ly, i Ly,, en les quals els valors de veritat
es poden entendre com graus de possibilitat. Ara bé, el mateix Lukasiewicz va sostenir
amb posterioritat que, des d’un punt de vista filosofic, només el sistema trivalorat i
I'infinitvalorat Ly, tenen una rellevancia especial: o bé no es distingeixen graus dins del
possible, o bé se n’admet una gradacié continua, de manera analoga a la teoria de la
probabilitat.

Amb el pas del temps, pero, Lukasiewicz va anar adoptant una actitud cada vegada més
formalista envers la logica, desvinculant-la progressivament de les motivacions filosofiques
originals. Concebia la logica com una eina formal per deduir conclusions a partir de
premisses donades i atorgava especial importancia a la simplicitat i elegancia dels sistemes
axiomatics, deixant de banda 'explicacié intuitiva darrere d’aquests. Aixi, 'axiomatitzacio
de les logiques multivalorades esdevé un objectiu fonamental i Lukasiewicz arriba a formular
conjectures per als casos trivalorat i infinitvalorat.



INTRODUCCIO vi

La conjectura d’axiomatitzacio de la logica trivalorada de Lukasiewicz va ser demostrada
lany 1931 per Mordchaj Wajsberg a [Waj31]. Ara bé, pel que fa a la logica infinitvalorada,
no és fins a finals de la década de 1950 que s’obté una demostracié completa de la
corresponent axiomatitzacié. D’una banda, I'any 1958, Alan Rose i J. Barkley Rosser
a [RR58] i, d’altra banda, ’any 1959, C. C. Chang a [Cha59], publiquen de manera
independent demostracions del teorema de completesa de la logica infinitvalorada de
Lukasiewicz.

L’objectiu principal d’aquest treball és presentar una demostracié detallada del teorema
de completesa de la logica infinitvalorada de Lukasiewicz, aixi com desenvolupar tot el
marc teoric necessari per a la formulacié del problema i la seva resolucié. Tot i que s’ha
procurat introduir i definir tots els conceptes utilitzats al llarg del treball, posant especial
emfasi en el rigor formal, es pressuposa que el lector disposa d’un cert coneixement previ
de matematiques i esta familiaritzat amb els procediments habituals de demostracid, propis
d’un estudiant de grau.

El treball s’estructura en quatre capitols, organitzats de la segiient manera:

e Al llarg del primer capitol s’introdueixen les logiques de Lukasiewicz, amb especial
atenci6 al cas infinitvalorat Ly,. A més, s’hi presenta el corresponent sistema
d’axiomatitzacié i se’n formalitza la seva validesa. Aquest capitol busca establir
una base solida per a I'estudi de les logiques multivalorades que permeti abordar els
posteriors desenvolupaments. Les referéncies principals d’aquest capitol sén [Got01]
i [Gis24].

e El segon capitol esta dedicat a 'estudi de les MV-algebres, seguint principalment la
referencia original de C. C. Chang [Cha58a] i la posterior proposta de [FRT84]. El
capitol es tanca amb la demostracié de resultats preliminars que constitueixen una
primera aproximacié al teorema de completesa anteriorment formulat. Com a font
addicional, també s’ha fet servir la referencia [CDMO0O].

e En el tercer capitol s’introdueixen els grups abelians ordenats, abordant el marc
teoric necessari per a la demostracié final. Tot i que el contingut es basa en les idees
proposades a [Chab9], s’adopta una via alternativa seguint les referencies [CDMOO] i
[HA98].

e En el quart capitol es culmina 'objectiu principal del treball amb la demostracié
detallada del teorema de completesa de la logica infinitvalorada de Lukasiewicz,
considerant un nombre finit de premisses. La present demostracié segueix el fil inicial
de Pargument original de C. C. Chang, [Cha59], tot incorporant resultats posteriors
que permeten la simplificacié d’alguns arguments, principalment, els presentats a
[CDMO00] i [H498]. Finalment, es comenten els arguments de les demostracions de
C. C. Chang, [Cha’9], i D. Mundici, [Mun58], [CDMO00]; i s’analitzen els limits de
la, completesa, demostrant la fallida de la completesa forta i la distincié entre les
logiques Ly, i Ly, , seguint els resultats exposats a [W673].

A més de les referencies principals mencionades, per a la redaccié de la introduccié s’han
consultat [Wol95], [McC67], [Res69]; i les definicions d’algebra universal s’han extret de
[BS81].



Capitol 1

Logiques de Lukasiewicz

Al llarg d’aquest capitol es formalitzen les logiques de Lukasiewicz, introduint-les tant des
del punt de vista semantic (seccié 1.1) com des del punt de vista sintactic (seccié 1.2). En
primer lloc, s’introdueix el llenguatge formal i es defineixen els conceptes basics de logica
proposicional que serviran de base per a la formalitzacié de les logiques multivalorades
de Lukasieiwcz. A continuacié, d’una banda, s’estudia la nocié de veritat i de validesa
i, de l'altra, es presenta l’axiomatitzacié de la logica infinitvalorada de Lukasiewicz
mitjancant un sistema formal de deduccié. L’objectiu d’aquestes dues primeres seccions
és introduir breument els conceptes basics de la logica multivalorada de Lukasiewicz. El
lector interessat a aprofundir en aquestes nocions pot consultar, entre d’altres, la referencia
[Got01]. Finalment, a la seccié 1.3 s’enuncia i es formula el teorema de completesa de la
logica infinitvalorada de Lukasiewicz, que constitueix I'objecte central d’aquest treball.

1.1 Llenguatge formal i semantica

El llenguatge formal considerat és conegut com a llenguatge proposicional i esta format
per un conjunt no buit de variables proposicionals X = {z,y, z, ...}, un conjunt de simbols
logics {A,V,—, -} i un conjunt de delimitadors {(,)}.

En aquest llenguatge, les formules sén expressions formades a partir d’aquest conjunt de
variables proposicionals combinades amb els simbols logics, que actuen com a connectives.
Tanmateix, prendrem com a Uniques connectives primitives {—, -}, i definirem

eV i=((p =) = );
A= (=((mp) V (=9))).

Definicié 1.1.1. Definim el conjunt de proposicions amb variables a X, denotat per
Prop(X), com el conjunt de totes les férmules que es poden obtenir aplicant un nombre
finit de vegades les seglients regles:

(i) Per tot z € X, x € Prop(X);
(ii) Si ¢ € Prop(X), aleshores (—p) € Prop(X);

(iii) Si ¢,9 € Prop(X), aleshores (¢ — ¢) € Prop(X).



1.1. LLENGUATGE FORMAL I SEMANTICA 2

Com és habitual, per agilitzar la lectura, eliminarem els parentesis exteriors. A més,
establim un criteri de prioritat per a les connectives, on la negacié — tindra la maxima
prioritat. Aixi, la férmula -z — y s’ha de llegir com (—z) — y, i no com —(x — y).

Definicié 1.1.2. Sigui ¢ € Prop(X). Definim recursivament el conjunt de subférmules
de ¢, denotat per Sb(¢p), com segueix:

(i) Si ¢ € X, aleshores Sb(¢) = {¢};
(ii) Si ¢ = —) per una certa proposicié 1) € Prop(X), aleshores Sb(yp) = Sb(y)) U {¢};

(iii) Si ¢ = Y1 — 1y per certes proposicions 1,19 € Prop(X), aleshores Sb(y) =
Sb(y1) U Sb(h2) U {e}.

Degut a la naturalesa recursiva del conjunt de proposicions Prop(X), per demostrar
que totes les proposicions tenen una certa propietat, s’utilitza el principi d’induccio. Per
fer-ho, és suficient comprovar que

1. Tota variable proposicional té la propietat.
2. Si ¢ € Prop(X) té la propietat, aleshores ¢ també té la propietat.

3. Si p,1 € Prop(X) tenen la propietat, aleshores ¢ — 1) també la té.

Ara, per assignar un valor de veritat a cada proposicié, cal determinar com actuen
les connectives sobre els diferents valors de veritat. En el cas de la logica infinitvalorada
Ly, , els valors de veritat corresponen a Uinterval [0,1] = {a € R: 0 < a < 1}. Per tant,
la definicié d’interpretacié en aquest sistema no pot ser expressada mitjancant taules de
veritat, siné que s’expressa a través d’algebres.

Definicié 1.1.3. Un llenguatge algebraic és un conjunt .# de simbols funcionals tal
que a cada element f de % se li assigna un nombre n € N, anomenat arietat de f.

Sigui .# un llenguatge algebraic. Una algebra A de tipus .# és un parell ordenat
(A, F), on A és un conjunt no buit i F' és una familia d’operacions sobre A, indexades pel
llenguatge .% de manera que a cada simbol funcional f € .% d’arietat n li correspon una
operaci6 n-aria fA: A" — A.

Considerem I’algebra L := ([0, 1], =%, =¥ 1¥), on 1 és una constant definida per 1% = 1
i =¥, =t sén, respectivament, les operacions binaria i unaria definides, per tot a,b € 0, 1],

per

a—=Yb=min{l,1—a+bd}; -a=1-a.

A més, a partir d’aquestes dues operacions, definim, per tot a,b € [0, 1], les operacions
binaries
aVi¥bi=(a=Yb) =tb;,  antb=-b((=Ra) VE (-ED)).

Observacié 1.1.4. Amb les definicions anteriors, per tot a,b € [0, 1], es compleix que
a VP b = max{a,b} i a A" b = min{a,b}. En efecte,

aVvib=(a =Y b) - b=min{l,1 —min{l,1—a+b} +b} = min{l, max{0,a — b} + b} =

= min{1, max{b,a}} = max{a, b};

a AVb=-F((=Fa) VI (=Fb) =1 —max{l —a,1 — b} = min{l — (1 —a),1 — (1 - b)} =

= min{a, b}.
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Definicié 1.1.5. Una [0, 1]—interpretacié és una aplicaci6 I : Prop(X) — [0, 1] tal
que, per tota ¢, € Prop(X), es compleixen

(1) I(=p) = =*1();

(it) I(p =) = I(p) =" I(¢).

A partir d’aquesta definicid, per simplificar notacié, denotarem de manera indistingida
les connectives =, —, A, V i les corresponents operacions —, =& Al vE,

El segiient resultat demostra que, degut a que Prop(X) esta lliurement construit a
partir de les variables proposicionals i les connectives, tota interpretacié queda univocament
determinada per la interpretacio de les variables proposicionals.

Proposicié 1.1.6. Sigui ¢ € Prop(X) i siguin Iy, I dues [0, 1]—interpretacions. Si I i I
assignen els mateixos valors a les variables proposicionals de ¢, aleshores I1(¢) = I2(p).

Demostracid. Suposem que I i Is sén dues interpretacions com les de ’enunciat. Procedim
per inducci6 sobre la construccié de ¢ per demostrar que I1(¢) = I2(yp).

Si ¢ =x € X, el resultat es compleix per hipotesi.

Si ¢ = =) i suposem, per hipotesi inductiva, que I1(1)) = I2(1)), aleshores
Li(p) = hi(—) = 2L (Y) = ~L(¥) = L(—) = Ix(p).

Finalment, si ¢ = 1 — x i, per hipotesi inductiva, es compleix que [;(v)) = I3 (¢) i
I (x) = I2(x), llavors

Li(p) =LY — x) = Li(Y) = Li(x) = L) = La(x) = Ly = x) = L2(p).

O

Com a conseqiiencia d’aquest resultat, és habitual anomenar X, := Sb(p) N X el
conjunt de variables proposicionals que apareixen a ¢. A més, es posa @(T1,...,Ty)
quan X, = {z1,...,2,} i, donada I una [0, 1]—interpretacié qualsevol, es denota Iq, ... a.,
per indicar que I(z1) = a1, ..., 1(xy) = an.

Definicié 1.1.7. Sigui X U {¢} C Prop(X). Diem que ¢ és conseqiiéncia logica de ¥
en [0,1] i escrivim 3 f=(g,1) ¢ si per tota [0, 1]—interpretacié I tal que I(¢)) = 1 per tot
1 € 3, aleshores I(p) = 1.

Proposicié 1.1.8. Sigui X UA U {¢} C Prop(X). Es compleixen les segilients propietats:
L oFpye (azioma);
2. Si ¥ ) ¢ 12 C A, aleshores A =g q) ¢ (monotonia);
3. Si X 1 » 1A [, ¥ per tot ¢ € 3, aleshores A =g 1) ¢ (tall).
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Demostracio.

1. Es immediat per definicid.

2. Suposem que ¥ =g ] ¢ i sigui I una [0, 1]—interpretaci6 tal que I()) = 1 per tot
1 € A. En particular, també es compleix I(¢)) = 1 per tot ¢ € 3, ja que ¥ C A. Per
tant, com que ¥ = 1) ¢, necessariament es compleix que () = 1.

3. Suposem que X =g 1) pique A =g ) ¥ per tot 1 € 3. Sigui I una [0, 1]—interpretaci6

tal que I(v)) =1 per tot ¥ € A. Aix0 implica que I(¢)) = 1 per tot ¢ € 3, ja que

A o) ¥ per tot ¢ € 3. Ara, fent servir la hipotesi ¥ =g 1) ¢, es conclou que
I(y) =1, com voliem veure.

O

Seguint aquesta linia, les definicions de les logiques n—valorades L, i de la logica
infinitvalorada Ly, es poden obtenir restringint 'univers de valors de I’algebra L a [0, 1]NQ
i {0, ﬁ, ce Z—:f, 1}, respectivament. Més generalment:

Definicié 1.1.9. Sigui % un llenguatge algebraic i siguin A = (A, F) i B = (B, F) dues
algebres de tipus .%#. Diem que B és una subalgebra de A si B C A i per cada simbol
funcional f € .%, operacié fB és la restriccié de 'operacié f* al conjunt B.

Exemple 1.1.10. Les segiients algebres sén subalgebres de 'algebra L = ([0, 1], —, -, 1):

L. ([0,1]NQ,—,,1);

2. ({0, 15,...,2=2 1}, =, ~, 1), per n € N>o.

S n—1°

Definicié 1.1.11. Sigui (S, —, -, 1) una subalgebra de 'algebra L. = ([0, 1], —, =, 1). Una
aplicacié I : Prop(X) — S és una S—interpretacio si, per tota ¢, € Prop(X), es
compleixen les propietats de la definicié 1.1.5.

Sigui X U {¢} C Prop(X). Es diu que ¥ =g ¢ si per tota S—interpretacié I tal que
I(y) =1 per tot ¢ € 3, aleshores I(p) = 1.

Observacié 1.1.12. Prenent S = {0,1} i S = {0,%,1} és facil comprovar que les

definicions anteriors corresponen a les taules de veritat de la logica classica i la logica Ls,
respectivament.

Proposicié 1.1.13. Sigui X U {¢} C Prop(X). Es compleixen

L. Si ¥ f=(o,1) ¢, aleshores ¥ =g 1jng ¢
2. Si X F(p1ng ¥, aleshores ¥ |=y,,, ¢ per tot n € Nxo;

3. Siguin n, k € N> tals que k|n. Si ¥ =y, ¢, aleshores ¥ =g, .

Demostracié.  Veurem el primer cas i la resta es demostren analogament.

1. Suposem que X =g 1) ¢ i considerem I : Prop(X) — [0,1]NQ una Ly, —interpretacié
tal que I(¢) = 1 per tot ¢ € ¥.. Cal veure que, amb aquestes hipotesis, I(y) = 1.
Tenint en compte que [0,1] N Q C [0, 1] i la definicié de Ly,—interpretacié, podem
considerar I : X — [0, 1] de manera que I sigui una [0, 1]—interpretacié. Per tant,
com que () =1 per tot ¥ € ¥ 1 X =g 1] ¢, necessariament I () = 1. O
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Definicié 1.1.14. Sigui ¢ € Prop(X). Diem que ¢ és una [0, 1] —tautologia i ho denotem
per =(o,1] ¥, si ¢ és conseqiiencia logica de ). Es a dir, si per a tota [0, 1]—interpretacié I
es compleix que I(¢) = 1. Denotem per Taut[g,q] el conjunt de les [0, 1]—tautologies.

Analogament, diem que ¢ és una S—tautologia si per a tota S—interpretacié I es
compleix que I(p) = 1. El conjunt de les S-tautologies el denotem per T'auts.

Observacié 1.1.15. Per indicar que una proposicié ¢ no és una tautologia o no és
conseqiieéncia logica d’un cert conjunt de proposicions ¥, farem servir la mateixa notacio
amb el simbol p~.

Definicié 1.1.16. Sigui ¢(x1,...,z,) € Prop(X). Definim la interpretacié de ¢ en
[0,1] com la funcié @[ : [0,1]* — [0,1] que assigna a cada (ai,...,a,) € [0,1]" el
valor de la [0, 1]—interpretacié I, .. 4, ().

Corol-lari 1.1.17. Es compleix que =y 1) ¢ si, i només si, ol =1,

Demostracio. La demostracié és consequencia directa de la Proposicié 1.1.6. O

Observacié 1.1.18. Sigui ¢ € Prop(X). Com que ¢ esta construida recursivament a
partir de les variables proposicionals i de les connectives — i —, la interpretacié de ¢ en [0, 1]
és una composicio de les projeccions sobre les interpretacions de les variables proposicionals
i de les funcions definides per les operacions de ’algebra [0, 1]. Concretament, cp[o’l] és
una composicié de

e les projeccions I'; : [0,1]" — [0, 1], definides per

i(al,...,an) =a; pertotie{l,...,n};

e la funcié de negacié f- : [0,1] — [0, 1], definida per

f-(a) = —a=1-a;

e la funcié d’implicacié f_, : [0,1]> — [0, 1], definida per

f=(a,b) =a — b=min{l,1 —a+ b}.

Com que les funcions I';, f— i f_, sén continues, es dedueix que la composicié que defineix
01 també és continua. La demostracié formal de la continuitat de ¢! es fard per
inducci6 sobre la construccié de ¢ i es presentara en la seccié 4.3.

Procedim ara a la definicié per una subalgebra S qualsevol:

Definicié 1.1.19. Sigui (S, —, —, 1) una subalgebra de L i sigui ¢(x1,...,2z,) € Prop(X).
Definim la interpretacié de ¢ en S com la restriccio 4,0[%1}, és a dir, com la funcié
@% 1 8" — S que assigna a cada (ay,...,a,) € S™ el valor de la S—interpretacié

Ialv"'7an (¢)'
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Teorema 1.1.20. Donada ¢ € Prop(X), sén equivalents

1. }:[0,1] ©; 2. F[O,l]ﬂ@ ©; 3. }:Ln ©, per tot n € NZQ.

Demostracié. La implicacié dreta de 'equivalencia [=(g ;) ¢ si, i només si, =100 ¥
s’obté de la Proposicié 1.1.13, prenent ¥ = (.

Reciprocament, suposem que =(,1jnq ¢- Es a dir, suposem que
w[o’lw@(al, ...,ap) =1 pertotay,...,a, €[0,1]NQ.
Observem que demostrar ):[071}  equival a comprovar que
o (ay, ... an) =1 pertotay,..., an € [0,1].

Sigui {(),, .-, a™ ) }men una successié complint:
(i) (ak,,...,a%) € ([0,1]NQ)", per tot m € N;

(ii) n}i_r)noo{(a}n, e a Vb = (a1, ..., ap).

Sabem que Lp[o’l] és continua, per tant, necessariament es compleix que

nﬁ%i_r)noo el o an) = o0 (ay, . ay).
A més, tenint en compte que i, € [0,1]NQ per tot i € {1,...,n} i tot m € N, també
tenim que

PO g,y ai) = Py, an).

Ajuntant les dues igualtats i fent servir la hipotesi, obtenim el resultat:

Lar)= lim cp[o’l]mQ(a%n, coar)= lim 1=1.

[0,1] _ 1 0,1/ 1
v (al’ o ’an) w%gnoo v (a m—o0 m—o0

s - -
Procedim amb la demostracié de I'equivalencia =g 1jng ¢ si, 1 només si, =, ¢ per tot
neN >2.
La implicacié dreta torna a ser directa prenent ¥ = () a la Proposicié 1.1.13.

L’altra implicaci6 la demostrem per reduccié a l’absurd. Suposem que |=g,, ¢ per tot
n € N>o i suposem que %[071@@ . Aix0 implica 'existéncia d’una interpretacié I en
[0,1] NQ tal que I(p) # 1.

Suposant, sense perdua de generalitat, que X, = {x1,...,2,}, posem
ai G,
I(x1)=—, ..., [(xn) = —.
( 1) bl ) ) ( n) bn
by...b bi...bn_
Sigui b = by ... by, aleshores I(z1) = MTH, oy I(xg) = anlibnl
Aixi, I és una Ly, —interpretacié complint I(p) # 1, fet que implica que [y, ¢ i porta
a contradiccié amb la hipotesi =y, ¢ per tot n € N>a. g

Corol-lari 1.1.21. Es compleixen les segiients igualtats de conjunts:

Taut ) = Taul 10 = ﬂ Tauty,,.
nesz

Demostracio. La demostracié és directa a partir de la definicié 1.1.14 i les equivaléncies
del Teorema 1.1.20. U
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1.2 Sintaxi

A la seccié anterior hem conclos que les logiques Ly, i Ly, tenen les mateixes tautologies.
Aquesta igualtat explica per qué Lukasiewicz va proposar un tnic calcul infinitvalorat amb
la intencié que fos complet respecte a les tautologies de Ly, i de Ly, .

L’objectiu d’aquesta seccio6 és presentar aquest calcul, aixi com els conceptes de deduccié
i teorema sintactic. Cal destacar que també es poden definir calculs n—valorats, tot i que
aquests no seran objecte d’estudi d’aquest treball.

El calcul infinitvalorat de Lukasiewicz L, és un calcul tipus Hilbert, és a dir, un
sistema de deduccié definit mitjangant axiomes i regles d’inferéncia. Tal com hem fet en
la secci6 anterior, considerem el sistema reduit de connectives {—, —}, tenint en compte
que les connectives A i V sén definibles a partir d’aquestes dues. Aixi, els axiomes del
calcul Lo son

L1 o= (¥ — o)

L2 (¢ = ¢) = (¥ = x) = (¢ = X));
Ls ((p =) = ¢) = (v = 9) = 0);
Ly (= =) = (¥ — o).

La regla d’inferencia d’aquest calcul és la regla Modus Ponens, que permet deduir ¥
a partir de ¢ i p — :

0, p>Y
Y
Definicié 1.2.1. Sigui ¥ C Prop(X). Una deduccié amb premisses en ¥ és una
successi6 finita (@1, Yo, ..., p,) on, per cada 1 < i < n, la proposici ¢; compleix una de

les segiients condicions:

(i) vi € %
(ii) ¢; és una instancia d’axioma;
(iii) ¢; s’obté per Modus Ponens d’anteriors.

Definicié 1.2.2. Sigui ¥ U {¢} C Prop(X). Diem que ¢ és deduible de X, i escrivim
Y by o, si existeix una deduccié (¢1,...,¢,) amb premisses en X tal que ¢, = ¢. A
més, definim el conjunt de proposicions que es dedueixen de ¥ com

Ded(X) ={p € Prop(X) | Xt ¢}

Definicié 1.2.3. Sigui ¢ € Prop(X). Diem que ¢ és un teorema del calcul Lo si by o.
Equivalentment, si ¢ € Ded(0).

Originalment, el calcul proposat per Lukasiewicz incloia un cinque axioma

Ls (0= %) = (@ —9) = (¥ — ).

Tanmateix, posteriorment es va demostrar que aquest axioma es pot deduir a partir
de {L1, Lo, b3, Ly}, permetent aixi simplificar el sistema d’axiomes del calcul original,
limitant-lo als quatre axiomes que hem presentat. La deduccié de ’axioma Ls a partir de
les premisses {L1, Lo, L3, L4} es desenvolupa a [Chab8b], seguint la notacié de [RR58].
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1.3 Coherencia i completesa

Com ja s’ha esmentat, I'objectiu final d’aquest treball és demostrar el teorema de completesa
de la logica infinitvalorada de Lukasiewicz. Un cop definides les logiques de Lukasiewicz,
especialment les logiques semantiques Ly,, Ly, i el calcul infinitvalorat L., 'objectiu
d’aquesta seccid és formalitzar el resultat principal d’aquest treball.

Recordem que, a la primera secci6, hem vist que Tautjg = Tautp 1jng- A partir
d’ara, denotem aquest conjunt per Tauts, . Aixi, per provar 'equivalencia entre les
tautologies semantiques i els teoremes del calcul, cal comprovar que Tauts, = Ded((), o
equivalentment, demostrar que per tota ¢ € Prop(X) es compleix que

Fo,1] ¥ si, i només si, b, .

Comencem amb la necessitat de I’equivaléncia.

Lema 1.3.1. Per tota ¢, € Prop(X), es compleix que {p,p = ¥} F=o,1) -

Demostracid. Sigui I una [0, 1]—interpretacié tal que I(¢) = I(¢ — 1) = 1. Cal demostrar
que I(1)) = 1. En efecte,

1=1I(p =) =min{l, 1 = I(p) + I($))} = min{1,1 =1+ I(¢)} = min{1, I(s))} = I(s)).
(]

Lema 1.3.2. Els axiomes L;—L4 sén [0, 1]—tautologies.

Demostracié. Sigui I una [0, 1]—interpretacié qualsevol i siguin ¢, € Prop(X). Demos-
trem que 'axioma L; és una [0, 1]—tautologia, comprovant que I(¢; — (g — 11)) = 1:

I = (Y2 = 1)) = I(h1) = (I(¥2) = I(1)) = min{1, 1 —I(¢1) + (I (h2) — I(¢n))}
=min{l,1 — I(¢)1) + min{1,1 — I(¢p2) + I(¢1)}} = min{l, min{2 — I(¢1),2 — I(¢2)}}
=min{1,2 — I(¢1),2 — I(¢9)} =1,

on la darrera igualtat s’obté del fet que I(v1),I(2) € [0,1].

La comprovacié per la resta d’axiomes es fa de manera analoga. O

Teorema 1.3.3. (Teorema de coherencia de la logica infinitvalorada de Lukasiewicz).

Sigui ¢ € Prop(X). Si by, ¢, aleshores =g 1] ¢.

Demostracid. Demostrem per induccié que, per tota n € N>j 1 per tota ¢ € Prop(X) tal
que ., @, si (@1, .., pn) és una deducci6 de , aleshores =g 1] ¢; per totai € {1,...,n}.

Sin =1, ¢1 és necessariament una instancia d’axioma. Per tant, aplicant el Lema
1.3.2, obtenim que =g 1] ¢-

Suposem cert per n i vegem-ho per n + 1. Sigui (@1, ..., ¥n, Ynt+1) una deduccié de
¢ € Prop(X). Per hipotesi inductiva, com que (@1, ..., p,) és una demostracié d’'una
certa proposici6 ¢, € Prop(X), tenim que [=[ 1) ¢; per tota i < n. Considerem ¢y, 41 i
distingim dos casos:

(a) Si ¢p+1 és una instancia d’axioma, la demostracié és analoga al cas n = 1.
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i pnt1 s’obté per Modus Ponens d’anteriors, existeixen i,j € ...,n} tals que

(b) Si ¢pi1 s'obté per Modus P d’anteriors, existeixen i,j € {1,...,n} tals q
©j = pi = pnt1. Pel Lema 1.3.1, sabem que {i, ¢;} Fjo,1] ¥n+1- A més, per
hipotesi inductiva, es compleix que ):[0,1] w5 i ):[071} @j. Per tant, per la propietat
de tall, concloem que =g 1] Pnt1-

Aix{ dones, si b, ¢ 1 (¢1,...,¢n) és una deduccié de ¢, hem demostrat que = 1) ¢; per
tot i € {1,...,n}. Per tant, com que ¢, = ¢, podem concloure que = 1) ¢. O

La suficiencia de ’equivalencia és coneguda com a completesa:

Teorema 1.3.4. (Teorema de completesa de la logica infinitvalorada de Lukasiewicz).
Sigui p € Prop(X). Si [=o,1] ¥, aleshores i, ¢.

Observacié 1.3.5. Com que T'aut|y1] = T'aut| 1)ng, €ls teoremes de coherencia i comple-

tesa sén equivalents si canviem [0, 1] per [0,1] N Q.

La demostracié detallada d’aquest teorema és 1’objectiu principal d’aquest treball. Per
abordar-la, és necessari desenvolupar tot un marc teoric, que es presentara en els segiients
dos capitols.



Capitol 2

MYV-algebres

Les MV-algebres sén un sistema algebraic desenvolupat per C. C. Chang amb 'objectiu de
demostrar el teorema de completesa de la logica infinitvalorada de Lukasiewicz. Tal com
s’esmenta en l'article original [Cha58a], aquest sistema té un rol similar al de les algebres
de Boole en 'estudi de la completesa de la logica classica bivalent, oferint una estructura
algebraica per al desenvolupament de la demostracio.

Comencem aquest capitol introduint conceptes i resultats basics sobre 'estructura de
les MV-algebres (seccions 2.1 1 2.2). A continuacid, demostrem el teorema de representacié
subdirecta (secci6 2.3), que sera essencial per als passos posteriors. També introduim
breument les algebres de Wajsberg i la seva relacié amb les MV-algebres (seccié 2.4).
Finalment, veiem com tot aquest marc teoric serveix per establir els primers resultats en
la demostracié del teorema de completesa (seccié 2.5).

2.1 Definicio i propietats basiques

Definicié 2.1.1. Una MV-algebra és una algebra (A, ®,—,0), on A és un conjunt no
buit, & és una operacié binaria, = és una operacié unaria i 0 és una constant de A de
manera que, per tot x,y, 2z € A, es compleixen

(MV1) 2@ (y@z)=(x®y) ® 2
(MV2) zdy=ydu;
(MV3) 2300 = ;
(MV4) -z =ux;
(MV5) @ -0 = —0;
(MV6) ~(~2dy)dy=-(-ydz) D
A més, en cada MV-algebra, definim la constant 1 := =0 i les operacions binaries:
rQy==(c®-y) i zOy=z0y.

Aquesta definici6 coincideix amb la presentada a [CDMO0], caracterizant-se per la seva
concisié. En canvi, I'article original [Cha58a] proposa una definicié equivalent perd més
detallada, on s’imposen condicions addicionals, deduibles de les sis presentades.

10
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Observacié 2.1.2. Si prenem A = {0}, @ una operaci6 binaria i = una operacié unaria
qualssevol, I’algebra ({0}, ®,—,0) és una MV-algebra coneguda com la MV-algebra
trivial. A més, una MV-algebra A és trivial si, i només si, 0 = 1.

Proposicié 2.1.3. Sigui (A, ®, —,0) una MV-algebra. Per tot x,y € A es compleixen
(MVT) -1 =0; (MV9) 2@ -~z =1,

(MV8) z&y = (-0 -y); (MV10) zoy =~(-z&y).

Demostracié. Les propietats (MV7),(MV8) i (MV10) sén conseqiiencia directa de la

condicié (MV4) i les definicions de les operacions ® i ©. Passem a demostrar (MV9).
Sigui x € A, aleshores

1=-0 = =(z&-0)8-0 = ~(-08x)dx = -(0dz)dz=
(MV5) (MV6) (MV4)

(MV2) (MV3)

A continuacié, presentem alguns exemples de MV-algebres, sent el primer d’ells especi-
alment rellevant en el desenvolupament del treball.

Exemple 2.1.4.

1. L’algebra ([0,1],®,—,0), on [0,1] denota l'interval {x € R | 0 < 2 < 1} amb l'ordre
habitual sobre R, i les operacions estan definides per tot z,y € [0, 1], per

r@®y=min(z+y,1); —-x=1-—=x

2. L’algebra ([0,1] N Q, ®, —,0), on les operacions @ i — sén les mateixes que en I'exemple
anterior.

3. Per tot n € N>, les algebres ({0, ﬁ, ceey Z—:%, 1}, @, —,0), amb les operacions definides

com els exemples anteriors.

Observacio 2.1.5. Les MV-algebres definides en els punts 2 i 3 de 'exemple anterior sén
subalgebres de la MV-algebra ([0, 1], ®, -, 0), definida al punt 1.

N
Exemple 2.1.6. Considerem el grup abelia parcialment ordenat Z x Z determinat pel
producte cartesia Z x Z i Pordre lexicografic, <je,, definit, per tot (z1,z2), (y1,y2) € Z X Z,
per I'equivaléncia

(x1,22) <pex (y1,y2) si,inoméssi, x1 <y; obé =z =y i z2<yo.
Denotem per I'(Z M Z,(1,0)) I'algebra (A, @, -, (0,0)), on
A={(z1,72) € ZXZ(0,0) <tz (z1,72) <pex (1,0)},
i les operacions @ i — es defineixen, per tot (z1,z2), (y1,%2) € A, de la manera segiient:
(1, 22) ® (y1,92) = min{(1,0), (z1 + y1, 22 + 92)};  ~(21,22) = (1 — 21,1 — 22).

Amb aquestes definicions, I'(Z X Z,(1,0)) és una MV-algebra.

A partir d’ara, i sempre que no doni lloc a confusié, farem un abis de notacié i posarem
simplement A per referir-nos a la MV-algebra (4, ®, -, 0).
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Lema 2.1.7. Sigui A una MV-algebra i siguin z,y € A. Sén equivalents
(i) w@y=1; (i) y =z @ (y © 2);
(ii) z® -y = 0; (iv) Existeix un element z € A tal que x @ z = y.

Demostracio. Usant les condicions (MV1) — (MV6) i les propietats (MV7) — (MV10),
demostrem les equivaléncies. Suposant (i) se segueix facilment (ii). En efecte,

— = | ™ 1 = i = _|]_ = O.
De manera similar, també obtenim que (ii) implica (iii):
2(y01) = 96(y0-3) = 28 (~(yB0)) = s6(~(weu)) = ~(-yer)ea -

= —(2®yYDy=(20-Wdy =00y =uy.
v ( y) Dy = ( Y) v 00y =y

La implicacié (iii) implica (iv) és immediata prenent z = y ® —z. Finalment, si suposem

(iv), aleshores

Py = x®(xPz) = (~xd®r)®z = 1®z = 1
(iv) (MV1) (MV9) (MV5) 0

Definicié 2.1.8. Sigui A una MV-algebra i z,y € A qualssevol. Diem que * <A vy si, i
només si, x i y satisfan les condicions equivalents (i)-(iv) anteriors.

Proposicié 2.1.9. Amb la definicié anterior es té que <4 és un ordre parcial en A
anomenat 'ordre natural de A.

Demostracio.

1. Reflezivitat: Aquesta propietat és equivalent a (MV9).

2. Antisimetria: Suposem que x <4 y i que y <4 x, aleshores, fent servir les condicions
d’ordre, tenim que

y = x@(y@év):x@(ﬂ(ﬁy@w));)J:EB(—'I)::U.

iii) i
3. Transitivitat: Suposem que x <4 y <4 z; per la condicié (iv) d’ordre, existeixen
21,22 € Atals que y = x® 21, z = yDzo; per tant, z = (D 2z1) D 2o (M?/ : @ (21D 22)
1

amb z1 @ z9 € A.
O

Observacié 2.1.10. Sigui A una MV-algebra qualsevol. Per definicié de <4, per tot
x € A, tenim que
0<paz<al

En efecte, =0 @ x = 1 implica la primera desigualtat, i de =2 @ 1 = 1 s’obté la segona.

A més, per la condicié d’ordre (i), és immediat veure que, per tot parell d’elements
x,y € A, es compleixen les segiients desigualtats:

TOY<ax,y<ardy.
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Lema 2.1.11. Sigui A una MV-algebra. Per tot z,y, z € A, 'ordre natural de A compleix

1. # <4y si, i només si, -y <4 —z;

2. Six<pgy,aleshores P 2<4yPziz02z<s4y®Oz2 (monotonia de © i ®).

Demostracio.

1. Es conseqiiéncia de la condicié (i) del Lema 2.1.7.

2. Si z <4 y, per la condicié (iv) del Lema 2.1.7, existeix un element t € A tal que
y=x®t. Pertant, (t®t)Pz=y®z1i per (MV1)1ila condicié (iv), obtenim
que x P z <4 y P z. La monotonia de ® és conseqiiencia de la monotonia de & i de
I’apartat anterior.

O

Definicié 2.1.12. Una MV-algebra A és una M'V-cadena si el seu ordre natural és un
ordre total, és a dir, si per a qualsevol parell d’elements x,y € A, es compleix que x <4 y
oy<acw.

Observacié 2.1.13. [0, 1] és una MV-cadena, ja que el seu ordre natural coincideix amb
lordre usual dels nombres reals. En efecte, per qualsevol parell d’elements z,y € [0, 1], es
compleix que x <[g 1] y si, i només si, ~z @&y = 1. Utilitzant les definicions de & i - en
[0, 1], tenim que aquesta condicié és equivalent a la igualtat min{l — z 4+ y, 1} = 1, la qual
és trivialment equivalent a z < y.

Recordem breument unes definicions generals d’algebra universal:

Definicié 2.1.14. Sigui A un conjunt parcialment ordenat amb l'ordre <, i siguin a, b € A.
L’infim de a i b és un element a A b € A que compleix les segiients condicions:

(i) anb<a, anb<lb;

(ii) Per tot € A tal que z < a iz < b, es compleix que < a A b.

Analogament, definim el suprem de a i b, denotat per a V b, si existeix, com el minim
element d’entre tots els elements de A majors o iguals que a i b.

Un conjunt parcialment ordenat A és un reticle si, per qualsevol parell d’elements
a,b € A, existeixen els elements a AbiaVbée A En aquest cas, és facil veure que 'infim
i el suprem sén tnics.

Proposicié 2.1.15. L’ordre natural de les MV-algebres determina una estructura de
reticle. Concretament, donada A una MV-algebra qualsevol, per tot z,y € A, se satisfan
les segiients igualtats:

sVy=(20-y)dy=(20y dy; rAy=-(2V-y =20 (zdy).
Demostracié. Per veure que una MV-algebra A amb 'ordre natural és un reticle, cal

comprovar que, per tota parella d’elements x,y € A, necessariament z A y,xz Vy € A.
Comencem comprovant que x Vy = (xS y) S y:
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(i) D’una banda, per 'apartat 2. del Lema 2.1.11, sabem que y <4 (zr ©y) ®y. D’altra
banda, utilitzant (MV6), tenim que (x ©y) Dy = (y © z) ® x i, d’aquesta manera,
obtenim que z <4 (z©y) D y.

(ii) Suposem que existeix un element z € A tal que z <4 z iz <4 y. Pel Lema 2.1.7,
veure que (zOy) By <4 z és equivalent a demostrar que —((z©y) dy) Dz = 1. Com
que x <4 z1y <y z, tenim que =z @ z = 11 que z = (2 © y) ® y, respectivament.
Per tant,

~((zoy)ey)®z = (-(zoy)oy)Byo(26Y) (yo-(zoy))e-(zoy)®(z0y) =

(MV6)
=yo-(roy)dzdyd(zoy) =Yoo -(x0y)dxdz=1.

Aixi, hem vist que zVy = (r ©y) @y i, en particular, que z Vy € A. Ara, la igualtat per
I'infim n’és conseqiiencia directa aplicant el Lema 2.1.11. O

Observacié 2.1.16. Si A és una MV-cadena, com que l'ordre és total, per tot parell
d’elements z,y € A es compleix que z Ay = min{z,y} i © V y = max{x,y}.

2.2 Homomorfismes i ideals

En aquesta seccié treballem els conceptes d’homomorfisme i ideal en el context de les
MV-algebres. A més, demostrem una serie de resultats que seran essencials per a la
demostracié del teorema de representacié subdirecta, desenvolupada a la seccié 2.3.

Definicié 2.2.1. Siguin A i B dues MV-algebres. Es diu que h : A — B és un
homomorfisme si, per tot z,y € A, h satisfa les segiients condicions:

(H1) A(0) = 0;
(H2) h(z @y) = h(z) @ h(y);
(H3) h(—z) = —h(x).
Com és habitual en algebra universal, diem que A i B sén isomorfes i, ho denotem
per A =2 B, si existeix un homomorfisme h : A — B injectiu i exhaustiu. A més, seguint

la notacié habitual, denotem per Ker(h) el conjunt {x € A : h(x) = 0}, anomenat nucli
de h.

Observacio 2.2.2. Com que els homomorfismes preserven les operacions @ i —, i tant les
operacions ® i © com l'ordre natural <4 estan definits a partir de & i =, es dedueix de
manera trivial que els homomorfismes també compleixen

1. h(z ©y) = h(x) © h(y);
2. h(z ©y) = h(z) © h(y);

3. © <4y si, i només si, h(z) <p h(y).
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Proposicié 2.2.3. Un homomorfisme h : A — B és injectiu si, i només si, Ker(h) = {0}.

Demostracid. La necessitat és conseqiiencia directa de (H1) i la definicié de Ker(h).

D’altra banda, suposem que Ker(h) = {0}. Siguin a;,as € A tals que h(a1) = h(a2),
és a dir, suposem que h(ai) <4 h(az2) i h(a1) <4 h(aq).

Per la condici6 (ii) d’ordre, obtenim que h(ay) ©h(az) = 01 h(az) ©h(a1) = 0. Per tant,
h(a1 © a2) = h(ag © a1) = 0. Per hipotesi, aixo implica que a1 © ag = az © a; = 0. Aixi,
tornant a aplicar la condici6 (ii), deduim que a; = ag i queda demostrada la injectivitat
de h. O

Definicié 2.2.4. Un ideal d’una MV-algebra A és un subconjunt I de A complint:

(I1) 0 €I,
(I2) Siz eI, ye€ Aies compleix que y <4 z, aleshores y € I;

(I3) Sixz,y €1, aleshores x ®y € 1.

Denotem per Z(A) el conjunt d’ideals de la MV-algebra A.

Exemple 2.2.5. Siguin A, B dues MV-algebres i sigui h : A — B un homomorfisme
qualsevol. El conjunt Ker(h) és un ideal de A.

Definicié 2.2.6. Sigui A una MV-algebra. La distancia en A es defineix com la funcié
d:Ax A— Aon, pertot x,y € A,

d(z,y) = (z©y) ® (y © ).

El segiient resultat verifica que la funcié distancia compleix les propietats esperades.

Proposicié 2.2.7. Sigui A una MV-algebra. Per tot x,y, z,t € A, es compleixen

1. d(xz,y) >4 0; 4. d(z,z) <g d(z,y) ®d(y, 2);
2. d(z,y) = 0 si, i només si, z = y; 5. d(z,y) = d(—z,—y);
3. d(z,y) = d(y, x); 6. d(z®z,y®t) <ad(z,y) ®d(z,1).

Demostracio. La demostracié de totes aquestes propietats segueix un procediment extens
pero estandard utilitzant les propietats de les MV-algebres i les definicions d’ordre natural,
infim i suprem. De totes maneres, pel lector interessat en els detalls técnics, vegeu [Cha58a,
p.477-478]. O

Aquestes propietats porten a definir la segiient relacié:

Definicié 2.2.8. Sigui I un ideal d’'una MV-algebra A. Per tot parell d’elements x,y € A,
definim la relacié =y per

x=ry si,inoméssi, d(z,y)e€l.

Abans d’estudiar aquesta relacié, recordem un concepte d’algebra universal:
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Definicié 2.2.9. Sigui A = (A, {f*: f € .#}) una algebra i R una relacié d’equivaléncia
en A. Es diu que R és una relacié de congrueéncia si satisfa la condicié de compatibilitat
segiient: per tot f € .Z tal que fA : A" — A i per tots a;,b; € A, si a;Rb; per tota
1 <4 < n, aleshores f(aq,...,an)Rf(b1,....bp).

Proposicié 2.2.10. La relacié = és una relacié de congruencia en A. A més, es compleix
que [ ={z € A:x=;0}.

Demostracio. Veure que =7 és una relacié d’equivaléncia és directe utilitzant les propietats
vistes a la Proposicié 2.2.7. La reflexivitat, la simetria i la transitivitat sén conseqiiéncia
de les propietats 2,3 i 4, respectivament.

Per demostrar que =; és relacié de congruencia falta comprovar que, per tot x,y, z,t € A,
es compleixen

1. Si x =7y, aleshores —x =5 —w;
2. Six=rziy=st, aleshoresx ®y =75 2P t.

Aquestes dues condicions també es comproven directament mitjangant les propietats 5 i 6
de Proposicid 2.2.7.

Finalment, la igualtat I = {x € A : z =; 0} s’obté tenint en compte que = =; 0 si, i
nomsés si, d(x,0) € I, i utilitzant que

dz,0)=(z00)®(0oz)=(201)e 00 z)=2d0==2. -

Observaci6 2.2.11. Aquest resultat ens permet considerar el conjunt quocient per tota
MV-algebra A, A/I := A/ =, i definir, per tot z,y € A, les operacions

[z]r @ [ylr = [yl —[x]r = [-z]r.

Amb aquestes definicions, és facil comprovar que (A/1,®,—,[0];) és una MV-algebra,
sovint anomenada MV-algebra quocient de A per I’ideal 1.

A més, també és directe comprovar que hy : A — A/I definit per hr(z) = [z]; és un
homomorfisme amb Ker(hy) = I. Aquest homomorfisme es coneix com homomorfisme

natural de A a A/I.

Lema 2.2.12. La interseccié de qualsevol familia d’ideals d’'una MV-algebra A és també
un ideal de A.

Demostracio. Sigui {I;}jes una familia qualsevol d’ideals d'una MV-algebra. Anomenem
=1,
jedJ
i comprovem que I és un ideal.
(11) Es clar que 0 € I perque 0 € I; per tot j € J.

(I2) Siguiz e T'iy € Atal que y <4 2. Com que z € Ij per tot j € J iy <a z,
obtenim que y € I; per tot j € J i, en particular, y € I.
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(I3) Six,y € I, aleshores x,y € I; per tot j € J. Per tant, x @y € I; per tot j € J i,
en particular, t @y € 1.
O

Com a conseqiiéncia directa d’aquest resultat, obtenim el segilient cas particular:

Corol-lari 2.2.13. Sigui A una MV-algebra i W C A. La interseccié de tots els ideals
de A tals que W C I és també un ideal de A.

Aquest ideal es denota per (W) i s’anomena 'ideal generat per W.

Proposicié 2.2.14. Sigui A una MV-algebra i W C A. Distingim els segiients casos:
(a) Si W = (), aleshores (W) = {0};
(b) SiW # 0, aleshores (W) ={x € A: 2z <4 w1 ®...Qwy per certs wy,...,wx € W}.

Demostracio. El cas (a) és directe tenint en compte que {0} és un ideal de A.

Procedim amb la demostracié de (b). Suposem que W # () i definim el conjunt
Aw ={x € A:x <g w1 & ... ®wy per certs wy,...,w, € W},

veurem que Ay = (W). Es clar que W C Ayy.

Comprovem que Ay és un ideal de A.

(I1) Sigui w € W un element qualsevol, com que 0 <4 w, necessariament 0 € Ayy.

(I2) Sigui z € Aw iy € A de manera que y <4 x. Com que =z € Ay, existeixen
wi, ..., wp € W tals que x <4 wy; @ ...PH wg. Per la transitivitat de <4 s’obté que
y<aw D...Pwg i, per tant, y € Ayy.

(I3) Si z,y € Aw, aleshores © <q4 wy, @ ... D wy, 1y <4 wy, & ... B wy, per certs
Wy e vy Wy, Wyp s .-, Wy, € W. Per la monotonia de @ respecte 'ordre <y,
deduim que s ®y € Aw, jaque DY <A Wy D ... D Wy, DWy, ... D wy,.

Suposem ara que I és un ideal de A tal que W C I. Siz € Ayy, aleshores <4 w1 ®...Dwg
per certs wq,...,w, € W. En particular, wy,...,wg € I i, per tant, w1 ® ... Pwy € I.
Aixi, per la condicié (12), obtenim que z € I.

Aixi doncs, tenim que Ay C I i, per tant, hem demostrat que Ay és 'ideal de A més
petit que conté W, fet que implica la igualtat que voliem demostrar: Ay = (W). O

Observacié 2.2.15. Si J és un ideal de A i considerem un element z € A, aleshores
(JU{z})={ze€eA:z<gnz@®apercertsneNiacJ},

onn.z=z®".4210.z:=0. En efecte, aquesta igualtat és conseqliencia de la propietat
(I3) de l'ideal J i del fet que {z} és un subconjunt de A amb un sol element.

Definici6é 2.2.16. Un ideal I d’una MV-algebra A és un ideal primer si I # A i, per
tota parella d’elements z,y € A, es compleix

(I4) zoyeloyozxel.



2.2. HOMOMORFISMES I IDEALS 18

Denotem per P(A) el conjunt d’ideals primers de la MV-algebra A.

Proposicié 2.2.17. Sigui A una MV-algebra i I un ideal de A. Si existeix un element
a € A tal que a ¢ I, aleshores existeix un ideal primer P de A de manera que I C P i
a¢ P.

Abans de fer la demostracié, enunciem un resultat ben conegut de teoria de conjunts:

Lema 2.2.18. (Lema de Zorn). Sigui X un conjunt parcialment ordenat. Si tot subconjunt
totalment ordenat de X té una cota superior en X, aleshores X té almenys un element
maximal.

Demostracid. (Proposicié 2.2.17) Definim el conjunt S, :={J € Z(A): I C J,a ¢ J} i
considerem l'ordre en S, donat per la inclusié. Observem que S, # @) perque I € S,. A
més, sigui {J;};es € S, tal que Jp, C J,4q per tot n > 0.

La unié d’aquesta cadena d’ideals, | J;c 7 J;, és una cota superior de {J;};c7 dins de S,.
Per tant, pel lema de Zorn, existeix un ideal J € Z(A) maximal respecte les condicions
ICJiaé¢J.

Sabem que J # A, jaque a ¢ Jia € A. Per tant, per demostrar que J és un ideal
primer de A, només cal comprovar la condicié (14).

Suposem que existeixen z,y € Atalsquex ©y ¢ I i ySx ¢ I. Per la maximalitat de J,
els ideals (/ U{z©y}) i (I U{y © x}) han de contenir, necessariament, I’element a. Aixi,
existeixen elements s,t € I i naturals p,q > 1, tals que

a<ss®p(z0y) i a<at®q(yoa).
Sigui u = s &t i n = max{p, q}, aleshores
a<su®n(zoy) i a<gudn.(yo).

Per tant, aplicant la definicié d’infim i utilitzant repetidament (MV6) i algunes propietats
basiques de les operacions ¢ i =, obtenim que

a<g(udn(zey) AN (uen(yoz)=ud (n(zey) An(yez) =ud0=u.
Aixi, a € A, u € J i a <4 u impliquen que a € J, fet que porta a contradiccio. O

Corol-lari 2.2.19. Sigui A una MV-algebra. Tot ideal I # A és interseccié d’ideals
primers de A.

Demostracio. Com que I # A, existeix una familia d’elements de A, {a;};c7, tal que
A =1TU{aj}jey. Per cada j € J, considerem P, l'ideal primer obtingut aplicant la
Proposicié 2.2.17 prenent a = a;. Aleshores, tenim que

IC ﬂ P,,.
jeTJ

Reciprocament, suposem que z € () e P,;. Aixo implica que z # a; per tot j € J, ja
que a; ¢ P,;. Com que x € A, v ¢ {a;}jes i A=1U{a;}jes, obtenim necessariament
que x € 1.

Aixi, hem obtingut que I = e Py, on, per cada j € J, Py; és un ideal primer de
A, tal com voliem demostrar. O
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Proposicié 2.2.20. Siguin A, B dues MV-algebres. Si h: A — B és un homomorfisme
exhaustiu, aleshores f : A/Ker(h) — B definit, per tot x € A, per f([z]ger(n)) = h(x)
és un isomorfisme.

Demostracié. Per definicid, és clar que f és un homomorfisme exhaustiu. Per comprovar
la injectivitat de f, veiem que Ker(f) = {[0]xer(n)}-

D’una banda, la inclusié {[0]gcqn)} S Ker(f) és directe tenint en compte que
f([0]ker(ny) = h(0) = 0.

D’altra banda, si [z]gern) € Ker(f), aleshores f([7]gern)) = h(x) = 0 i, per tant,

x € Ker(h). Aixi, com que Ker(h) és un ideal de A, per la Proposicié 2.2.10 obtenim que
T Zgern) 0, fet que implica la igualtat 7] gepn) = [0 er(n)- O

Proposicié 2.2.21. Siguin A, B dues MV-algebres i h: A — B un homomorfisme. Es
compleix que Ker(h) € P(A) si, i només si, B # {0} i h(A) és una MV-cadena.

Demostracio. Observem primer que l’equivaléncia
Ker(h) # A si, i només si,B # {0},

és conseqiiencia de la propietat (H1), ja que h(1) = h(=0) = =h(0) = -0 = 1.

A més, per tota MV-algebra A, h(A) és també una MV-algebra perque ’homomorfisme h
preserva les operacions @ i —. Per tant, només falta demostrar que la condicié (I4) sobre
els elements de Ker(h) és equivalent a que 'ordre en h(A) sigui total.

Siguin h(a), h(b) € h(A). Pel Lema 2.1.7, h(a) <p h(b) o h(b) <p h(a) si, i només si,
h(a) © h(b) =0 0 h(b) © h(a) = 0. Com que h preserva les operacions, aquesta condicié és
equivalent a que h(a©b) =00 h(boa) =0, és adir,a©be Ker(h) oboa € Ker(h),
com voliem veure. O

Corol-lari 2.2.22. Sigui A una MV-algebra i I un ideal de A. A/I és una MV-cadena si,
i només si, I és un ideal primer.

Demostracio.  Considerem ’homomorfisme natural h; de A a A/I. Per definicid,
Ker(hy) = I i hy és exhaustiu, fet que implica que hj(A) = A/I. Ara, el resultat
és directe a partir de la Proposicié 2.2.21. O

2.3 Teorema de representacié subdirecta

La segiient seccio té per objectiu enunciar i demostrar el teorema de representacio subdirecta
que permetra suposar, en certs contextos, que 'ordre de les MV-algebres és total.

Comencem amb una definicié general de teoria de conjunts:

Definicié 2.3.1. El producte cartesia d’una familia de conjunts {X,};c 7 és el conjunt
d’aplicacions f : J — ;e 7 Xj tals que, per cada j € J, f(j) € X

En el context de les MV-algebres, aquest concepte dona lloc a la segiient definicié:
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Definicié 2.3.2. Sigui J un conjunt no buit. El producte directe d’una familia de
MV-algebres {A;};cs és la MV-algebra <Hjej Aj, ®,,0%) obtinguda dotant el producte
cartesia de {A;};cs amb les operacions definides per

(=)@ =~f0), (feg)d) = f(i) & g(i);
i la constant 0* : j — 0;, on 0; denota la constant de cada MV-algebra (A;, &, ,0;).

Observacié 2.3.3. Per cada j € J, considerem 7; : Hjej A; — A; la projeccié

j-eéssima definida per 7;(f) = f(j). Es directe comprovar que 7j és un homomorfisme
exhaustiu.

Definici6é 2.3.4. Una MV-algebra A és producte subdirecte d’'una familia de MV-
algebres {A;} ;e 7 si, i només si, existeix un homomorfisme injectiu h : A — [[;c 7 4; tal
que, per cada j € J, mj o h és un homomorfisme exhaustiu.

Teorema 2.3.5. Una MV-algebra A és producte subdirecte d’una familia {A;};c7 si, i
només si, existeix una familia {I;};c7 d’ideals de A que compleix les segiients condicions:

1. Per cada j € J, A; = A/l;;

2 My Iy = {0}

Demostracié. Suposem que A és producte subdirecte d’una familia de MV-algebres
{4,}jes. Considerem 'homomorfisme injectiu h : A — [[;c 7 A; i definim, per cada
jeJ,

I; == Ker(mjoh).

Com que, per tot j € J, mj o h és un homomorfisme, és clar que cada I; és un ideal de A.
Demostrem les dues condicions del teorema:

1. Per definicié de producte subdirecte, sabem que, per cada j € J, 'homomorfisme
mjoh: A — Aj és exhaustiu. Aixo implica que A/Ker(mj o h) = A; i, com que
I; = Ker(mj o h), obtenim que A/I; = A; per tot j € J.

2. Suposem que T € mjej I;. Aixo implica que (7 o h)(xz) = 0 per tot j € J. Per tant,
h(z) = 0* i, per la injectivitat de h, obtenim que = = 0. Aixi, queda demostrat que
ﬂjej I; = {0}.

Reciprocament, suposem que {I;};cs és una familia d’ideals de A que compleix les dues
condicions de I’enunciat. Per cada j € J, anomenem f; : A/I; — A; I'isomorfisme
donat per la primera condici6, i considerem ’homomorfisme h : A — [] jeg A;j definit
per (h(x))(7) = fj([z]1;) per tot = € A.

Suposem que h(z) = 0. Com que f; és injectiu, la hipotesi implica que [z];; = [0];
per tot j € J. Considerant els homomorfismes naturals hy, de A a A/I}, la condicié és
equivalent a hp,(z) = hy;(0) per tot j € J. Ara, com que Ker(hy;) =I; i (;c7 I; = {0},
obtenim que x = 0.

Aix{, hem demostrat que h és un homomorfisme injectiu. Finalment, donat j € 7,
I'exhaustivitat de 7; o h és immediata, ja que mj o h = fj o hy, i tant f; com hy, sén
homomorfismes exhaustius. Per tant, A és producte subdirecte de la familia {A;},;c7. O
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Corol-lari 2.3.6. Una MV-algebra A és producte subdirecte d’una familia de MV-
cadenes {A;};je7 si, 1 només si, existeix una familia {P;};cs d’ideals primers de A tal que

njeJPj = {0}.

Demostracio. Suposem que A és producte subdirecte d’una familia de MV-cadenes
{A;}jcs. Pel Teorema 2.3.5, existeix una familia {I;};c 7 d’ideals de A tal que A; = A/I;
per tot j € J. Com que els homomorfismes preserven I'ordre, A/I; sén també MV-cadenes
i, per tant, I; € P(A).

El reciproc és un cas particular del Teorema 2.3.5 prenent I; = A/P; per tot j € J. O

Teorema 2.3.7. (Teorema de representacié subdirecta). Tota MV-algebra A # {0} és
producte subdirecte de MV-cadenes.

Demostracid. Sigui A una MV-algebra no trivial. Sabem que el conjunt I = {0} és un ideal
de A. A més, com que I # A, pel Corol-lari 2.2.19, existeix una familia d’ideals primers
{P;}jes tal que (\;c7 P5 = I ={0}. Ara, pel Corollari 2.3.6, s’obté immediatament el
resultat desitjat. O

2.4 Algebres de Wajsberg

En aquesta seccié presentem les algebres de Wajsberg, un enfocament alternatiu per
a l'estudi de la logica infinitvalorada de Lukasiewicz, desenvolupat posteriorment a les
MV-algebres de Chang. Aquest sistema fou introduit a [FRT84] seguint una formulaci6
més fidel a les definicions originals del calcul infinitvalorat de Lukasiewicz, oferint aixi una
perspectiva més intuitiva i natural.

Definicié 2.4.1. Una algebra de Wajsberg és una algebra (4, — ,—,1), on A és un
conjunt no buit, — és una operacié binaria, — és una operacié unaria i 1 és una constant
de A de manera que, per tot x,y € A, es satisfan les seglients condicions:

(W1) 1> 2 =1

(W2) (z—=y) = ((y—2) = (x—=2) =L
(W3) ((z —y) = y)=(y = z) = 2);
(W4) (2 ——y) = (y—2z) =1

Proposicié 2.4.2. Sigui (A, — ,—,1) una algebra de Wajsberg, per tot z,y,z € A, es
compleixen

(W5) 2 — oz =1; (W10) ~z =z — 1,

(W6) z —1=1; (W11) Six -y =y — = = 1, aleshores x = y;
(W7) 2= (y—z)=1; (W12) Siz —y=y — z =1, aleshores x — z = 1;
(W8) -z =ux; (W13) (z —y) = ((z—z) = (2 —y)) =1

(W9) =z —y=-y— —; (Wl4) 2z — (y— 2) =y = (x — 2).
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Demostracio. La demostracié d’aquestes propietats segueix un procediment estandard
combinant les propietats (W1) — (W4). Demostrem (W5) a mode il-lustratiu i deixem la
resta de casos sense detallar.

1 = (1 1 1 1 = 1 = .
(WQ)( - 1) = (1—=2)—( —>x))(w1) —>(m—>x)(w1)x—>x

Els detalls tecnics del procediment a seguir es poden consultar a [FRT84, p. 8-9]. O

Exemple 2.4.3 (Logica classica). L’algebra ({0,1},— ,—,1), on les operacions — i —
es defineixen com la implicacié i la negacié classica, respectivament, és una algebra de
Wajsberg.

Exemple 2.4.4 (Logica infinitvalorada de Lukasiewicz). L’algebra L= ([0,1], — ,—,1),
introduida al capitol anterior, amb les operacions definides, per a tot z,y € [0, 1], per

r—=y=min{l,l—-z+y} i ~x=1-—u,
és també un exemple d’algebra de Wajsberg.

Definim a continuacié ’exemple principal d’aquesta seccié: 1'algebra de Lindenbaum
pel calcul infinitvalorat de Lukasiewicz.

Definicié 2.4.5. Sigui ¥ C Prop(X). Per tot parell d’elements ¢, € Prop(X), definim
la relacié =x per

=yt si,inoméssi, Xrky_ e@—=viXky ¥— .

Proposici6 2.4.6. Per tot ¥ C Prop(X), la relacié =y, és una relacié de congruencia en
Prop(X).

Demostracio. La simetria de la relacié és immediata per definicié, mentre que la transiti-
vitat es dedueix de I’axioma L3. Resta demostrar la reflexivitat i verificar que la relacio
=y és compatible amb les operacions del llenguatge, és a dir, cal comprovar que, per tot
o1, 92, ¥1,1%2 € Prop(X), es compleixen

Y1 = YP1 =x p2 = P2 1 11 =5 .

No entrarem en els detalls d’aquestes demostracions, ja que sén tecnicament laborioses i
requeririen excessiu espai. Tanmateix, la demostracié de la reflexivitat es pot trobar a la
Proposicié 4.3.4 de [CDMO00] i una demostracié d’un resultat més fort que la propietat de
compatibilitat, en el cas ¥ = (), es presenta al Teorema 4.4.1 de la mateixa referéncia. [

Proposicié 2.4.7. Sigui ¥ C Prop(X). Considerem (Prop(X)/ =x,—,—,1) amb les
operacions definides, per tot ¢, € Prop(X), per

[Pl=s = W= = v =2 Y= o)== [¢)=s;
i definint la constant 1 = Ded(X)/=x. Aquesta estructura és una algebra de Wajsberg,

coneguda com l'algebra de Lindenbaum.

Demostracio. Com que =y, és una relacié de congrueéncia, sabem que Prop(X)/ =sx
estd ben definit. Cal veure que Ded(X)/ =x és realment una classe d’equivaléncia en
Prop(X)/ =x.
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Comencem comprovant que si p,1 € Ded(X), aleshores ¢ =5 1. En efecte, per
l'axioma L, tenim que

Shi,e—= W —9) 1 Sk, v — (p—1).

Per tant, aplicant dues vegades la regla de Modus Ponens als parells

ki, ¢ . Y, v,
Yk, 0= (Y — @) Sk — (o — )

deduim que X kg ¥ > i Xk o = .

Falta demostrar que si ¢ € Ded(X) i ¢ € Ded(X), aleshores ¢ #x 1. Suposem, per
arribar a contradiccid, que ¢ =x; 1. Aixo implica que

Yo=Y 1 Xk Y — .

Com que ¥ € Ded(X), tenim X Fy,__ 4, i, aplicant Modus Ponens, obtenim X Fy,__ ¢, fet
que contradiu la hipotesi ¢ € Ded(X).

Ara, només falta comprovar que, per tot ¢, 9 € Prop(X), es compleixen les condicions
(W1) — (W4).

(W3) Per la definicié de les operacions en Prop(X)/ =g, la igualtat

([@]Ez - [w]EE) - [w}Ez = ([w]Ez - [90]52) - [@]EE

és equivalent a la igualtat [(¢ — ¥) = ¢Y]=, = [(¢¥ = ¢) = ¢]=,, la qual es
dedueix de I'axioma Lgs.

La resta de condicions es demostren analogament utilitzant els axiomes del calcul Lo,. O
Finalment, I'objectiu és demostrar que les algebres de Wajsberg sén estructures terme-

equivalents a les MV-algebres.

Teorema 2.4.8. Sigui (A, @, -, 0) una MV-algebra. Si definim x — y := —x @y, aleshores

A* = (A, —,—,1) és una algebra de Wajsberg.

En sentit contrari, considerem (B, — ,—, 1) una algebra de Wajsberg. Si definim = @ y :=
—x — y 1 0:= -1, aleshores B’ = (B, ®, —,0) és una MV-algebra.

A més, aquestes construccions sén I'una inversa de laltra, és a dir, se satisfa que (A*) = A
i(B)*=B.

Demostracié. Sigui (A, ®,—,0) una MV-algebra. Cal comprovar que (A, —, -, 1), amb
les operacions definides com a l’enunciat, compleix les propietats (W1) — (W4).

(W) 1lsz=-1®z = 0z = 2060 = u=x

(MV7) (MV2) (MV3)
(W3) ((f%y)%y)Zﬁ(ﬁw@y)@y(szﬁ) (ry@r)®r=(y =) —>).
(W4) (2= —y) = (y—2)=-(20-y)d(-ydr) = -(ydr)d(~ydr) =

(MV2) (MV9)
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No demostrem la propietat (W2), ja que la demostracié és molt més extensa i segueix
un procediment analeg a les demostracions anteriors utilitzant les propietats de les MV-
algebres vistes a la secci6 2.1.

Per obtenir el segon resultat, cal demostrar que, amb les definicions donades, (B, ®, -, 0)
satisfa les propietats (MV'1) — (MV6).

(MV2) z@y=—-2—y = ~y——-—x = y—or=ydu.
(W9) (W8)

MVl = —xr — (— = - — (7 —— = - -z — =
(MV1) & (y®2) =~ (y—>z)(wg) T — (72— y)(wg) = (mz = y)
(@4)ﬂ2—>(ﬁw—>y)zz@(w®y)(MZVZ)(:v@y)@Z-

(MV3) 2¢0=-2—-0=-2—-1 = 1=z = =z
(W9) (W1)

(MV4) Directe de (W8).

(MV5) 2@ —0=-2—0=-2—1 = 1.
(W5)

(MV6) ﬂ(ﬂxe%y)@y:ﬁﬂ(ﬂﬂx%y)—>y(;8) (x—>y)—>y(vﬁ4) (y—x)—z=

= (Y — — = —(— .
e (cy =) svr=—(ydr)dr

Finalment, considerem la MV-algebra (A*)' = (A, ©,—, —1). Observem que, per tot parell
d’elements z,y € A, se satisfa

T@y=-r—y=-(2)by = TSY,
(MV4)
fet que implica la igualtat (A*)" = A. De la mateixa manera, considerem 1’algebra de
Wajsberg (B')* = (B,=,—,1). Per tot z,y € B es compleix

r=y="crby=-(r)— = Tr—Y,
y y = (=) Y T Y

concloent la igualtat (B')* = B. O

Observacié 2.4.9. El teorema anterior demostra la terme-equivaléncia entre les MV-
algebres i les algebres de Wajsberg. Aixi, a partir d’ara, parlarem indistintament d’ambdues
estructures, utilitzant les operacions &, —, 0 o les operacions —, —, 1, segons les necessitats
del context. En particular, tots els conceptes i resultats sobre MV-algebres, com homo-
morfismes, ordre, ideals i el teorema de representacié subdirecta, sén igualment valids per
a les algebres de Wajsberg.

2.5 Primera aproximacié al teorema de completesa

Al llarg d’aquest capitol, hem introduit les MV-algebres i les algebres de Wajsberg, establint
aixi les bases teoriques necessaries per comencar a abordar la demostracié del teorema de
completesa de la logica infinitvalorada de Lukasiewicz que, com s’ha mencionat previament,
és ’objectiu principal d’aquest treball. En aquesta seccid, veurem alguns resultats que
serviran com a primera aproximacio a la demostracié d’aquest teorema.
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Definicié 2.5.1. Sigui (4, =4, =%, 1) una algebra de Wajsberg. Una W, —interpretacié
és una aplicacié I : Prop(X) — A tal que per tota ¢, 9 € Prop(X), es compleixen

L. I(~¢) = ~*I(p);
2. I = ) = I(p) »* I(w),

Com ja feiem en el primer capitol, denotem de manera indistinta les connectives i les
operacions dins les algebres, utilitzant simplement les notacions — i = en ambdéds casos.

Definicié 2.5.2. Sigui ¥ U {¢} C Prop(X) i denotem per W el conjunt d’algebres
de Wajsberg. Diem que ¥ =y ¢ si, per tota algebra de Wajsberg A € W i per tota
Wy —interpretacié I tal que I(¢)) =1 per tot ¢ € X, es compleix que I(p) = 1.

Lema 2.5.3. Sigui ¥ U {¢} C Prop(X). Si ¥t/ ¢, aleshores ¥ &y .

Demostracio. Sigui A == (Prop(X)/ =s,—,—, 1) lalgebra de Lindenbaum definida a la
Proposicié 2.4.7. Sabem que A és una algebra de Wajsberg per tant, podem considerar la
W4 —interpretacié

I: Prop(X) — Prop(X)/ =s definida per I(p) = [p]=

s

La hipotesi ¥t/ ¢ implica que ¢ ¢ Ded(X). En particular,

I(¢) = [pl=y # 1.

Ara bé, per tot 1 € 3, tenim trivialment que 1) € Ded(X). Aixi,

I(y) = W]EE =1

Es a dir, hem demostrat 'existencia d’una algebra de Wajsberg A € W i d’una Wy—
interpretacié I tal que, per tot ¢» € 3 I(yp) = 1, pero I(p) # 1. Per tant, hem demostrat
que ¥ jAyy @, com voliem veure. U

Definicié 2.5.4. Una algebra de Wajsberg (A, —, -, 1) és una Wajsberg cadena si l'ordre
natural heretat per estructura MV associada, (A, @, -, 0), segons la correspondeéncia del
Teorema 2.4.8, és un ordre total.

Observacié 2.5.5. Notem que la terme-equivaléncia entre les MV-algebres i les algebres
de Wajsberg demostrada a la seccié anterior, implica que les MV-cadenes i les Wajsberg
cadenes s6n també terme-equivalents. En particular, qualsevol resultat obtingut per a les
MV-cadenes és valid per a les Wajsberg cadenes, i viceversa.

Definicié 2.5.6. Sigui ¥ U {¢} C Prop(X) i denotem per WC el conjunt de les Wajs-
berg cadenes. Diem que X e ¢ si, per tota Wajsberg cadena A € WC i per tota
W —interpretaci6 I tal que (1) =1 per tot 1 € X, es compleix que I(p) = 1.

Lema 2.5.7. Sigui YU{¢} C Prop(X). Es compleix que ¥ =y ¢ si, i només si, & e .

Demostracié.  Suposem primer que ¥ |y, . Aleshores, trivialment se satisfa que
Y Ewe ¢, ja que WC C W. Per demostrar el reciproc, suposem que X Fyy ¢ 1 veiem que

¥ FEwe o



2.5. PRIMERA APROXIMACIO AL TEOREMA DE COMPLETESA 26

Per hipotesi, existeix una algebra de Wajsberg (A, —, -, 1) i una W4 — interpretacio6
tal que, per tot ¢» € X, I(¢)) = 1, pero I(y) # 1. Pel Teorema de representacié subdirecta
2.3.7, sabem que A és producte subdirecte de Wajsberg cadenes. Es a dir, existeix una
familia {A;};e7 de Wajsberg cadenes i un homomorfisme injectiu h: A — [];c 7 4; tal
que, per cada j € J, mj o h és un homomorfisme exhaustiu.

Considerem la segiient composicié:

Prop(X) LAl H A; SN Aj
JjeT

Per a cada j € J, la composici6 mj o ho I és una Wy, —interpretacio, ja que 7; i h sén
homomorfismes i, en particular, preserven les operacions — i —.

Sigui ¢ € ¥. Sabem que I(¢) =11 que h(1) =1 per tant, (7j 0 hoI)(z)) =1 per tot
j € J. D’altra banda, com que I(¢) # 1 i h és injectiu, obtenim que (ho I)(p) # 1, fet
que implica l'existencia d’un index j* € J tal que (m« o ho I)(¢p) # 1;=.

Finalment, prenent A;« € WC obtenim el resultat, ja que hem demostrat ’existencia
d’una WAj—interpretacié mj« ohol : Prop(X) — Aj- tal que, per a tot ¢ € 3, es
compleix que (m;+ o hoI)(1)) =1, pero (mj o hoI)(p) # 1. O



Capitol 3

Grups abelians ordenats: l-grups i
to-grups

Seguint la linia del capitol anterior on, en termes algebraics, s’han obtingut resultats
que constitueixen una primera aproximacié al teorema de completesa mitjancant les
MV-algebres i les algebres de Wajsberg, en aquest capitol s’introdueixen els grups abelians
ordenats. El capitol s’inicia amb l'estudi dels grups parcialment ordenats (secci6 3.1),
continua amb un breu paréntesi dedicat a les MV-algebres (secci6 3.2) i culmina amb la
presentacié d’un exemple fonamental de grup parcialment ordenat, I’anomenat [—grup de
Chang (secci6 3.3). Finalment, el capitol es tanca amb la presentacié de resultats sobre
els grups abelians totalment ordenats i s’estableix la relacié entre aquestes estructures i
les MV-algebres (seccié 3.4).

3.1 Grups abelians parcialment ordenats

Definicié 3.1.1. Diem que (G,+, —,0, A, V) és un l-grup si (G, +, —, 0) és un grup abelia,
(G, A, V) és un reticle i, per tot x,y, z € G, es compleixen les segiients igualtats:

cH(@hy) = (+a)Alz+y) | 2+ @Vy) = (z+2)V(z+y).

Definicié 3.1.2. Sigui (G,+,—,0,A,V) un [—grup. Diem que G és un to-grup si la
relacié d’ordre sobre G és total, és a dir, si per tot parell z,y € G, z <g y oy <¢g x.

Definicié 3.1.3. Sigui (G,+,—,0,A,V) un [—grup i « € G un element de G tal que
0 <¢ u. Definim
F(G7 ’U,) = <[07u}7@7ﬂ70>7

on [0,u] ={x € G:0<gz <g u} i, per cada z,y € [0, u], les operacions es defineixen per
r®y=uN(r+y); —r=u-—uz.

Proposicié 3.1.4. Sigui (G,+,—,0,A,V) un l—grup i u € G tal que 0 < u, aleshores
I'(G,u) és una MV-algebra.

Demostracid. Siu = 0, aleshores [0,u] = {0} i I'(G, u) és la MV-algebra trivial.

Suposem ara que 0 <g u. Cal comprovar que, per tot x,y, z € [0,u], es compleixen les
condicions (MV'1) — (MV6).

27
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(MV1) 28(y®z2) =28 (uN(y+2)) = ur(z+(uA(y+2))) = urA((z+u)A(z+y+2)) =
=uAN(z4+y+z)=un(z+u)A(z+y+2)=ur(z+(uA(z+y))) =
—uA (@A @t y) +2) = (WA (@ +y) O = (T BY) O

(MV2) c@y=uA(z+y)=uA(y+z)=ydz.

(MV3) 2 0=uA(x+0)=uAz =z

(MV4) -z ==(u—2z)=u—(u—z)=u—ut+z=u2x.

(MV5) 2¢6-0=2®(u—0) =zdu=uA(x+u) = (0+u)A(x+u) = (u+0)A(u+z) =

=u+0Az)=u+0=u—0=-0.
Per demostrar la condicié (MV6), utilitzarem la igualtat: —(z Ay) = —x V —y.

(MV6) ~(-z@y)dy =y&-(-z®y) = uA(y+-(~z0y)) =uA(y+(u—(-z8y))) =
=uA(y+ (u—(uA(u—z+vy))))=uA(y+u—(uA(u—x+vy))) =
=uN(yt+u+(—uV(—ut+z—y))=uA(y+u—u)V(y+u—u+tz—y)) =

=uAN(yVz)=yVae=zxVy.Per tant, z i y sén intercanviables.
O

Proposicié 3.1.5. L’ordre natural de la MV-algebra I'(G, u) coincideix amb 'ordre de
[0, u] heretat de G per restriccid.

Demostracié. Comprovem que, per tot z,y € [0,u], la condicié x <r(G,u) Y €s equivalent
a la condicié z <g y.

Suposem que = <p(g,) Y. Per tant, existeix un element z € I'(G,u) tal que x @ z = y.
Aix0 implica que y = u A (x + z) i, en particular, obtenim que x = uAx <g uA(z+2) =y.

Reciprocament, suposem que x < ¥y i considerem l’element z = y — x. Per hipotesi,
sabem que 0 < z i també tenim que z =y — z <g u — z <g u. Per tant, z € [0,u]. A
més, com que ¢ + z =y <g u, obtenim que y =z +z2 =uA (x + z) =z ® z i podem
concloure que = <p(q ) Y- O

Definicié 3.1.6. Siguin G i H dos [—grups. Una aplicaci6 h : G — H és un I-
homomorfisme si A és un homomorfisme de grups i un homomorfisme de reticles, és a
dir, si, per tot x,y € G, es compleixen

(i) Az +y) = h(z) + h(y); (iv) h(z Ay) = h(z) Ah(y);
(i) A(0) = 0;
(iii) h(—z) = —h(z);

Si, a més, per a certs elements 0 <g u € Gi0 <y v € H, es compleix que h(u) = v, diem
que h és un l-homomorfisme unital.

Proposicié 3.1.7. Siguin G i H dos [—grups i h : G — H un [—homomorfisme unital
tal que h(u) = v. La restricci6 hyg ) és un homomorfisme exhaustiu entre les MV-algebres

I'G,u) iT'(H,v).
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Demostracio.

(H1) h(0) =0, ja que h és un homomorfisme de grups.
(H2) Per tot =,y € [0, ul,
hz@y) = h(uA(z+y)) = h(u) ANz +y) = h(u) A (h(z) + h(y)) = h(z) S h(y).
(H3) Per tot = € [0, u],
h(—x) = h(u — x) = h(u) — h(x) = v — h(z) = —h(x).
A més, com que h és un homomorfisme de reticles, és clar que h preserva 'ordre. En

conseqiiencia, ’exhaustivitat de h és directa. O

Exemple 3.1.8. Considerem ([0, 1], ®, =, 0) la MV-algebra de ’Exemple 2.1.4. Observem
que I'(R, 1) = ([0, 1],®, —,0). A més, per tot u € R, es compleix

I'R,1) 2 T'(R,u).

En efecte, és ben sabut que l'aplicacié h : R — R definida per h(z) = uz és un
[—homomorfisme bijectiu entre els [—grups (R, +, —,0, A, V) tal que h(1) = u. Aplicant la
Proposicié 3.1.7, concloem que hjj 1) és un isomorfisme entre les MV-algebres I'R,1) 1
(R, u).

Considerem ara la MV-algebra I'(Z X Z,(1,0)) definida a ’Exemple 2.1.6.

Proposicié 3.1.9. Per tot n € N, es compleix que I'(Z M Z,(n,0)) = T(Z,n).
Demostracié. BEs directa veient que l’aplicacié h : INV/ x Z,(n,0)) — I'(Z,n) definida
per tot a € Z tal que 0 < a < n per h((a,0)) = a és un isomorfisme. O

Observaci6 3.1.10. Notem que, tot i que els grups Z X Z i Z no sén isomorfs, el resultat
anterior demostra que les MV-algebres corresponents si que ho sén. Per tal d’evitar aquesta
situacid, cal imposar més condicions sobre la unitat u de les MV-algebres I'(G, u).

Definicié 3.1.11. Sigui (G,+,—,0,A,V) un [—grup. Un element u € G és una unitat
forta de G si es compleixen les segiients condicions:

(i) 0 <g u;
(ii) Per cada = € G, existeix un nombre natural n € N tal que |z| <5 nu, on |z| denota

el valor absolut de x definit com |z| == x V (—x), i nu=u+ ", + u.

Observacié 3.1.12. Tractant amb [—grups i MV-algebres I'(G, u), és important remarcar
la diferencia entre les notacions:

Tot i que no entrarem en detall en definicions de teoria de categories, és important
destacar el seglient resultat:
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Observacié 3.1.13. Considerem A la categoria dels [—grups amb unitat forta formada
pels objectes (G, u), on G és un [—grup i u és una unitat forta de G i les fletxes h, on h és
un /—homomorfisme unital.

Amb els resultats obtinguts en aquesta seccié, hem vist que I, definit per
I‘(<G’ U>) = F(Gv U), F(h) = hHO,u]a

és un functor de la categoria A a la categoria MV formada per les MV-algebres i els
homomorfismes entre MV-algebres.

L’objectiu que ens proposem a continuacié és invertir aquest functor, mostrant que a
partir d’'una MV-algebra es pot obtenir un [—grup amb unitat forta i que els homomorfismes
de MV-algebres corresponen naturalment a [-homomorfismes unitals.

3.2 Successions bones

Definicié 3.2.1. Sigui A una MV-algebra. Diem que una successié a = (aq,aq,...)
d’elements de A és bona si es compleixen les segiients condicions:

(i) Per tot index i, a; = a; ® a;41;

(ii) Existeix un index n tal que a, = 0 per tot r > n.

En tal cas, escrivim simplement (ay,...,a,) per denotar la successi6 (ai,...,an,0,...,0).

Exemple 3.2.2. Considerem el grup abelia additiu R amb I'ordre natural. Per cada
nombre x > 0, denotem per |x] la part entera de x i per (x) = x — [z] la part fraccionaria
de x. Es clar que es compleix

c=14+".4+1+|z]+0+---4+0, perun certn € N.

Definim la successi6 (21, ..., Zn, Tnt1) = (1™, |z]) i comprovem que és una successié bona
d’elements de R. En efecte, per tot i € {1,...,n}, es compleix que

2, =1=1® i1 =2, D xip1

i,sit=mn-+1,
Tpt1 = 7] = [2] B0 = Tpt1 © Tnyo.

Donada una MV-algebra A, denotem per M 4 el conjunt de successions bones d’elements
de A. A continuacié, equipem aquest conjunt amb una operacié binaria tancada en M 4.

Lema 3.2.3. Sigui A una MV-algebra i considerem elements z,y € A. Sén equivalents
1. x =2 y; 2. Yy = x Gy 3.z=10y=0.

Aquest resultat es presenta sense demostracid, ja que la prova és un procediment técnic
poc rellevant pel desenvolupament d’aquest treball. Tot i aixo, la demostracié es pot
consultar a [CDMO00, p. 27].
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Proposicié 3.2.4. Sigui A una MV-cadena i (a,...,a,) € My. Existeix un nombre
p € Niun element x € A tals que

(a1,...,an) = (17, 2);

on 17 denota la p—tupla de 1’s consecutius.

Demostracio.  Sigui (ay,...,a,) una successié bona d’elements d’'una MV-cadena A.
Sabem que, per tot ¢ € {1,...,n}, es compleix la condicié a; = a; ® a;+1. Pel Lema 3.2.3,
obtenim que, per tot i € {1,...,n}, es compleix una de les segiients condicions:

aizl (0] ai+1:0.

Considerem un index qualsevol i € {1,...,n} i distingim els dos casos possibles.

1. Suposem que a; = 1. Aleshores, a;_1 = a;—1 ®1 = 1 i, per induccid, obtenim que a; = 1
per tot 1 <5 <.

2. Suposem que a;11 = 0. La igualtat 0 = 0 ® a;12 implica que a;12 = 0. Novament, per

induccid, obtenim que a; = 0 per tot j > i.

Aixi, la successié (a1, ..., a,) ha de ser de la forma (1,...,1,2,0,...,0), on x és un element
de A no necessariament diferent de 0 ni de 1. O

Definicié 3.2.5. Sigui A una MV-algebra i a = (a1,...,ap), b = (b1,...,by) € Ma.
Definim la suma de successions bones, a + b, com la successi6 ¢ = (¢, ..., Cprm) tal
que, per cada i € {1,...,n+m}, ¢; es defineix per

i1
i =a;® (a1 0b)®...® (a1 Obi—1) Db =a; D (@%@bi_k> @ b;.
k=1

Lema 3.2.6. Sigui A una MV-algebra i siguin (17,z), (19,y) dues successions bones
d’elements de A. Es compleix que

(17,2) +5 (1%,y) = (1P z @y, 2O y).

Demostracio. Anomenem ¢ = (ci,. .., Cprq+2) la successié (17, ) +4(19,y). Cal demostrar
que c= (1"t 2 dy,x O y).

Per 1 < i < p+ ¢, un dels termes del sumatori de ¢; és igual a 1, fet que implica
que ¢; = 1. En efecte, si 1 < i < p, aleshores a; = 1. En canvi, si p+1 < i < p-+yg,

tenim que 1 < ¢ —p < ¢ i, per tant, el terme k = p del sumatori (@2_:11 ar ® bi_k> és
ap ©bi_p,=101=1.

La igualtat del terme cpy441 = * @ y és conseqiiencia de les segiients observacions:

1. Si k < p, aleshores ap, © byt g41-1 = ap © 0 = 0.

2. Si k = p, aleshores a, ©®ag4+1 =10y =y.

3. Sik =p+1, aleshores apy1 ©by =21 =x.

4. Si k> p+1, aleshores ar, © bpygy1—k = 0O bpygyr1—1 = 0.
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Analogament, c,1g42 = © Yy, ja que

1. Si k < p+1, aleshores ay ® bpigt2— = ar ©0 = 0.
2. Sik=p+1, aleshores apt1 ©®bg41 =2 O y.
3. Sik > p+1, aleshores ar © byygro—r = 0© bpygro—r = 0. O

Lema 3.2.7. Sigui A una MV-cadena. Per tot parell d’elements x,y € A, es compleix la
segiient igualtat:
(z@y) @ (oY) =zy.

Demostraciéo. Six @y = 1, aleshores el resultat és immediat, ja que 1 ® (z ©y) = 1.

Suposem que = @ y # 1. Per demostrar la igualtat, veiem que z ® y = 0. En efecte, la
hipotesi x & y # 1 és equivalent a suposar que -z £ 4 y. Aixi doncs, com que A és una
MV-cadena, necessariament s’ha de complir que y <4 —x. Fet que implica, per definicié
d’ordre, que x ©® y = 0. O

Proposicié 3.2.8. Sigui A és una MV-cadena. La suma de dues successions bones
d’elements de A és una successié bona d’elements de A.

Demostracio. Sigui A una MV-cadena i considerem a,b € M 4. Per la Proposicié 3.2.4 i
pel Lema 3.2.7, sabem que

a+sb=(17,2) 45 (1%y) = (1" 2 By, 2 © y);

per certs p,q € N i certs z,y € A.
Anomenem ¢ =a+3b = (c1,...,Cprq+2)-

Siite{l,....,p+q} ésclar que ¢; = ¢; Dciy1, jaquec; =1. Elcasi =p+q+ 2
és directe tenint en compte que cpy443 = 0. Finalment, si ¢ = p + ¢ + 1 el resultat és
immediat aplicant el Lema 3.2.7, ja que

Cprqr1 =T DY =(ZBY) B (T OY) = Cprgr1 D Cprgr2.
Aixi doncs, queda demostrat que a + b és una successié bona d’elements de A. O

Ara cal verificar que aquest resultat continua sent valid quan s’elimina la hipotesi d’ordre
total.

Lema 3.2.9. Suposem que A és producte subdirecte d’una familia de MV-algebres
{A;}jcs. Una successié (a1,...,a,) d’elements de A és una successié bona si, i només si,
per cada j € J, la seqiiencia (7j(a1),...,m;(a,)) és una successié bona de A; i existeix
un nombre ng € N tal que per tot n > ng i per tot j € J, 7j(an) = 0.

Demostracio. La prova és immediata tenint en compte que, per tot index i, la condicid
a; = a; ® a1 és equivalent a m;(a;) = mj(a;) ® mj(ai+1) per tot j € J. O

Corol-lari 3.2.10. Sigui A una MV-algebra. Si a,b € M4, aleshores a +5b € M4.

Demostracio. El resultat és conseqiiencia del Teorema de representacié subdirecta 2.3.7,
juntament amb la Proposicié 3.2.8, que garanteix que en una MV-cadena el conjunt M4 és
tancat sota la suma i el Lema 3.2.9, que permet traslladar aquesta propietat al producte
subdirecte. O
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Observacio 3.2.11. Degut al resultat anterior, per demostrar identitats de la suma en
M4 podem suposar, sense perdua de generalitat, que A és una MV-cadena.

Teorema 3.2.12. Sigui A una MV-algebra. L’estructura (M4, +s, (0)) és un monoide
abelia, és a dir, Poperaci6 +5 en M4 és associativa, commutativa i (0) n’és I’element neutre.
A més, per tota successié a,b,c € M4, se satisfan les seglients propietats:

1. Sia+sb=a+sc, aleshores b = c. (llei de cancel-lacid)

2. Sia+sb=(0), aleshores a = b= (0). (llei zero)

Demostracio. Suposem, sense perdua de generalitat, que A és una MV-cadena.

La commutativitat de 4+ és conseqiiencia de la commutativitat de ® i ©. També és
clar que (0) és I'element neutre, ja que per tot element € A es compleixen les igualtats
z®0=2ix00=0.

L’associativitat de 4+ es dedueix de la segiient igualtat en MV-algebres:
oy e (zdy) 0z)=(202) e (z®2)0y),

que es pot trobar demostrada a [CDMO00, p. 27-29].

La llei zero és immediata a partir de la definicié de suma de successions bones i del fet
que, per tot z,y € A, la condicié x & y = 0 és equivalent a que z =y = 0.

Finalment, per demostrar la llei de cancel-lacié, suposem que a = (17, z), b = (1%, y) i
¢ = (1", z) compleixen la igualtat a +s b = a 4+, c. Equivalentment, suposem que

(1P a@ba®b) = (1P adc,a®c).

Si algun dels elements x, ¥y, z és igual a 1, el resultat és trivial. Per tant, podem suposar
que z, ¥y, z sén diferents de 1. Distingim els segiients casos:

(a) Cas g=r.
La hipotesi implicaque @y =P zizxz Oy =2 ® z. Per tant,

max{-z,y} =@ (y©x) =2 (2 ®x) =max{-z, z},
min{-z,y} = 2O (z®y) = 2O (x P z) = min{-z, 2},
d’on deduim que y = z.
(b) Cas g =1 —1.
La hipotesi implicaque cdy =1, 20y =2 ® 2z ique x P z = 0. De la segona
igualtat, deduim que y = 11 z = 0, cosa que porta a contradiccié amb la hipotesi
y # 1.
(c) Cas g <r—1.
La hipotesi implica que z @y = 11, per tant, z = y = 1, fet que porta a contradiccié.
La resta de casos porten a contradiccié per simetria. Per tant, concloem que ¢ =riy = z,
fet que implica que b = c. O

A continuacié, dotem el monoide M4 d’una estructura de reticle definint un ordre
parcial sobre els seus elements.
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Lema 3.2.13. Sigui A una MV-algebra, i considerem dues successions bones d’elements
de A: a = (ay,...,an) 1 b= (b1,...,by). S6n equivalents

1. Existeix una successié bona ¢ d’elements de A tal que b +5 ¢ = a.

2. b <4 a; pertot i € {1,...,n}.

Definicié 3.2.14. Sigui A una MV-algebra i siguin a,b € M 4. Diem que b <pz, a si, i
només si, a i b compleixen les condicions equivalents 1-2 anteriors.

Proposicié 3.2.15. Amb la definicié anterior, <js, és un ordre parcial sobre M4. A més,
per tot a,b,c € M4, es compleix que

a <p, b, si,inoméssi, a+sc<pr, b+sc.

Demostracio. Veure que <,s, és un ordre parcial és directe a partir de la definici6 tenint
en compte que <4 és un ordre parcial.

Per demostrar que és invariant per translacié, suposem que a <ps, b. Aix0 significa que
existeix una successié b* € M4 tal que a 4+ b* = b. Sumant ¢ a ambdues parts, obtenim
b+sc=a+5b" +,c, i, per commutativitat de +, es té que a +5c¢ <pr, b+ c.

Reciprocament, si a +5 ¢ <4 b +5 ¢, aleshores existeix una successié ¢* € My tal que
a—+sc+sc" =b+sc. Per lallei de cancel-lacié, podem simplificar la igualtat i obtenim
que a + c* = b, fet que implica que a <p7, b. O

Teorema 3.2.16. L’ordre <,;, determina una estructura de reticle sobre el conjunt M4.
En particular, per tota MV-algebra A i per qualsevol parell de successions a,b € M4,
I'infim i el suprem sén donats per

aVsb= (a1 Vby,...,anVby,...), aNsb= (a1 Nby,...;an Nby,...).
A més, per tot a,b,c € My, se satisfan les segiients igualtats:

c+s(aVsb) = (c+sa) Vs (c+sb); c+s(aNnsb) = (c+sa) As (c+5b).

Demostracié. Cal demostrar que les successions ¢ = (¢1,c2,...) 1d = (dy,ds, .. .) definides
per ¢; = a; V b; i d; = a; A\ b;, respectivament, sén successions bones.

Pel Teorema de representacié subdirecta 2.3.7, A és producte subdirecte d’una familia
de MV-cadenes {A;}jc7. A més, es compleix que 7j(a; V b;) = 7;j(a;) V 7;(b;) per tot
index 7 i tot j € J, ja que les projeccions 7; sén homomorfismes en cada MV-cadena A;.
Aixi, per demostrar que ¢ € My, n’hi ha prou amb comprovar que, per cada j € 7, la
successié

Cry = (7’[']'((11) \Y Wj(bl),ﬂ'j(ag) V 7Tj(b2), .. )
és una successié bona de A;.

Com que cada A; és una MV-cadena, tenim que ar; = (17,z), by, = (19,y) per certs
x,y € Aj. Per tant, la successio cr; és de la forma

Cry = (max{mj(ar), m;(b1)}, max{mj(as), mj(ba)}, ...) = (1"}, 2);

onz=ux,z=y,0 z=max{x,y}, depenent de si p > ¢, p < ¢ 0 p = g, respectivament.
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Aixi doncs, ¢, € My, per tot j € J i, aplicant el Lema 3.2.9, concloem que ¢ € My.

Amb aquest resultat, és directe demostrar que d € M4, ja que 'infim de dos elements x,y
d’una MV-algebra es defineix mitjancant el suprem: x Ay = =(—z V —y). A més, veure
que a Vg biaAgbsoén el suprem i I'infim de les successions a i b respecte 'ordre <ps, és
immediat, ja que ho sén terme a terme.

Finalment, considerem a = (17, z), b = (19,y) i ¢ = (1", z) i demostrem la igualtat pel
suprem, ja que la demostracié per 'infim és analoga. Per fer-ho, distingim casos.

(a) Sip=gq, aleshores a Vs b= (17, x V y) i, per tant,
c®s (aVsb) = (1P 2@ (xVYy), 20 (zVy)).
A més,

(c+sa)Vs(c+sb) = (1P 20 2,20y) Vs (19T 20y, 20 y) =
=", z@2)V(28y),(202)V (20y)).

Aixi, per la propietat de monotonia de & i ®, obtenim la igualtat desitjada.
(b) Si p > g, aleshores a V4 b= (1P, x) i, per tant,
c+s(aVeb) = (1P 2@z, 202).

Comquec+sa= (1P 2@z, 20x),c+sb= (19" 2By, z0y)ip+r>q+r,
només cal assegurar que, si z @y = 1, aleshores (2@ z) V(2 O y) = (@ x). Ara bé,
aixo és evident, ja que

z20y<z<zow.

El cas p < ¢ és simetric al cas p > ¢g. Per tant, en qualsevol dels casos es compleix la
igualtat desitjada. O

3.3 El l-grup de Chang

En aquesta seccié, fixem una MV-algebra A qualsevol i considerem el monoide-reticle M4
de les successions bones de A presentat en la seccié anterior.

Definicié 3.3.1. Siguin a,b,a’,b’ € My. Definim la relacié =z, per
(a,b) =p, (a/,b") si,inoméssi, a+sb =a +40b.

Observacié 3.3.2. Es senzill comprovar que la relacié =, , ¢s una relacié d’equivaléncia
sobre M4 x M 4. Aixi, podem considerar el conjunt quocient G4 = (Ma x Ma)/ =pm,-
Per cada (a,b) € M4 x My, denotem per [(a, b)] la seva corresponent classe d’equivaléncia
en Gy4.

Proposicié 3.3.3. Sigui (G4,+,—,0), on l'element 0 és [((0), (0))] i, per tot parell de
classes [(a,b)], [(c,d)] € G 4, les operacions es defineixen per

[(a,0)] + [(c,d)] = [(a+sc,b+sd)];  —[(a,b)] = [(b,a)].

Llavors, G4 és un grup abelia.
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Demostracio. La demostracio és immediata, ja que M4 és un monoide abelia. O

Definicié 3.3.4. Siguin [(a,b)], [(¢, d)] € G4. Diem que [(c,d)] domina [(a,b)], i escrivim
[(a,b)] =X [(c,d)] si, i només si, a+sd <pr, ¢+ b.

Proposicié 3.3.5. La relacié < és un ordre parcial que determina una estructura de
reticle sobre el conjunt G 4. Concretament, el suprem i 'infim d’un parell de classes
d’equivaléncia [(a, )], [(¢,d)] € G 4 sén donats per

[(CL, b)] \/[(07 d)] = [((a +s d) Vs (C +s b)v b+s d)]7

[(a.0)] Allc.d)] = [((a +s d) As (c+4 b), b+ d)].

Demostracio. La demostracié de la reflexivitat, antisimetria i transitivitat és rutinaria.
Per demostrar que [((a +sd) Vs (¢ 45 b),b+5d)] és el suprem de [(a,b)] i [(c, d)], observem
que la desigualtat a +sd <ps, (a+sd)V (c+4b), juntament amb la propietat d’invariancia
per translacid, impliquen a +sd +5b <pr, (a+5d) V (¢ +5b) +5 b. Aixi, obtenim que

[(a,0)] 2 [((a+sd) V (c+sb),b+s d)].
De manera similar, també tenim que [(¢,d)] = [((a +sd) V (¢ +5b),b +5 d)]. Aixo mostra
que [((a +sd) V (b+s¢),b+s d)] és una cota superior de [(a,b)] i [(¢,d)].

Per demostrar que és la més petita, considerem [(p,q)] una altra cota superior i
demostrem que existeix una successié e € M4 tal que

((a4+sd) Vs (c+sb) +sq+se=p+s (b+sd).

Com que [(p, )] és una cota superior de [(a,b)] i [(c, d)], existeixen successions f,g,€ My
tals que p4+sb=a+sq+s fip+sd =c+sq+s 9. A més, per definicié6 de suprem,
es compleix que f Vsg <ar, f +sg. Per tant, existeix una successié e € My tal que
(fVsg)+e= f+sg. Aixi, obtenim que

P+sb)+s(p+sd) =(a+sq+s f)+s(c+sq+s9) =a+sq+sc+sq+s (f Vs g) +s e

D’altra banda, per la Proposicié 3.2.16, deduim les segiients igualtats:
(p+sb) +s (p+sd) = (e+SQ) +s ((Q+sa+sc+sf) Vs <Q+sa+sc+sg) =
- (€+SQ) +s ((p+sb+sc) Vs (p+sd+s CL)) -
=(e+sq+sp) +s ((b+sc) Vs (d+s a)).
Finalment, per la propietat de cancel-lacid, arribem a la igualtat desitjada:

PHsbt+sd= ((a+sd) Vs (c+sb)) +sq+se.
0

Teorema 3.3.6. L’estructura (Ga,+,—,0,A,\) és un [—grup anomenat l-grup de
Chang.

Demostracié. A les Proposicions 3.3.3 i 3.3.5 s’ha demostrat que (G4, +, —,0) és un grup
abelia i que (G4, A\, /) és un reticle, respectivament. Només falta comprovar que, per
tota classe d’equivalencia [(a,b)], [(c, d)], [(p,q)] € G a, es compleixen les propietats
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L {(p, 9] + ([(a,0)] V(e d)]) = ([(p; @)] + [(a, 0)]) V(2 @)] + (e, d)]);
2. [(p, )] + ([(a, 0)] Al(e; d)]) = ([(p, )] + [(a, b)) A[(p, )] + [(c, d)))-

Aquestes igualtats es dedueixen de la Proposicié 3.2.16 i de les definicions en G 4. Demos-
trarem la primera igualtat, i la segona es demostra de manera analoga.

D’una banda, per la definicié de suma i suprem en G4, tenim que
(2, @)] + ([(a,0)] VI(c, d)]) = [(p, )] + [((a +s5 d) Vs (¢ +5 ), b+, d)] =
=[(p+s ((a+sd) Vs (c+5 b)), q +5 b+s d)].

D’altra banda, similarment obtenim que

([ ,q]—i—[a,b])\/([p, q}""[ca d]) = [((p+sa+SQ+sd)vs (p+sC+SQ+sb)vQ+sb+sq+sd>] =
=[((p+sq) +s (a+sd) Vs (c+5b)),q +s b 45 q+s d)].

La igualtat entre les classes d’equivalencia
[p+s ((a+sd) Vs (c+sb),q+sb+sd] = [(p+s q) +s ((a+sd) Vs (c+5b), g +s b+s g +s d]
és equivalent a la igualtat
pts((a+sd) Vs (c4sb) +sqt+sb+sq+sd =p+sq+s ((a+sd) Vs (c+4D)) 45 q+5 b+ d.
Aquesta darrera igualtat es segueix directament de la propietat de cancel-lacio. O

Lema 3.3.7. L’aplicaci6 a — [(a, (0))] defineix un isomorfisme entre el monoide reticulat
(Ma, +s,(0), As, Vs) i el conjunt G = {[(a,b)] € Ga : b <pr, a} amb Pestructura de
reticle heretada per la restriccié de 'ordre < a ng.

Demostracié. Definim l'aplicacié f : Ma — G com f(a) = [(a, (0))]. Es evident que
fla) € GA, ja que (0) <pr, a per tot a € M. Cal demostrar que f és un morfisme de
reticles, és a dir, cal veure que, per tot a,b € M4, es compleixen

flavsb) = fla)\/ f(b);  flansb)=fla) )\ F(b).

Per la definicié de suprem en G 4, tenim que

a) \/ f(b) = [((a+ (0)) Vs (b +(0)), (0) + (0))] = [(a Vs b, (0))] = f(a Vs b, (0)).

Un procediment analeg demostra la mateixa propietat per 'infim, ja que 'infim en G 4 es
comporta igualment.

Per demostrar la injectivitat de f, suposem que f(a) = f(b), és a dir, [(a, (0))] = [(b, (0))].
Aixo implica que a +5 (0) = (b) +5 (0) i, per tant, a = b.

Finalment, per demostrar 'exhaustivitat de f, cal veure que per qualsevol [(a,b)] € G )

existeix una successié ¢ € M4 tal que [(a,b)] = [(c, (0))]. Aquest resultat és conseqiiencia
de I'equivalencia entre les segilients condicions:

1. [(a,b)] = [(c, (0))]; 2.a=b+s¢ 3. b<4a.

Aixi, hem demostrat que l'aplicacié f és un isomorfisme entre el monoide reticulat M4 i
el reticle GJAT. O
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Proposicié 3.3.8. L’element u4 = [((1), (0))] és una unitat forta del I—grup G 4.

Demostracio. Cal demostrar que, per tot [(a,b)] € G4, existeix un nombre n € N tal que
[(a,b)]] <G, nua.
Primer, suposem que [(a,b)] € G;. Pel Lema 3.3.7, podem suposar que
[(a,b)] = [(c,(0))] per alguna successié ¢ = (c1,...,cm) € Ma.
Aleshores, l'element mu4 domina [(c, (0))], ja que ¢ <pr, (1™). Per tant, com que

—[(e, (0))] = [((0), )] = [(¢, (0))], tenim que
[[(e. ()] = (e, (0))] \/ ~I(e, (0))] = [(e, (0)] = mua.

A continuacié, considerem un element qualsevol [(a,b)] € G4. Es compleix que

[(a,0)]] = [(a, )] \/ ~[(a,0)] = ([((0), ()] \/[(a, )]) + ([((0), (0))] \/ ~[(a, b)])-

Com que els dos sumands pertanyen a G, sabem que existeixen n,m € N tals que
[[(a,b)]| = nug +mug = (n+ m)uy. O

Proposicié 3.3.9. Siguin G4 i Gp dos l|—grups i u4, up unitats fortes de G4 i Gp,
respectivament. Sigui h : A — B un homomorfisme entre MV-algebres. Considerem
h* : G4 — Gp definit, per tot [(a,b)] € G 4, per

h*([(a,b)]) = [(hs(a), hs(b))];
on hy es defineix per tota a = (a1, ...,a,) € Ma, com hs(a) = (h(a1),...,h(ay)).

Aleshores, h* és un [—homomorfisme unital.

Demostracié. Es clar que si (a1,...,an) € My, aleshores (h(a1),...,h(a,)) € Mp, ja que
h és un homomorfisme entre les MV-algebres A i B. Verificar que h* satisfa les condicions
de [—homomorfisme és directe tenint en compte que M4 i Mp sén monoides reticulats i
observant que per 'operacié — es compleix

—h*([a, b)) = —[hs(a), hs(b)] = [hs(D), hs(a)] = h*([b, a]) = h*(~a, b)).
Finalment, h* és un homomorfisme unital, ja que
W (ua) = h*([(1), (0)]) = [(R(1)), (R(0))] = [(1), (0)] = us. 0
Observacié 3.3.10. Notem que, definint = per
2(A) == (Ga,ug), EB(h)=h"

el Teorema 3.3.6 i la Proposicié 3.3.9 demostren que Z és un functor de la categoria MV
a la categoria A. De fet, es pot demostrar que les categories A i MV sén equivalents,
veient que les composicions dels functors I'E i EI" sén els functors identitat MV 1 A,
respectivament.

No demostrarem ’equivaléncia en la seva totalitat, ja que la seva demostracié excedeix
I'abast d’aquest treball. A més, per a la demostracié del teorema de completesa, que és
l'objectiu d’aquest treball, no requerim un resultat tan fort. Ens limitarem a demostrar
resultats parcials que condueixen a ’equivaléncia I'2(A) = A. La demostracié de I'equi-
valéncia entre les categories A i MV és atribuida a Daniele Mundici, [Mun58], tot i que
també es pot trobar demostrada a [CDMO0, pp. 139-146], referéncia principal d’aquesta
seccio.
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Teorema 3.3.11. Tota MV-algebra A és isomorfa a la MV-algebra I'(G 4, ua).

Demostracié. Definim aplicacié ¢4 : A — T'(Ga,u4) com @a(a) = [((a),(0))]. Es
evident que pa(a) € I'(Ga,ua), ja que, per tot a € A, es compleix que

[((0), (0))] = [((a), (0))] = ua.

Cal demostrar que, per tot a,b € A, p 4 satisfa les condicions d’homomorfisme.

(H1) Per la definici6 de ¢4, tenim que ¢ 4(0) = [((0), (0))].

(H2) Per les definicions de les operacions en I'(G 4, u4), tenim que

)
pa(a)®pa(b) = ua A([((a), 0)]+[((0), (0))]) = [((1), (0))] Al((a®b, a©D), (0))] =
= [((1) As (@ @), 0 As (a © b)), (0))]-

Ara, per la definicié de suprem en M 4, obtenim el resultat:

[(((1) As (@ ®b),0 As (a © D)), (0))] = [((a @), (0))] = pala ).

(H3) Com que ~pa(a) = ua —¢ala) = [((1),(0))] = [((a), (0))] = [((1), (a))] i també
wa(—a) = [((—a), (0))], la condicié es redueix a la igualtat [((1), (a))] = [((—a), (0))].
Ara bé, aquesta igualtat es dedueix del fet que

(ma) +s (a) = (ma® a,~a © a) = (1) = (1) + (0).

La injectivitat de ¢ 4 és immediata, ja que si [((a), (0))] = [((0), (0))], aleshores (a) = a = 0.

Finalment, per demostrar que ¢4 és exhaustiu, veiem que per qualsevol element
[(a,b)] € I'(Ga,u4), existeix un element ¢ € A tal que [(a,b)] = [((c), (0))].

Sigui [(a,b)] € Ga. La condicié [((0),(0))] = [(a,b)] = [((1),(0))] és equivalent a la
desigualtat b <ps, a <pr, (1) +5b. Si b <ps, a, aleshores existeix una successié ¢ € My
tal que a = b+ c. Aixi, [(a,b)] = [(¢, (0))]. A més, imposant que a <ps, b+ (1), obtenim
que ¢ <pr, (1), fet que implica que ¢ = (¢) per alguna c € A.

Per tant, queda demostrada I’exhaustivitat de ¢ 4, obtenint aixi que ¢4 és un isomor-
fisme entre les MV-algebres A iI'(Ga,ua). O

Corol-lari 3.3.12. Una MV-algebra A és una MV-cadena si, i només si, G4 és un to—grup.

Demostracio. Suposem que A és una MV-cadena. Llavors, pel Lema 3.2.13, <p, és un
ordre total, i conseqiientment, pel Lema 3.3.4, obtenim que < és també un ordre total.
Per tant, G4 és un to—grup.

El reciproc és conseqiiencia del Teorema 3.3.11 i de la Proposicié 3.1.5, on es demostra
que l'ordre de la MV-algebra I'(G, u) coincideix amb l'ordre de [0, u]| heretat de G per
restriccid. O

3.4 Grups abelians totalment ordenats

El corol-lari de la secci6é anterior subratlla la importancia dels grups abelians totalment
ordenats en l'estudi de les MV-cadenes. Per aquesta rad, en la present seccié s’analitzen
aquestes estructures, centrant-se principalment en un resultat fonamental, atribuit a Y. S.
Gurevich i A. I. Kokorin I'any 1963 i enunciat a [H498].
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Definicié 3.4.1. Sigui (G,+,—,0,A, V) un [—grup.

(i) G és arquimedia si per tot parell d’elements x,y € G tals que 0 <¢g x,y, existeix un
nombre n € N de manera que y <g nz.

(ii) Sigui S un subconjunt de G. Definim el subgrup de G generat per S, (S), com
la interseccié de tots els subgrups de G que contenen S. Diem que G és finitament
generat si existeix un subconjunt finit S C G tal que G = ().

Considerem el to-grup additiu (R, +, —,0, A, V) amb l'ordre habitual, <, en R.

Lema 3.4.2 (Teorema de Hélder). Si (G, +, —,0, A, V) és un to-grup arquimedia, aleshores
existeix una aplicaciéo h : G — R tal que h és un [—homomorfisme injectiu. Es a dir, G
és isomorf d’ordre a un subgrup de R.

Lema 3.4.3. Si (G,+,—,0,A,V) és un to—grup finitament generat, aleshores existeixen
— —
to—grups Hy, ... H,, arquimedians i finitament generats i h: G — Hy X --- X H,, una

- =
aplicacié bijectiva de manera que h és un [—homomorfisme bijectiu entre G i Hy X - - - X Hy,.

— —

Observacié 3.4.4. El producte lexicografic Hy x --- x H,, fa referencia al to—grup
determinat pel producte cartesia Hg x - -- x Hp, amb 'ordre lexicografic <p,  definit
per I'equivaléncia:

(hoy -y hm) <m,., (hG, ..., kL) i, inoméssi, h; =h] per tot i € {0,...,k} o bé,

pel primer ¢ tal que h; # hl, tenim que h; <g, h.

Aquests dos resultats deriven d’un teorema conegut en algebra abstracta, el Hahn
Embedding Theorem. Una demostracié purament constructiva del teorema de Holder es
pot trobar a [Rib99, pp. 60], mentre que el segon lema es demostra a [HHJ92, pp. 187].

Definicié 3.4.5. Sigui .# un llenguatge algebraic amb simbols funcionals d’arietat 7.
Considerem A = (A, {fA: f € .Z})iB = (B,{f?: fc.Z}) dues algebres de tipus .Z.
Diem que A és localment submergible en B si per a tot subconjunt finit X C A, existeix
una aplicacié injectiva h : X — B tal que, per tot f € F i per tot {a,a1,...,a,(p} € X,
es compleix que

A, ... ,ar(§)) = a si, i només si, FE(h(ar), .. s h(arcp))) = h(a).

Observacié 3.4.6. En el cas que el llenguatge sigui finit, per demostrar que una algebra
A és localment submergible en una algebra B, n’hi ha prou amb comprovar la implicacié
dreta de la definicié. Concretament, per a qualsevol subconjunt finit X C A, cal demostrar
Iexisténcia d’una aplicacié injectiva h : X — B tal que, per tot f € F i per a qualsevol
conjunt {a,a1,...,a,p} C X:

si fA(ay, ... ,ar(f)) = a, aleshores B(h(ay), .. S h(arp)) = h(a).

Suposem que aquesta implicacié dreta és certa i veiem que el reciproc n’és conseqiiencia.
Donat un subconjunt finit X C A qualsevol, definim

X* ::XU{f'A(JEl,...l‘T(f))Zfeg, xly"')xT(f)eX}
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Es clar que X* C Aique X* és finit, ja que tant X com .% sén conjunts finits. Per
tant, per hipotesi, existeix una aplicacié injectiva h : X* — B tal que, per tot f € &
i per tot {a,al,...,aT(f)} C X*, si es compleix que fA(al,...,aT(f)) = a, aleshores
f8<h(a1), ceey h(af(f))) = h(a)

Aixi, la restriccié h;x : X — B és una aplicacié injectiva tal que, per tot f € F#
i per tot {z,z1,...,2,(p} € X, si es compleix que fA(xl,...,xT(f)) € X, aleshores
B(hix(z1),.. Shix(ep)) = hix (), ja que @1,... 25 € X C X

Vegem que també se satisfa la implicacié contraria. Per definicié de X*, tenim que
Az, ... ,Zr(f)) € X*. Com que, trivialment, fA(zy, ..., Tr(p)) = Az, ... s Tr(f))s
també se satisa que fB(h(x1),..., h(zr(5))) = h(fA(z1,. .. s Tr(f)))-

Per tant, hem obtingut les igualtats segiients:
h(fA @) = [P (), () = [P (x (1), hix (22(p)) = hix (@) =
= h($)v
que per linjectivitat de h, impliquen la igualtat fA(z1,. .. s Tr(f)) = T

Teorema 3.4.7. (Gurevich-Kokorin). Tot to—grup és localment submergible en R.

Demostracié. Sigui X C G un subconjunt finit qualsevol, i sigui Gx := (X) el subgrup
de G generat per X. Com que Gx és un to—grup finitament generat, pel Lema 3.4.3,
existeixen to—grups arquimedians i finitament generats Hy, ..., Hy, i una aplicaci

— —
h:Gx — Ho X - X Hy,

tal que h és un [—homomorfisme bijectiu.

— —
Aixi, per demostrar el teorema podem suposar que Gx = Hg X «-- X Hy,.

Pel teorema de Holder, sabem que H; és isomorf d’ordre a un subgrup de R per tot
i €{0,...,m}. Per tant, si definim (X); := {z; | (xo,...,2m) € X }, el conjunt de les
i-essimes coordenades dels elements de X, tenim que

X C(X)ox-x(X)y, CR™L
Procedim per induccié sobre m per construir una aplicacié injectiva

Fnt (X)o X -+ X (X)p — R,

tal que, per tot (xg,...,xL), (@3,...,22), (z3,...,23,) € (X)ox-+-x(X)m, es compleixen
les segiients condicions:
L. Si(xg,...,xl) + @3,...,22) = (3,...,23,), aleshores

Fn((@0s - ) + Frn (@, 27)) = Fon((@5, - 23)-

2. Si(0,...,0) € (X)o x -+ X (X)pm, aleshores f,((0,...,0)) = 0.

3. Si —(xd,...,xL) = (23,...,22), aleshores —fi,((z,...,2L)) = fm(x3,...,22).
4. Si(xh, .. kYA (23, .. 22) = (23,.. ., 23)), aleshores

Fn((@0, - o)) A fin (8, -, 23)) = fin (2, -, 20))-
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5. Si (2, ... ak )V (2d,.. ..,z

Fn((@hs -5 ) V fin (23, - 270)) = Fnl(a - -, 20))-

)= (z3,...,23,), aleshores

El cas base és directe, ja que (X)g C R és finit.

Suposem que existeix una aplicacié injectiva f,,—1 : (X)p X -+ X (X)m—1 complint les
condicions anteriors. Anomenem

Yim—1= fm—l((X)O X X (X)m—l) CR,

la imatge d’aquesta aplicacio.

Denotem per |z| el valor absolut de x € R i definim

‘= min |u—v|; = 2 ma x|.
K UV E Y1 ‘ " s x€ (X);m ‘ ‘
uFEv

Podem suposar que p < . En cas contrari, reescalem H,, mitjancant ’automorfisme
y — cy per un ¢ adequat.

Definim f,, : (X)o x -+ X (X)m-1 X (X)m — R segons:

fm((:ro, ey Tm—1, xm)) = fm_l((xo, e ,l’m_l)) + Tm-

La injectivitat de f,, és conseqiiéncia directa de la injectivitat de fp,—1.

A més, és facil comprovar que es compleixen les condicions 1 — 3. Vegem-ho per la suma a
mode il-lustratiu. Siguin (z§,...,2%,), (23,...,22), (23,...,23) € (X)o x -+ X (X)) i
suposem que
1 1 2 2 3 3
(g ey Tyy) + (XFs o) = (Thy - - -5 X))

En particular, aixo implica que x}, + 22, = x3,. Per tant, tenim que
Fn (@05 2 ))H fin (@5, 20)) = Frn1 (20, T 1))+ o1 (25, 2 1))+ 2,

Per hipotesi inductiva, obtenim el resultat:
Fn((@gs s 0) + (25, 20)) = frn1 (25, 1)) + Ty = Frn((2, -, 25)).

Per verificar les condicions 4 i 5, demostrem que f,, preserva l'ordre. Considerem
(u1, 1), (U2, 2) € Y1 X (X)m € R? i suposem que (uy, 1) SR?EI (ug,x2). Aixo implica

un dels segiients casos:
up < ug,
up = ug2,r1 < T2.

En el primer cas es compleix que u1 + 1 < ug + 2, ja que |ug —ug| > v > v > |x1| + |22
En el segon cas, el resultat és immediat.

Aixi, f, és una aplicacié injectiva que compleix les condicions desitjades. O

Proposicié 3.4.8. Tota MV-algebra A és localment submergible en [0, 1].

Demostracid. Sigui (A, @, —,0) una MV-algebra i considerem <4 'ordre natural sobre A.
Pel Teorema de representacié subdirecta 2.3.7 podem suposar, sense perdua de generalitat,
que A és una MV-cadena. A més, usant l’equivalencia entre to-grups i MV-cadenes, sabem
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que A és isomorfa a la MV-cadena I'(G4,u4). Per tant, n’hi ha prou amb comprovar que
I'(Ga,u4) és localment submergible en [0, 1].

Sigui {a1,...,an} CT(G4,u4) un subconjunt finit qualsevol i considerem el conjunt
G, C G 4 format per

Gn ={0,ua,a1,...,an,—a1,...,—ap} U{a; +a; |1 <i,j <n}.

Pel Teorema 3.4.7, G4 és localment submergible en R. En particular, com que G,, és
un subconjunt finit de G4, existeix una aplicacié injectiva f : G,, — R complint les
condicions 1 — 5.

Definim ara l'aplicacié h : {a1,...,an} — I'(R, f(ua)) per
h(a;) == f(a;), pertotiec{l,...,n}.

Observem que h és injectiva, ja que f és injectiva. A més, per tot a;, aj,ar € {a1,...,an},
es compleixen les segiients condicions:

1. Si a; = 0, aleshores h(a;) = f(a;) = 0.

2. Sia; @ aj = ay, aleshores h(a;) ® h(a;) = h(ag).

En efecte, per la definicié de @ en I'(Ga,u4), la hipotesi a; @ a; = aj, és equivalent a
la igualtat ua A (a; + a;) = ay. Per tant,

flua A (a; +aj)) = f(ar).

Com que f compleix les condicions 1 i 4, tenim que

flua A (a; +aj)) = flua) A fa; +aj) = f(ua) A (fas) + f(aj)).

Finalment, per la definicié de @ en I'(R, f(u4)), obtenim que

flua) A(f(ai) + f(aj)) = flai) ® f(aj).
Aixi doncs, f(a;) ® f(a;) = f(ax) i, en particular, h(a;) ® h(a;) = h(ag).

3. Si —a; = aj, aleshores = f(a;) = f(a;).

La demostracié és analoga al cas anterior usant que —a; = 1 — a;.

A més, com es demostra a 'Exemple 3.1.8, T'(R, 1) és isomorfa a I'(R, u), per tot u > 0.
Per tant, com que u4 és unitat forta de G4 i f preserva l'ordre, es té que f(ua) > 0, la
qual cosa implica que la MV-algebra I'(R, f(u4)) és isomorfa a I'(R, 1). Aixi, es conclou
que I'(G4,u4) és localment submergible en [0, 1]. O

Corol-lari 3.4.9. Tota Wajsberg cadena és localment submergible en ’algebra L.

Demostracio. El resultat és immediat fent s de la terme-equivalencia entre les MV-
algebres i les algebres de Wajsberg. En particular, observant que a partir de 1’algebra de
Wajsberg L= ([0, 1], —, =, 1) i definint 'operaci6é @ segons x & y = -~z — y, tal com es fa
en 2.4.8, s’obté la MV-algebra [0, 1] i, posteriorment, aplicant la Proposicié 3.4.8. O



Capitol 4

El teorema de completesa de la
logica infinitvalorada de
Lukasiewicz

En aquest capitol es presenta una demostracié detallada del teorema de completesa de la
logica infinitvalorada de Lukasiewicz. A més, també es discuteixen breument les estrategies
originals emprades per C. C. Chang a [Cha59] i les reformulacions posteriors presentades
a [CDMO00], posant en relleu les diferéncies conceptuals i argumentatives entre les dues
demostracions. Finalment, s’analitzen els limits de la completesa, mostrant per que una
formulacié forta del teorema de completesa no és valida per a la logica infinitvalorada de
Lukasiewicz.

4.1 El teorema de completesa finitaria

Recordem que la conjectura original de Lukasiewicz afirma que, per a tota férmula
¢ € Prop(X), la validesa semantica respecte de Ly, és equivalent a la deduccié sintactica
en el sistema axiomatic Lo, és a dir,

Fo,) ¢ si, inoméssi, Fp .
Tal com hem vist en el primer capitol, aquesta equivaléncia es descompon en dues

implicacions: la coheréncia i la completesa.

En aquesta seccié abordarem una formulacié més general del problema, afegint premisses.
D’una banda, veurem que la coheréncia es pot establir en un context fort, admetent conjunts
arbitraris de premisses. Mentre que, d’altra banda, la completesa només es demostrara en
el cas finit, donant lloc a ’anomenat teorema de completesa finitaria.

Teorema de coheréncia fort

Teorema 4.1.1 (Teorema de cohereéncia fort).

Siguin X U {¢} C Prop(X), on ¥ és un conjunt finit o infinit de premisses. Si ¥ g, ¢,
aleshores X =g 1] -

44
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Procedim a la demostracié del teorema. Malgrat que 'argument és essencialment el
mateix que la demostracié del cas sense premisses presentat al Teorema 1.3.3, en reproduim
aqui el procediment complet per tal de mantenir el desenvolupament dins d’aquest capitol.

Demostracié. Demostrem per induccié que, per tot n € N>j i per tota ¢ € Prop(X)
tal que ¥ Fr_ ¢, si (p1,...,¢n) és una deduccié de ¢ amb premisses en X, aleshores
¥ (0,1 wi per tota i € {1,...,n}.

Sin =1, ¢; és una instancia d’axioma o ¢; € . Distingim aquests dos casos:

(a) Si 1 és una instancia d’axioma, pel Lema 1.3.2, es compleix que (o ¢1. En
particular, per monotonia, també es compleix que X ):[071] v1-

(b) Si 1 € %, trivialment s’obté que ¥ |=(g 1] 1, ja que per tota [0, 1]—interpretacié [
tal que I(¢)) =1 per tota 1 € ¥, es compleix que I(p) =1 en ser p € X.

Suposem-ho cert per n i vegem-ho per n + 1. Sigui (p1,...,¢n, Pnt1) una deduccié
amb premisses en 3 de ¢ € Prop(X). Per hipotesi inductiva, com que {1, ..., p,) és una
deduccié amb premisses en ¥ d’una certa proposicié ¢, € Prop(X), per cada i < n, tenim
que ¥ =g 1] ¢i- Considerem ¢p 41 i distingim casos:

(a) Si pp+1 és una instancia d’axioma, analogament al cas (a) del cas base, tenim que
Y ):[0,1} Pn+1-
(b) Si¢nt1 € ¥, analogament al cas (b) del cas base, també obtenim que ¥ = 1] @nt1-

(¢) Si pnt1 s’obté per Modus Ponens d’anteriors, existeixen 4,j € {1,...,n} tals que
©j = @i = Pn+1. Pel Lema 1.3.1, sabem que {¢;, p;} Fo,1] ¥n+1. En particular,
com que X =1 ¥i 1 X Fo,1) ¥, per la propietat de tall, tenim que X = 1) @nt1-

U

Observacio 4.1.2. Tenint demostrat aquest resultat, notem que tant el cas sense premisses
del Teorema 1.3.3 com el cas amb un nombre finit de premisses {¢1,...,¥,} sén casos
particulars d’aquest teorema.

Teorema de completesa finitaria

Teorema 4.1.3. (Teorema de completesa finitaria).

Sigui ¢, ¥1,...,%n € Prop(X). Si {¢1,...,%n} Fp,1 ¢, aleshores es compleix que
W1, nt P o

Per demostrar-lo, procedirem per contrareciproc, suposant que {1, ..., ¥} o @i
veient que aleshores {11,...,%n} F[01] ¢-

Recordem dos resultats obtinguts respectivament a les seccions 2.5 i 3.4:

Proposicié 4.1.4. Siguin X U {¢} C Prop(X), es compleixen
1. Si ¥t ¢, aleshores X &y . (Lema 2.5.3)
2. ¥ Ew psi, inomés si ¥ Epe o. (Lema 2.5.7)

Proposicié 4.1.5. Tota Wajsberg cadena és localment submergible en I’algebra L.
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La hipotesi {¢1,...,%,} /., ¢ implica que {¢1,...,¢,} FEw ¢ 1 d’aqui s’obté
que {¢1,...,¥n} Fwe . Per tant, existeix una Wajsberg cadena (4, —,—,1) i una
Wy —interpretacié I : Prop(X) — A, tal que I(¢;) = 1 per tot ¢ € {1,...,n} pero
I(p) # 1.

Considerem el conjunt de valors de les interpretacions de totes les subférmules implicades

1(Sb) = {I(€) : € € Sb(y1) U... U Sb(tn) U Sb()}.

Aquest conjunt és finit, ja que estem considerant un nombre finit de proposicions i cada
proposicié té un nombre finit de subférmules. A més, com que I(Sb) C A i A és localment
submergible en L= ([0, 1], —, =, 1), existeix una aplicacié injectiva

f:1(Sb) — [0, 1,
tal que per cada x,y, z € I(Sb) es compleixen
1. ¢ —» y = zsi, i només si, f(z) = f(y) = f(2);
2. —x =y si, i només si, - f(x) = f(y);
3. f(1)=1;
4. x Ny = z si, i només si, f(z) A f(y) = f(z);

5. xVy=zsi,inoméssi, f(z)V f(y) = f(2).

Definim ara una aplicacié I’ : Prop(X) — [0,1] amb l'objectiu de poder concloure

{1/]17 cee 71/}71} |71Loo -

I'(z) = fI(x)) size XnNI(Sh),
0 size Xix¢ I(Sh),

i estenem la definicié a qualsevol proposicié x1, x2 € Prop(X) a imposant

L I'(=x1) = ~I'(x1) =1 = I'(x1);

2. I'(x1 = x2) = I'(x1) = I'(x2) = min{1,1 = I'(x1) + I'(x2)}.

Per construccid, és clar que I’ és una [0, 1]—interpretacié. A més, I’ compleix la segiient
propietat:

Proposicié 4.1.6. Per tota £ € I(Sb), I'(€) = f(I(€)).
Demostracio. Procedim per induccié sobre la construccié de &.

(i) Si & ==z € X, aleshores I'(§) = I'(x) = f(I(z)), per definicié.

(ii) Si & = =y, és clar que x € Sb(¢1,...,%¥,, ). En particular, I(x) € 1(Sb) i, per
hipotesi inductiva, es compleix que I'(x) = f(I(x)). Aleshores, tenint en compte
la segona propietat de f i usant que I’ és una [0, 1]—interpretacié i que I és una
W —interpretacio,

I'(§) =T'(-x) = ~I'(x) = ~f(I(xX)) = F(~I(x) = F(I(=x)) = fT(E))-
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(iii) Si & = x1 — X2, procedint de manera analoga al cas anterior, obtenim

I')=I'xa = x2)=I'xa) = I'(x2) = fI(x1)) = f(I(x2)) =
= fI(x1) = I(x2) = f(xa — x2))-

Aix{ doncs, com que Y1, ..., 10, € Sb(¢1,...,1Yn, ), tenim que, per tot i € {1,...,n},

I'(i) = f(I(¥s) = f(1) = L.

A més, com que ¢ € Sb(¢1,...,1Pn, @), es compleix que

jaque I(p) # 11 f és injectiva.

Per tant, I’ és una [0, 1]—interpretacié que compleix que I'(¢;) = 1 per toti € {1,...,n}
pero I'(¢) # 1. Aixo prova que {t1,...,¥n} 1) ¢ i conclou la demostracié de la
completesa finitaria.

Observaci6 4.1.7. Notem que el teorema de completesa de la logica infinitvalorada de
Lukasiewicz enunciat a 1.3.4 és un cas particular del present resultat.

4.2 Discussié d’arguments i estrategies

Historicament, ’enunciat del teorema de completesa de la logica infinitvalorada de
Lukasiewicz es formulava tnicament en el cas sense premisses, ja que la logica es de-
finia a partir del concepte de tautologia i no es treballava amb la nocié de conseqiiencia
logica. En aquest context, la demostracié original de C. C. Chang, publicada I'any 1959,
estableix la completesa semantica de les tautologies respecte del sistema axiomatic, sense
tractar el cas amb premisses. Aix{ doncs, la demostracié presentada en aquest treball, tot
i que en termes generals segueix estrategia algebraica proposada per Chang, estén I’abast
d’aquesta permetent considerar conjunts finits de premisses.

En els articles [Chab8a] i [Chab9], Chang introdueix les MV-algebres com a eina
fonamental, en demostra la seva representacié en producte subdirecte de MV-cadenes i
estableix una correspondencia entre MV-cadenes i grups abelians totalment ordenats. En
aquest marc, la construccié de la MV-cadena associada a un to-grup es fa mitjancant el
mateix procediment, I'(G, u), utilitzat en el present treball. Ara bé, per a la construccié
inversa, donada una MV-cadena (A, @, —,0), Chang defineix el grup A* format pels parells
(m,x), amb m € Z i x € A i dotat de les operacions

(m+n,z®y) siz®y <1,

m,x)+ (n,y) =
( )+ (my) {(m—l—n—i—l,x@y) sizx®y =1,

i mostra que, amb l'ordre lexicografic, (A*, 4+, —, (0,0)) esdevé un to-grup.

A partir d’aquesta correspondéncia, la demostracié de Chang es fonamenta en resultats
de logica de primer ordre i de la teoria de models, determinant que a cada identitat en la
teoria de MV-algebres li correspon una senteéncia universal en la teoria dels to-grups. A
més, a partir dels fets segiients:

e Tot to-grup es pot immergir en un grup abelia ordenat i divisible;
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e La teoria de primer ordre dels to-grups divisibles és completa;

redueix la validesa de les sentencies universals en els to-grups a la validesa en el subgrup
dels racionals [0,1] N @Q, concloent aixi la completesa de la logica infinitvalorada. Els
detalls d’aquesta argumentaci6 es desenvolupen a [Cha59]. Tot i que les dues propietats
esmentades es presenten sense demostracid, aquestes es troben demostrades mitjangant el
concepte de divisible hull i quantifier elimination, respectivament, a les referencies [Fuc70]
i [Mar02].

Basant-se en la correspondencia entre MV-cadenes i to-grups demostrada per Chang,
en l'article [Mun58], Mundici demostra un resultat més fort, concloent 'equivaléncia entre
les MV-algebres i els l-grups amb unitat forta. A partir d’aquesta equivaléncia, en la
referencia [CDMO00], s’aborda la demostracié del teorema de completesa amb un caracter
marcadament diferent: es basa en ’estudi de subgrups finitament generats, identificats amb
Z", i fa ts d’eines d’analisi convexa aixi com la forma normal de Smith. Tot i Ielegancia i
I'interes d’aquest enfocament alternatiu, el seu desenvolupament detallat queda fora de
I’abast del present treball.

La demostracié exposada aqui combina, doncs, I'enfocament algebraic original de
Chang, barrejant-se amb la generalitzacié de [CDMO00] i culmina amb un argument diferent
del d’aquestes dues demostracions, perd també algebraic, basat en els resultats de [FRT84]
i [HA98], obtenint un resultat més general, la completesa finitaria.

4.3 El teorema de completesa fort

Per concloure aquest treball, en aquesta seccié demostrem que la completesa forta falla,
és a dir, que en considerar un nombre infinit de premisses el resultat no es compleix. A
més, veiem com aquesta fallida es justifica a partir de la definicié distingida de les dues
logiques semantiques infinites Ly, i Ly,.

Teorema 4.3.1. (Teorema de McNaughton). Sigui f : [0,1]" — [0,1]. Per tal que
existeixi una proposicié ¢ € Prop(X) de manera que f = ¢[0,1} és suficient i necessari que
la funcié f sigui continua i lineal a trossos a coeficients enters. Es a dir, cal que f sigui

continua i que existeixin polinomis lineals a coeficients enters Aq,..., Ay,
Xi(z1, .., xn) =mg+mizy + ... +mhx,, onmg,...,m, € Z;
tals que, per tot ai,...,a, € [0,1], es compleixi que

flai,...,an) = Ni(a1,...,a,) per algun i € {1,...,m}.

En tal cas, es diu que f és una funcié de McNaughton.

Demostracié. Comencem demostrant la necessitat. Suposem que existeix ¢ € Prop(X)
tal que f = go[o’” i procedim per induccié sobre la construccié de ¢ per demostrar que
©01] és continua i lineal a trossos.

Si o =z € X, aleshores % : [0,1] — [0,1] envia a1 € [0,1] a I, (p) = I, (z) = ay.
Per tant, [0 = A(a1) = a1 i obtenim el resultat desitjat.

Si ¢ = =) i suposem que 1% : [0, 1]™ — [0, 1] és continua i lineal a trossos, aleshores

012 [0,1]" — [0,1], ja que X, = Xy i, amés, per tot ai,...,a, € [0,1],
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@[0’1] (ar,...,an) = Tay,....an (p) = Lay,....an () = ~Lay,...an (¥) = _‘w[()’l](alv ) =
=1—yO0ay, ... an).
Per tant, pl%! també és continua i lineal a trossos a coeficients enters.

Si ¢ =9 — ¥, suposem que IO : [0, 1" — [0,1] i ¥ : [0,1]* — [0,1] s6n
continues i lineals a trossos. Suposant que X, té n elements i procedint de manera analoga
s’obté que per tot ai,...,a,

@[O’l](al, .o.yap) =min{l, 1 — 1/1[0’1](@1, ceeyap) F X[O’l](al, coan)t
fet que implica la continuitat i linealitat a trossos a coeficients enters.

D’altra banda, la demostracié de la suficiéncia és més complexa degut a la seva
naturalesa no constructiva. El procediment segueix el segiient esquema:

1. Suposem que f(ay,...,ay) és una funcié continua i lineal a trossos que compleix les
hipotesis de ’enunciat.

2. Considerem el cub n—dimensional dins ’espai cartesia generat per aj,...,a, i
demostrem que els espais (n — 1)—dimensionals determinats per les igualtats entre
parells de polinomis A\; = A; per i,5 € {1,...,m}, divideixen el cub en regions
n—dimensionals D1, ..., Dy tancades, convexes i tals que per cada Dy, existeix un
index ¢ € {1,...,m} amb f = \; dins d’aquesta regio.

3. Per a cada regié Dy, demostrem ’existéncia d’una proposici6é ¢i(x1,...,z,) tal que
[0,1]

gpgg’” = fdinsde Dy i, " < f fora d’aquesta regio.
4. Considerem ¢ = ¢ V...V ¢, i demostrem que @01 = f.
O

Pel lector interessat en els detalls de la demostracié de la suficiencia, la demostracio
original i completa es pot consultar a [McN51]. Una demostracié alternativa de caracter
purament constructiu es pot trobar a [Mun94].

Proposicié 4.3.2. Les logiques semantiques Ly, i Ly, sén diferents. Concretament,
existeixen ¥ U {¢p} C Prop(X) de manera que ¥ =g 1jng ¢ Pero X Fp 1) »-

Demostracio.  Sigui ™' € [0,1] una fraccié irreductible. Es facil veure que existeixen
funcions de McNaughton f, g : [0,1] — [0, 1] complint, respectivament,

f(z) =1 si,inoméssi, = > —; g(z) =1 si,inoméssi, =<
n

13

Pel teorema de McNaughton, existeixen proposicions ¢sm (z), p<m(z) € Prop(X) de
manera que
— [01 . _ o1
f= w[zgl, i g= w[g%]-
Considerem dues successions {«;}iez, {B;}jes en [0,1] N Q tals que {a;}icz és una
successi6 creixent, {f;}jcs és decreixent i satisfent

{ai}i, {Bj}; — \f
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Definim el conjunt de proposicions

Y= {902041‘(33)’2. € I} U {Qoﬁﬂj ('T)’] S j}
No existeix cap interpretacié en [0,1] N Q tal que I(¢)) = 1 per tot 1) € X, ja que en tal

cas s’hauria de satisfer I(x) > ? il(x) < g, fet que implica que I(x) = ?
la hipotesi I(x) € [0,1] N Q. Aixi, per qualsevol ¢ € Prop(X), tenim que

, contradient

¥ Eo,1n0 #-

En canvi, si considerem una [0, 1]—interpretacié I tal que I(x) = g per tot x € X, llavors

I(¢) =1 per tot ¢ € X. Ara bé, I(x) # 1 i, per tant,

by %[0,1] x.

Aix{ doncs, prenent ¢ = x, hem obtingut que ¥ [=[9,1jng ¥ pero ¥ (1] ¥, demostrant
que les logiques Ly, i Ly, sén diferents. O
Observaci6 4.3.3. La diferéncia essencial rau en el fet que les interpretacions en [0,1]NQ
no poden assolir el limit de les successions considerades, mentre que en [0,1] si que
existeixen interpretacions que ’assoleixen, ja que @ € [0,1] pero ? 0,11 N Q.

Proposicié 4.3.4. La logica semantica Ly, no és finitaria. Es a dir, existeixen conjunts

infinits de premisses ¥ C Prop(X) i una proposicié ¢ € Prop(X) de manera que ¥ =g 1] ¢
pero A %[0,1] ©, per tot subconjunt finit de premisses A C X..

Demostracié. Considerem una successié {xy, }nen en [0, 1] tal que x, # 1 per tot n € N i
{Zn}n — 1. Definim ¥ := {¢>,, (z),n € N}. Per construccié, és clar que

E Fp -
Per tant, si la logica fos finitaria, hauria d’existir un subconjunt finit de proposicions
{902101 (ac), sy P>py (.CC)} C X tal que

{902;01 (x)7 IR @Zpk}(x) ':[0,1] xz.
Ara bé, aquesta suposici6 porta a contradiccié. En efecte, considerem la [0, 1]—interpretacié
I definida per
I(x) = max{p1,...,pr}
En aquest cas, tenim que I(¢)) = 1, per tot ¥ € {p>p, (x), ..., >p ()} Ara bé, I(x) # 1,
ja que p1,...,pr # 1, fet que implica que

{902101 ()., 902101@}(33) I#[O,I] x,
contradient la hipotesi finitaria. O

Observaci6 4.3.5. La mateixa demostracié serveix per veure que la logica semantica Ly,
no és finitaria.

Teorema 4.3.6. Sigui ¥ C Prop(X) un conjunt infinit de premisses i sigui ¢ € Prop(X)
una proposicié qualsevol. Les condicions ¥ =g 1) ¢ 1 ¥ Fp, ¢ no sén equivalents.

Demostracié. Suposem que X ):[0,1] @ 1 suposem que 'equivalencia és certa. Aleshores,
tenim que ¥ by, __ @ i, per tant, existeix una deduccié (1, ..., py,) amb premisses en ¥.. En
particular, tenim que {p1,...,pn} Fr. ¢. Tornant a aplicar I'equivaléncia, obtenim que
{®1,-.,n} F0,1) ¢, fet que porta a contradiccié amb el resultat anterior de no-finitarietat
de la logica Ly, . g
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