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Abstract

Limits and colimits are a key tool in category theory. Over the last century,
they have enabled fundamental constructions in several mathematical disci-
plines. In this work, we study these constructions, as well as their homotopy-
invariant version with the aim of defining limits and colimits in co-categories.
These bring to classical homotopy theory the language and results of catego-
ries in a homotopy-invariant context.

Resum

Els limits i colimits sén una eina clau a la teoria de categories. Aquests han
permes, durant 1"iltim segle, construccions fonamentals en diverses arees de les
matematiques. En aquest treball estudiem aquestes construccions, aixi com
la seva versié6 homotopicament invariant amb 1’objectiu de definir els limits i
colimits a les co-categories. Aquests aporten a la teoria d’homotopia classica
el llenguatge i resultats de les categories en un context homotopicament inva-
riant.
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1 Introduccid

1.1 El projecte

La teoria de categories estudia les diferents estructures matematiques i com
es relacionen entre elles, sempre fent-ho de la forma més general possible.
Aquesta branca de les matematiques es crea a mitjan segle passat, de la ma
de Saunders Mac Lane i Samuel Eilenberg, en un context de desenvolupament
de la topologia algebraica on calia aprofundir en la relacié entre els grups,
anells i moduls i els espais topologics.

En aquest camp, veurem com els limits i colimits sén construccions que,
a partir de certs objectes d'una categoria, en permeten construir de nous.
Veurem que algunes de les concrecions d’aquestes noves construccions a cada
categoria sén objectes sovint coneguts. Els productes, les unions o els quoci-
ents que coneixem per a grups, conjunts o espais topologics sén exemples de
limits i colimits, tot i ser conceptes previs a la teoria de categories.

El concepte de propietat universal és fonamental per entendre aquesta ge-
neralitzacié. Caracteritzar els objectes segons una propietat universal permet
treballar amb ells amb independencia del context on es desenvolupen.

Continuant amb la seqiiencia historica, el desenvolupament de 1’algebra
homotopica necessitava un desenvolupament en la teoria de categories. Veu-
rem que aquest suposit parteix d’una limitacié: conceptes tan importants com
limits i colimits no existeixen en les categories homotopiques. Bousfield i Kan
van publicar el 1972 una definicié alternativa de limits i colimits coherents
amb la teoria d’homotopia. Aquesta definicié requereix molta més complexi-
tat tecnica.

Les categories d’ordre infinit s’introdueixen ja al segle XXI, amb la pu-
blicacié del llibre Higher Topos Theory. En aquest llibre, Jacob Lurie dona
un model per a les categories d’ordre infinit. Aquest model consta de con-
junts simplicials amb la propietat d’extensié de Kan feble. Aquests objectes
els anomenem quasi-categories i, de fet, es coneixen des dels anys setanta del
segle passat, poc després de les aportacions de Bousfield i Kan. L’aportacié
fonamental que fa Lurie és mostrar com resultats basics de la teoria de cate-
gories ordinaria tenen versions analogues per a les quasi-categories. Aquest
enfocament va ser desenvolupat amb anterioritat per André Joyal.

Aquest treball té per objectiu principal donar totes les definicions i resultats
necessaris per poder explicar les categories d’ordre infinit i els seus limits i
colimits. Per altra banda, intentarem mitjancant exemples donar un punt de
vist intultiu a aquestes construccions per tal d’entendre la importancia dels
conceptes.



1.2 Estructura de la memoria

Comencarem la memoria donant les definicions i resultats inicials de la teoria
de categories, amb l'objectiu d’arribar tan rapid com puguem a les definicions
classiques de limit i colimit. Un cop donades, en descriurem exemples senzills,
que compleixin dos objectius:

e Per una banda, donar una perspectiva intuitiva a les definicions donades.
La teoria de categories és interessant perque, malgrat treballar des de
I’abstraccio, proporciona millores qualitatives en la seva aplicacié.

e Mostrar com diferents objectes molt coneguts per nosaltres es poden
construir utilitzant els conceptes de limit i colimit. Entre aquests exem-
ples, tindrem la construccié dels nombres racionals, els nombres p-adics
o el minim comu multiple.

Tot seguit, definirem les adjuncions i en donarem els resultats basics. Veurem
la importancia que tenen aquestes a I’hora de treballar els limits i colimits, i
ens serviran per demostrar resultats al voltant d’aquests.

En el tercer capitol, partim de la premisa que els limits i colimits ordinaris
no preserven homotopies quan treballem en la categoria dels espais topologics.
A partir d’aqui, i passant necessariament per un treball sobre la categoria dels
conjunts simplicials i com es relacionen amb els espais topologics, podem aca-
bar donant la definicié de Bousfield i Kan dels limits i colimits homotopics. De
nou, és a partir de treballar amb dos exemples que s’entendra millor el perque
dels detalls tecnics d’aquesta definicié. També a partir dels exemples veurem
I’encert amb que es resol el problema de la manca d’inveriancia homotopica
dels limits i colimits classics.

En el quart capitol, acabarem donant les mateixes definicions i resultats que
al capitol 2, pero per a les categories d’ordre infinit. Per fer-ho, comencarem
descrivint les quasi-categories i explicant per que les podem considerar models
per a les oo-categories. Finalment, donarem un tultim exemple en que veurem
com dtil ens és el desenvolupament tecnic que representa la férmula de
Bousfield i Kan i quines aportacions fan les categories d’ordre infinit a la
topologia algebraica.



2 Teoria de categories

2.1 Definicions preliminars

Per comencar el treball, donarem unes primeres definicions i resultats de teoria
de categories extrets del llibre d’Emily Riehl [11]. Aquesta part sera la base
per a les construccions posteriors. Com que no és l'objectiu principal del
treball, pero, aquest sera un capitol breu.

Definicié6 2.1. Una categoria C consisteix en una col-leccié d’objectes, Ob(C),
i una col-leccié de morfismes amb l'estructura seglient:

e Cada morfisme té un objecte, que anomenem domini, i un altre objecte,
el codomini. La notacié que s’utilitza és f: a — b, on f és un morfisme
ia, b€ Ob(C) sén el seu domini i el seu codomini, respectivament.

e Per a cada objecte a € Ob(C) existeix un morfisme identitat 1,, on el
mateix objecte n’és tant el domini com el codomini.

e Podem definir la composicié de dos morfismes sempre que el codomini
d’'un coincideixi amb el domini de I'altre. Aixi, si tenim f: a — b i
g: b — ¢, existeix un morfisme composicié gf: a — c.

A més, es compleixen les propietats segiients:

e La composici6 de qualsevol morfisme f amb el morfisme identitat (in-
dependentment de si és per la dreta o per 'esquerra) és igual a f.

e La composicio és associativa.

Un morfisme f: a — b és un isomorfisme si, i només si, existeix un morfisme
g:b—atalque gf =1,1 fg=1,.

Siguin @ i b dos objectes d'una categoria C. Anomenem C(a, b) o Home/(a, b)
a la col-lecci6 de morfismes amb domini a i codomini b. Si aquesta col-leccié
forma un conjunt per a qualsevol parell d’objectes de C, direm que la categoria
és localment petita. Si tots els morfismes d’una categoria C formen un conjunt,
llavors direm que C és una categoria petita.

Per a tota categoria C, existeix una categoria C°P tal que

o Ob(C) = Ob(CP), i

e C°P té un morfisme f°P per cada morfisme f de C, que té per domini el
codomini de f i per codomini el domini de f.

Moltes estructures amb que es treballa en matematiques les podem definir
com a categories. Malgrat que hi ha molts exemples que poden ser il-lustratius,
de moment en donarem tres que ens seran els més importants:



e Anomenem Set a la categoria que té per objectes els conjunts i per
morfismes les aplicacions entre ells.

e Anomenem Top a la categoria que té per objectes els espais topologics
i per morfismes les aplicacions continues entre ells.

e Anomenem Grp a la categoria que té per objectes els grups i per mor-
fismes els homomorfismes de grups.

Un functor F': C — D entre dues categories consisteix en

e un objecte F'c € D per a cada objecte ¢ € C;

e un morfisme Ff: Fc — Fcd a D per a cada morfisme f: ¢ — ¢ aC.
Aquesta assignacié ha de complir els dos axiomes segiients:

e Es conserva la composicié: F(fog) = Ffo Fg.

e Es conserven les identitats: F'(1.) = 1p..

Exemple 2.2. Un exemple de functor entre categories és el grup fonamental
m: Top, — Grp, on Top, és la categoria que té per objectes els espais
topologics amb punt base i per morfismes les aplicacions continues entre ells
que conserven el punt base. Per a cada (X,z¢) € Top,, m(X,x0) és un
objecte de Grp. A cada aplicacié continua f: (X,z9) — (Y,y0) € Top, li
assignem 1’homomorfisme

fe:m(X,20) = m(Y, %)
V] = [f ol

Per veure que f, esta ben definit a Grp, cal veure que conserva la concatena-
ci6. Com que la concatenacié és una funcié definida a trossos, tenim que la
composiciéo amb f també es pot definir aixi. Si

7 (2t) 0<t<1/2
w2t —1) 1/2<t<1,

(71 % 72)(t) = {

llavors

f(m(21)) 0<t<1/2
f(r(2t—1)) 1/2<t<1.

Flon 1)) = (F) * F()) () = {
Amb aquesta definicié, veiem que

feln x9e] = [f o (m *92)] = [f (1) * f(2)] = flnl * fulral-



Ara demostrem que es compleixen els dos axiomes functorials. Per al primer,
cal que es conservi la composicié, és a dir, si tenim f: X =Y, g: Y — Z,
llavors

g*Of*Z(gOf)*.

Per definicio,

g« o fu(v) =[go (for)
(go ] =1[(gof)on]

i per tant, per associativitat de la composicié veiem que aquest primer axioma
es compleix. El segon es dedueix del fet que I’aplicacio identitat per a qualsevol
espai topologic envia cada llag¢ a ell mateix.

Teorema 2.3. FEls functors conserven els isomorfismes.

Demostracio. Sigui F': C — D un functor i sigui f: ¢ — ¢ un isomorfisme a C.
Llavors existeix un altre morfisme ¢: ¢ — ¢ € C tal que gf = 1.. Utilitzant
els axiomes dels functors, tenim que Fgo F'f = F(go f) = F(1.) = 1p.. De
manera analoga, F'f o Fg = 1p.. Aixi obtenim que F'f és un isomorfisme

aD. U

Corol-lari 2.4. Dos espais topologics homeomorfs tenen grups fonamentals
isomorfs en cada punt.

Demostracio. Apliquem el teorema 2.3 juntament amb el fet que el grup fo-
namental és un functor, tal com hem demostrat a I'exemple 2.2. O

Si tenim dues categories C i D i dos functors entre elles F' i G, una trans-
formacio natural o: F — G és una familia de morfismes a,, indexada pels
objectes de C, tal que per a cada parell d’objectes ¢, € C i cada morfisme
f:c— el diagrama segiient és commutatiu:

F
Fe —f> Fd

| e

Ge 2L qe

Un isomorfisme natural és una transformacié natural o on tots els morfismes
o, sén isomorfismes.

Direm que dues categories C i D sén equivalents si existeixen dos functors
F:C— DiG:D — C tals que FG sigui naturalment isomorf a 1p i GF
ho sigui a 1¢.



Teorema 2.5. Si tenim dues categories C @ D, els functors entre elles v les
transformacions naturals entre aquests functors formen una categoria, que
anomenem D¢ o bé [C, D].

Demostracio. Per a cada functor F': C — D hi ha la transformacié natural
identitat, on tots els morfismes . sén la identitat. Per altra banda, podem
definir la composicié entre transformacions naturals. Si tenim

F& G5 H,
definim o & com la familia de morfismes indexada pels objectes de C on

(B © a)c = Bc O Q.

Com que « i 3 son transformacions naturals, els diagrames segilients sén com-
mutatius:

Fe LN Fd Ge TN Gd
Oécl lac/ /Bcl \LB(;/
GC&GC’ HcH—f>Hc’.

Podem unir-los verticalment, i el rectangle resultant també sera commutatiu:

Fec F—f> Fc

o Je

G
Gc—f>

Gd
ﬁcl \LBC/
He 15 He
Aixi, la composicié esta ben definida. La composicié de qualsevol transfor-
macié natural o amb la identitat (tant per la dreta com per I'esquerra) és a,
i 'associativitat de la composicid es demostra comprovant-la per a qualsevol
a., que ho compleix per definicié. O

2.2 Propietats universals

Per a moltes de les estructures amb les quals es treballa en matematiques,
ens pot ser util utilitzar la teoria de categories; ho hem vist en concret amb
I'exemple del grup fonamental. La manera en la qual es construeixen nous
objectes és una qiiestié central en aquesta disciplina i també en aquest treball.
Per fer-ho, utilitzarem les propietats universals. Aquestes les utilitzarem per
caracteritzar objectes llevat d’isomorfisme. Els primers exemples que descriu-
rem a partir de la seva propietat universal son els objectes inicials i terminals.



Un objecte inicial d'una categoria C és un objecte ¢ € C tal que per a cada
¢ € C hi ha un tnic morfisme f: ¢ — c.

Un objecte terminal de C és un objecte t € C tal que per a cada ¢ € C hi
ha un dnic morfisme f: ¢ — t.

Teorema 2.6. Els objectes inicials @ terminals d’una categoria C son unics
llevat d’isomorfisme.

Demostracio. Si tenim dos objectes ¢, d de la categoria C que compleixen la
propietat dels objectes inicials, llavors, per definicid, hi ha un tnic f: ¢ — d i
un unic g: d — ¢. Si aquests els componem, gf: ¢ — ¢ ha de ser la identitat,
ja que en cas contrari tindriem dos morfismes diferents de ¢ a ¢. En aquest
cas, ¢ incompliria la propietat dels objects inicials. El mateix passa per a fg
i, per tant, ¢ i d sén isomorfs. La demostracié és analoga per als objectes
terminals. U

Exemple 2.7. El conjunt buit és inicial a la categoria Set, ja que per a
tot conjunt C' hi ha una tnica aplicacié f: ) — C. A la vegada, qualsevol
conjunt amb un unic element n’és un objecte terminal, perque només existeix
una aplicacié de qualsevol altre conjunt a ell.

Sigui C una categoria i J una categoria petita. Un diagrama D a C indexat
per J és un functor D: J — C.

Un con (c,\) sobre un diagrama F' amb vertex ¢ és una transformacié
natural A\ entre el functor constant a ¢ i F. Aixi, per a cada f: z — y a J hi
ha un diagrama commutatiu com el segiient:

cC —— C

W

Si existeix un diagrama commutatiu per a tot f: x =y a J,

FxF—f>Fy

v |

c ——¢C

es diu que (¢, A) és un cocon sota F' amb vertex c.

Exemple 2.8. Sigui F' un diagrama en una categoria C indexat per la cate-
goria petita Z, que té per elements els nombres enters i per morfismes els de
la forma j;: ¢ — i@+ 1 amb les identitats i composicions. La figura segiient
representa un con sobre aquest diagrama F amb vertex ¢ € C:



F(-1) 7——= F(0) — F(1) - F

F(j-2
on cada triangle del tipus

Cc

N

Fl) 29 R 1)

és commutatiu. Un cocon amb vertex ¢ es pot representar amb el diagrama
segiient:

L F(—2) 2 ey B9 F(O)F(i)u?% F2) — ..

amb els triangles segiients commutatius:

F) 22 Fi+1)

L

Donat un diagrama F': I — C, el functor
Cone(—, F'): C°* — Set
envia

e cada objecte ¢ de C° al conjunt de cons sobre F' amb vertex c;

e per a cada morfisme f°P: ¢ — ¢ de C°P, una aplicacié entre el conjunt
de cons amb vertex c¢ i el conjunt de cons amb vertex ¢/, que envia cada

con (¢, A) al con (¢, \') on X = Ao f.

A partir del functor Cone(—, F), podem obtenir una nova categoria on els
objectes sén els cons (¢, A) i morfismes (¢, \) = (¢/, \') amb f: ¢ — ¢ aC amb
Cone(f, F')(X') = A. A aquesta categoria li direm la categoria dels cons sobre
F'. La construccio dual defineix la categoria dels cocons sota F.

8



Definicié 2.9. Un limit d'un diagrama F' és un objecte terminal de la cate-
goria dels cons sobre F. Un colimit d’un diagrama F' és un objecte inicial de
la categoria dels cocons sota F'.

Exemple 2.10. Recollint I'exemple 2.8, suposem que ¢ amb la respectiva
familia de morfismes és el limit del diagrama. Llavors, tal com indica la figura
segiient, per a cada altre con amb vertex x ha d’existir un Unic morfisme
f:x — ¢ que faci commutatiu qualsevol triangle entre z, ¢ i F(i):

~

En els colimits se satisfa la propietat dual per a qualsevol altre cocon amb
vertex x:

Jif

T

Ara mostrarem exemples especialment rellevants de limits i colimits. Com
a referencia es pot consultar [9] (pagines 62-72).

Un producte és un limit d’un diagrama D: J — C on J és una categoria
discreta, és a dir, que té com a Unics morfismes les identitats. En aquest
diagrama, que compleixi la propietat universal del limit vol dir que, si L és
el producte d'una col-leccié d’objectes, existeix un uinic morfisme f de Y a L,
per a tot Y que tingui morfismes a D; per a tot j € J.



Els productes cartesians per a espais topologics, conjunts o grups en sén casos
particulars.

Els pushouts i pullbacks sén conceptes també importants de colimits i limits.
Un pullback és un limit d’'un diagrama indexat per la categoria que té tres
objectes i els morfismes segiients a part de les identitats:

[
<+
[
AN
®

Aixi, siguin A, B, C' objectes de C i F' un diagrama a C indexat per la categoria
del pullback. Aleshores L és un objecte de C junt amb una familia de morfismes
per a cada objecte del diagrama tal que el quadrat segiient és commutatiu:

C
kg
B.
Per la propietat universal, per a qualsevol altre con K que també commuti amb

el diagrama, existeix un i només un morfisme de K a L que fa commutatius
els triangles:

(&
_
_—

:B#b‘

lu

:B#b'

v

C
B
Un pushout és un colimit d'un diagrama indexat per la categoria dual a la
del pullback, que té tres objectes amb els morfismes segiients, a part de les

identitats:

10



o ——— e — @

Un diagrama indexat per la categoria pullback a una categoria C té com a
limit el colimit del mateix diagrama indexat per la categoria pushout de C°P.

Lltim cas concret de colimit que veurem son els coigualadors. Un coigua-
lador és el colimit d’un diagrama indexat per la categoria que té dos objectes
i dos morfismes paral-lels entre ells, a part de les identitats:

e — e

En el cas de f,g: d = e a C, el seu colimit és, per definicid, un objecte C'
junt amb un morfisme p: e — C tal que es compleixen les dues propietats
segiients:

e pof=pog;

e per a qualsevol altre cocon (W, q) que compleixi la primera propietat
existeix un unic morfisme ¢': C — W tal que ¢’ op = q.

Teorema 2.11. El colimit d’un diagrama indexat per una categoria petita
F: J — C es pot expressar com el coigualador del diagrama segiient:

a
H F(domf) /= H Fj
feMorJ b JEObJ

on a €s, per a cada component del coproducte, la identitat, 1 b és F'f respec-
tivament. Per a cada f :i— 5 € J, tenim

a: Fi— F1q
b: Fi— Fj.

Demostracio. El coigualador del diagrama és un objecte C' junt amb un mor-

fisme h: H Fj — (' tal que els dos triangles segilients imposats per a i b

j€ObJ
siguin commutatius:

Fi 1d v Fi Fi GERN—
C C

La commutativitat del segon triangle equival a dir que (C,h) és un cocon
sobre el diagrama F'. Veiem ara, per la segona condicié que es demana, que
aquest cocon compleix la propietat universal del colimit sobre F'. Per definicié,

11



tenim que per a qualsevol altre cocon (W, q) sobre el diagrama de morfismes
paral-lels, existeix un unic ¢': C' — W tal que ¢’ o p = ¢. Aix0 és, per a cada
element j € J tenim per la seva component del morfisme a que

ai:Id\
7

(F; F—= C ——= W) = (F —= W)

Aquesta és la condicié necessaria perque (C, h) compleixi la propietat universal
del colimit. U

Observacié 2.12. Aquest argument demostra que l’existencia de colimits en
una categoria es equivalent a l'existencia de coproductes i coigualadors en
aquesta categoria. El teorema 2.11 té una versié dual per als limits en termes
de productes i igualadors.

2.3 Exemples de limits i colimits

Un sistema directe és un diagrama indexat per un conjunt dirigit, és a dir, un
conjunt amb una relacié binaria reflexiva i transitiva (un preordre) juntament
amb la propietat que cada parell d’elements té una cota superior. A cada
objecte del diagrama I’anomenem A; i els morfismes entre ells els anomenem
fij+ Ai — Aj. Aquests han de complir les dues condicions segiients:

e fi; és la identitat per a tot i;
o fi= fixo fij peratoti<j<k.

Els limats directes son els colimits d’aquest tipus de diagrames. Dualment,
els limits inversos son els limits dels sistemes inversos.

El calcul dels limits inversos es pot fer utilitzant la férmula segiient, quan
aquesta férmula tingui sentit en el context en que estem treballant. Per a
espais topologics, grups o conjunts, és clar que si que en té.

lim Az = {(az) c HAZ ‘ a; = fij (aj) per a tot ¢ S j}
—

iel
La férmula per als limits directes és la segiient:
amb la relacié d’equivalencia

T; € Ai7 T; € Aj, Ty~ Tj <= dk amb ¢ < l{?, j <k | fzk(«rz) = f]k(a:])

Exemple 2.13. En aquest exemple calcularem el limit directe del sistema
directe representat pel diagrama

12



Z/pZ —L 727 s ) L )t L

on els morfismes estan definits per f;(1) = p. El seu colimit (o limit directe) és
un grup abelia que manté 'estructura i tots els elements de qualsevol Z/p"Z,
ja que cada morfisme f,, és un homomorfisme. Una manera de visualitzar-ho
és imaginant la circumferencia unitat inserida al pla complex. Per a p = 3,
podem visualitzar els dos primers elements del sistema en les figures segiients,
que representen arrels de la unitat:

Per fer el pas a l'infinit per treure’n el limit directe, omplim densament
tota la circumferencia seguint aquest procediment. Aquest objecte s’anomena
Z/p>7 i té les dues propietats segiients:

e s infinit i numerable. La seva construccié fa clara aquesta propietat.
e Es un grup de torsié: Va € Z/p®Z, In € N | pz = 0.

Exemple 2.14. Agafant el sistema directe anterior, ara en calcularem el limit
invers canviant la direccio de les fletxes i prenent f,, com la reduccié modul
p". Per la formula que n’hem donat, obtenim

i; ={(an) € T]1Z/p"Z | a1 = a,, mod p"™ per a tot n}.
neN

Aquest grup es coneix com els enters p-adics i, contrariament al limit directe:

e No és numerable.
e Es lliure de torsié.

Exemple 2.15. Considerem el sistema directe segiient a la categoria dels
grups:

X2 X3 x4 x5
\ \ \ \
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Per trobar-ne el limit directe, cal agafar la unié de totes les copies dels en-
ters, segons la relacié d’equivalencia explicada. Anomenem n; a cada element
del colimit, que representa l’element n € Z de la copia i-esima dels enters.
Aleshores

ni~m; <= ([[ k)-n=m,i<j.
i<k<j

Visualment, el limit directe es pot anar construint sobre la recta real tal com
s'indica a la figura:

* L 4 @ @ A 4 L 4 @

Veiem com a mesura que afegim copies de Z anem omplint densament la recta,
superposant els nombres identificats segons la relacié ~.

Si prenem la primera copia de Z com a referencia dels enters, llavors cada
n; representa el nombre racional n/i!. Aixi, cada ¢ € Q, ¢ = a/b apareix
(com a minim) al pas b, representat per a(b — 1)!/bl. Reciprocament, cada
element del limit directe representa un nombre racional i el que acabem de fer
és construir el grup dels racionals a partir dels enters.

Exemple 2.16. Per a aquest exemple, també treballarem amb la categoria
dels grups, en concret amb Z. Calculem el limit del diagrama de pullback
segiient:

En primer lloc, busquem un grup G i dos morfismes f i g que facin commutatiu
el diagrama segiient:

AN
m ln

— 7.

N——Q

Veiem que G = Z, amb un morfisme f que sigui el producte per un enter a
i g el producte per un altre b, tals que an = bm. Ara, pero, tenim infinites
opcions i el limit ha de ser tnic llevat d’isomorfisme. Per trobar-lo, apliquem
la propietat universal, i veiem que qualsevol dels dos triangles de la forma
segiient commuta per a qualsevol a’ i b’ si, i només si, an = bm és el minim
comu multiple de m i n:



Per tant, aquest homomorfisme h és el producte per a’/a, que sempre existeix,
ja que per definicié del minim comu muiltiple, a conté tots els divisors de a’.

2.4 Adjuncions

Definicié 2.17. Una adjuncid és un parell de functors F: C - DiG: D — C
juntament amb un isomorfisme C(c,Gd) = D(Fc,d) per a qualsevol parell
d’elements ¢ i d, que és natural en les dues variables. Aixo és, hi ha un
isomorfisme natural entre els functors C(—,Gd) i D(F—,d) i un altre entre
C(e,G—) 1 D(Fc,—). En aquest cas, direm que F és ['adjunt per l'esquerra
de G, i G és ladjunt per la dreta de F. Utilitzarem la notacio

FAG.

Exemple 2.18. En aquest exemple definim el functor oblit U: Top — Set,

que envia cada espai topologic al seu conjunt subjacent i cada aplicacié continua
a la corresponent aplicacié entre conjunts. Comencem veient que té un func-

tor adjunt per l'esquerra D: Set — Top, que envia cada conjunt a l'espai

topologic que forma amb la topologia discreta. Per comprovar-ho hem de

veure que, per a tot conjunt C' i cada espai topologic X,

Top(D(C), X) = Set(C,U(X)).

Comencem veient que a cada aplicacié de conjunts f: C — U(X) podem
assignar-li I’aplicacié segiient:

g: D(C)— X
y— fy).

Per veure que g € Top(D(C), X), cal demostrar que g és continua. Aixo, pero,
és cert per a qualsevol aplicacié que tingui a l'espai de sortida la topologia
discreta. També caldria veure que a cada aplicacié continua g: D(C) — X
li podem assignar una f: C' — U(X) que sigui compatible amb 1’assignacié
anterior per demostrar 'isomorfisme. Per a cada g, assignem 1’aplicacio

f:C—=UX)
y — g(y)
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que esta ben definida a Set.

Podem intentar trobar ara un functor adjunt per la dreta. En aquest
cas, necessitem que el functor ' : Set — Top envii cada conjunt C' a un
espai topologic tal que les aplicacions que el tinguin com a conjunt d’arribada
siguin continues. La topologia que compleix aquesta propietat és la topologia
grollera. Definim

F: Set — Top
C—(C,{0,C})

i a cada aplicaci6 f: U(X) — C entre conjunts podem assignar-li aquella
g: X — F(C) que té les mateixes imatges per a espais topologics, que sabem
que sera continua.

Donem ara dues definicions equivalents a les que hem construit als apartats
anteriors d’objectes terminals i inicials, limits i colimits, pero utilitzant les
adjuncions. Aquests exemples ens donen una idea de la importancia d’aquestes
relacions.

Teorema 2.19. El functori: 1 — C que envia la categoria amb un sol objecte
(que anomenem o) i la seva identitat 14 a l'objecte inicial de C (quan existeixi)
és adjunt per 'esquerra del functor!: C — 1, i el functort: 1 — C que té per
imatge 'objecte terminal de C n’és 'adjunt per la dreta.

Demostracio. Per la definicié d’adjuncio, hi ha una bijeccid
1(e,lc) >~ C(i(e),c).

Es clar que el primer conjunt té un tnic element per a tot ¢ € C. Aixi, sempre
existeix un unic morfisme de i(e) a ¢, que compleix la definicié d’objecte
inicial.

Per als objectes terminals, la demostracié és analoga a partir de la infor-
macio que ens dona l’adjuncié, en aquest cas

1(lc, 8) = C(c,t(e)),
que també tenen un unic element. O

Sigui C una categoria i J una categoria petita. Anomenem C” a la categoria
de diagrames a C indexats per J.

Teorema 2.20. Una categoria C admet limits per a qualsevol diagrama in-
dexat per la categoria petita J si i només si el functor constant A: C — C,
que envia cada element de C al diagrama on tots els elements son c i tots
els morfismes son la identitat, admet un adjunt per la dreta. Per dualitat, C
admet colimits si i només si el functor A admet un adjunt per l’esquerra.
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Demostracié. Per a tot ¢ € Ci F € C7, C/(Ac, F) és el conjunt de trans-
formacions naturals del diagrama constant en ¢ al diagrama F. Aquest és
precisament el conjunt de cons amb vertex ¢ sobre F'. Aixi, si lim F' és I’ad-
junt per la dreta de A, tenim que l'isomorfisme

C/(Ac, F) 2 C(c, lim F)

existeix si, i només si, per a cada con sobre F' podem assignar un inic morfisme
c — lim F, és a dir, que coincideix amb la propietat universal dels limits. La
demostracio per als colimits és analoga. U

Donades les definicions i resultats basics sobre adjuncions i la seva relacié
amb els limits i colimits, veiem tot seguit resultats més especifics que ens seran
utils en els proxims capitols.

Lema 2.21. Sigui F 4 G una adjuncio entre functors. Hi ha una transfor-
macio natural n: 1¢ = GF', que anomenem unitat de [’adjuncio.

Demostracio. Per demostrar-ne la naturalitat, hem de veure que el diagrama
seglient commuta per a tot f: ¢ — ¢

c —" 4 GFc

| e

d s GFC.

Per adjuncio, la commutativitat del diagrama anterior és equivalent a la d’a-
quest altre:

Fc—>Fc

Fir| I

Fd —> P
i aquesta és trivial. O

Lema 2.22. Sigui F 4 G una adjuncio entre functors. Hi ha una transfor-
macio natural €: FG = 1p, que anomenem counitat de l’adjuncio.

Demostracio. Per a la demostracio cal veure la commutativitat del diagrama
seglient, que es fa de manera analoga a 'anterior:

FGd —2— d

o

€

FGd —< .

17



Teorema 2.23. Sigui F' 4 G una adjuncio dels functors F': C - D i1G: D —
C. Si la unitat i la counitat de 'adjuncio son isomorfismes naturals, llavors
F i G indueizen una equivaléncia de categories.

Demostracio. La demostracié és conseqiiencia directa de la definicié donada
d’equivalencia de categories. U

Teorema 2.24. Donada una parella de functors F': C — D: G, existeix un
isomorfisme natural C(c, Gd) = D(Fe,d) si i només si existeizen les trans-
formacions naturals n: 1¢ = GF 1 e€: FG = 1p que satisfan les identitats
triangulars:

— FGF — GFG

\l \l&

Demostracio. Es poden trobar els detalls de la demostraci6 a [11] (Proposicié
4.2.6, pagina 124). O
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3 Homotopia

3.1 Categoria homotopica dels espais topologics

La categoria homotopica del espais topologics HoTop té per objectes els es-
pais topologics i per morfismes les classes d’homotopia de les aplicacions
continues entre ells. Els isomorfismes d’aquesta categoria son les equivalencies
homotopiques entre espais.

Proposicié 3.1. S: HAi és un producte a Top, aquest esta ben definit a

HoTop. Es a dir, per a qualsevol eleccié de A, ~ A;, tenim que HA; ~
14

Demostracio. Siguin f;: A; — AL i g;: A, — A; equivalencies homotopiques.

Llavors podem definir F': H A — H Al G: H Al — H A; de la manera

7

segiient:
F( y Qg ):("'afz(az)a )
G(...,a;,...) = (..., gi(a}), ...)
i també definiran una relacié d’equivaléncia homotopica. U

Malgrat que els productes es conservin, en general els limits i colimits
de diagrames de Top no es conserven a HoTop. Sén un contraexemple els
diagrames segiients, que sén isomorfs a HoTop:

! !
D2« st 9,2 VI A S RN

on les aplicacions f,g sén homeomorfismes de S' a la vora de D?. Tot i
ser diagrames equivalents, els seus colimits (pushouts) no sén isomorfs. Els
pushouts a Top soén la unié dels dos espais codomini identificant els punts que
tenen la mateixa antiimatge. Podem aplicar-ho als exemples anteriors:

st —2 5 D2 gt 9,
AR A
D2 — 5 §2 * — Xk,

Com que S? no és homotopicament equivalent a un punt, els dos pushouts no
son isomorfs a HoTop.
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3.2 Conjunts simplicials

Un objecte simplicial X sobre una categoria C consisteix en

e un objecte X,, € C per a cada enter n > 0;

e per a cada parell d’enters 7, n tals que 0 < i < n, els morfismes segiients
cara i degeneracio, respectivament:

dii Xn — Xn—17 S; . Xn — Xn—‘rl-

Aquests morfismes han de complir les propietats simplicials:

1< 7, did; = d;j_1d;

1< 7, dis; = sj_1d;
1=j701=J+1, d;s; =1d

1> 7 +1, d;sj = sjdi—y

1> 79, 5iSj = S;S;—1.

Una aplicacio simplicial f: X — Y entre dos objectes simplicials consisteix
en una aplicacio f,: X, — Y, per a cada n > 0 que commuta amb els
morfismes d i s, és a dir,

difn = fr1di 1 8ifn = fri15i.

Un objecte simplicial sobre la categoria Set direm que és un conjunt sim-
plicial. A I'exemple segiient veiem quina és la relacié que guarden els conjunts
simplicials amb els complexos simplicials.

Exemple 3.2. Tot complex simplicial ordenat (escollim un ordre total en el
conjunt de vertexs) és un conjunt simplicial. Comencem definint X,, com el
conjunt de n-simplexs i d;: X,, — X,,_1 tal que

di([vkl, --~7Ukn]) = ([Ukm ...,1/}];, ...,"Ukn]),

és a dir, el (n — 1)-simplex que resulta d’eliminar el vertex vg,. Per altra
banda, s; : X,, — X141 és tal que

Si([Vkys ooy Uk ]) = ([Ukpy s Vkys Uy +ovs Uk ))-
Comprovem que es compleixen les propietats simplicials:
1. Sii<j,
di(d;([Vkgs s Vin])) = di([Vkgs vy Vky s vy Uk )
= [Vkgs s Ukysy ooy Uty -0 Uty )

= dj—l([vk’oy ceey 1/)];, --~7Ukn])
= dj—l(di([vkm D) Ukn]))
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2. També,

di(5;([Vkgs s Uk ])) = di([Vkg - Vkys Uiy -oes Uk ])
= [Uko,'--agk\ia ...,vkj,vkj,...,vkn]
= 551 ([Ukgs -y Uk vy Uk, |)

= Sj_l(di[vko, 7Ukn]>)
3.S8i=joi=j+1,

di(Sj([’UkO, ceey Ukn])) = di([/ukov ceey Ukj,’Ukj, ceey Ukn])

= [Uko,...,vkn .
4. Sit>j5+1,

di(sj([vkm ...,’UknD) = di([vko, ...,’Uk].,'l}kj, ...,’Ukn])
= [’Uko, ...,’Ukj,?]kj, ...,@, ...,Ukn]
= 8 ([Ukgs +es Uy oy Uk )

= Sj(diflqvkoa e Ukn]))-
5. Per ultim, si ¢ > j,

Si(sj([vk(); ,UknD) = Si<[1}k0, ey Ukj, Ukj7 ey Ukn])
= [Ukm ceny Ukj; Ukj7 "‘7/Uki—1’ Uk’i—u ...,’Ukn]
= 5 ([Uks s Uky_1s Vki_1» -3 Uk )

= S]'(Siflqvkov sy Ukn]))

Tanmateix, no tot conjunt simplicial és un complex simplicial. En un complex
simplicial no hi pot haver més d'una aresta entre dos vertexs, mentre aquesta
condicié no és necessaria en els conjunts simplicials.

Exemple 3.3. Cada categoria C té associat un conjunt simplicial, que s’ano-
mena el nervi de la categoria N'(C). Es construeix com

N(C),, = {Functors [n] — C}.

Utilitzem [n] per referir-nos a la categoria que té per objectes els elements del
conjunt {0,...,n} i els morfismes de la forma ¢ — i + 1 (amb les composici-
ons i identitats corresponents). Veiem que N(C), és el conjunt de totes les
successions de n morfismes componibles de C. El diagrama segiient n’és un
exemple:

fl N f2 N fn—l\ fn N
CO 7 Cl 7 e 7 Cn_l 7 C’I’L'
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Per completar la definicié de conjunt simplicial, cal descriure els morfismes
cara i degeneraci6. El morfisme cara d; enviara cada successié de N(C), a la
successié de N(C),_1

f1 fi—1 fit10f; fita fn
Co > . > Ci—1 > Cit1 > ... > Cp-

El morfisme degeneracié enviara cada successié de N(C),, a la successié de

N<C)n+1

f1 fi 1 fit1 f
o b —— ¢ —— ¢ —— .. — " e

Es comprova d’una manera molt semblant a I’exemple anterior que les cares i
les degeneracions compleixen les propietats simplicials.

S’anomena sSet la categoria que té per objectes els conjunts simplicials i
per morfismes les aplicacions simplicials.

3.3 Equivaléncia entre les categories homotopiques dels
espais topologics i dels conjunts simplicials

Per comencar aquesta seccid, estudiarem primer la relacié entre les dues ca-
tegories Top i sSet. Veurem que estan relacionades per un parell de functors
adjunts, el functor singular (Sing) i el de realitzacid (| |). Les definicions
d’aquests functors les obtenim de [1] (pagines 232 i 233).

El functor Sing: Top — sSet envia cada X € Top al conjunt simplicial
format per les aplicacions c: A" — X per a tot n > 0. Per definir els mor-
fismes cara d; i degeneracid s; cal definir primer les aplicacions segiients entre
simplexs estandard?:

d': A"t 5 AP

[to, ...,tnfl] — [to, ...,ti,O,tiH, -'-7tn71]

§i: AL 5 AP
[to, 7tn] — [to, . +ti+17 ...,tnfl].

Els morfismes cara i degeneracié a SingX son les composicions amb les apli-
cacions d' i s'. El morfisme d; envia c: A" =+ X acod': A" ' — X i s, envia
c: A" = X acos': A" — X. Per demostrar que els morfismes definits

2El simplex estandard A" és, per a cada n > 1, el subespai de R™t! que consisteix en
els punts (tg, ..., t,) tals que > ¢, =110 <¢; <1 per a cada i.
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aixi compleixen les propietats simplicials, n’hi ha prou amb veure que d' i s’
compleixen les propietats simplicials duals, que sén

1< 7, dd =dd

i < J, dd'=d's™!
i=joi=7j+1, sid' = Id

i> 541, Jd'=d's

i> 7, st ="

La comprovaci6 és immediata.

Per a cada aplicacié continua entre espais topologics f: X — Y, tindrem
que Singf enviara cada aplicacié ¢: A™ — X a foc: A" —» Y.

El functor realitzacié | |: sSet — Top envia cada X € sSet a | X|, que es
defineix com:

[ X[ = (UXn x A™)/ ~

amb la relacié d’equivalencia

(dik,u) ~ (k,d'u), per a k € X, 41, u € A"
(sik,u) ~ (k,s'u), perak € X,,_1, u € A"

assignant-hi la topologia discreta. Aixi, els punts de |X| sén de la forma
|k, un|, que denota la classe d’equivalencia del punt (ky, u,) € X,, x A™ amb
la relacié donada.

Teorema 3.4. El functor singular és adjunt per la dreta al functor realitzacio.

Demostracio. Per a la demostracié buscarem l'isomorfisme explicit de 1’ad-
juncié. Notem

¢: sSet(K,SingX) — Top(|K|, X) i ¢: Top(|K|, X) — sSet(K, SingX),
de manera que si tenim

f: K — SingX
g: |K|— X

definim els isomorfismes com

o(f): |K] = X
s tin| = f (Kn) ()

¥(g): K — SingX
k,—c
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on ¢: A" — X tal que c(u,) = glkn, u,| per a tot u, punt interior de A",
Per definicié, ¢ o) = 111 o ¢ = 1. Per tant, tenim una adjuncio. U

Donades dues aplicacions simplicials f,g: X — Y, una homotopia simpli-
cial de f a g és una aplicacié simplicial H: Al x X — Y tal que Hy = f i
H, = g, on Hy és la composicié de I'isomorfisme X = A® x X amb "aplicacié
A%x X — Al x X corresponent a la inclusié d”: A? — A, i analogament amb
H;. Aquesta definicié d’homotopia no és una relacié d’equivaléncia en general:
ho és només en els conjunts simplicials que s6n conjunts de Kan (que definim
al seglient capitol). En aquest cas, dues aplicacions simplicials f,g: X — Y
sén homotopes simplicialment si i només si les realitzacions | f|, |g|: | X| — |Y|
s6on homotopes com a aplicacions entre espais topologics.

Definim HosSet; com la categoria que té per objectes els conjunts de Kan
amb la relacié d’homotopia d’aplicacions. Es pot veure a [6], 1 ho utilitzarem
al seglient teorema, que per a tot conjunt simplicial Y existeix un conjunt de
Kan Y tal que Y| i |Y| sén espais homotopicament equivalents. La categoria
HoTop també I'hem de substituir per la subcategoria HoTop,, que té per
objectes els espais topologics homeomorfs a realitzacions de conjunts simpli-
cials. Aquesta categoria HoTop, és equivalent a la subcategoria de HoTop
que té per objectes els complexos cel-lulars. Un complex cel-lular és un espai
topologic que s’obté a partir d’'un conjunt de punts amb la topologia discreta
adjuntant cel-les en dimensions successives. Adjuntar una n-cel-la a un espai
topologic X vol dir prendre el push-out d’una aplicacié continua S"~! — X
amb la inclusié S™~ 1 < D"

Teorema 3.5. Els functors singular i realitzacio preserven les homotopies.
De fet, indueizen una equivaléncia entre les categories HoTop, ¢ HosSet ;.

Demostracio. En aquesta demostracié veurem que

e 'adjuncio entre Sing i el functor realitzacié és compatible amb la relacié
d’homotopia en les categories respectives;

e la unitat i counitat de I’adjuncié indueixen isomorfismes

Nk : K — Sing | K|, ex: |Sing X| — X.

Donat un conjunt simplicial W i un espai X, ja sabem que hi ha una bijeccié
Top(|W|, X) = sSet(W, Sing X).

Com que Sing X és de Kan, dues aplicacions simplicials f, g: W — Sing X sén
homotopes si hi ha una homotopia simplicial H: A' x W — Sing X tal que
Hy = fiH, = g. Per adjuncié, hi ha una aplicacié continua H: [A'xW| — X
adjunta de H. Com que |A' x W| 2 [0,1] x |W], obtenim que les aplicacions
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adjuntes f,§: |[W| — X s6n homotopes. Reciprocament, si tenim donades
dues aplicacions continues r,s: [IW| — X amb una homotopia F': [0, 1] X
W| — X tal que Fy = r i F} = s, que és el mateix que F': |JAl x W| — X,
per adjuncié tenim una aplicacié simplicial F': A! x W — Sing X que és una
homotopia entre 7, 5: W — Sing X.

Comprovem ara que 7x indueix un isomorfisme a HosSet; per a tot con-
junt de Kan K. Per a qualsevol conjunt simplicial W, tenim que

(W, K] = [IW], [ K] = [W, Sing [ K],

on la primera igualtat és certa perque K és de Kan i la segona igualtat prové
del fet que I'adjuncié entre sSet i Top és compatible amb la relacié d’homo-
topia.

A continuacio, comprovem que ex indueix un isomorfisme a HoTop, per a
tot espai topologic X de la forma X = |K| on K és un conjunt simplicial, que
podem suposar que és de Kan (prenent, si no ho és, una aproximacié fibrant

~

K). Aleshores, utilitzant el fet que nx és un isomorfisme a HosSet, tenim
|Sing X | = |Sing | K|| ~ | K| = X.

Aqui hem utilitzat el fet que el functor realitzacié envia conjunts de Kan
homotopicament equivalents a espais topologics homotopicament equivalents;
aixo es dedueix del fet que, si dues aplicacions simplicials f, g entre conjunts
de Kan sén homotopes, llavors |f| i |g| també sén homotopes. d

3.4 Limits i colimits homotopics

Definim ara els limits homotopics tal com ho fan Bousfield i Kan ([1], capitols
111 12).

Donada una categoria petita I, es defineix el seu espai subjacent com aquell
conjunt simplicial que té per simplexs les successions de n morfismes compo-
nibles com els del diagrama:

. fi . f2 fn—1 . f .
i < i1 < g .

Fixem-nos que és molt semblant a com definiem el nervi d'una categoria,
pero amb els morfismes invertits. De fet, els morfismes cara i degeneracié es
definiran de manera analoga. Es per aixo que I'espai subjacent d’una categoria

I és N(I)°P.

Donada una categoria petita I i un objecte ¢ de I, podem formar la cate-
goria (I 1 1) sobre i de la manera segiient:

e Els objectes sén els morfismes de I que tenen ¢ per codomini, de la forma
14 cC.
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e Els morfismes son els triangles commutatius amb els morfismes f : ¢ —
c € I segiients:

Els n-simplexs de l'espai subjacent de (I 1 i) sén de la forma

. f . f . fo fn-1 . f .
1< io < i < o T g .

Podem definir el functor
N(I 1 —)P: T —sSet

que envia cada element ¢ € I a ’espai subjacent de la categoria sobre 7, i cada
morfisme a la corresponent aplicacié entre conjunts simplicials.

Definim, també, I’espai de morfismes entre dos diagrames de conjunts sim-
plicials F' i G com el conjunt simplicial Hom(F,G) en que el conjunt de n-
simplexs sén els morfismes A™ x F' — G per a tot n > 0.

Definicié 3.6. (Limit homotopic) Sigui I una categoria petita i F' un dia-
grama indexat per I (un functor I —sSet). Definim el limit homotopic de F
de la manera segiient:

HoLim(F') = Hom(( T —), F).

Per definir el colimit homotopic, cal donar unes definicions previes. Donada
una categoria petita I i un objecte i € I, la categoria (i | I) sota i és aquella
tal que

e ecls seus objectes son morfismes de I que tenen ¢ per domini, de la forma
1 — C;

e els seus morfismes son els triangles commutatius derivats dels morfismes
f:c— d €I seglients:

26



Els n-simplexs de l'espai subjacent de (i | I) sén de la forma

. fi . f2 fno1 . f . f .
1o < 1 < o g Ty, 4 7.

Tenim el functor

N(= 1 I)°P: T —ssSet
que envia cada element de I a ’espai subjacent de la categoria sota I, i cada
morfisme a la corresponent aplicacié entre conjunts simplicials.

Definicié 3.7. (Colimit homotopic) Sigui / una categoria petita i F' un
diagrama indexat per I (un functor I — sSet). El colimit homotopic de F es
defineix com

HoColim(F) = F ® (— | I)°P

que és equivalent a

HoColim(F') = coigualador H Xix NGLDHP = HXZ- x N(i | I)*®

fii—g i
on els dos morfismes, diguem a i b, envien cada component del coproducte
segons les aplicacions segiients per a cada f: 7 — j:

ap=FfxId: F; x N(j } ) — F; x N(j L I)°?
b =Idx N(f L 1)®P: F;, x N(j L I)°P — F; x N(i | I)°P.
Aquesta definicié és molt semblant per a espais topologics: només cal uti-

litzar el functor realitzacié per als conjunts simplicials subjacents. Aixi, si F’
és un diagrama d’espais topologics, tenim la férmula seglient per al colimit:

HoColim(F') = coigualador HXi X NG )P = HXi X [N (i ) I)P|],
i—j i
on els dos morfismes estan definits analogament.

Aquesta construccié de colimit homotopic d'un diagrama F consisteix en
([1], pagina 327),

(i) per a cada conjunt simplicial del diagrama, agafar-ne una copia;

(i) per a cada morfisme f: x — 2’ del diagrama, agafar un copia de A' x z,

identificant una banda del cilindre amb x i I'altra amb 2/, el que anomenem
el cilindre del morfisme f;

(iii) per a cada parell de morfismes componibles del diagrama, f: x — 2’ i
g: ' — 2", agafar una copia de A? x , identificant els tres costats del stmplex
amb f, g i gf respectivament, construint-ne el cilindre de cada morfisme, etc.
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Exemple 3.8. Utilitzarem el mateix exemple que hem descrit a l'inici del
capitol, on hem vist que

vl sty o~ s e
pero
SIL* SIL)]D)l
A A R
¥ —— X D! —— S2.

El diagrama de ’esquerra representa la construccio on totes les aplicacions sén
constants a un punt. Podem redibuixar el diagrama de la manera segiient:

Ara podem utilitzar la férmula del colimit homotopic que hem explicat an-
teriorment per construir-ne el pushout homotopic. Fixem-nos que la categoria
I és la que té els objectes i morfismes segiients (a part de les identitats):

e<— 0 — o

Aixi, les categories (i | I)°P sén les segiients.
Per a ¢ = 0, hi ha tres morfismes amb domini 0, que sén f, gi1y. D’aquests

tres, tenim dues parelles componibles, 0 DL 1i02% 0% 2. Amb aquesta
informacié, tenim que (0 | I)°P té l'estructura

o — 0 <— O

Per altra banda, (1] I)°?i (2 | I)°P son els conjunts simplicials amb només
un vertex i cap altre simplex no degenerat.

Aplicant-ho al primer diagrama (que anomenem F'),

K =[x x ING L 7] =
i—]

=(8' x {o}) [I(S' x {e}) =
=SS
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Per altra banda,

G = HX x |N(i | I)°P| =
=(stx [0} f!)ZH({°} x {o}) [1({e} x {e}) =
= (S"x [0 4 I]) [1{e} [1{e},

on lespai S* x |0 | I] és un cilindre. Aix{, estem buscant el coigualador de

on les aplicacions a i b estan definides, per a cada f del coproducte, tal com
les hem donat a la definicié 3.8:

ap = Ff x Id: F, x [N(j L )| — F; x IN(j 4 1)
by = Id x N(f L)« Fy x IN(j L | — Fy x NG L T)]

Sabem que aquest coigualador és 'espai G quocient per la relaciéo d’equi-
valencia a(k) ~ b(k) per a tot k de K. Visualment, les aplicacions a i b sén
com les del dibuix.

Aixi, si identifiquem les imatges de a i b estem identificant cada una de les
vores del cilindre en un punt, i I’espai obtingut és homotopicament equivalent

a S2.
Veurem ara que la construccié per passos ens porta al mateix espai que
utlitzant la definicié formal.

(i) Comengem agafant una copia de cada espai del diagrama

-~ S

_______
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(i) i per a cada morfisme S' — {e} del diagrama prenem el cilindre A xS,
on una de les vores la identifiquem amb un punt. Aixi, ens quedarien dos espais
com els segiients:

~~~~~

.......

Aquests sén cons buits per dins. Fixem-nos que la corba discontinua represen-
ta la imatge de S!. Per acabar, només caldria unir els dos espais identificant les
imatges de S'. Podem representar els passos que hem seguit amb el diagrama
segiient:

i el colimit homotopic és un espai homeomorf a S%.

Seguint amb aquest exemple, fem ara el mateix procés pero amb el diagra-
ma

D2 st 9,2

El seu colimit el podem redibuixar, igual que hem fet abans, de la manera
segiient:

i per fer el colimit homotopic construim primer els cilindres
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que en aquest cas soén cilindres buits per dins amb una de les bases. Finalment,
cal unir-los identificant la imatge de S! de cada con que hem representat amb
la corba discontinua. Aixi queda el diagrama:

i aanlS
g N,

/ \
1 1
i \
1 i
\ 1

N /'

~~~- -—’,

Finalitzant ja I’exemple, hem vist com la construccié dels colimits homotopics
descrita per Bousfield i Kan ens permet resoldre el problema que teniem inici-
alment: que els limits i colimits ordinaris no es conserven a les respectives cate-
gories homotopiques. Es clar que els dos espais obtinguts son homotopicament
equivalents, és a dir, isomorfs a HoTop.

Observacié 3.9. Fixem-nos que el colimit ordinari d’aquest segon diagrama

D2 st e

coincideix a HoTop amb el seu colimit homotopic, mentre que en el primer

diagrama
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>|<<JCS1 g

> X

el colimit a Top és un punt i 'homotopic és S?. Aqui podriem preguntar-
nos quina és la diferencia entre els dos diagrames, o quines sén les condicions
necessaries perque els dos colimits o limits coincideixin. Malgrat que respon-
dre aquesta pregunta ens allunyaria dels objectius del treball, Bousfield-Kan
([1]) en parlen de forma extensa. Es interessant apuntar que en un diagrama
les aplicacions sén injectives i en 'altre no. En les construccions dels colimits
homotopics, aquestes aplicacions que no sén injectives es converteixen en apli-
cacions injectives. Es veu més obviament encara si comparem la definicié de
colimit homotopic amb coigualadors i la definicié de colimit a Top donada
en el teorema 2.11 d’aquest mateix treball. Veiem que sén molt semblants
afegint un producte per un conjunt simplicial nervi (o la seva realitzaci6 en el
cas d’espais topologics). Hem vist en I’exemple que aquest canvi fa que els dos
morfismes del diagrama siguin inclusions sempre, que és el necessari perque
el colimit sigui homotopicament invariant. El cas dels limits no és substanci-
alment diferent: també hi ha una condicié sobre els morfismes perque el limit
homotopic d'un diagrama coincideixi amb el de Top, tot i que per explicar-la
caldria endinsar-nos a les categories de models ([1], pagines 295-300).

Exemple 3.10. Per acabar aquest apartat, expliquem un exemple més de
colimit homotopic a la categoria dels espais topologics. Aquest consisteix en
un sistema directe de circumferéncies S* com el segiient:

Sl f2 N Sl f3 N Sl f4 N Sl f5

on cada fj la definim com
fr : (cos(0),sin(f)) — (cos(k@),sin(k0)).

Hem escollit comencar per 2 els indexs per comoditat a I’hora de definir el
sistema. El que tenim és un sistema en que cada circumferencia ’enviem
a la segiient donant un ntmero ¢ de voltes. El colimit a Top o limit directe
d’aquest sistema directe és, seguint les férmules del capitol 2, S!, on comencem
identificant els punts antipodals (per f5), tot seguit identifiquem els punts
que tenen la mateixa imatge per f3, etc. L’espai resultant després de totes
les identificacions és un espai que ni tan sols és de Hausdorff, i que porta
dificultats a 1’hora d’estudiar les seves propietats com, per exemple, el grup
fonamental.

L’interessant en aquest punt sera calcular-ne el colimit homotopic. Tal
com deiem abans, volem agafar un diagrama homotopicament equivalent en
els seus espais i aplicacions pero que aquestes siguin injectives en la forma
que la formula de Bousfield i Kan ens indica. No entrarem en els detalls
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tecnics com si que ho hem fet a I'exemple anterior, pero veureu que seguim
exactament els mateixos passos.

Per comencar, cada circumferencia la transformem en un cilindre sense

tapes com el de la imatge:

Aixi, la vora de la dreta del cilindre s’identifica amb la vora esquerra del
cilindre segiient, pero seguint l'aplicacié fr. L’espai resultant té la forma
segiient:

2 /3 Ja

on cada circumferencia que uneix dos cilindres ho fa amb el nombre de voltes
corresponent.

En aquest punt, anem a calcular el grup fonamental del colimit homotopic,
que anomenem X. Per fer-ho, anomenem X; ’espai resultant d’unir els 7
primers cilindres. Aquest grup fonamental és [S!, X]. Per compacitat de S*,
cada aplicacié S' — X factoritza com S — X; < X per a algun ¢. Utilitzant
aquest argument veiem que

[S*, X] = colim; [S', X;].

Per aquest motiu, tenim que el grup fonamental de ’espai colimit és el
limit directe del sistema directe de grups fonamentals. En aquest cas, tots els
espais del sistema son copies homotopicament equivalents de S, aixi que el
sistema directe de grups fonamentals és com el que hem ensenyat a I’exemple
2.15, que tenia per colimit Q.

Aquest resultat és valid per a les esferes de qualsevol dimensio, és a dir, el
colimit homotopic del sistema directe

Sn f2 R Sn f3 N Sn fa R Sn f5

\
7 7 7 7 ee.

amb les aplicacions f; de grau i, és un espai X amb 7, (X) = Q per a tot n > 1.
De fet, com que S* és compacta per a tot k > 1, obtenim 7 (X) = m,(S") @ Q
sempre que k > n. Per aquest motiu, el colimit del sistema directe que hem
descrit s’anomena racionalitzacio de I'esfera.
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4 Categories d’ordre infinit

4.1 Motivacido

Tal com s’ha dit en el capitol 2, podem veure que les categories i els functors
formen una categoria. Hem vist també que, si considerem els functors entre
dues categories C i D i les transformacions naturals entre ells, també formen
una categoria. Aixi, les categories, els functors i les transformacions naturals
formen el que s’anomena una 2-categoria, que té per objectes les categories
i per morfismes els functors entre elles. Anomenem 2-morfismes als mor-
fismes entre morfismes, en aquest cas les transformacions naturals. Seguint
aquesta generalitzacid, podriem treballar amb els 3-morfismes, 4-morfismes
o i-morfismes en n-categories. Per elaborar aquesta teoria, cal definir quines
propietats o restriccions han de satisfer els --morfismes perque siguin coherents
amb tots els resultats de teoria de categories, i amb l’existencia de construc-
cions com els limits o colimits. Amb aixo, podem fer el pas a 'infinit sobre
aquestes estructures per construir el concepte de oco-categoria. Seguint amb
la mateixa idea, considerem la construccié segiient sobre un espai topologic
X. Prenem

e com a (O-morfismes els punts de X,
e com a l-morfismes els camins entre punts de X,
e com a 2-morfismes les homotopies entre camins,

e com a 3-morfismes les homotopies entre homotopies de camins, etc.

Aquest és un exemple important i molt estudiat, anomenat co-grupoide fona-
mental d'un espai topologic.

Aquesta idea de les categories d’ordre infinit es pot construir de moltes
maneres diferents, totes elles equivalents. Nosaltres utilitzarem la descrita
per Lurie a [8], a partir dels complexos de Kan febles, també anomenats
quasi-categories.

4.2 Quasi-categories

La vora parcial k-esima d’un simplex A™ de dimensié n és el conjunt simplicial
obtingut a partir de la unié de totes les seves (n — 1)-cares menys la k-ésima.

Exemple 4.1. Dibuixem les tres vores parcials de A%. La vora parcial d’ordre
Vg

Vo > U1
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V2

La vora parcial d’ordre 1:

Vo > U1

V2

La vora parcial d’ordre 2:
Vo U1

Per al simplex A™ d’ordre n, denotarem la seva vora parcial i-esima com
A}, Les vores parcials internes seran aquelles amb 0 < ¢ < n i les externes
aquelles amb ¢ = 0, n.

Un complex de Kan és un conjunt simplicial K tal que tota aplicacié sim-
plicial f: A — K es pot estendre a una f: A" — K. Una quasi-categoria (o
complex de Kan feble) és un conjunt simplicial que satisfa la condicié de Kan
per a les vores parcials internes.

A — K
b

s
s
s

s
s
s
s
s
s

-
s
s
s

ATL

Donats dos vertexs x i y d'una quasi-categoria C, denotem per Home (1, )
el conjunt simplicial de morfismes entre x i y que es defineix de la manera
seglient. Per a cada n definim

Home(z,y)y = {0 € Cpp | diTi0 = s§ sz, &Y...d o = y}.

Aquests son, per a cada n, els n-simplexs amb tots els vertexs iguals a x (i tots
els simplexs entre ells degenerats) menys un vertex igual a y. Els morfismes
cara i degeneraci6 es poden derivar dels de C.

Si tenim tres vertexs cp, ¢; 1 ¢o en una quasi-categoria i dos morfismes
fi:co = c1, fa: c1 = co, per la propietat de Kan feble tenim que existeix un
morfisme composicié foo f1: ¢g — co. Aquesta composicid, a diferencia de les
categories ordinaries, no és tnica en general, siné que esta definida llevat d'un
espai contractil de morfismes. Dient-ho d’una altra manera, la composicio és
unica llevat d’homotopia.

Fixem-nos que si prenem la condicié de Kan (no només la condicié feble),
llavors les vores parcials segiients poden estendre’s
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Co > Cq1 Co > C1

d’on deduim que cada morfisme f: co — ¢; a C és invertible.

Exemple 4.2. SiC és una categoria, el seu nervi N'(C) és una quasi-categoria.
La condicié de Kan feble per a 2-simplexs significa, en concret, que en una
categoria sempre existeix la composicié. En aquest cas, la composicié si que
és Unica.

Exemple 4.3. A tot espai topologic X se li pot assignar una quasi-categoria.
Aquesta assignacio la fem prenent la imatge pel functor Sing(X). Sabem pel
capitol anterior que aquesta imatge sempre és un conjunt de Kan, és a dir, que
la condicié d’extensio no és només per a les vores parcials internes siné també
per a les externes. Aixo ens indica, tal com hem vist, que tots els 1-simplexs
son invertibles.

Un functor entre quasi-categories és una aplicacio simplicial. Donades dues
quasi-categories C'i D, definim

Fun(C, D) := sSet(C, D)

com el conjunt simplicial de functors entre C'i D.

Definicié 4.4. (La categoria homotopica d’una quasi-categoria.) Com que
una quasi-categoria és un conjunt simplicial, podem truncar-la agafant només
els O0-simplexs i els 1-simplexs. Aixi, si C' és una quasi-categoria, definim hC
com la seva categoria homotopica, que té per objectes els O-simplexs i per
morfismes els 1-simplexs, junt amb la congruencia segiient: per a qualsevol
2-simplex de C,

C1

Co 3 > Co
identifiquem A amb go f. Es a dir, si tenim tres morfismes f, g, h, es compleix
la relacio h ~ g o f si, i només si, existeix un 2-simplex la vora del qual sén
f, g1 h. Aixi, tot i que la composicié no és tunica a C, si que ho és a hC'.

Un morfisme entre dues quasi-categories és un isomorfisme si la seva imatge
a la categoria homotopica és un isomorfisme. Seguint amb la definicié que hem
donat, tenim que f és un isomorfisme si, i només si, existeix un g tal que els
2-simplexs seglients existeixen:
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la 1p

Ara podem definir una transformacio natural entre dos functors F i G,
amb F,G: C'— D, com un 1-simplex a Fun(C, D).

Fins ara, hem vist com les definicions inicials s’assemblen en el cas de les
categories ordinaries i les quasi-categories. En essencia, les definicions sén
practicament iguals, canviant el concepte de categoria per conjunt simplicial,
el d’objecte per vertex, el de morfisme per 1-simplex, el d’isomorfisme per
equivalencia homotopica, etc. Aquesta difereéncia representara una complica-
ci6 en els calculs, com més endavant veurem, pero ens permet entendre per
que les quasi-categories sén models per a les categories d’ordre infinit.

Les propietats universals a les categories d’ordre infinit ens serviran per
caracteritzar objectes llevat d’homotopia.

4.3 Limits 1 colimits

En aquest apartat definirem els limits i colimits a partir de les quasi-categories.
Aquesta definici6 és com la que dona Joyal a [5].

El join de dos conjunts simplicials K i M és el conjunt simplicial K « M
definit com

(K* M), =K,[[M, H(Hi«kj:nfl K; x Mj)
peran > 1,1 (K xM)y= K] My. Si C'i D sén quasi-categories, també ho

és Cx D.

Els diagrames a les quasi-categories es defineixen com aplicacions simplici-
als d’un conjunt simplicial J a una quasi-categoria C. Aix{, anomenem C" a
la categoria de diagrames de C' indexats per J. També podem definir aqui el
functor constant A : ¢ — C7.

Sigui C' una quasi-categoria, J un conjunt simplicial i F': J — C una
aplicaci6 simplicial. Definim la quasi-categoria C/r d’objectes sobre F' a partir
de la propietat segiient. Per a qualsevol quasi-categoria M, tenim que

sSet(M,C)p) = sSetp(M x J,C)

on l'expressié de la dreta denota els conjunts de morfismes g: M xJ — C tals
que g7 = F.

Definim la quasi-categoria C'r, d’objectes sota F' amb la propietat segiient:
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sSet(Cp/, M) = sSetp(C,J * M).

Hi ha un parell adjunt de functors sSet = (J | sSet) per a tot J, tal que
I’adjunt per I'esquerra envia una quasi-categoria C' a la inclusié J — C % J i
I'adjunt per la dreta envia cada F': J — C a la quasi-categoria C)p.

També tenim un parell adjunt de functors on 'adjunt per ’esquerra envia
cada C' a la inclusi6 J — J x C i I’adjunt per la dreta envia cada f: J — C
a CF/

Definim els simplexs de Cr; com
(Crp/)n = sSet(A™, Cr)) = sSetp(A" x J,C),

on el darrer isomorfisme es per l'adjuncié. Es defineixen analogament els
simplexs de C)p.

Un objecte p d’una quasi-categoria és terminal si per a tot altre objecte x
tenim que Hom(z,p) ~ *. Un objecte p és inicial si per a tot altre objecte y
tenim que Hom(p, y) ~ *.

Definicié 4.5. El colimit d'un diagrama F': J — C' és un objecte inicial de la
quasi-categoria C/p. El limit d'un diagrama F': J — C és un objecte terminal
de la quasi-categoria CF,.

4.4 Adjuncions

Tot i que surti dels objectius del treball, cal dir que les quasi-categories sén
un model de categories d’ordre infinit, pero n’hi ha d’altres. Riehl i Verity
expliquen a [12] i [13] que es pot treballar amb les categories d’ordre infinit
sense utilitzar cap model concret, ja que tots els models coneguts soén equiva-
lents entre ells. Pel que fem d’ara en endavant, parlarem de oo-categories en
comptes de quasi-categories. Comencarem parlant de les adjuncions, i defini-
rem a partir d’aquestes els objectes terminal i final, limits i colimits, que es
poden fer sense escollir cap model.

Les adjuncions consisteixen en
e dues oo-categories C'i D,
e dos functors entre elles F': C =2 D: G,

e dues transformacions naturals n: 1p = FG ie: GF = 1¢ tals que els
diagrames segiients siguin commutatius en el sentit de les co-categories,
és a dir, que siguin les vores d'un 2-simplex a Fun(C, D) i Fun(D, C):
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— FGF — GFG

\l \l&

Aquestes diagrames commutatius anomenats identitats triangulars son exac-
tament els mateixos que hem utilitzat per al teorema 2.24.

Proposici6 4.6. Si G 4 F i G' 4 F, llavors G ~ G'.

Demostracio. Tenimquen: 1p = FG,e: GF = 1¢,1n': 1p = FG'ie¢: G'F =
1¢, que es poden representar amb els triangles segiients:

D D ) D
x‘il n / /il GX
C C © y C
D D ) D
C C s y C
A T'unir-los per les vores, tenim els paral-lelograms segiients:

D 1o s D D Lo s D
; F G F / (e
X“ d / \ Xﬂ l / \
C le y C C le y O

que defineixen, per composicid, transformacions naturals no Foe': G' = G i
noFoe: G= G Ara, unint els dos diagrames horitzontalment per la dreta
i per 'esquerra respectivament, tenim:

D Lo s D o s D
&w/ ekw/ \
C lo y C lo s O
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D
€]
€

D 1o s D 1o >
X‘U 77/ EX‘U 77’/
C lo , C

%}
> C

que representen les composicions G' = G = G' 1 G = G' = G respectiva-
ment. Fent les dues composicions podem aplicar les identitats triangulars de
I’adjuncio per veure que ambdues sén la identitat. U

La quasi-categoria 1 és aquella que té un unic vertex i tots els n-simplexs
amb n > 1 son degenerats.

Un element inicial en una oo-categoria C' és un adjunt per la dreta del
functor ! : C' — 1, mentre que un element terminal és un adjunt per I'esquerra:

/\ T
clL i1 e

t !

Lema 4.7. (Unicitat). Qualsevol parell d’elements inicials (o terminals) en
una oo-categoria C' sén isomorfs a hC'.

Demostracio. Aquesta demostracié és una conseqiiencia directa de la pro-
posicié 4.6, ja que hem definit els elements inicials (i terminals) mitjancant
adjuncions. O

Teorema 4.8. Un diagrama de C”/ admet un colimit si el functor A admet
un adjunt per 'esquerra. Dualment, un diagrama admet un limit si el functor
A admet un adjunt per la dreta:

A colim
T T
J
¢ "\J_/ ¢ &J_/ ¢
lim A

Demostracio. Per a demostrar-ho, cal veure que els limits i colimits que hem
construit a 'apartat 4.3 compleixen aquesta adjuncié. Aquesta demostracio
la podem trobar a [7] (proposicié 17.19). O
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5 Conclusions

Aquest treball tenia per objectiu introduir els conceptes de limits i colimits a
les categories d’ordre infinit. Aix0 ens ha portat en primer lloc a estudiar les
categories i els seus limits i colimits. Donada 1’abstraccié que suposen aquests
conceptes, hem intentat utilitzar exemples que fossin il-lustratius. Aquests
tenien com a objectius

e visualitzar els conceptes categorics en contextos coneguts;
e mostrar la importancia i utilitat d’aquestes construccions;

e veure, en els capitols segiients, com evolucionen aquests per a categories
homotopiques o categories d’ordre infinit.

Al capitol 3, amb un contraexemple, hem vist com els colimits i limits no es-
tan ben definits a HoTop. La solucié a aquest problema requereix parlar de
conjunts simplicials i la seva relacié amb els espais topologics, aixi com defini-
cions diverses. De nou, amb els dos exemples que hem donat teniem la intencié
d’entendre que significaven els detalls tecnics. En el cas dels colimits hem vist
com la formula transforma cada espai en un espai homotopicament equivalent,
fent que totes les aplicacions siguin injectives. Tant per comprendre els limits
homotopics com per resoldre questions com ’existencia d’aquests o la relacié
que guarden els limits i colimits amb les seves versions homotopiques, hauriem
d’haver estudiat les categories de models de Quillen i les seves caracteristiques.
Aquesta qiiestié I’hem saltat, pero és una eina crucial per entendre amb més
profunditat la teoria d’homotopia.

Amb tota la feina previa hem tingut els elements per introduir les oo-
categories i els seus limits i colimits, notant la semblanca de les definicions
amb les categories ordinaries amb 1'objectiu d’explicar per que, sense ser una
generalitzacio, té sentit anomenar-les aixi. Diem que no és una generalitzacio
perque una categoria no és una oo-categoria, pero a cada categoria si que
li podem assignar una oo-categoria. Aquesta assignacié hem vist que ens la
donava el nervi, que sempre envia una categoria a una quasi-categoria.

Nosaltres ho hem deixat aqui, entenent que la majoria dels objectius del
treball han estat assolits. Per continuar més enlla d’aquest treball, seria in-
teressant estudiar exemples com el del final del capitol 3. Podem estudiar que
passa si en comptes de considerar el colimit homotopic a HoTop el calcu-
lem com el d'un diagrama de oco-categories, on substituim cada esfera per la
categoria d’ordre infinit que és el conjunt de Kan associat a ’esfera donada,
descrit al capitol 4. Generalitzant aquestes qiiestions, entendriem millor la
importancia de les categories d’ordre infinit i quines aplicacions poden tenir
a ’algebra abstracta i a la teoria d’homotopia.
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