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The mathematician’s patterns, like the painter’s or the poet’s, must be beautiful; the
ideas, like the colours of the words, must fit together in a harmonious way. Beauty is the
first test: there is no permanent place in the world for ugly mathematics.

G. H. Hardy [2, p. 55]



Abstract

In this project, we study a classification of plane crystallographic groups from a topological
point of view, using orbifolds, an extension of manifolds. First, we recall basic results
about crystallographic groups and we state Bieberbach’s theorems. Then, we give the
definition of orbifolds and review the main aspects of orbifold theory, such as properties
that are analogous to the manifold ones and the classification of orbifolds of low dimension.
Finally, we classify parabolic orbifolds and explain their relationship with crystallographic
groups.

Resum

En aquest treball estudiem una classificacié dels grups cristal-lografics del pla des d’una
vessant topologica: a partir de la teoria de les orbificies, una extensié de les varietats
topologiques. Primer recordem resultats basics sobre els grups cristal-lografics i enunciem
els teoremes de Bieberbach. Després exposem els aspectes principals de la teoria de
les orbificies, com sén algunes propietats analogues a les de les varietats topologiques i
la classificacié de les orbificies de dimensié baixa. Finalment, classifiquem les orbificies
paraboliques i expliquem la relacié que tenen amb els grups cristal-lografics.
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Introduccio

El projecte

La bellesa dels patrons sempre m’ha cridat ’atencié. Sabia que volia fer un treball que
connectés les matematiques amb I'art. Un estiu que vaig anar a Groningen, vaig descobrir
les obres de I'artista M. C. Escher i vaig indagar sobre les matematiques d’aquestes. Aixi
vaig descobrir I'article de la matematica D. Schattschneider [45], que explica com Escher,
sense ser matematic i amb I’ajuda de G. Pdlya i F. Hagg, va voler reproduir una gran part
dels anomenats grups cristal-lografics del pla, tot inspirat per una visita a I’Alhambra de
Granada, monument on es diu que hi ha representats tots els grups cristal-lografics .

L’estudi d’estructures cristal-lografiques s’anomena cristal-lografia. E. Fedorov [21] i
G. Poélya [37] van demostrar per separat que existeixen només 17 grups cristal-lografics
diferents, és a dir, tipus de simetria que pot admetre un patré pla que es repeteix en
dues direccions linealment independents . Es comi demostrar aquest fet utilitzant
teoria de grups i geometria del pla, pero aprofitant ’estreta relacié entre la geometria
i la topologia, nosaltres demostrarem aquesta classificacié estudiant la geometria dels
quocients del pla per aquests grups, és a dir, a partir de les orbificies.

Les orbificies sén objectes que estenen la nocié de varietats topologiques: en una
orbificie, hi ha punts regulars, que tenen entorns euclidians, i punts singulars, que tenen
entorns que sén discs (o boles) amb una accié d’un grup finit discret. Van ser introduides
per I. Satake en els anys cinquanta amb el nom de V-manifolds [42] i vint anys més tard,
va ser W. P. Thurston qui va popularitzar el nom orbifold [49]: segons el matematic
M. Davis, tal i com explica a [19], en el 1976 Thurston va organitzar una votacié per
escollir el terme que substituiria les V-manifolds de Satake. Les paraules candidates
eren suggerides per diverses persones, entre les quals hi havia Thurston amb les paraules
“manifolded” i “foldimani”, Chuck Giffen amb “origam”, Dennis Sullivan amb “spatial
dollop” i Bill Browder amb “orbifold”. La votacié va consistir en un seguit de rondes,
on s’eliminaven els noms menys votats. Quan només van quedar quatre noms (origami,
orbifold, foldimani i un altre) i estaven a punt d’eliminar els noms d’orbifold i ’altre, Davis
va expressar el seu desacord en eliminar orbifold, ja que els altres dos noms restants li
semblaven ridiculs, aixi que van mantenir orbifold a la llista i va guanyar facilment en la
ronda segiient. El terme orbificie va ser proposat i difés en castella per J. M. Montesinos.

Segons [9], el primer estudi sistematic de les orbificies en el mén de la cristal-lografia
va ser dut a terme per W. D. Dunbar en la seva dissertacié de Princeton del 1981, sota
la direccié de Thurston, i en la qual va derivar i il-lustrar els conjunts singulars per als
65 grups espacials polars utilitzant orbificies orientables. Les parts de la seva dissertacio
relacionades amb D’espai hiperesferic subjacent S3 es van publicar el 1988. La segona
contribucié important és el desenvolupament sistematic d’orbificies (tant orientables com
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no orientables) a l'espai fibrat de Seifert en el manuscrit no publicat de Bonahon i Sie-
benmann. Part d’aquest manuscrit relacionat amb les orbificies euclidianes de dimensié 3
(que omet discussi6 directa de la cristal-lografia) va ser publicada en el 1985. El llibre de
Montesinos “Classical Tessellations and Three-Manifolds” cobreix i amplia certs aspectes
del treball de Bonahon i Siebenmann. J. H. Conway va publicar a “Groups, Combi-
natorics & Geometry” un sistema de nomenclatura per a les orbificies de dimensi6 2 i,
juntament amb Thurston, tenen un sistema de nomenclatura per a les orbificies euclidi-
anes no cubiques de dimensi6 3, basat en ’elevacié d’orbificies euclidianes de dimensié 2
per formar espais fibrats de Seifert.

Si un grup del pla euclidia conté dues translacions linealment independents, les accions
sobre ell creen una repeticié bidireccional d’un patrd, definint una tessel-lacio o mosaic
del pla. En aquest mosaic existeix un motiu minim, que el podem pensar com una rajola
(domini fonamental). En desplagar-se, es va repetint de tal manera que construeix tot
el disseny (recobridor universal), que conté simetries. Identificant els costats d’aquesta
rajola d’una manera determinada, és a dir, fent el quocient de 'accid, s’obté 'orbificie
corresponent. Existeix una relacié molt estreta entre grups cristal-lografics i orbificies.

Primer veurem una implicacié en dimensié arbitraria: tot grup cristal-lografic n-dimen-
sional té associat una orbificie. Un grup cristal-lografic n-dimensional és un grup discret
I’ d’isometries de R™ tal que R"/T" és compacte . Veurem un resultat que diu que si
I és un subgrup discret de Eucl(n), aleshores I' actua de manera propiament discontinua
sobre R" . Per tant, obtenim que els grups cristal-lografics actuen de manera
propiament discontinua sobre R™. A més a més, aixi com hi ha el conegut resultat de
que el quocient d’una varietat topologica per un grup que actua lliurement i de manera
propiament discontinua sobre la varietat, és una varietat; existeix ’analeg per a orbificies
on només cal treure la condicié d’accié lliure . En conseqiiencia s’obté que al fer un
quocient de R™ per un grup cristal-lografic s’obté una orbificie.

Després veurem l'altra implicacié per a dimensié 2, que és la que ens interessa: tota
orbificie parabolica, que sén aquelles que tenen caracteristica d’Euler zero , té asso-
ciada un grup cristal-lografic del pla. Per demostrar-ho, cal donar, per a cadascuna de les
orbificies paraboliques, una tessel-lacié de R? amb grup de simetria un grup cristal-lografic
i quocient una orbificie parabolica.

Per a fer aquesta segona implicacid, ens sera util classificar abans les orbificies pa-
raboliques de dimensié 2, on ens caldra la férmula de Riemann-Hurwitz (3.2.7)): sigui
O una 2-orbificie bona compacta amb espai subjacent X, amb [ punts conics d’angle
27 /n;, on 1 < i <[, iamb k cantons d’angle 7/m;, amb 1 < j < k; aleshores se satisfa la
igualtat segiient:

x-S (1- L)Ly Ly

=1 J=1

La classificacié d’orbificies paraboliques de dimensié 2 ens donara també la dels grups
cristal-lografics del pla, ja que aquestes dues classificacions son equivalents degut a la
correspondencia bijectiva entre grups cristal-lografics del pla i orbificies paraboliques de
dimensié 2. En classificar les orbificies, n’obtindrem només 17, fet que demostra que
només existeixen 17 grups cristal-lografics. Cal destacar que d’entre les 17 orbificies, n’hi
ha 5 que no tenen punts singulars aillats, que corresponen justament al tor, ’anell, el
pla projectiu, la cinta de Mobius i 'ampolla de Klein. Les varietats topologiques sén
orbificies sense singularitats aillades, ja que s’hi afegeix la condicié d’accié lliure.
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Estructura de la memoria

La memoria d’aquest treball consta de quatre capitols. El capitol 1 defineix tots els con-
ceptes basics d’algebra, geometria i topologia utilitzats en els capitols posteriors. Entrem
en materia amb el capitol 2, on definim els grups cristal-lografics en dimensié arbitraria
i enunciem els teoremes de Bieberbach, ja que com a conseqiiencia d’aquests teoremes,
tenim una caracteritzacié dels grups cristal-lografics que fem servir en la classificacié dels
grups de simetries en el pla euclidia feta posteriorment.

Els capitols 3 i 4 formen el cos del treball. En el capitol 3, es dona la definicié d’orbificie,
aixi com alguns exemples il-lustratius. Tot seguit, s’enuncien propietats importants de les
orbificies per tal que es vegin les analogies i les diferencies amb les varietats topologiques,
com per exemple el grup local, els recobriments, el grup fonamental i la caracteristica
d’Euler. En aquesta darrera propietat, destaquem la férmula de Riemann-Hurwitz per la
seva rellevancia en les demostracions del capitol seglient. Després s’expliquen els models
locals que poden tenir les orbificies de dimensié 1 i 2, incidint amb els tipus de singula-
ritats que poden tenir, doncs és essencial per a la classificacié d’aquestes. Es déna una
classificacié topologica, on es treballa amb ’espai subjacent i els punts singulars de les
orbificies, i una altra de geometrica, on es té en compte la geometria de les varietats
topologiques segons el signe de la caracteristica d’Euler.

Comencem el capitol 4 enunciant I'existencia de les 17 orbificies paraboliques de di-
mensio 2 i ho demostrem tot fent la classificacié d’aquestes orbificies: distingint els casos
a partir de l'orientabilitat de les orbificies, fem servir la férmula de Riemann-Hurwitz,
tenint en compte que aquestes orbificies tenen caracteristica d’Euler zero. Després veiem
que, efectivament, cada una d’aquestes orbificies admet un grup cristal-lografic, tot creant
una estructura euclidiana per a cadascuna d’elles. En aquesta construccié, s’hi indica el
domini fonamental de ’accié i les identificacions en aquest domini. Les imatges de 1’Al-
hambra sén d’autoria propia (excepte unes de la figura iles de la figura , que
sén extretes del RIA, “Recursos de Investigacion de la Alhambra” [39]) i les he modificat
amb el programa GeoGebra [24]. Finalitzem el capitol amb diverses notacions dels 17
grups cristal-lografics que es poden trobar a la literatura sobre aquest tema.



Capitol 1

Preliminars d’algebra, geometria i
topologia

Aquest capitol conté les nocions necessaries per a entendre els resultats posteriors. To-
tes les definicions sén basiques i es poden trobar en moltes referéencies. Hem fet servir
principalment els llibres [11, [7, (17, 25] 27, 29] 36, 38, 140}, 50].

1.1 Accions de grups

Un subgrup H d’un grup G és un subconjunt al qual es restringeix ’operaci6 del grup, és
a dir, un subconjunt H C G tal que:

1. ab € H per a,b € H arbitraris;
2. 1 € H, on 1 denota '’element neutre de G;

3. a~' € H peratotacH.

Si H és un subgrup de G, a vegades es denota per H < . Aixi doncs, si H < G,
llavors H és un grup amb la restriccié de 'operacié de G.

Siguin z, y elements d’un grup G. Diem que z és conjugat a y si grg~' = y per a algun

g € G. Les classes d’equivaléncia s’anomenen classes de conjugacio. A partir d’aquest
concepte, es defineix el concepte de subgrup normal: H < G és un subgrup normal de
G, i ho denotem per H < G, si H és una uni6 de classes de conjugaci6é de G, és a dir,
ghg™' = h per atot g € G i tot h € H. Equivalentment, un subgrup H de G és normal
si i només si gH = Hg per a tot g € G.

Siguin G un grup i H < G. El grup de les classes laterals esquerres de H en G
s’anomena el grup quocient de G modul H i es denota per G/H. L’homomorfisme de
grups m: G — G/H que envia cada element a la seva classe lateral s’anomena la projeccio
canonica de G en G/H.

Siguin G un grup i X un espai topologic. Una accié de G sobre X (o G-accid) és un
homomorfisme de G al grup d’homeomorfismes de X:

®: G — Homeo(X).
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Aixi, tot ¢ € G té un homeomorfisme associat ®(g): X — X, que, per simplificar,
Pescriurem com g: X — X. Denotem la imatge de z € X sota ’homeomorfisme associat
a g € X per g(x).

Una G-accié defineix una relacié d’equivaléncia en X, en la qual x,y € X sén equiva-
lents si i només si y = g(x) per a algun g € G. Les classes d’equivaléencia d’aquesta relacié
son les orbites de G:

Gz :={g(z) | g € G}.

L’espai de les orbites, amb la topologia quocient, és el quocient de X per la G-accid i es
denota per X/G.

Sigui G un grup que actua sobre un espai X. El subgrup d’isotropia o estabilitzador
d’un punt z € X és el subgrup G, de G que deixa x invariant:

Gy, ={g€G|g(xr) =2} <G.

També es pot denotar per Stab(z). Els punts d’una mateixa orbita tenen estabilitzadors
conjugats: Gg) = gGrg tperarec XigeG.

Exemple 1.1.1. Sigui G un grup i considerem 'accié de GG sobre ell mateix per conjuga-
ci6, és a dir, g € G envia z € G a grg~!. Aleshores, com que (gh)z(gh)~! = g(hah~1)g~1,
les orbites sén les classes de conjugacié de G. L’estabilitzador d’un element x és el sub-
grup format pels elements que commuten amb z, és a dir, G, = {g € G | grg~ ! =2} =

{9 € G| gz =uzg}
Una accié d’'un grup G sobre un espai X és:
(i) efectiva si el seu nucli és trivial, és a dir, si NgexGy = {1};
(i) lliure si Gy = {1} per a tot = € X;

(iii) transitiva si per a cada parell de punts z,y € X existeix un element g € G tal que
gxr =y, és a dir, si només hi ha una orbita a X;

(iv) propiament discontinua si per a tot subconjunt compacte K C G, el conjunt de
g € G tal g(K)N K # () és finit.

Observacié 1.1.2. Alguns autors anomenen una accié propiament discontinua si, per a
cada x € X, existeix un entorn U de z tal que g(U) és disjunt amb U sempre que g # 1, on
g € G i1 éselement neutre de G. En aquesta definicié s’inclou implicitament que ’accid
també sigui lliure, pero en aquest treball es consideren accions propiament discontinues
que no soén lliures.

Si G actua de manera propiament discontinua sobre un espai X, aleshores I'estabilitza-
dor de cada punt de X és finit. Un grup G d’homeomorfismes de X s’anomena discontinu
si G actua de manera propiament discontinua sobre X.

Exemple 1.1.3. Exemples d’accions:

(i) El grup SO(2) actua de manera efectiva sobre R? per rotacions. Sota les identifi-
cacions SO(2) = S < C i R? = C, aquesta accié ve donada pel producte habitual
en C. Tots els punts tenen estabilitzador trivial excepte I'origen.

(i) R? \ {(0,0)} amb el grup generat per g: (z,y) — (2x,2y) és una accié lliure i
propiament discontinua.
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1.2 Desplacaments en espais euclidians

Una transformacié d’un espai X és una funcio bijectiva f: X — X. Les transformacions
d’un conjunt X formen un grup amb l'operacié de composicié de funcions, la identitat
idy: X — X com a element neutre i f — f~! com a pas a 'invers. Aquest grup es
denota per Trans(X).

Una funcié ¢: R™ — R™ és una transformacié ortogonal si ¢(z) - ¢(y) = = - y per a
tot z,y € R™. Una matriu A real n x n és ortogonal si i només si la transformacié lineal
associada A: R" — R", definida per A(z) = Az, és ortogonal. El conjunt de totes les
matrius ortogonals n X n juntament amb l'operacié de multiplicacié de matrius és un
grup: el grup ortogonal de les matrius n x n, que es denota per O(n).

La paraula “isometria” prové del grec isos (igual) i metron (mesura) i descriu una fun-
ci6 bijectiva entre dos espais metrics que preserva les distancies: donats dos espais metrics
(X,dx), (Y,dy), una funcié f: X — Y és una isometria (o transformacié congruent o
congruéncia) si dx(z,y) = dy (f(x), f(y)) per a tot parell z,y € X. Com que preserva
les distancies, també preserva les longituds, els angles, les arees i els volums, és a dir, les
isometries preserven la mida i la forma de cada figura geometrica. Observem que tota
isometria és un homeomorfisme, si considerem a X la topologia definida per la distancia.
El conjunt de totes les isometries d’'un espai metric X en ell mateix, amb la multiplicacié
definida per la composicié de funcions, forma un grup: el grup d’isometries de X, que es
denota per Iso(X).

Si existeix una isometria entre dos espais, aquests son isométrics. Ser isometric és
una relacié d’equivaléncia entre espais metrics. Dos espais metrics (X, dx), (Y, dy) sén
localment isométrics si tot x € X té un entorn isometric a un conjunt obert de Y, és a
dir, si per a tot x € X existeix un obert U C X de z i una aplicacié ¢: U — Y tals que
dy (¢(p), 9(q)) = dx(p,q), per a tot p,q € U. Els espais localment isometrics a I’espai
euclidia es diuen que soén plans.

Denotarem per E™ l’espai metric (R",dg), on dg és la distancia euclidiana. Les iso-
metries euclidianes sén les isometries de 'espai E™, és a dir, les funcions de la forma
f:E" — E™ tals que dg(f(P), f(Q)) = dr(P,Q) per a tot parell P,Q € E". Les isome-
tries euclidianes formen un grup, que denotem per Eucl(n).

Un desplagament o moviment és una isometria d’un espai afi euclidia en ell mateix.

En el pla euclidia, existeixen 4 tipus de desplacaments:

(i) La identitat és un desplacament que deixa fixos tots els punts.

(ii) La translacié (o desplagament paral-lel) de vector no nul és un desplacament que
no té punts fixos: sigui a un vector de E", la funci6 7, : E"” — E™, definida per la
férmula 7,(x) = a + x, s’anomena la translacié de E" per a.

iii) La rotacié al voltant d’un [)llIlt P és un (168[)1&(3&11181113 ue té com a punt ﬁX, el
S q p p
qual s’anomena, centre.

(iv) La reflexid és un desplacament on els punts fixos sén els punts d’una varietat lineal,
que anomenem mirall.

Tal i com es demostra a la pagina 20 de [3§], les isometries euclidianes es caracteritzen
pel resultat segiient:

Sigui ¢ : E™ — E™ una funcié. Aleshores sén equivalents:
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(i) La funcié ¢ és una isometria.
(ii) La funcié ¢ preserva distancies.

(iii) La funcié ¢ és de la forma ¢(x) = a+ Az, on A és una matriu ortogonal i a = ¢(0).

Equivalentment, tota isometria de E” és la composicié d’una transformacié ortogonal i
una translacié. Aquesta descomposicié és tnica.

El producte semidirecte és una generalitzacié del producte directe i es defineix de la
manera segient:

Definicié 1.2.1. Siguin G un grup, H < G i K un subgrup de G tal que K N H = {1}.
Aleshores podem considerar la descomposici6 G = KH. Es diu que G és un producte
semidirecte de K i H i es denota per G = K x H=H x K.

En el producte semidirecte podem definir I'operacié segilient: considerem les parelles
(k,h), (K',h') € K x H. Aleshores definim el seu producte semidirecte com

(k,h) - (K', ') = (k+ a(h)(K'), hh),

on « és l'acci6 definida per h -k = a(h)(k).

Observem que si K també és un subgrup normal de G, aleshores tenim la descomposicié
de G en producte directe G = K x H, és a dir, existeix una aplicacio bijectiva K x H — G
definida per (k,h) — kh tal que cada element g € G admet una tnica descomposici6
g=kh,onke KiheH.

Proposicié 1.2.2. Eucl(n) = O(n) x T'(n), on O(n) és el grup ortogonal, x denota el
producte semidirecte i T'(n) és el grup de translacions.

Demostracio. Tota isometria euclidiana és una afinitat X — AX + B en la qual ’endo-
morfisme associat A és ortogonal i B és el vector d’una translacié. Si la denotem per
(A, B), llavors la composici6 (A4, B) o (A’, B') és igual a (AA’, AB' + B). O

Teorema 1.2.3 ([27]). Tota isometria euclidiana f: E" — E" és una composicid de
rotacions, translacions i reflexions.

Com a corol-lari d’aquest teorema tenim que tota isometria és una composicié de
reflexions.

El producte d’una reflexié en una linia i una translacié al llarg de la mateixa linia
s’anomena reflexid de lliscament o simplement, [lliscament. També se 'anomena “pas
d’6s”, ja que recorda les petjades que deixa un és quan camina.

Tota isometria de E? és una translacié, una rotacié, una reflexié o una reflexié de
lliscament.

Teorema 1.2.4 ([38]). La funcid ¢ : E™ x O(n) — Iso(E™) definida per ¢(a, A) = a+ A
és un homeomorfisme.

Si tots els punts d’un grup topologic I' sén oberts, es diu que I' és un grup discret.
Equivalentment, I" és discret si i només si {1} és obert en I'. Tot grup I' pot esdevenir
un grup discret donant a I' la topologia discreta. Si G és un grup topologic amb una
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topologia metrica, aleshores cada subgrup discret de G és tancat a G. Com a corol-lari
tenim que un subgrup I' de O(n) és discret si i només si I és finit.

Una isometria ¢ de K" és el-liptica si i només si ¢ fixa un punt de E™; altrament ¢
és parabolica. Si ¢ és una isometria parabolica de E™, aleshores el subgrup I' de Iso(E™)
generat per ¢ és discret.

Si ¢ és una isometria el-liptica de E™, aleshores ¢ té un punt fix en E™ i, per tant, ¢
és conjugada en Iso(E™) a un element en O(n). En conseqiiéncia, el subgrup generat per
¢ és discret si i només si ¢ té un ordre finit.

Un subconjunt R d’un espai metric X és una regio fonamental d’un grup I' d’isometries
de X siinomés si se satisfan les condicions seglients:

(i) El conjunt R és obert en X.
(ii) Els elements de gR : g € I' sén mituament disjunts.

(iii) X =U{gR:g €T}

Un subconjunt D d’un espai metric X és un domini fonamental per a un grup I'
d’isometries de X si i només si D és una regié fonamental connectada per I'. Si un grup
I" d’isometries d’un espai metric X té una regié fonamental, aleshores I' és un subgrup
discret de Iso(X).

El conjunt G = {Iso(E™) | S — S, S C E"} és un grup perque és el conjunt de trans-
formacions de E™ que preserven la distancia i els punts de S. Aquest grup G s’anomena
el grup de simetries de S. Compte de no confondre els termes “grup de simetries” i “grup
simetric”. El grup simétric és un cas particular de grup de simetries per a un simplex: és
el grup de totes les permutacions d’un conjunt X amb 'operacié composicié i es denota
per S(X). El grup simetric d’un conjunt finit X = (X,...,X,,) es denota per S,,.

Una tessel-lacié T de E? és una familia numerable de conjunts tancats 7={Ty,T5,...}
(anomenats tessel-les de T) que cobreixen el pla euclidia E? sense buits ni solapaments.
Més explicitament:

(i) La unié dels conjunts 77,75, ... és tot el pla.

(ii) Els interiors dels conjunts 77, Ts, ... sén disjunts dos a dos.

1.3 Varietats topologiques

Una wvarietat topologica de dimensid n o n-varietat topologica (sense vora) és un espai
topologic X de Hausdorff que admet una base numerable d’oberts i tal que cada punt
x € X té algun entorn obert homeomorf a un obert de R"™.

Exemple 1.3.1. Exemples de varietats topologiques:

(i) Una l-varietat s’anomena corba.
(ii) Una 2-varietat s’anomena superficie.

(iii) Si X és una varietat, tot obert V' C X és una varietat de la mateixa dimensio.
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(iv) Si M és una varietat de dimensié m i N és una varietat de dimensié n, llavors el
producte M x N és una varietat de dimensié m + n. En particular, el tor S* x S*
és una varietat compacta de dimensié 2.

Tota varietat topologica connexa de dimensié 1 és homeomorfa a R o bé a S, i
tota varietat topologica connexa de dimensié 1 amb vora és homeomorfa a [0,1] o bé a
R+ = [O, OO)

Un espai metric X és finitament compacte si i només si totes les seves boles tancades
sén compactes, aixo és, By(x) := {y € X | d(x,y) < r} és compacte per a cada punt
reXir>0.

Teorema 1.3.2 ([38]). Si X és un espai métric finitament compacte, aleshores Iso(X) és
un grup topologic.

Per a tot parell de ntiimeros reals a i b tals que a < b, designarem per [a, b] I'interval
tancat de la recta real, d’extrems a i b. Un cami o arc en un espai topologic X és una
aplicacié continua d’algin interval tancat en X. Les imatges dels extrems de l'interval
s’anomenen extrems del cami o arc, i es diu que el cami uneiz els seus extrems. A un
dels extrems se 'anomena origen i a l'altre punt final (o simplement extrem si no hi ha
confusié possible) del cami (esta clar quin és I'un i quin és altre).

Un espai X s’anomena arc-connexr o connex per camins si dos punts qualssevols de X
es poden unir per un arc. Un espai arc-connex és connex, pero el reciproc no és cert. Un
espai és localment arc-connexr si en cada punt existeix una base d’entorns arc-connexos
(és analoga a la definicié d’espai localment connex).

Fins ara hem considerat camins els dominis dels quals siguin intervals tancats ar-
bitraris. Admetent homeomorfismes lineals que conservin 'orientacié entre dos de tals
intervals, podem imposar que tots els camins siguin funcions definides sobre un interval
fix, 'interval [0, 1]. Aixi, siguin f : [0,1] — X i ¢ :[0,1] — X dos llagos de X tals que
I'extrem de f coincideix amb 'origen de g, producte o composicio f x g de f i g com el
cami donat per les equacions:

1
(Fx gt = {f(%), 0<t<y,
g(2t—1), I<t<1.

Dos camins f i g sén homotops si tenen el mateix punt inicial ¢ i el mateix punt final
x1, 1 si existeix una aplicaci6 continua F' : [0,1] x [0,1] — X tal que

F(s,0) = f(s) 1 F(s,1)=g(s),
F(O>t) = f(l'()) 1 F(Lt) = 1,

per a tot s € [0,1] i tot ¢ € [0,1]. L’aplicacié F s’anomena homotopia de camins entre f
ig. Sif és homotop a g, escrivim f ~ g. La relacié ~ és una relacié d’equivaléncia.

La classe d’equivaléncia d’'un cami f sota la relacié d’equivaléncia d’homotopia es
denota per [f] i s’anomena la classe d’homotopia de f. L’operacié producte sobre camins
indueix una operacié ben definida sobre les classes d’homotopia de camins, donada per la
igualtat

[f] = [g] = [f = g].
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Sigui X un espai topologic i g un punt de X. Un cami en X que comenca i acaba
en xo s’anomena lla¢ en xo. Els camins f : [0,1] — X tals que lorigen i el final sén el
mateix punt f(0) = f(1) = zp € X s’anomenen llacos, i el punt en comu s’anomena punt
base. El conjunt de les classes d’homotopia de camins associades als llagos en xgy, amb
Poperacié *, s’anomena grup fonamental de X relatiu al punt base xg. Es denota per
m1(X, ) 1 també se’l coneix com a primer grup d’homotopia de X.

Un espai X és simplement connex si és connex per camins i 71 (X, zg) és el grup trivial
per a algun z¢ € X i, per tant, per a tot 29 € X. Normalment, el fet que 71 (X, o) sigui
el grup trivial s’escriu com 71 (X, zg) = 0.

Una col-leccié A de subconjunts d’un espai topologic X recobreiz X (o és un reco-
briment de X) si la unié dels elements de A coincideix amb X. Si els subconjunts sén
oberts, es diu que A és un recobriment obert de X.

Sigui f: A — B una aplicacié continua i exhaustiva. Un conjunt obert U de B esta
recobert regularment o recobert uniformement per f si la imatge inversa f~!(U) es pot
escriure com una unié disjunta de conjunts oberts V, de A tals que, per a cada «, la
restriccié de f a V,, és un homeomorfisme de V, en U. La col-leccié {V,} és una particié
de f~1(U) en llesques. Si tot punt b de B té un entorn U que estd regularment recobert
per f, aleshores f és una aplicacié recobridora i A és un espai recobridor de B. Sigui
p: E — B una aplicaci6 recobridora, amb B connex. Si p~!(bg) té k elements per algun
bo € B, aleshores p~1(b) té k elements per a tot b € B. Es diu que E és un recobridor de
k fulls de B.

Suposem que p : E — B és una aplicacié recobridora amb p(eg) = by, on E i B
sén localment connexos per camins i connexos per camins. Si F és simplement connex,
aleshores F s’anomena espai recobridor universal de B. Es tnic llevat d’isomorfisme, per
tant, podem parlar “del” recobridor universal.

Un espai B es diu semilocalment simplement connex si per a cada b € B, existeix un
entorn U de b tal que 'homomorfisme i, : m1(U,b) — 71(B,b) induit per la inclusié és
trivial.

Teorema 1.3.3 ([36]). L’espai B té un espai recobridor universal si i només si B és
connex per camins, localment connex per camins i semilocalment simplement connex.



Capitol 2

Grups cristal-lografics

En aquest capitol definim els grups cristal-lografics i introduim els teoremes de Bieberbach,
que ens serviran de pont entre la geometria i ’algebra. Hem seguit principalment les
referéncies segtients: [22, [46], 47, 511 [53].

2.1 En dimensidé arbitraria

Els grups cristal-lografics viuen en el mén de la geometria euclidiana, aixi que considerarem
I'espai R™ i el grup de les isometries euclidianes Eucl(n).

Definicié 2.1.1. Un grup cristal-lografic n-dimensional és un grup discret I d’isometries
de R™ tal que R™/T" és compacte.

Aquesta definicié segueix la intuicié del que és un cristall: “Discret” significa que
no hi ha punts d’acumulacié en I'orbita d’un punt, és a dir, que el patré del cristall
no se sobreposa; i el fet que el quocient sigui compacte significa que existeix un domini
fonamental compacte, és a dir, el patrd esta delimitat i es repeteix fins que omple ’espai.

L’estudi d’estructures cristal-lografiques s’anomena cristal-lografia. A finals del segle
dinou, els cristal-lografs havien classificat els grups cristal-lografics 1-, 2- i 3- dimensionals.
Per a cadascuna d’aquestes dimensions, es va determinar que només hi ha un nombre
finit de tipus essencialment diferents de grups cristal-lografics. Aix0 va portar a Hilbert
a preguntar-se, en el problema 18 de la seva famosa llista de problemes, si només hi
ha un nombre finit de tipus essencialment diferents de grups cristal-lografics en cada
dimensié. Aquest problema va ser respost positivament per L. Bieberbach el 1910 ja que
va demostrar a [5] que només hi ha un nombre finit de classes d’isomorfismes de grups
cristal-lografics n-dimensionals, per a cada n.

Tal i com s’explica a [35], els grups cristal-lografics de dimensi6 2 van ser classificats
per primera vegada a la decada del 1890 per Fedorov i els de dimensié 3 van ser classificats
més tard per Fedorov, Schéenflies i Barlow.

Avui dia se sap que per a dimensiéo n = 1,2, 3,4,5, 6, existeixen
2,17, 219, 4.784, 22.018, 28.927.922

grups cristal-lografics respectivament. Les tres darreres quantitats han estat calculades
amb ajuda computacional.

11



2.2. EN DIMENSIO 2 12

2.1.1 Teoremes de Bieberbach

Bieberbach va donar una resposta completa al problema 18 de Hilbert mitjancant la seva
teoria de les estructures per a grups cristal-lografics, avui coneguda com els tres teoremes
de Bieberbach:

Teorema 2.1.2 (Primer Teorema de Bieberbach). Un grup cristal-lografic n-dimensional
conté n translacions linealment independents i el grup de rotacions és finit.

Teorema 2.1.3 (Segon Teorema de Bieberbach). Tot isomorfisme entre dos grups cris-
tal-lografics n-dimensionals es pot obtenir a partir d’un canvi de coordenades afi.

Teorema 2.1.4 (Tercer Teorema de Bieberbach). Per a una dimensid n fizada, ezisteix
un nombre finit de classes d’isomorfismes de grups cristal-lografics n-dimensionals.

A [10] hi ha una demostracié de caire geometric i per a una demostracié moderna,
vegeu L. S. Charlap [11].

En conseqiiéncia, tenim un pont entre la geometria i 'algebra i podem caracteritzar
els grups cristal-lografics de manera algebraica:

Proposicié 2.1.5. Un grup discret I' d’isometries de R™ és un grup cristal-lografic si i
només si I' conté translacions en dues direccions linealment independents.

Un grup de Bieberbach és un grup cristal-lografic lliure de torsié. Hi ha autors que als
grups cristal-lografics també els anomenen grups de Bieberbach, sense fer-ne distincié.

2.2 En dimensio 2

Un grup de simetries d’'un subconjunt S d’un espai metric X és el grup de totes les
isometries de X que deixen invariant S. Els grups de simetries en el pla euclidia es
classifiquen en:

(i) Grups de rosetes: subgrups discrets de R? que tenen subgrup de translacié trivial
T = {1}, és a dir, no contenen translacions.

(ii) Grups de frisos: subgrups discrets de R? que tenen translacions en una tnica direc-
cio.

(iii) Grups cristal-lografics: subgrups discrets de R? que contenen translacions en dues

direccions linealment independents.

Els grups de les rosetes es classifiquen en dos tipus, cicliques o diedriques, i es denoten,
respectivament, per Cy o Dy, on k és l'ordre de rotacié. Aixo és degut al teorema seglient:

Teorema 2.2.1. Si I' és un subgrup finit de O(2), aleshores o bé I' és un grup ciclic
I'=2Z; o bé és un grup diedric I' = Dy,.

La demostracié d’aquest teorema classic es pot trobar en diverses referéncies, entre
elles [1].

Segons Hermann Weyl [52], Leonardo da Vinci va participar en la determinacié sis-
tematica de les possibles simetries d’un edifici central i de com adjuntar capelles i ninxols
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sense destruir la simetria del nucli. En terminologia moderna abstracta, el seu resultat
és essencialment una classificacié dels possibles grups finits de rotacions (propies i im-
propies) en dues dimensions. Per aix0, aquest teorema també es coneix com a teorema
de Leonardo da Vinci.

En els grups ciclics només hi ha rotacions mentre que en els diedrics, hi ha rotacions i
reflexions.

Els grups dels frisos es classifiquen en 7 tipus, és a dir, només hi ha 7 maneres de repetir
un patré en una tira o cinta. Els desplacaments que es poden donar en aquests grups han
de deixar fixa la recta que passa pel centre del fris, per tant, els Unics desplacaments que
es poden donar son els segiients:

(i) Rotacions de centre un punt de la recta del centre i angle de 180°.
(ii) Reflexions respecte de la recta del centre.
(iii) Reflexions respecte de les rectes perpendiculars a la recta del centre.
)

(iv) Reflexions de lliscament amb eix la recta del centre i lliscament en la direcci6é d’a-
questa mateixa recta.

(v) Translacions en la direccié de la recta del centre.

Els grups dels frisos es denoten per F)", on n és 'ordre de les rotacions i m indica si
el grup conté reflexions: val 1 si I’eix de reflexié és paral-lel a la direccié de translacio,
2 si leix de reflexi6 és perpendicular a la direccié de translacio i val 3 si té reflexions de
lliscament. Per classificar un grup de fris donat, podem seguir I'’esquema .

Si

Té gir de 18027

MNo

Té eix de
simetria
horitzontal?

Té eix de
simetria
horitzontal?

Té eix de
simetria
vertical?

Té eix de
simetria
vertical?

Té simetria

No
|
lliscant? ‘
Si No
1 2 1 2 3
Figura 2.1: Diagrama classificacié dels grups dels frisos. Simetria equival a reflexié. Foto

de [23].
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Els grups cristal-lografics de dimensié 2 se’ls coneix també com a grups de paper pintat
(wallpaper groups en angles). En el capitol 4 els classificarem amb la teoria que haurem
desenvolupat de les orbificies, perd també es poden classificar a partir dels grups puntuals,
els reticles i la restriccié cristal-lografica.

Teorema 2.2.2 (Restriccié cristal-lografica). Els unics ordres possibles d’una operacio
de simetria rotacional d’un reticle son 2, 3, 4 1 6.

La demostracié d’aquest teorema classic es pot trobar en diverses referéncies, entre
elles [1].

De manera semblant als grups de frisos, per classificar un grup cristal-lografic donat,
podem seguir l'esquema ((2.2):

YES

Is there a glide
reflection?

Is there a
reflection?

Is there a glide
reflection?

Are all rotation
centers on
mirror lines?

YES

Are there
reflections in
two directions?

YES

Is there a
None > reflection?

Largest
rotation order?

NO
Is there a glide
reflection?

Are all rotation
centers on
mirror lines?

Is there a
reflection?

Is there a
reflection?

Are there mirror lines
intersecting at 45°7

Is there a

reflection?

Figura 2.2: Diagrama classificacié dels grups cristal-lografics del pla. Foto de [30].



Capitol 3

Orbificies

“This terminology should not be blamed on me. It was obtained by a democratic process
in my course of 1976-77. An orbifold is something with many folds; unfortunately, the
word ‘manifold’ already has a different definition. I tried ‘foldamani,” which was quickly
displaced by the suggestion of ‘manifolded.’ After two months of patiently saying ‘no, not
a manifold, a manifoldead,” we held a vote, and ‘orbifold’ won.”

W. Thurston (1978-1979)

Ens endinsem en el mén de les orbificies, tot donant-ne la definici6 i propietats im-
portants. També expliquem els models locals que poden tenir les orbificies de dimensié
11 2, aixi com una classificacié d’aquestes. Ens han sigut d’especial ajuda les referencies
segiients: [0, 12| 13|, 16 28] 3], 32} 43].

3.1 Definicio i exemples

El concepte d’orbificie estén de manera natural la nocié de varietat; per aixo recordem
aqui la definicié de varietat i poder veure’n el paral-lelisme.

Definicié 3.1.1. Una wvarietat topologica de dimensic n o n-varietat topologica (sense
vora) és un espai topologic M de Hausdorff que admet una base numerable d’oberts i tal
que cada punt p € M té algun entorn obert homeomorf a un obert de R™.

Sigui M una n-varietat topologica.

(i) Una carta local a M és un parell (U, ¢), on U és un obert de M i ¢ és un homeomor-

fisme de U en un obert de R". Llavors ¢ es denota per ¢ = (z1,...,%,), on cada x;
és una aplicacié U — R. Aquestes aplicacions x1,...,z, s’anomenen coordenades
locals.

(i) Si (U1, 1) i (Us,p2) sén dues cartes locals i Uy N Uy # B, llavors ’homeomorfisme
¢: p1(U1 NUz) — p2(Ur NUz) definit com ¢(x) = @a(p; () s’anomena aplicacié
de canvi de coordenades.

(iii) Una col-leccié de cartes locals {(Ux, vx)}rea tals que UycyUy = M s’anomena un
atles.

15
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(iv) Un atles U = {(Uj, ¢j)}jes s’anomena diferenciable (en el sentit de classe C*) si
wio(i)™t  pi(UiNU;) — ¢;(U;NU;) és una funcié de classe C*° (és a dir, cadascuna
de les components de ; o (p;) 7! té derivades parcials de tots els ordres en tots els
punts del seu domini) per a cada parell 7,5 € J tals que U; N U; # 0.

(v) Dos atles diferenciables U;,Us sén equivalents si la seva unié Uy U Us és un atles
diferenciable.

(vi) Tota estructura diferenciable determina un tnic atles mazimal, que és la unié de
tots els atles que formen la classe d’equivalencia donada.

Definicié 3.1.2. Una n-varietat topologica diferenciable és un parell (M,[U]), on M
és una varietat topologica de dimensi6é n i [U] és una classe d’equivaléncia d’atles dife-
renciables a M. Normalment denotarem una varietat diferenciable només per M, sense
especificar 'estructura diferenciable.

L’espai R™ té un atles amb una tnica carta local (R",id). L’esfera S™ és una varietat
compacta de dimensio n i té un atles amb dues cartes locals.

Les orbificies (orbifolds en angles) es defineixen de manera analoga:

Definicié 3.1.3. Una orbificie de dimensié n o n-orbificie (sense vora) O és un és un
espai topologic Xp de Hausdorff que admet una base numerable d’oberts i localment
homeomorf a ’espai quocient de R™ per ’accié d’un grup finit.

Xo és Uespai subjacent de lorbificie O, i també es pot denotar per |O|. Diem que O
esta basada en X». Una orbificie té una determinada propietat topologica si el seu espai
subjacent la té. Sigui O una n-orbificie topologica. Tenim les definicions segiients:

(i) Una carta d’orbificie en X és una quaterna (U, U, ¢,T), on:

e U és un subconjunt obert de Xp.

o U C R™ és obert i I és un grup finit d’homeomorfismes de U.

e ¢: U — U és una funcié I-invariant que indueix un homeomorfisme U = U JT.
(ii) Dues cartes d’orbiffcies {(U1, U, ¢1,T1)} i {(Us, Us, 9, T'9)} s6n compatibles si do-

nats dos punts @; € U; amb ¢1(t1) = ¢2(u2), existeix un homeomorfisme h d’un
entorn de 4 en Uy a un entorn de us en Us tal que ¢1 = ¢ o h en aquest entorn.

(iv) Un atles d’orbificie és una col-leccié de cartes d’orbificies {(U;, Uy, é;,Ts) }ier com-
patibles tals que U;c;U; = Xo.

Definici6 3.1.4. Una n-orbificie diferenciable O és un espai topologic de Hausdorft Xo
amb un atles d’orbificie {(U;, U;, ¢;,1';)} maximal.

Notem que aquesta definicié estén la classica definicié d’una varietat, ja que una or-
bificie O és una varietat si tots els grups I'; sén trivials.

Exemple 3.1.5. Exemples d’orbificies:

(i) Mirall: Considerem l'accié de Zy sobre R? donada per una reflexié respecte el pla
{z = 0}. Els punts amb x # 0 tenen estabilitzador trivial, mentre que els punts
amb x = 0, el seu estabilitzador és Zs. El quocient és I'hiperpla positiu HT :=
{(z,y,2) €R3 | 2 >0} = R3/Zs.
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(ii) Barberia: Siguin M = R3 i G el grup generat per les reflexions respecte els plans
x=01iz =1, és adir, G = Zy*Zy. L'espai quocient és M/G = {(x,y,z) | 0 <
x < 1}. Fisicament és analeg a dos miralls en dues parets paral-leles, fet comu en
les perruqueries.

(iii) Taula de billar: Considerem quatres linies sobre R? formant un rectangle R i sigui G
el grup d’isometries de R? generat per reflexions respecte d’aquestes linies. Aleshores
G és isomorf a (Zg * Zg) X (Zg * Z2) i el quocient és R. El model fisic és una taula
de billar.

Recordem que dos espais metrics (X, dx), (Y, dy) sén localment isométrics si tot © € X
té un entorn isometric a un conjunt obert en Y i que els espais localment isometrics a
I’espai euclidia es diuen que sén plans.

Utilitzant la nocié d’isometria, obtenim les definicions segiients:
Definicié 3.1.6. (i) Una varietat plana és un espai metric localment isometric a R™.

(ii) Una orbificie plana és un espai metric localment isometric a R”/I', on I' C O(n) és
un grup finit d’isometries lineals. Recordem que O(n) = {A € M, x,(R) : A'A = Id}
és el grup ortogonal de les matrius n x n.

Proposicié 3.1.7. Si M és una varietat 1 I' és un grup que actua lliurement i de manera
propiament discontinua sobre M, aleshores M /T té una estructura d’una varietat.

Si prescindim de la condicié d’accié lliure, obtenim la versié per a les orbificies:

Proposicié 3.1.8. Si M és una varietat i I’ és un grup que actua de manera propiament
discontinua sobre M, aleshores M /T té una estructura d’una orbificie.

Demostracié. Considerem la projeccié m: M — M/I’. Prenem els punts = € M/I' i
Z € M tal que 7(Z) = x. Sigui per I'z = {y(Z) = Z | v € '} < T Destabilitzador de &, és
a dir, el subgrup de I' que deixa Z invariant.

Com que I' és un grup que actua de manera propiament discontinua sobre M, existeix
un entorn obert U, de Z invariant per I'; i disjunt dels seus oberts traslladats pels elements
vyeI'\T;:

’y(Uw)ﬂszﬁ) Vy e \T;.

Per tant, el quocient U, /T'z és homeomorf a un entorn obert U, del punt z € M/T i,
aleshores, U, té una estructura d’una orbificie.

Per estendre aquest raonament a 1’espai quocient M /I", cal obtenir un recobriment de
M/T adequat: prenem el recobriment {U,} obtingut d’adjuntar interseccions finites. En
particular, sempre que Uy, N--- N Uy, # 0, existiran elements de ; € I" tals que Uy, N

<N ’ka;k # (. Aquesta interseccié hereta una estructura d’orbificie U, N--- N Uy, en
la que actua el grup ’erxﬂfl n---N 'ykka'ygl. U

Com a conseqiiencia de la proposicié anterior s’obté que una orbificie té un inic punt
per a cada orbita del grup sobre la varietat (orbifold = orbit-manifold).

Proposicié 3.1.9. SiI' és un subgrup discret de Eucl(n), aleshores I' actua de manera
propiament discontinua sobre R™.
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Demostracio. Considerem un punt x € R™. Escollim un € > 0 qualsevol i considerem el
conjunt {g;} d’elements de G tals que g;(B:(x)) N Be(z) # (). Aleshores g;(z) € Ba.(x)
per a tot 7. Suposem que aquest conjunt {g;} és infinit. Com que tota bola és acotada i
la seva adhereéncia és compacta, el conjunt {g;(x)} ha de tenir algun punt d’acumulacié6 a
Ba:(z). Aixo contradiu el fet que I' sigui un grup discret d’isometries. (]

Amb les dues darreres proposicions i tenint en compte la definicié de grup cris-
tal-lografic , podem concloure que el quocient R™/T", on I" és un grup cristal-lografic,
té una estructura d’orbificie. En el capitol 4 veurem que el reciproc per a dimensié 2 també
és cert: tota orbificie parabolica té associada un grup cristal-lografic del pla.

3.2 Propietats de les orbificies

Grup local

Sigui ¢ : U — U una carta amb z € U. Un grup local de O en x € O és el grup I',
definit com ’estabilitzador de tot punt de ¢! (z) sota I’acci6 de I'. Esta ben definit llevat
d’isomorfisme. Si I'; és trivial, diem que z és regular, sind, diem que és singular. L’espai
singular és el conjunt ) . de punts singulars de O:

> =A{x:T.#{1}}.
@

Observem que ), = () si i només si O és una varietat. Una orbificie que té un espai
singular buit s’anomena no singular o varietat.

Recobriments

Un recobriment d’una orbificie O és una orbificie O junt amb una projeccié p : X A — Xo
entre els espais subjacents tal que cada punt z € Xp té un entorn U = U /T, on U és un
subconjunt obert de R™, per al qual cada component v; de p~(U) és isomorf a U /T;, on
I'; C T per algun subgrup. L’isomorfisme ha de respectar la projeccié. La projeccié és un
recobriment ramificat des del punt de vista de les varietats de Riemann. Des del punt de
vista de les orbificies, la projeccié és un recobriment.

Siguin O i O’ dues orbificies i p : |O|] — |O|’ una funcié continua. La funcié p s’anomena
funcié de recobriment entre les orbificies O 1 O’ si satisfa la propietat seglient: per a tot
punt z € |O|, existeix una carta U = U/I', tal que per a tot component V; de p~1(U),
la funcié restringida p : V; — U és una funcié quocient d’un difeomorfisme equivariant
hi:V; — U. Si yi = p~1(x)NV;, aleshores h; conjuga 1’accié de Iy, sobre V; a laccié d’un
subgrup de T', sobre U.

Un recobriment universal p : © — © de Dorbificie O és un recobriment tal que per
a qualsevol altre recobriment p’ : O — O, existeix un recobriment p : @ — @' tal que
pop=p. Sip:O — O és el recobriment universal, aleshores l'orbificie O s’anomena
lespai recobridor universal de O. Per abts de notacid, també farem servir O per referir-
nos al recobridor universal.

Definicié 3.2.1. Una orbificie és bona o desenvolupable si esta recoberta per una varietat
0, de manera equivalent, si el seu recobridor universal és una varietat i és molt bona si
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admet un recobriment finit per una varietat. Si el recobridor no és una varietat, es diu
que és una orbificie dolenta o no desenvolupable.

Les nocions basiques per a varietats (funcions, homotopia, isotropia, recobriments,
grup fonamental...) es poden estendre a la categoria d’orbificies. En el cas de les orbificies
bones, aquestes nocions corresponen a les nocions equivariants del recobridor universal,
el qual és una varietat.

Proposicié 3.2.2. Tota orbificie O té un recobridor universal O.

La demostracié d’aquesta proposicié es pot trobar a [49].

El recobriment universal d’orbificie O també se’l coneix com a recobriment ramificat
universal. Quan els espais subjacents sén varietats, un recobriment d’una orbificie indueix
un recobriment ramificat de les varietats subjacents.

El grup Deck(p) de transformacions recobridores del recobriment d’orbificiep : O — O
és el grup d’autodifeomorfismes h : O" — O’ tals que po h = p.

Grup fonamental
Els grups fonamentals de les orbificies es poden calcular de manera semblant als grups
fonamentals de les varietats:
Definicié 3.2.3. El grup fonamental m1(O) d’una orbificie O és el grup de les transtor-
macions recobridores del recobridor universal O.

Com a conseqiiéncia de la definicié, obtenim que O = O/m;(O).

Una definicié alternativa del grup fonamental basada en les classes d’homotopia dels
llagos de O es troba a [38].

Orientabilitat

L’orientabilitat de les orbificies és semblant a la de les varietats, pero cal afegir-hi la nocié
local, ja que les orbificies poden ser localment no orientables si el grup local actua amb
funcions que inverteixen ’orientacio.

Definicié 3.2.4. Una orbificie és orientable si satisfa les condicions segiients:

(i) Tots els encabiments en l’atles preserven 'orientacio.

(ii) Tots els grups locals I' que actuen en la carta U preserven lorientacio.

Caracteristica d’Euler

Recordem que tot complex simplicial finit K té caracteristica d’Euler X'(K), i si a; denota
el nombre de i-simplexs sobre K, aleshores tenim la igualtat segiient:

X(K) =) (1o
>0

A partir d’aquesta definicid, és obvi que si K és un espai recobridor amb n fulls de K,

aleshores X(K) =n - X(K).
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Definicié 3.2.5. Donada una orbificie O, sigui K un complex cel-lular de O tal que }
és un subcomplex i el grup local és constant entre cada cel-la. Aleshores la caracteristica
d’Fuler de O es defineix per:

X(0) = S-S

on la suma és sobre les celles de K i [['a| denota l'ordre del grup local de la cel-la A.

Observem que la caracteristica d’Euler és multiplicativa respecte els recobriments i
que estén la definicié usual per a varietats.

Proposicié 3.2.6. Sigui p: O' — O wuna recobriment d’orbificie de r fulls. Aleshores
X(O)=rx(0).

La demostracié d’aquesta proposicié es pot trobar a [49].

Teorema 3.2.7 (Riemann-Hurwitz formula). Sigui O una 2-orbificie bona compacta amb
espaz subjacent Xo, amb | punts conics d’angle 2 17 1 <i <1 iambk cantons d’angle
=, 1 <j < k. Aleshores se satisfa la igualtat segiient:

901 408031 (1- 1) 53 1 1)

=1 7j=1

Demostracié. Aquesta demostracié segueix l'article de P. Scott [43]. Suposem que O
és una 2-orbificie bona compacta amb espai subjacent Xp i [ punts conics d’angle 2 n—,
1 <4 <1 (no té cantons). Siguin Dy, ..., D; 2-discs disjunts en Xp, cadascun amb un
dels punts conics i sigui W la clausura del complement de la unié dels discs D;. Aleshores
Xo =W U (U;D;). Com que X(D;) =11 X(S) =1, obtenim que X (Xp) = X(W) + L.
Com que O és bona, té un recobriment d’orbificie finit O sense singularitats. Denotem
per W la preimatge en O de W. La projecci6 W — W és una funcié recobrldora de grau
d. Aleshores, X(W) =d- X (W) i, per tant, la preimatge en O de D; sén n—i discs. En

conseqiiéncia,

l
X(©0)=d-X(W +Zn & d-XO)=d-XW)+> 2,

n
i=1 i=1 "

on hem utilitzat que, per definicié, X(Q) = d-X(©). Dividint I’equacié per d i substituint
X(Xo)=XW)+1le X(W)=X(X0o)— I, obtenim que

!

1
X(0) = X(Xo) — (1—7>.

(0) = X(Xo) =3 (1-+

=1
Suposem ara que O també té k cantons d’angle mlj, 1 < j < k. Denotem per DO l'orbificie
obtinguda en duplicar O al llarg dels eixos de simetria i denotem per DXp el seu espai
subjacent. Aleshores DO és un recobriment d’orbificie de 2 fulls de O i DO té [ parells
de punts conics d’angle %, 1 <¢<11ik cantons d’angle mlj, 1 < j < k. Pel cas anterior,
tenim que

oo a0 ) S0

=1 m;
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Com que X(DO) =2X(0) 1 X(DXop) = 2X(X0), obtenim que
l

x©) = x0) -3 (1- 1)1 (1- L),

=1 7j=1

Aix0 acaba la demostracid. O

Aquesta férmula també la podem utilitzar per a definir la caracteristica d’Euler d’una
orbificie dolenta. Per exemple, I'orbificie llagrima S?(p) té caracteristica d’Euler igual a
2—(1- I%) =1+ %. Aixi podem comprovar que, efectivament, aquesta orbificie no es pot
recobrir amb una varietat (de fet, no es pot recobrir amb cap altre orbificie) doncs no és
un nombre enter.

Una métrica Riemaniana sobre una orbificie O és un conjunt de metriques Riemanni-
anes sobre un recobriment de O per cartes que uniformen, tal que el grup local d’accions
sobre les cartes son per isometries i funcions de transicié.

Per dimensi6 2, tenim el resultat segiient:

Proposicié 3.2.8 (Gauss-Bonnet). Sigui F' una 2-orbificie tancada dotada d’una métrica
Riemanniana amb curvatura de Gauss K. Aleshores:

/FK = 2 X (F).

Observem que la definicié de curvatura de Gauss és clara sobre punts no singulars.
Com que ), té mesura zero, és suficient per aquest treball. També es pot definir la
curvatura sobre punts singulars, utilitzant el fibrat tangent d’orbificie.

La demostracié d’aquesta proposicié es pot trobar a [49].

3.3 Models locals d’orbificies de dimensio baixa

Per simplificar, a partir d’ara, considerarem que totes les varietats i metriques sén dife-
renciables per a que els objectes d’interes estiguin en varietats Riemannianes.

Tenim un model local per a les varietats topologiques i les orbificies.

Varietats planes de dimensié 1

Recordem que tota varietat topologica connexa de dimensié 1 és homeomorfa a R o bé a
St i tota varietat topologica connexa de dimensié 1 amb vora és homeomorfa a [0,1] o
bé a Ry = [0, 00).

Varietats planes de dimensié 2
(i) El tor T.
(ii) L’ampolla de Klein K.

Per enumerar les orbificies planes, ens cal veure que pot ser I', és a dir, cal interpretar
la classificacié dels subgrups de O(n) en termes d’orbificies descrivint els espais quocients
i la informacié d’isotropia.
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Orbificies planes de dimensié 1

En dimensié 1, els models locals per les orbificies estan donats pels subgrups finits de O(1).
Hi ha dos models de subgrups finits de O(1): punts regulars (amb grup local trivial) i punts
singulars amb grup local Zy que actua per reflexi6 R 3 x — —x € R. Aleshores només
existeixen, llevat d’homeomorfisme, dues orbificies 1-dimensionals tancades. Ambdues sén
esferiques: el cercle S!, que és orientable, i I'orbificie no-orientable S!/Zs, on Zs actua
mitjancant una reflexié per l'eix X (pensant S' com el cercle unitat en R?). Aquesta
darrera orbificie s’anomena interval reflectit; el seu espai subjacent és l'interval tancat
[0,1] i els seus punts singulars sén els extrems.

Orbificies planes de dimensié 2

Per dimensié 2, ens cal recordar el resultat segiient:

Teorema 3.3.1. Si I' és un subgrup finit de O(2), aleshores o bé I' és un grup ciclic
I'2Zi o0 bé és un grup diedric I' =2 Dy, on k és l'ordre de rotacio.

Tot subgrup finit de O(2) és d’un dels tipus segiients:

(i) Un grup ciclic C,, d’ordre n generat per una rotacié d’angle 2%
(ii) Un grup de reflexions R d’ordre 2 generat per una reflexié respecte d’una recta.

(iii) Un grup diedric Dy, d’ordre 2n, generat per dues reflexions respecte rectes que
formen un angle de 7.

En conseqiiencia, tenim els models locals segiients:

Proposicié 3.3.2. L’espai singular d’una 2-orbificie sequeix un dels models locals segiients

B1):
(i) El mirall: R? /7, on Zo actiia per reflexions sobre leiz Y.

(ii) Punts conics d’ordre n: R?/Z,, on Z, actia per rotacions. El model local és un
con que té lorigen fixat per I' i que, per tant, és un punt singular que anomenarem
.. . 2 . P . . .
punt conic. El con té angle <F,n > 2 i no té vora, ja que topologicament, sequeiz
sent euclidia.

(iii) Cantons d’ordre n: R?/D,,, on D, és el grup diedric generat per dues reflexions
T, o el producte de les quals té ordre m > 2. FEl model local és una falca d’angle
m > 1. Com que el grup dicdric té reflerions, la falca té vora. La falca esta
Jormada per 2 eixos de simetria i un cantd. L’angle del canté és -, onn és l'ordre
de l’element RL, on R i© L son els eixos de simetria.
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Figura 3.1: Models locals de les 2-orbificies. En la segona imatge, d’esquerra a dreta,
tenim el mirall, un punt conic i un canté. Fonts: [18] i [28] respectivament.

D’aquesta proposicio es segueix que 'espai subjacent d’una 2-orbificie sempre és una
superficie topologica, possiblement amb vora.

3.4 Classificacio d’orbificies de dimensié baixa

Volem veure la geometria corresponent a cada n-orbificie per a n = 1, 2.

3.4.1 1-Orbificies

Recordem de l'apartat anterior que tota varietat topologica connexa de dimensié 1 és
homeomorfa a R o bé a S, i tota varietat topologica connexa de dimensié 1 amb vora és
homeomorfa a [0,1] o bé a Ry = [0, 00).

L inic grup finit que actua de manera lineal sobre R és el grup ciclic d’ordre 2, Cs.
Actua amb la reflexié x — —z. L’espai d’orbita R/Cy es pot identificar amb interval
[0,00). Com a conseqiiéncia obtenim que tota 1-orbificie és o bé una 1-varietat o bé una
1-varietat amb vora. Per tant, tota l-orbificie és d’un dels tipus seglients:

(i) R.

(ii) St.
(iii) [0,00), on 0 és un punt de mirall.
(iv) [0,1], on 0i 1 s6n punts de mirall.

3.4.2 2-Orbificies

Es facil enumerar totes les 2-orbificies de manera geometrica: només cal enumerar les
superficies junt amb una informacié combinatoria que determina 1’estructura de 'orbificie.
Des d’un punt de vista topologic, no és completament trivial determinar quina d’aquestes
orbificies sén bones i quines sén dolentes.
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Classificacio topologica
Llista de les 2-orbificies dolentes (sense vora):

(i) La llagrima: el conjunt subjacent de O és la 2-esfera i ), és un tinic punt.

(i) La doble llagrima: el conjunt subjacent de O és la 2-esfera i ), és un parell de
punts conics d’ordre diferent.

(iii) El quocient de la llagrima per la reflexié d’un cercle que conté el punt singular.

(iv) El quocient de la doble llagrima per la reflexié en un cercle que conté ambdds punts

singulars.
‘ Espai subjacent ‘ Punts conics ‘ Cantons
(1) S? (m), m#1 -
(ii) S2 (m,n), m#n -
(iii) D? - (m), m #1
(iv) D? - (m,n), m#n

Taula 3.1: 2-orbificies dolentes. Les lletres corresponen als ordres dels punts singulars.

Figura 3.2: Representacié de les 2-Orbificies dolentes. Font: [2§].

Teorema 3.4.1. Les uniques orbificies dolentes son les llistades més amunt, i tota altra
2-orbificie compacta és bona.

Una demostracié ben completa d’aquest teorema la trobem a [13].

Classificacié geomeétrica

Se sap des del principi del segle vint que tota superficie compacta és geometrica: de
manera més precisa, és el-liptica, euclidiana o hiperbolica, és a dir, es pot obtenir com
un quocient de la 2-esfera S?, del pla euclidia E? o del pla hiperbolic H? per un grup
discret d’isometries. Tota superficie tancada admet una metrica de curvatura constant
i existeixen tres casos depenent de la caracteristica d’Euler de la superficie. Aixi doncs,
una superficie és:

(i) elliptica (la 2-esfera S? i el pla projectiu real RP?) si i només si té caracterfstica
d’Euler positiva;

(ii) euclidiana (el 2-tor T? i I'ampolla de Klein K?) si i només si té caracteristica d’Euler
Z€ro;
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(iii) hiperbolica si no és ni el-liptica ni euclidiana (té caracteristica d’Euler negativa).

Teorema 3.4.2. Tota 2-orbificie bona sense vora admet una estructura geomeétrica mo-
delada sobre S?, E? o H?, és a dir, és isomorfa com a orbificie al quocient de S?, E? o H?
per algun grup discret d’isometries.

Teorema 3.4.3. Una 2-orbificie tancada té una estructura el-liptica, parabolica o hi-
perbolica si i només si és bona. Es més:

(i) Una orbificie O té una estructura hiperbolica si i només si X(O) < 0.
(ii) Una orbificie O té una estructura parabolica si i només si X(O) = 0.
(iii) Una orbificie O és el-liptica si i només si X(O) > 0.

Les demostracions d’aquests dos teoremes es poden trobar a [49].

Nosaltres ens centrarem en la classificacié de les orbificies paraboliques, que es dona
en el capitol segiient.



Capitol 4

Orbificies paraboliques 1 grups
cristal-lografics euclidians

4.1 Classificacié de les orbificies paraboliques

En la notacié de la proposicié segiient, les lletres S, P i D denoten els espais subjacents
(esfera, pla projectiu i disc, respectivament) i els subindexs denoten els ordres de les
singularitats. Les barres damunt d’alguns subindexs indiquen que les singularitats sén
cantons; la resta corresponen a punts conics.

Les demostracions es basen en les indicacions de Juan Rojo [41]. Algunes imatges de
les orbificies s’han extret de [2, 4] [16] i d’altres s’han modificat a partir d’imatges extretes
de [26]. Les imatges dels mosaics de I’Alhambra sén d’autoria propia, excepte unes de la
figura i les de la figura ([4.3)), que sén extretes del RIA (“Recursos de Investigacion
de la Alhambra”) [39], i les he modificat amb el programa GeoGebra [24].

Proposicié 4.1.1. Les uniques 2-orbificies paraboliques son les segiients:

o FltorT.

e La funda de coixzi de 4 punts conics S9209.

o Les fundes de coixi de 3 punts conics Sozg, S244, S333-

e L’ampolla de Klein K.

o FEl pla projectiu amb dos punts conics Pas.

o La cinta de Mobius M.

o L’anell A.

e Els discs amb singularitats D533, D537, D335, D3333, D43, Ds3, Dog3, D22.

Demostracid. Anem a classificar les 2-orbificies paraboliques, és a dir, 2-orbificies bones
amb X (Xe) = 0. Distinguirem els casos a partir de l'orientabilitat de les orbificies:

Cas orientable. Sigui O una orbificie parabolica orientable sense vora, per tant, només
amb punts conics. Suposem que 'orbificie té [ punts conics p; d’ordre n; > 2. Aleshores

26
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la férmula de Riemann-Hurwitz queda de la manera segiient:

() = X(¥0) - (1-1).

n
i=1 v

on X(O) =01 Xp = F, és una superficie orientable de genere g (sense vora). Per tant,
X (Xo) = X(Fy) =2 —2g, és a dir:

l
1
0=2-2-5 (1—;)
i=1 v

Analitzem els valors que pot prendre g:

Si g > 1, a partir de la igualtat

!
1
229 = (1 - 7)
9=2_ (-7
=1
obtenim que no hi ha solucié, ja que el membre esquerre de la igualtat és negatiu mentre
que el membre dret és positiu.

Si g = 1, aleshores Xp = F; = T? i, a partir de la férmula de Riemann-Hurwitz,

obtenim la igualtat segiient:
l

1
0= (1 - f).
2 (17,
=1
En conseqiiéncia, resulta que I = 0, és a dir, O no té punts conics. Per tant, O és una
orbificie sense singularitats, és a dir, O =T, el tor (4.1)).

Figura 4.1: El tor T

Sig=0, Xp =Fy= 521, a partir de la férmula de Riemann-Hurwitz, obtenim la

igualtat seglient:
!
1
En conseqiiéncia, tenim que el nombre de punts conics ha de satisfer les desigualtats
2 <l < 4. En efecte, com que n; > 2, temmqueg_l——<1 per tant, l§2<li
d’aqui obtenim la desigualtat que voliem. Cal, doncs, separar per casos:

Cas 1. Sil =3 (tres punts conics), a partir de la férmula de Riemann-Hurwitz, obtenim

la igualtat seglient:
3
=3 (-)

=1

En conseqiiéncia, tenim que n—l + s i =1, equlvalentment que 1 + ”1 —1— =nj.

Podem suposar que n; < ng < ns, en partlcular que X na. <1i Zl <1 Aleshores temm la
desigualtat ny < 3 i, com que n; > 2, U'ordre del punt conic p; ha de ser 2 o 3.
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e Per a n; = 2, tenim la igualtat % + % + 7%3 = 1 i, procedint de manera analoga,
obtenim la desigualtat 2 < ny < 4.

— ng no pot ser 2 perque la suma seria més gran que 1.
— Si ng = 3, tenim que ng = 6 i, per tant, O = Sa3g (4.2).
— Si ng = 4, tenim que ng = 4 i, per tant, O = Sayq (4.2).

Figura 4.2: Fundes de coixi de 3 punts conics S93¢ i S244.

e Per n; = 3, tenim la igualtat % + n% + n% = 1 i, procedint de manera analoga,
obtenim la desigualtat 2 < ny < 3.

— ngo no pot ser 2 perque la suma seria més gran que 1.
— Si ng = 3, tenim que ng = 3 i, per tant, O = S333 (4.3).

Figura 4.3: Fundes de coixi de 3 punts conics S333.

Cas 2. Sil = 4 (quatre punts conics), a partir de la férmula de Riemann-Hurwitz, obtenim

la igualtat segiient:

En conseqiiencia, tenim que n% + n% + o=+ ;- =2. Com que n; > 2, cal que n; = 2, per

1
3
a tot i € {1,2,3,4} i, per tant, O = Soggo (4.4).

\

Figura 4.4: Fundes de coixi de 4 punts conics 59299.

Cas no orientable. Sigui O una orbificie parabolica no orientable. Pot ser degut a
la no orientabilitat dels punts singulars (existeéncia de punts de simetria o cantons) o
bé degut a la no orientabilitat de I’espai subjacent Xp. Si O té punts de simetria o
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cantons, aleshores pel model local de la proposici6 (3.3.2), X té vora. Denotem per b el
nombre de components de la vora de Xp. Aixi doncs, destinguirem els casos a partir de
la orientabilitat Xo.

Cas 1. Sigui Xp un espai orientable i, per tant, una superficie de genere g amb b
components sobre la seva vora, és a dir, Xp és F, treient b discs. En particular, obtenim
que la caracteristica d’Euler de Xp és X(Xp) = 2 — 29 — b. Suposem que 'orbificie té
[ punts conics p; d’ordre n; > 2 i k cantons ¢; d’ordre m; > 2. Aleshores la férmula de
Riemann-Hurwitz queda de la segiient manera:

Equivalentment,

2ngzzl:<1) i(l)

1= :

Com que el membre de I'esquerra és positiu o igual a 0, cal que 2 — 2g — b > 0. Per una
altra banda, si Xp és orientable, significa que la no orientabilitat de O prové de la no
orientabilitat dels punts singulars, és a dir, O té punts de simetria i, per tant, Xp ha de
tenir b > 1 components a la vora. Si b > 1, la desigualtat 2 —2¢g —b > 0 implica que g = 0
i, per tant, 1 < b < 2. Analitzem els casos a partir dels valors que pot prendre b:

Sig=01b=1, aleshores X és una esfera menys un disc, és a dir, O és un disc, que
denotarem per D. A més a més, a partir de la férmula de Riemann-Hurwitz, obtenim la
igualtat seglient:

2—0—1:i(1—)+1§:(1—)@1—i(1—)+1§:<1—)

i=1 j=1 i=1 Jj=1

En conseqiiéncia, tenim que els dos sumands del membre esquerre de la igualtat han
I

de ser menors o iguals que 1. En particular, tenim que ) (1 — %) < 11, com que
i=1 !

l
> (1 - i) > %l (calculat en el cas O orientable), concloem que [ < 2. Analogament,

ng
i=1
obtenim que k£ < 4. Continuem ’analisi per casos segons el valor de [ (nombre de punts
conics de O):

e Sil =0, tenint en compte que k < 4 i la igualtat segiient:

(1_7;)@2_&1_7;),

7j=1

1
1=0+-
T3

-

Jj=1

veiem que k només pot ser 3 o 4, obtenint les mateixes equacions que les del cas O
orientable amb g = 0:
1 1 1 o1 1 1 1
et —t—=17— 4+ —+ — 4+ — =2
mp Mz M3 mp M2 M3 My
Procedint de manera analoga, obtenim les orbificies segiients (4.5): O = Dszg,
O = D333, O = D333, O = D33335
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e Sil =1, tenim la igualtat seglient:
1 1 1 1 1 1
(- )T =150 )
niy + 2 Z mj ni 2 Z mj

k
D’una banda, tenint en compte que % > <1 — mi) > %k:, obtenim que n% > %k: &
J

j=1
n% >k > 1< ny <4. D’altra banda, tenint en compte que % > n%, obtenim que
k
1< 1 1
52521<1—m—j)<:>k§2.
j=

Substituint els diversos valors que pot tenir n; < 4 a la igualtat, obtenim dues
orbificies O = Dyz i O = D5 (4.6).

£

[Zq

Figura 4.6: Discs amb singularitats Ds3, D 5.

— Per k = 2, tenim la igualtat segiient:

Substituint els diversos valors que pot tenir n; < 4 a la igualtat, obtenim una

tnica orbificie O = Dy55 (4.7).
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Y/ N

/2 N

Figura 4.7: Disc amb singularitats Dy53.

e Sil =2, tenim la igualtat segiient:

k
1 1 1 1 1
1:(1_7 1_7) - (1_7>@1:7 ~ = (1——)
n1+ n9 +QZ m; niy N9 QZ m;
7j=1 7j=1
k
Com que ni < % per i = 1,21 %2(1*%) € [0,1], obtenim que k£ = 0 i
(3 ]:1 7

Figura 4.8: Disc amb singularitats Dag.

Si g =01ib=2, aleshores X» és una esfera menys dos discs, és a dir, O és un anell,
que denotarem per A. A més a més, a partir de la férmula de Riemann-Hurwitz, obtenim
la igualtat segiient:

l 1\ 1
2—0—2:2(1——)+§

i=1 i

M=

(=) eo-X (- 1)+ 3 (- 1)

1 i=1 j=

Com que els dos sumands del membre esquerre de la igualtat sén positius, la igualtat
només és certa si [ = k = 0 i, per tant, O no té ni punts conics ni cantons, és a dir, els
components de la vora de 'anell sén punts de simetria (4.9)).

Figura 4.9: Anell A.

Cas 2. Sigui Xp un espai no orientable i, per tant, una suma connexa de r > 1 plans
projectius amb b > 0 discs trets, és a dir, una superficie amb b components a la vora. En
particular, obtenim que la caracteristica d’Euler de X és X(Xp) =2 —r — b. Suposem
que l'orbificie té I punts conics p; d’ordre n; > 2 i k cantons ¢; d’ordre m; > 2. Aleshores
la formula de Riemann-Hurwitz queda de la segilient manera:

50- )

1

l
1
0=2—7r—b— (1_7) -

Mw
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Equivalentment,
l

1 1 1
2—r—b= (1_7) = (1_7>
Z n; * 2 Z m;
=1 7=1
Com que el membre de I’esquerra és positiu o igual a 0, cal que 2 —r — b > 0, és a dir,
la suma de r > 11 b > 0 ha de ser més petita o igual que 2. Aixi doncs, tenim els casos
segilients:

e Sir=11ib=0, aleshores Xp = P?. Com que b = 0, no poden haver ni punts de
simetria ni cantons a la vora. En particular, £k = 0 i, per tant, tenim la igualtat

segiient:
: 1 : 1
0= (1- ) er=y (-1

=1 i=1

l
Tenint en compte que »_ (1 — i) > %, obtenim que 1 > L. és a dir, | < 2.

: i
=1

Substituint { a la igualtat anterior tenim una tdnica orbificie: O = Pay (4.10]).

/7

Figura 4.10: Pla projectiu Pao. A l'esquerra, imatge de [4]. A la dreta, imatge d’autoria
propia.

e Sir=11ib=1 aleshores Xy és un pla projectiu menys un disc, és a dir, O = M,
la cinta de Mobius (4.11). A partir de la igualtat

=y ()R () 0= () ()

obtenim que | = k = 0 i, per tant, O no té ni punts conics ni cantons, és a dir els
components de la vora de la cinta sén punts de simetria.

e Sir=2ib=0, aleshores Xp = P?#P?, és a dir, O = K, 'ampolla de Klein ([4.11]).
Com que b = 0, no poden haver ni punts de simetria ni cantons a la vora.

Figura 4.11: Ampolla de Klein K.

Aix0 acaba la demostracid. O
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Proposici6 4.1.2. Totes les 2-orbificies paraboliques admeten una estructura euclidiana
donada per R?/T, per a algun subgrup discret I' C Iso(R?).

Demostracid. Per la proposicié anterior, sabem que només existeixen 17 orbificies pa-
raboliques de dimensié 2 que admeten tal estructura euclidiana i també quines 2-orbificies
sén. Queda construir una estructura euclidiana per a cadascuna de les orbificies, és a dir,
cal donar una tessel-lacié de R? amb grup de simetria I' i quocients aquestes orbificies.

(1) El tor T' ve donat per la tessel-lacié de la figura . El grup que actua sobre R?
per isometries és I' = (7, 1, : m,m € Z), on Ty (x,y) = (x +n,y+m) és una trans-
lacié. El domini fonamental de I'accié és el rectangle en blanc i les identificacions
en el domini fonamental es poden veure en la tercera imatge:

]

Figura 4.12: Part superior: recobriment universal i domini fonamental (blanc) del tor T'.
Foto propia. Part inferior: T' s’obté amb les identificacions indicades per les fletxes de les
arestes del paral-lelogram.

(2) La funda de coixi Sa222 ve donada per la tessel-lacié de la figura . El grup que
actua sobre R? per isometries és T' = (7,1, g : n,m € Z), on Ty m(x,y) = (x+n,y-+
m) és una translacié i g(x,y) = (—z, —y) és un gir de 180°. El domini fonamental
de l’accié és el rectangle en blanc i les identificacions en el domini fonamental es
poden veure en la segona imatge:
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Figura 4.13: Part superior: recobriment universal i domini fonamental (blanc) de Sa222.
Foto propia. Part inferior: S99909 s’obté amb les identificacions indicades per les fletxes de
les arestes del paral-lelogram.

(3) La funda de coixi Sa3¢ ve donada per la tessel-lacié de la figura . El grup que
actua sobre R? per isometries és I' = <7'(2’0),7'(17 V3 gg>, on 7, és la translacié del
vector v i g, és la rotacié d’angle a. El domini fonamental de ’acci6 és el triangle
equilater en blanc i les identificacions en el domini fonamental es poden veure en la

segona imatge:

Ay, Y
jﬁ@@fl@?f?&fﬁ
e
.

<

S I\,~'
s
i\l

.
>

%

Y

U

%

Figura 4.14: Part superior: recobriment universal i domini fonamental (blanc) de Sasg.
Foto propia. Part inferior: Sass s’obté amb les identificacions indicades per les fletxes de

les arestes del triangle.
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(4) La funda de coixi Sa44 ve donada per la tessel-lacié de la figura . El grup que
actua sobre R? per isometries és I' = (T(2,0)5 T(0,2)5 gg), on 7, és la translacié del
vector v i g, és la rotacié d’angle «. El domini fonamental de I'accié és el quadrat
en blanc i les identificacions en el domini fonamental es poden veure en la segona
imatge:

Figura 4.15: Part superior: recobriment universal i domini fonamental (blanc) de Sa44.
Foto propia. Part inferior: Soqq s’obté amb les identificacions indicades per les fletxes de
les arestes del paral-lelogram.
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(5) La funda de coixi S333 ve donada per la tessel-lacié de la figura . El grup que
actua sobre R? per isometries és I' = <7'(270),7'(1, V3) g%w), on 7, és la translacié del
vector v 1 g, és la rotacié d’angle a. Aquest és I'tinic cas en el que suposem que el
disseny només té dos colors (blanc i negre). El domini fonamental de 'acci6 és el
quadrilater en blanc i les identificacions en el domini fonamental es poden veure en
la segona imatge:

Figura 4.16: Part superior: recobriment universal i domini fonamental (blanc) de Ss33.
Foto del RIA. Part inferior: S333 s’obté amb les identificacions indicades per les fletxes
de les arestes del paral-lelogram.
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(6) L’ampolla de Klein K ve donada per la tessel-laci6 de la figura (4.17). El grup que
actua sobre R? per isometries és I' = (g, T(1,0)); O Ty és la translacié del vector v
ig(z,y) = (—x,y + 1) és una simetria amb lliscament. El domini fonamental de
I’accid és el quadrat en blanc i les identificacions en el domini fonamental es poden
veure en la tercera imatge:

Figura 4.17: Part superior: recobriment universal i domini fonamental (blanc) de K. Foto
propia i de RIA. Part inferior: K s’obté amb les identificacions indicades per les fletxes
de les arestes del paral-lelogram.
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(7) El pla projectiu Pyy ve donat per la tessel-lacié de la figura . El grup que actua
sobre R? per isometries és I' = (T(1,00: T(0,2), 9>7), on Ty és la translacié del vector
v, g(z,y) = (—x, —y) és una rotacié i r(z,y) = (z,2 — y) és un desplacament amb
lliscament. El domini fonamental de ’accié és el quadrat en blanc i les identificacions
en el domini fonamental es poden veure en la segona imatge:

Figura 4.18: Part superior: recobriment universal i domini fonamental (blanc) de Pas.
Foto propia. Part inferior: Pao s’obté amb les identificacions indicades per les fletxes de
les arestes del paral-lelogram.
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(8) La cinta de Mobius M ve donada per la tessel-lacié de la figura . El grup
que actua sobre R? per isometries és T' = (r,71,72), on r(x,y) = (v + 1, —y) és un
desplagament amb lliscament, 7 (z,y) = (x, —y) és una reflexié respecte {y = 0}
ire(z,y) = (x,2 — y) és una reflexi6 respecte {y = 1}. El domini fonamental de
I’accié és el triangle equilater en blanc i les identificacions en el domini fonamental
es poden veure en la segona imatge:

Figura 4.19: Part superior: recobriment universal i domini fonamental (blanc) de M.
Foto propia. Part inferior: M s’obté amb les identificacions indicades per les fletxes de
les arestes del paral-lelogram.
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(9) L’anell A ve donat per la tessel-lacié de la figura (4.20)). El grup que actua sobre
R? per isometries és ' = (T(1,00,71,72), on 7(1 ) és la translacié del vector (1,0),
ri(z,y) = (z,—y) és una reflexié respecte {y = 0} i rao(x,y) = (2,2 — y) és una
reflexié respecte {y = 1}. El domini fonamental de 1'acci6 és el rectangle en blanc i
les identificacions en el domini fonamental es poden veure en la segona imatge:

Figura 4.20: Part superior: recobriment universal i domini fonamental (blanc) de A.
Foto propia. Part inferior: A s’obté amb les identificacions indicades per les fletxes de les
arestes del paral-lelogram.
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(10) El disc D333 ve donat per la tessel-laci6 de la figura (4.21). EI grup que actua sobre
R? per isometries és T’ = (7(270),7'(1 \/g),rd,m), on T, és la translacio del vector v,

rq(x,y) = (y, ) és una reflexié respecte la diagonal principal y = x i ra(z,y) = (y, x)
és una reflexi6 respecte {z = —y} . El domini fonamental de 'accié és el triangle
equilater en blanc i les identificacions en el domini fonamental es poden veure en la
segona imatge:

/\
2 ® 2

Figura 4.21: Part superior: recobriment universal i domini fonamental (blanc) de Ds33.
Foto propia. Part inferior: Dsz3.
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(11) El disc D577 ve donat per la tessel-lacié de la figura . El grup que actua
sobre R? per isometries és I' = (T(2,0)5 T(0,2)s Tz> Tys Td), ON Ty 6s la tramslacié del
vector v, 74(z,y) = (z,—y) és una reflexié respecte z =0, ry(z,y) = (—z,y) és
una reflexié respecte y =0 1 rq4(x,y) = (y,z) és una reflexié respecte la diagonal
principal {y = z}. El domini fonamental de I’accié és el triangle isosceles rectangle
en blanc i les identificacions en el domini fonamental es poden veure en la segona
imatge:

Figura 4.22: Part superior: recobriment universal i domini fonamental (blanc) de Dgz7.
Foto propia. Part inferior: D577.
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(12) El disc D535 ve donat per la tessel-lacié de la figura . El grup que actua
sobre R? per isometries és I' = (7(170),7'(1’ V3 T Ty), 0N T, és la translacié del vector
v, 15(z,y) = (z,—y) és una reflexié respecte {z = 0} i ry(z,y) = (—z,y) és una
reflexi6 respecte {y = 0}. El domini fonamental de I’accié és el triangle en blanc i
les identificacions en el domini fonamental es poden veure en la segona imatge:

Figura 4.23: Part superior: recobriment universal i domini fonamental (blanc) de Ds35.
Foto propia. Part inferior: Dsz5.
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(13) El disc D5555 ve donat per la tessel-lacié de la figura . El grup que actua
sobre R? per isometries és I' = (7(270), T(0,2)s T Ty), ON T, és la translacié del vector
v, 15(z,y) = (z,—y) és una reflexié respecte {z = 0} i ry(z,y) = (—z,y) és una
reflexi6 respecte {y = 0}. El domini fonamental de 'accié és el quadrat en blanc i
les identificacions en el domini fonamental es poden veure en la segona imatge:

Figura 4.24: Part superior: recobriment universal i domini fonamental (blanc) de D55535.
Foto propia. Part inferior: D5555.
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(14) El disc D 5 ve donat per la tessel-laci6 de la figura . El grup que actua sobre
R? per isometries és I' = (7'(270),7(072),7“1, gg), on T, és la translacié del vector v,
r2(z,y) = (z,—y) és una reflexié respecte {z = 0} i gz (z,y) = (—y,z) és una
rotacié d’ordre 4. El domini fonamental de ’accié és el quadrat en blanc i les
identificacions en el domini fonamental es poden veure en la segona imatge:

- S

Figura 4.25: Part superior: recobriment universal i domini fonamental (blanc) de D,5.
Foto propia. Part inferior: D,5 s’obté amb les identificacions indicades per les fletxes de
les arestes del paral-lelogram.
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(15) El disc D45 ve donat per la tessel-lacié de la figura (4.26]). El grup que actua sobre
R? per isometries és I' = (7'(170), T(1,v/3) " g%ﬁ, on 7, és la translaci6é del vector v,
rz(x,y) = (x, —y) és una reflexi6 respecte {x = 0} 1 gz« és una rotacié d’ordre 3. El

3

domini fonamental de I’accié és el triangle en blanc i les identificacions en el domini
fonamental es poden veure en la segona imatge:

Figura 4.26: Part superior: recobriment universal i domini fonamental (blanc) de Dss.
Foto propia. Part inferior: Dgz s’obté amb les identificacions indicades per les fletxes de
les arestes del triangle.
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(16) El disc D,55 ve donat per la tessel-lacié de la figura (4.27). El grup que actua
sobre R? per isometries és I' = (7'(170), T(1,v/3) T Ty), 0N T, és la translacié del vector
v, 15(z,y) = (z,—y) és una reflexié respecte {z = 0} i ry(z,y) = (—z,y) és una
reflexi6 respecte {y = 0}. El domini fonamental de ’accié és el rectangle en blanc i
les identificacions en el domini fonamental es poden veure en la segona imatge:

Figura 4.27: Part superior: recobriment universal i domini fonamental (blanc) de Dy55.
Foto propia. Part inferior: Dys5 s’obté amb les identificacions indicades per les fletxes de
les arestes del paral-lelogram.
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(17) El disc Dyy ve donat per la tessel-laci6 de la figura . El grup que actua sobre
R? per isometries és I' = <7'(270),7'(072),rx, gr), on 7, és la translacié del vector v,
rz(x,y) = (z,—y) és una reflexi6é respecte {z = 0} i gr és un gir de 180°. El
domini fonamental de 'accié és el quadrat en blanc i les identificacions en el domini
fonamental es poden veure en la segona imatge:

-—— -
- _—

- -
---—-—-——--—

Figura 4.28: Part superior: recobriment universal i domini fonamental (blanc) de Das.
Foto propia. Part inferior: Dos s’obté amb les identificacions indicades per les fletxes de
les arestes del paral-lelogram.

Aix0 acaba la demostracid. O

4.2 Notacions diverses

La classificacié dels 17 grups cristal-lografics es pot resumir en la taula {1 on hi ha
llistats tots els grups amb notacions equivalents. Aquesta taula estd basada en la de
Particle [44] i amb l’ajuda del llibre [8]. Tal i com s’explica en el mateix article, sén
molts els matematics que han anat creant diverses notacions al llarg dels anys. Aquest
fet afavoreix a confondre grups entre ells: per exemple, la notacié per als dos grups p31m
i p3ml s’ha intercanviat sovint i aquest error notacional s’ha anat perpetuant en treballs
posteriors. Per aixo aconsellem als lectors anar en compte per poder identificar aquests
errors en les obres.
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Thurston | Conway | Classica | Pdélya; Guggenheimer | Fejes Téth; Cadwell
T ©) pl Cl W1
5236 236 p6 Cﬁ W6
5244 244 p4 04 W4
5333 333 p3 Cg W3
52222 2222 p2 CQ WQ
D535 *236 p6m Dy 4%
=15 %244 pdm D} wi
D333 %333 p3ml D} 4%
Ds5555 %2222 pmm Dykkkk 4%
D3 33 p3lm D3 W
Dys 42 pdg D3 0%
D55 2%22 cmm Dokgkg Wi
Do 22% pmg Dsokkgg w3
A *ok pm D kk 4%
Psy 22x pgg Dagggg Wy
M * X cm Dikg wi
K X X pg Digg wi

Taula 4.1: Notacions per als grups cristal-lografics
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Conclusions

La simetria té una bellesa intrinseca. Visitar I’Alhambra amb I’objectiu de trobar tots
els disset grups cristal-lografics és tota una experiéncia que recomano a qualsevol persona
curiosa, matematica o no.

Només hem pogut gratar lleugerament la superficie del mén de les orbificies, que
s6n una eina molt valuosa en topologia, geometria i fisica matematica (per exemple, en la
teoria de cordes). El concepte d’orbificie no se sol aprendre durant el grau i, tanmateix, és
molt rellevant en ’estudi de les accions de grups sobre espais euclidians, o sobre varietats
en general. L’estudi d’orbificies ha mostrat ser una eina potent i versatil, desplegant noves
perspectives per al mén de la simetria i la topologia.

Aquest ha estat un treball molt transversal, fet que ha mantingut la meva motivacio
durant la seva realitzacié. He pogut relacionar diverses branques de les matematiques
entre elles i aix{ anar més enlla dels coneixements del grau en els ambits de la topologia,
la geometria i la teoria de grups: és fascinant com uns objectes topologics obtinguts de
fer el quocient del pla per 'accié d’un grup d’isometries es “desenvolupen” tot donant
tessel-lacions, les quals tenen simetries.

Al llarg del treball he apres coneixements nous, aplicant-ne de basics. Aixo ho he
aconseguit gracies a I’exhaustiva recerca bibliografica feta, tant en format paper com en
format digital. Les fonts han sigut de caires diferents: principalment he fet servir llibres,
articles de divulgacio i articles de recerca, pero també ho he complementat amb pagines
web i conferencies. En comparar diverses fonts d’informacié, m’he adonat que alguns
conceptes sén més subtils i delicats del que semblava, com per exemple la definicié d’accié
propiament discontinua (1.1.2]).

El procés de recerca bibliografica va ser molt interessant: l'article de Schattschneider
[45] em va descobrir les matematiques de M. C. Escher i a partir dels articles de Mon-
tesinos [34) 35], vaig descobrir que els grups cristal-lografics es poden classificar a partir
de les orbificies. Indagant sobre el tema, vaig arribar a les famoses fonts antigues: les
notes de Thurston [49], I'article de Scott [43] i el llibre de Montesinos [32]; i a fonts més
modernes: els articles de Conway [15] i de M. Boileau, S. Maillot i J. Porti [6] i les notes de
F. Caramello [I2]. Amb el treball més avancat, vaig descobrir a les notes de la conferéncia
de R. Bettiol [4] i a les notes de J. Rojo [41] del curs online d’aquest any organitzat per la
RET (Red Espanola de Topologia) amb el titol de “Orbifolds”. Durant I'escapada a 1’Al-
hambra, vaig comprar el llibre de F. Ferndndez, A. Ferndndez i J. Valderrama [22], ja que,
a més a més d’indicar el domini fonamental de cada grup cristal-lografic, també explica
com realitzar les tessel-lacions en paper, una activitat molt interessant per a una amant
de les manualitats com jo. Per acabar, també voldria destacar els llibres de M. Kapovich
[28] i J. Ratcliffe [3§], les notes de M. Davis [19] i el llibre de S. Choi [13].
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També he trobat programes interessants que treballen amb els grups de simetria:

e GeCla2 [3]: programa creat per Atractor i que s’ha de descarregar. Donada una
imatge, pots crear o classificar els grups de frisos i els grups cristal-lografics que
vulguis. Cal destacar que per als grups cristal-lografics, ensenya la corresponent
orbificie, la qual també pots desplegar amb una animacié i veure com tessel-la el
pla.

e EscherSketch [20]: programa online que et permet crear patrons des de zero i et
pots guiar amb unes graelles, les quals canvien segon el grup cristal-lografic escollit.

e Tess [48]: programa que s’ha de descarregar que et permet crear patrons des de zero
i mostra com es veu en un con, un cilindre i un tor, orbificies que corresponen als
grups de les rosetes, als grups dels frisos i al grup cristal-lografic p1, respectivament.

e Morenaments [14]: programa online que et permet crear patrons des de zero i t’indica
el domini fonamental.
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