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Abstract

In this project, we focus on finding certificates of positivity for real polynomials in R|z].
To find them, we look for representations of a polynomial f in such a way that we can
assure it is non-negative for all z. Through changes of variables, we see that it’s sufficient
to find them for x € [—1,1]. We can also observe that in certain certificates it’s necessary
to choose a correct set of generators to affirm its existance. Finally, we look through
certificates of positivity on curves in R? and we give general conditions for certificates to
exist in R"™.

Resum

Aquest treball es centra en trobar certificats de positivitat per a polinomis reals en R[z].
Per trobar-los, representem un polinomi f de certa manera que podem assegurar que és no
negatiu per tot . Veiem que mitjancant canvis de variables és suficient trobar-los per x €
[—1,1]. Veiem també que en certs certificats és necessari trobar un conjunt de generadors
adequats per afirmar la seva existencia. Finalment, fem una ullada als certificats de
positivitat en corbes de R? i donem unes condicions generals perqueé existeixin certificats
en R".

2020 Mathematics Subject Classification. 11G05, 11G10, 14G10



Agraiments

Voldria agrair al meu tutor, Carlos d’Andrea, per tot 'acompanyament que m’ha fet al
llarg del treball, per haver-me recomanat el tema i haver-me ajudat i assistit en tots els
problemes i preocupacions que he anat trobant durant el procés.

Gracies als meus amics i a tota la meva familia, per ser-hi sempre que els necessito.

Gracies en especial al meu pare Llufs, la meva germana Bruna i sobretot, gracies a la
meva mare Merce, per assegurar-se que sempre vaig pel cami correcte, pel seu recolzament
en totes les decisions que prenc i el seu amor incondicional.

Gracies al Miquel, el Marc, I’Albert i I'Iris, pel seu suport emocional, que ens hem vist
créixer, i espero que segueixi aixi fins 'altim dels nostres dies.

Gracies al Pol Gasch, que no ens hem separat des de I'inici de la carrera i a I’Eudald,
el Xavier, el Ramén, la Berta i el Pol Plans, per donar-me els millors anys de la vida a la
universitat.

A T’Alba, per haver-me recomanat el tutor, haver-me motivat a fer un bon tfg i perque
em feia de psicologa cada vegada que anavem al gimnas.

A la Julia, I’Alex i la Marina, per el nostre grup d’estudi i per tots els examens que
hem aprovat estudiant junts i explicant-nos el temari els uns als altres, que sense ells no
hauria estat possible treure’m la carrera.

Al Guillem, el Xavi, ’Adria, el Jaume i I’Alex, per estar sempre preparats per fer-me
perdre el temps jugant al Valorant o parlant de tonteries.

A les fades, per proveir un espai d’esbarjo i confianca sempre que necessitava descansar
en algun moment, i a la Sandra i la Maria, per ser unes grans companyes de pis i no crear
mai mal ambient.

A la Maria, la Soffa, la Nadia, la Ntria, la Silvia, el Marc, el Miguel, ’Abril. A les
meves cosines Aina, Anna, Emma i Mireia. A la Celia que, des de ben petits, jugavem
junts quan venia a veure la meva germana a casa. A I’Héctor i el Lluis, un per introduir-
me al Twilight Imperium i I'altre per deixar-se guanyar sempre. A la Claudia, que amb les
seves dots d’ensenyament ha aconseguit explicar-me assignatures i fer-me aprovar examens
que després ella suspén. A 1’Aina, la Lola i el Guillem, per acompanyar-me al gimnas
sempre que ho necessitava. A la Laia, la Bruna, el Manuel, la Teresa, el Didac, la Cinta,
IEster i la Paula, per estar sempre a la universitat i fer bona companyia. A I'Oscar i
I’Elna, per recordar-me quan tenim provetes a algorismica.

Al Gerard, els bons moments a la pista de basquet i no ser capa¢ de guanyar-me cap
u contra u, al Jerez, per ser el meu jove carnisser, al encara més jove Pablo, per pujar
a ajudar I'equip quan el necessitavem de jugador o d’entrenador, als meus entrenadors
Nacho i Biel, al Marti per donar-me forces per seguir endavant cada entrenament i par-
tit, al Bonis, per ser un gran base i acompanyar-me després de cada entreno a casa, al
Moncunill, per ensenyar-me que és el compromis amb un equip. A la Maria per ser molt
positiva amb les meves funcions. A la Claudia i el Jordi per creure en mi. Al Maxim per
jugar amb mi al Go i als escacs i a I'Irina, la Lucia i el Guerau, per animar-me a fer uns
agraiments ben complets.

ii



[3 Polinomis definits semipositivament 1 sumes de quadrats|

[3.1  Semipositivitat de polinomis en R| .

13.2  Representacio de Bernstein 1 acotacio|

3.3 Modul quadratic i preordre] . . . . .

[4 Subconjunts semialgebraics tancats basics de R

4.1  Conjunt natural de generadors| . . .

4.2 Dependencia de la compacitat de Kg|

4.2.1 Cas on Kg és compacte)

[4.2.2  Cas on Kg no és compacte)

[65 Estudi de la positivitat de les corbes|

[5.1  Corbes en el plal

6 Conclusions|

iii

15

19
19
20
20
22

23
24
24
26
27

33



1 Introduccio

Si un polinomi f en els reals amb n variables pot ser escrit com una suma de quadrats,
llavors aquest polinomi clarament només té valors no negatius en tot R”. Aquesta afirma-
ci6 tan simple ens porta a un ampli mén teoric i computacional de metodes que busquen
relacionar polinomis positius i sumes de quadrats.

Una representacio explicita de f com a suma de quadrats es coneix com un certificat
de positivitat. Arribar a trobar una representacié de f que sigui suma de quadrats et
garanteix immediatament la positivitat de f en R. Per exemple, si considerem

f(z,y) :y4+4x2—y2—4:cy+1

Aquest polinomi és no negatiu per qualsevol valor de R?, perd no es veu clarament a
primera vista. En canvi, quan aconseguim trobar la representacié adequada,

flay) =y —1)* + (22 — y)?

queda molt més evident la seva positivitat.

La pregunta sobre si sempre existeix un certificat de positivitat per a un polinomi f
que és positiu per tot R™ es remunta al segle XIX, en les obres de Hilbert. En un dels
articles que va publicar, va demostrar que existeix un polinomi f > 0 en tot R™ que no
pot ser escrit com a suma de quadrats de polinomis. Seguidament va plantejar si existien
certificats de positivitat quan permetiem sumes de quadrats de funcions racionals, o sigui,
quocients de polinomis. Al 1927, Artin va respondre afirmativament la pregunta.

Els certificats de positivitat tenen utilitats en multiples branques de les matematiques,
com ara les matematiques aplicades, les enginyeries o la ciéncia de dades. Les més famoses
sén les aplicacions en el problema dels moments d’analisi funcional i en I'optimitzacié de
polinomis. Concretament, hi ha una gran quantitat d’aplicacions de sumes de quadrats i
polinomis positius per trobar polinomis minims en subconjunts tancats de R", normalment
conjunts definits per equacions polinomiques no estrictes finites. La rad per la qual es fan
servir certificats de positivitat per aquests tipus de problemes d’optimitzacié és simple:
per un polinomi f i un subconjunt K C R"™, el problema de trobar el minim de f(x)
per tot x € K equival a trobar el maxim A € R tal que f — A > 0 en K. Aix0 porta a
algoritmes per minimitzar polinomis en K.

Al 2021, Victoria Powers va publicar el llibre “Certificates of Positivity for Real
Polinomials” [I], on recollia la teoria envers dels certificats de positivitat en polinomis
reals, juntament amb algorismes computacionals per trobar-los. Les demostracions que
apareixen son elementals, i la major part del llibre es centra més en divulgar informacié
que en demostrar-la. Aquest treball es basa en un capitol d’aquest llibre, concretament
el 8, que parla de certificats de positivitat de polinomis positius en conjunts basics semi-
algebraics tancats de R. L’objectiu principal del treball ha estat ampliar aquest capitol,
escrivint les demostracions que no hi sén i afegir-ne d’altres de necessaries.

La part principal d’aquest treball és centra en els certificats de positivitat en polino-
mis a la recta real. Al contrari de les situacions amb moltes dimensions, els certificats
de positivitat en R per a polinomis positius en conjunts semialgebraics basics tancats
quasi sempre existeixen. Mirarem diversos certificats de positivitat, buscant diferents
representacions de f, la representacié com a suma de polinomis quadrats f = ¢? + h? o
f =014+ 099 on 01,09 sén polinomis de sumes de quadrats. Estudiarem principalment en



els intervals on z pertany a [—1,1] o [0,00), ja que veurem que amb aquests dos podem
determinar certificats de positivitat per tot R mitjancant canvis de variables. Veurem
que I'inica complicacié és la tria del conjunt de generadors, ja que 'existéncia d’alguns
certificats de positivitat depen d’ella, i els resultats no sempre seran certs per qualsevol
conjunt de generadors.

Finalment parlarem dels certificats de positivitat en polinomis sobre corbes, que sén
conjunts algebraics de dimensié 1. Denotem una corba plana com el conjunt no buit

{(x,y) € Rz ‘ p(:L‘,y) = 0}

Per una corba plana C, ens interessa la qiiestié de si una funcié f > 0 pot ser escrita
com a suma de quadrats en 'anell de coordenades de C, R[C]. Comencarem estudiant
que passa a R?, mirant el cercle unitat. Després estudiarem com canvien les condicions
que han de complir les corbes depenent de si sén racionals o no i, finalment, estudiarem
quines condicions ha de complir una corba reductible en R™ perque tot polinomi f > 0
pugui ser una suma de quadrats en R[C].



2 Conceptes preliminars

2.1 Notacié

Al llarg del treball farem servir la segiient notacio:

e Farem servir Z per denotar els nombres enters, QQ per als racionals R per als reals,
C per als complexos i N per els naturals, és a dir, els enters estrictament positius.

e Usarem Zx( per els enters no negatius, Q>¢ per els racionals no negatius i R>( per
els reals no negatius.

e Denotarem com a Q. els racionals estrictament positius i com a R, els nombres
reals estrictament positius.

e Denotarem per F un cos, que pot ser R o Q i que alguna vegada sera C.
e En la secci6é de corbes, denotarem per R a un cos real tancat, en general sera R™.

e Si tenim un conjunt no buit U i n € N, denotarem com a U™ el producte cartesia
Ux---xU de n copies de U. Concretament, R™ denota el n-espai euclidia de
dimensio n.

e Per qualsevol vector z = (z1,...,2,) € R", denotarem com ||z|| la distancia eucli-

diana de z fins l'origen, és a dir, ||z| = /2% + - - + 22.

e Per un polinomi f, denotarem per ||f||;1 el maxim dels coeficients de f en valor
absolut.

e j denota v/—1 en C.

e Per qualsevol a € R, denotarem com a [a] el seglient enter més proxim a a, és a
dir, 'enter m més petit tal que a < m.

e Per qualsevol a € R, denotarem com a |a] el anterior enter més proxim a a, és a
dir, enter m més gran tal que a > m.

e En termes generals, A sera un anell commutatiu amb el 1 i denotarem per I un

ideal de A.
e Per qualsevol conjunt T C A, T? sén els quadrats de T: T2 = {t? | t € T'}.

e Per qualsevol conjunt 7' C A, expressarem T + T = {t] +ta | t1,to € T} 1T - T =
{tl — 12 ‘ t1,t9 € T}.

e Per qualsevol conjunt 7' C A, expressarem 1T = {t) *xta | t1,t2 € A}.

2.2 Definicions

Definicié 2.1. Un conjunt X C R és semialgebraic si pot ser definit per un conjunt finit
d’inequacions polinomiques en R.

Definicié 2.2. Un conjunt X C R és basic semialgebraic tancat si tots els seus elements
estan definits per un nombre finit d’inequacions a R amb desigualtat no estricte (<).



Definici6é 2.3. Prenem A un anell commutatiu amb 1.
1. TC A ésunpreprimer siT+T CT, TT CT, i Q>0 CT.
2. Un preprimer T és generador si T —T = A.
3. SiT és preprimer, M C A és un T-modul si M +M C M, TM CMilelM.
4. Un T-modul és arquimedia si Va € A existeiz una k € N tal que k —a € M.

Definicié 2.4. Anomenem transformada de Goursat d’un polinomi f de grau d a un
canvi de variables denotat com f i definit com

fo) = (1+2)iy (ﬁi) .

Podem observar que f és, efectivament, un polinomi, el grau de f < d i el coeficient
de 2% en f és f(—1), per tant el grau de f i f sén iguals si i només si f(—1) # 0.

Podem observar també que

Foaatf (28) Sy (12 (05 ) oty
B 1+xz) 1+z 1+ '

que ens sera util més endavant.

Definicié 2.5. Un modul quadratic és un subconjunt T C A amb 1 € T, que esta tancat
amb la suma i la multiplicacié de quadrats. 1€ T, T +T C T, A>T € T.

Definici6é 2.6. Un modul quadratic és un preordre de A si també és tancat en la multi-
plicacio.

Definicié 2.7. Un polinomi f és definit semipositivament si f(z) > 0 Yz € R. De forma
similar, és definit positivament si f(x) > 0 Vo € R.

Definicié 2.8. Sigui S = {g1,...,9x} on g1,...,9x € R[z], denotarem com a Kg el
conjunt generat per S. Llavors definim Kg com

KS::{xeR]glzo,...,ngO}.

Definicié 2.9. FEl preordre generat per un conjunt S, expressat com Pg, és el preordre
més petit que conté S.

Podem veure que f € Pg si i només si f es pot escriure com
f= > oegit e gt
e={e1,....ex }€{0,1}*
on o, € Y R[z]%.

Definicié 2.10. Sigui S = {¢1,...,9s} C R[z]. El modul quadratic generat per S, Mg,
és el modul quadratic més petit que conté S.

Podem veure que el modul quadratic consisteix en totes les f € R[z] tals que
f=00+0191+ "+ 0gr,

per alguns oy, ...,05 € > R[z]?.



Observacié 2.11. Veiem que sempre es compleix que Mg C Pg i si #5 = 1 llavors
Mg = Pg, pero si #5 > 1 en general no es compleix la igualtat ja que hi poden ha-
ver combinacions de sumes de quadrats que no estiguin al preordre, pero hi ha algunes
excepcions.

Exemple 2.12. Siprenem S = {1 —z,1 + x} on #S = 2 llavors en R[z]| tenim
1 2 1 2
I+z)(1—2)= 5(1—1‘) (1—1—1‘)4—5(1—1—90) (1—-2x)

per tant (1 — z)(1 + ) € Mg i en aquest cas si que es compleix Mg = Ps.

Definicié 2.13. f € Rz| és suma de quadrats si existeizen g, ..., gr € Rlz| tals que
f=gi+ "+

Definicié 2.14. Un preordre Ps és saturat si quan f > 0 en Kg implica que f € Pg. FEl
mateix passa amb un modul quadratic Mg, si quan f > 0 en Kg llavors f € Mg i Mg és
saturat.

Si tenim S C R[z], podem definir quatre propietats relacionades als certificats de
positivitat de Kg. Ja que l'existencia de certificats de positivitat pot dependre de S,
aquestes propietats son de S no de Kg. Les propietats son les segiients:

>) f>0en Kg= f€Pg
>) f>0en Kg= f€ Pg
(>)m f>0en Kg= fe€ Mg
(>)m f>0en Kg= f€ Mg

Definicié 2.15. Preneu un subconjunt no buit V. d’un espai vectorial E sobre F. Ano-
menarem a V wvarietat lineal sobre E si per tot f,g de V i tot a, 8 de F, af + Bg esta en
V.

Definicié 2.16. Sigui (A, E,¢) lespai afi definit sobre F. Diem que V. C A és una
varietat afi si (V, E,¢') també és un espai afi definit sobre cert espai vectorial F C FE i
amb certa aplicacid ¢'.

Definicié 2.17. Un polinomi trigonomeétric és un polinomi que s’expressa de la forma
w(e?) = d e cje’ en Clz].

Definicié 2.18. Donat un anell A, un ideal de A és un subconjunt I de A tal que
1. (I,+) és subgrup de (A,+);
2. ax € I, per a tot parell d’elements a € A, x € I.

Definicié 2.19. Un ideal I d’un anell A es diu ideal primer si és un ideal propi i, per a
a,b € A, es compleix
abel = a€lobel.



icié 2.20. Anomenem anell noetheria a un anell commutativ 1 unitari que satisfa
Definicié 2.20. A Il th Il tat t t
que la cadena d’ideals és estacionaria. Fs a dir, donada una cadena d’ideals:

LHC---Cl 1 CI, Clpq C---
existeix un n tal que:
ILn=Liyi=--.

Definicié 2.21. Un morfisme d’anells és una aplicacidé [ : A1 — As que compleix

fla+b) = f(a) + f(b) i f(ab) = f(a)f(b)

Definicié 2.22. Considerem un morfisme d’anells f : A1 — Ag on Ay © Ay son anells

amb el 1.
= Fley,..o,zn] Flzg, ..o )

%
I(A2) I(Aq)
és un isomorfisme d’anells que indueiz o f. Ezisteix una aplicacio lineal g : Ao — Ay tal
que fog=1ds, i go f=1Ida,,

Definicié 2.23. Considerem A un anell. Denotem Sper A al espectre real de A, és a dir,
al espai topologic que consisteir en tots els parells o = (p,w) on p € Sper A i w és un cos
residual ordenat del quocient (A/p) de p.

Definicié 2.24. SiV és una R-varietat afi, escrivim l’anell de coordenades com R[V]. Un

anell de coordenades és un anell associat a un conjunt de funcions polinomiques definides
en una varietat afi. Altrament dit,

Rlxy, ..., xy]

RV]|= ———F—

on I(V') és lideal de V.

Definicié 2.25. Sigui V una varietat algebraica i sigui p € V' un punt. L’espai tangent
aV en p, denotat per T,V , és el subespai vectorial definit com:

T,V = {v cF"

Z gi@)vi = 0}

i=1
Definicié 2.26. Sigui A = Flz1,...,x,]/I Uanell de coordenades d’una varietat afi V.

La dimensié algebraica de V, denotada dim V', és la longitud mazima d’una cadena
estrictament creizent d’ideals primers en A, és a dir:

dimV =dim A =sup{r € N|3pg C p1 € --- C p, ideals primers en A}
Definicié 2.27. Donat un subconjunt S C Flx], la varietat afi definida per S és
Z(S) :={x e F"| f(x) =0 per tot f € S},
el conjunt zero de S.

Definicié 2.28. Anomenem ideal d’anul-lacié al ideal d’un anell polinomial que donada
una varietat algebraica, aquest es redueix a zero. Per un subconjunt K C F", [ideal
d’anul-lacio de K és

I(K)={f €Flz] | f(x) =0 per tot x € K}.
Es facil veure que I(K) és un ideal de F|x].



Definicié 2.29. Sigui A un anell commutatiu amb 1, i sigui I C A un ideal.

1. Bl radical de I és

VI={ac A|3ImeN tal que a™ € I}.

2. Iésrealsial,...,akeAamba%—l—--'—l—aiEIimplicaqueaiEIperizl,...,k.
3. FEl radical real de I és
Vi={acA|ImeN, by,...,bp € A amba® +b3+.--+b2 €I}

Definicié 2.30. Un cos és formalment real si es pot assignar una mesura d’ordre per a
tenir un cos ordenat.

Definicié 2.31. Anomenem %/(0), el nilradical real de A. %/(0) és la interseccid de tots
els radicals primers tals que el seu cos residual és formalment real.

Teorema 2.32. ([1] Nullstellensatz de Hilbert) Suposem I és un ideal en Clx], llavors
I(Z(I)) = V1.

Teorema 2.33. ([1] Nullstellensatz Real) Suposem que I és un ideal en Rlzx], llavors
I(Z(I)) = V1.

Es més, NI =1 siinomés si I és un ideal real.

Definicié 2.34. Un mapa racional és un morfisme entre varietats no buides que es pot
escriure amb funcions racionals.

Definicié 2.35. Un mapa birracional de X a 'Y és un mapa racional f: X —Y tal que
hi ha un mapa racional Y — X invers respecte f.

Definicié 2.36. Prenem V una R-varietat afi i sigui S un subconjunt semialgebraic de
V(R). Escrivim

By(S)={f € RV]|IN€ RVz € S:|f(z)| < \}

per Uanell de funcions acotades sobre S. Principalment, ens interessard el cas S =V (R),
pel qual utilitzem la notacio

B(V) = Bv(V(R)).



3 Polinomis definits semipositivament i sumes de quadrats

En aquesta seccié ens endinsarem en els certificats de positivitat en intervals tancats de
R. Comencarem veient un teorema senzill que ens diu que tot polinomi no negatiu en R
pot ser escrit com a suma de quadrats de polinomis. Un cop vist, només ens queden dos
casos generals a analitzar; els intervals tancats i els semi-infinits.

3.1 Semipositivitat de polinomis en R

Proposicié 3.1. [1] Si f € Rlz] és un polinomi definit semipositivament, llavors el
coeficient principal de f és positiu i totes les arrels reals de f apareizen amb multiplicitat
parella.

Demostracié: El grau de f és parell per ser definit semipositivament, per tant si el
coeficient principal fos negatiu tindriem que lim f(x) = —oo, que contradiu que f > 0.
Tr—r00

Com que f no pot canviar de signe a les arrels, tota arrel apareix amb multiplicitat parella.

O

Aquesta propietat dels polinomis definits semipositivament ens és molt 1itil per demos-
trar el segiient teorema, que ens diu que existeixen els certificats de positivitat per tots
els polinomis f > 0, i és la base de tota la primera meitat del treball.

Teorema 3.2. [1] Si f € R[x] és un polinomi definit semipositivament, llavors f pot ser
escrit com a suma de dos quadrats de polinomis en R]x].

Demostracioé: Per el teorema fonamental de I’Algebra, f pot ser factoritzat en factors
lineals a C. Com que f té tots els coeficients reals, totes les arrels en C \ R venen en
parelles conjugades. Per la Proposicié [3.1} el coeficient principal de f és positiu, per tant
és ¢? per algun ¢ € R diferent de 0. Suposem que les arrels reals de f sén a,...,as amb
multiplicitats 2uy, . .., 2us, i les no reals sén les parelles conjugades {b; +-icy, ..., b £ici}.
Llavors tenim

t

f=T[@—ap)™ [ — (b +ick))(z — (bp — ick))-
j=1

k=1

Sigui p(z) = c¢- szl(x — a;)". Expandint el segon producte, ho podem escriure com
a (q(x) + ih(x))(q(z) —ih(x)), on q(z), h(z) € R[z]. Per tant, ens queda

f=(@))* - (a(z) + ih(2))(a(z) — ih(z)) = (p(z)a(2))* + (p(z)h(z))*.
O

Un cop hem vist que tot polinomi definit semipositivament es pot escriure com a suma
de quadrats de polinomis, anem a aprofundir en la seva positivitat depenent de I'interval.

Per a a,b € R amb a < b, considerem el canvi de variables
R b—a n b+a
x x
2 2

Veiem que f > 0 en [a,b] si i només si f > 0 en [—1, 1], considerant f com el polinomi
f després del canvi de variables. Aix0 ens és 1til ja que per qualsevol interval [a, b] podem




aplicar un canvi de variables per arribar al interval [—1,1] i, per tant, tots els resultats
que trobem per [—1, 1] podran ser generalitzats a qualsevol interval tancat.

Hom podria pensar que sembla més natural agafar I'interval tancat [0, 1] com Iinterval
de referencia. Aix0 va ser aixi pels primers teoremes que van donar Bernstein i Hausdorff,
perd més tard va ser canviat a [—1, 1] pels analistes, que volien saber quins polinomis
p complien la propietat que el polinomi trigonometric p(cosf) només tenia valors no
negatius.

Un cop trobat que tot interval tancat es pot reduir al cas [—1, 1] ens queda veure els
intervals semi-infinits. Amb un canvi de variables semblant, podem veure que tot interval
es pot reduir al cas [0,00). Finalment, veiem que mitjancant la transformada de Goursat
(Definicié [2.4))

fa) = o's (152)

podem trobar una relacié entre els dos intervals.

Proposicié 3.3. [1] Suposem f € Rlz] amb grau f = d. Llavors f > 0 en [-1,1] si i
només si f >0 en [0,00), i f >0 en [—1,1] si i només si f >0 en [0,00) i grau f = d.

Demostracié: Per x € (—1,1], agafem y = (1 —z)/(1 + =) € [0,00). Com que
(14 2)? > 0, tenim per definicié f(z) > 0 si i només si f(y) > 0 (respectivament amb
les desigualtats estrictes). Per la transformada de Goursat, grau de f = d si i només si
f(=1) # 0. Tenim per tant que f > 0 en [—1,1] si i només si f>0en [0,00) i grau de

f=d. Sif>0en (—111], llavors tenim que f(—1) > 0 per continuitat, per tant f > 0
en [—1,1] siinoméssi f >0 en [0,00).

O

Resulta que la positivitat en [—1,1] i en [0, 00) esta fortament relacionada i, per tant,
podem trobar teoremes amb qualsevol dels dos intervals i derivar-ho al mateix resultat
per 'altre.

3.2 Representacio de Bernstein i acotacio

Un cop vist que podem veure si un polinomi és definit semipositivament en un interval
només estudiant com es comporten en [—1,1] després d'un canvi de variable, podem
comencar a fer preguntes sobre certificats de positivitat en intervals tancats i acotats. El
primer que va preguntar va ser Hermite, que al 1894, en el primer volum del diari de
problemes frances Interméd des math, va preguntar-se si que f > 0 en [—1,1] implicava
que f pot ser escrita com a

fl@) = el —z)(1+ay,
i+j<d
on d és el grau de f i ¢;; sén nombres reals no negatius. La resposta a aquesta pregunta
ca venir un temps després, quan Goursat, Sadier i Franel van demostrar que no, cada un
d’ells d’una manera diferent. Més tard, al 1915, Bernstein va demostrar que, si relaxavem
la condicié del grau i + j < d, podiem trobar una representacié de la forma desitjada.



En aquesta seccié veurem com es pot trobar la representacio relaxant la condicié del
grau a ¢ + j < m amb m € N i ens centrarem en trobar una cota per al grau maxim
d’aquesta representacio.

Proposicié 3.4. [3] [J] Suposem q(x1,...,2y,) és un polinomi homogeni real de grau d, on
els coeficients de q estan acotats superiorment en valor absolut per L i que q(u) > X > 0
peru € A= {(ur,...,un) [u; >0,3;u; =1}

Si
Lnd? Ld(d—1
R L S 7 ) B
2\
llavors (ZJ xj)"q(z1,...,xm) té tots els coeficients positius.

Demostracié: Prenem t € Ry i m € Z>¢ i definim (z)}* € R[x] com

m—1
() =x(x—t)...(x— (m—1)t) = H(q;fit).
i=0
Sigui d = grau de ¢, @« = (a1,...,a,) 1 |a| = a1 + -+ + a,. Escrivim ¢ com a

4 =2 |a|=a @x® € R[z], i assumim ¢ > 0 en A. El cas d = 1 és trivial, aix{ que assumim
d > 1. Donat N € N, expressem el polinomi com

(x1+~'+:cn)Nq: Z ngﬁ.
|Bl=N+d

Fent uns calculs computacionals podem trobar el valor de bg com a

N!(N + d)¢ ( b1 >O‘1 < Bn )a”
bg = ————F5— Qg - . 3.1
8= TR By c%:d N+d)ypar \N+d) y g (3.1)

Per t € R, podem definir

fo= fose ) = 3 aa(@)? . (za)" € Ral.

laf=d

Com que quan t — 0, (x)f" — z%, llavors f; — f uniformement a A. Com que f > 0
en A per hipotesi, podem trobar una ¢ prou petita tal que f; > 0 en A. Triem ara un
N € N tal que q(y4q-1 > 0 a A, llavors per alguna 8 € N" tal que |B] = N + d, tenim

que
51 Bn
<N+d"“’N+d €A

Tenim per (3.1) que bg > 0 per a tot || = N + d. Amb aixo velem que tots els
coeficients de (z1 + - - - + 2,,)Vq s6n estrictament positius.

Ara generalitzem el treball de Pélya per a trobar la N € N. Deixem anar el factor
constant a[3.]1 fixem
1 Br

t:* =
N—i—d’ Yk N—i—d’

recordem que Y yr = 1. Tenim per tant,

Fe(uns e sun) = F@ - um) = Y aa(yf -y = () - (gn)?™).
|a|=d

10



Usant la informacié que tenim sobre f, veiem que

d!
Jeyissyn) ZA=L 3 sy ol = ) ) (3:2)
o ol

Si oy, > By, llavors (yg);* = 0, per tant, y,* > (yr);* > 0 per a tot k aixi que podem
treure el valor absolut de ’equacié.

Pel Teorema Multinomial,

d! aq Qn d

> T =t ) =1
| |

o] dal.‘--an.

Per la identitat iterada de Vandermonde-Chu (la demostrarem més endavant):

d—1
d! a on d _
|Z_:dal!___an!(y1)t eyt =t )i = kl:[()ﬂ — kt).

Per [3.2] només hem de veure que
A—L(1—-(1-=1t)---(1—=(d—1)t) >0,
i queda demostrat.

Suposem ara que
1 2 A

= < Lz,

N+d dd-1) L
Veiem facilment per induccié que quan 0 < w; < 1, llavors [[(1 —w;) > 1 — > w;. Com
que A < f(1,0,...,0) < Lid>2, tenim

t

1

N TEREY)

i, per tant,

d—1)d A
ut<i

L= =t) (1= (d=1)8) < (L4 24+ (d = 1)t = =

Finalment, només ens queda veure la identitat iterada de Vandermonde-Chu,

> it ) = (), (33)

Loy,
lo|=d "

Veiem primer de forma combinatoria en el cas concret on t = 11 xp = yi és un
enter no negatiu

d! a1 « d
> @ )i =

Loeoa,!
|or|=d "

Considerem n conjunts Si,...,S, d’elements no iguals, on |Sx| = yk, i S = |J Sk.
Aleshores el nombre de d-tuples d’elements diferents de S és

yly—1)-(y— (d—1)),
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on y = Y Yk, que és la part de la dreta de l’equacié. Comptem el nombre de d-tuples
d’una altra manera. Per a cada n-tupla o amb |a| = d, considerem el nombre de d-tuples

oL
on on hi ha «aj elements diferents de Si, 1 < k < n. Hi ha (g’;) = % maneres
d’escollir-los, amb d! maneres de distribuir-los, per tant ens queden

Jl ﬁ (ye)y* _ _ d!
' oy,! arl -«
k=1

d-tuples. Amb totes les tries de o completem la part esquerra de ’equacid, per tant
queda demostrat el cas concret on els y; sén enters no negatius. Pero els dos costats de
I’equacié sén polinomis en els y, i la seva diferéncia és un polinomi que s’anul-la en N™.
Per tant, s’anul-la identicament, i aquest cas especial passa a ser un reflex per tots els y
reals. Finalment, prenem yj, = 3/t i multipliquem per ¢¢ tenint en compte la definicié
de (y)¢ ens queda demostrat

j T ()

n

O

Ara, si tenim una funcié definida semipositivament g(:n) =>"" cjz?, g(z) > 0 per
tot > 0, la funcié homogenia G(z,y) = Z;‘n:o cjx’y™ ™) compleix que quan x > 0,y > 0,

x4y =1llavors G(z,y) > 0iquan y =1, G(z,1) = g(x).

Per la proposicié tenim que existeix un r que fa que (1 + x)"g(z) tingui tots els
coeficients positius i és definida semipositiva ja que x > 0 per tant (1 + z)"g(z) > 0.

Definicié 3.5. Prenem g(z) definida positivament en [0,00). Definim 7(g) com Uenter d
més petit tal que (14 z)%g(x) té coeficients no negatius.

Prenem f(x) una funcié qualsevol, de grau d definida positiva en = € [—1,1]. Quan li
apliquem la transformada de Goursat f (), com que és definida positiva en [0, 00) tenim
que existeix una 7 tal que (14 z)"f(z) = Zgig d;x? té tots els seus coeficients postius.
Podem aplicar la transformada de Goursat de grau d a la nova funcié i ens queda

2 ~f1—z rt+d 1—2a J 2 2d+1
' (1) —2d (G52) o = aaa @

=0

r+d )

f) =3 S+ 2P (1 -2+
=0

Per tant, com 2¢ és positiu, no canvia la positivitat dels coeficients i podem representar
f(x) com a un polinomi amb tots els coeficients positius.

Definicié 3.6. Definim Py com

Py = Z Cij(l — .’L‘)l(l + x)j | cij =20
i+j<d

Definicié 3.7. El grau de Bernstein d’una funcié f definida positivament en [—1,1],
escrit com a r(f), és Uenter més petit n tal que f € Py,

12



Corol-lari 3.8. ([2/, Corol-lari 5) Suposem g(z) = Z;l:o bjx? definit positivament en
[0,00), [bj| < L i
d
A=minq > bt/ (1—)"7 |t e 0,1]
=0

Llavors

#g) < 2d + Fdﬂ .

Demostracié: Sigui ¢(z,y) = Z?:o bjmj y?=J, apliquem la proposicié a ¢, amb
m = 2 i substituim a y per 1 —t per a que ens quedi una representaci6 de g(x). Observem

que A = inf{(1 — t)dg (%_t) It eo,1)}.
O
Un cop vist tot aixo, podem passar al teorema principal, on aconseguim acotar el grau

m de la representacié en funcié, principalment, dels coeficients de f.

Teorema 3.9. ([2/, Teorema 6) Suposem que f(x) > 0 en [—1,1]. Prenem d = grau de f
i A com el minim de f en [—1,1]. Llavors existeizen nombres reals positius c;j i m € Z>g
tals que:

f(z) = Z cij(1— )" (1 +z),

i+j<m

2
m<sa [0

Demostracio:

Ja hem vist amb les proposicions i definicions anteriors que f(x) pot ser representat
com

r+d

fl@) =) ¢l +ay(1—a)"

§=0
que és el mateix que dir que la podem representar com a
f(z) = Z cij(1— )" (1 +z).
i+j<m
per alguna m.

Anem a comprovar ara que quan f € P, llavors m esta acotada com a

2d2||f||ﬂ |

< 3d
m_3+[ \

Per comengar suposem m = #(f), de manera que

1— 2 ) m+d
(14 2yt <1+x> = (1+a)"f(z)= 3 b,
k=0

13



amb by > 0. Si apliquem la transformada de Goursat de grau m + d a les dues igualtats

llavors obtindrem
m+d

2 () = > (1 — 2)F (1 + )™ TR

k=0

m~+d

F@) = 3 b1 — 2y (1 4 z)m ok,

k=0

£ +d

P(f
Anem a comprovar ara que r(f) > 7( f ) + d i, per tant, que sén iguals. Observem que

la representacié de f(x)
= Z Cij(l — .CC)Z(l + w)j
i+j<d

Per tant, veiem que r(f) <m+d=

amb ¢;; > 0 pot ser escrita com:

| R o\ (i)
fla) = 3 ey ay (574 157

i+j<r

i j o1 rasyz (i+7) ¢ r—(it+5)—L
= > c(l—2)(1+2) ) > p (1—2)'(1 +x)

i+j5<r £=0
T
=Y a(l—a2)* (1 +a2)F,
k=0

isic;; >0 per tot 4, j, llavors també tenim que c;, > 0 per tot k. Per tant, sempre podem
aconseguir r(f) usant una representaci6 equivalent de f.

Fent servir aquesta representacié de f amb ¢ > 0, podem aplicar la transformada de
Goursat de grau r > d, i obtenim

oy (0) = G oy fie —zrzckm

i per tant tenim que #(f) < r(f) — d i veiem r(f) > #(f) + d, que usant el resultat que
hem trobat anteriorment concloem que r(f) = 7(f) +d. Ara només ens fa falta aplicar el
corol-lari Veiem que

2Ld?

Hf) =r(f)—d< [
202 /|l
2

-‘+2d
m§3d—|—[

ja que ||f]l1 = |ex| < L i al principi hem suposat #(f) = m.

14



3.3 Modul quadratic i preordre

En la majoria dels casos, els certificats de positivitat de polinomis en conjunts semialge-
braics venen d’objectes algebraics associats al conjunt. Dos dels més importants sén els
moduls quadratics i els preordres.

Pélya i Szeg6 van ser dels primers en veure i demostrar que quan f > 0 en [—1, 1]
llavors f pertany al modul quadratic generat per x. Per veure-ho, primer hem de trobar
una manera de representar f com f = o 4 7x smb o, 7 suma de quadrats.

Teorema 3.10. [1/ Suposem f € Rlx] amb el grau de f = d i amb f > 0 en [0,00).
Llavors existeizen 0,7 € Y. R[x]? amb grau de o, T2 < d tals que f = o + Tx.

Demostracié: Suposem fi = o1 +717 1 fo = 09+ 7oz, 0N 01,02, 71, T2 € > R[z]? amb
els graus de o;, ;& < grau de f;. Llavors tenim que

fi-fo= (0'1 +7‘1x)(02 +7’21‘) = (0‘10'2 —|—7’17'21'2) + (0'17'2 + 027'1)1‘,

que és de la forma o + 72 on els graus dels polinomis o, Tx < grau f;fs. Per tant, és
suficient escriure f com a producte de factors que satisfan la conclusié del teorema.

Factoritzem f en factors lineals de C. Com que f > 0 en [0,00), qualsevol arrel
real positiva de f és de grau parell i les arrels complexes son parelles de conjugats que
corresponen a factors definits semipositivament. Per tant, podem factoritzar f com a
p-x® [[(z + b;), on p esta definit semipositivament, a € {0,1}, i cada b; > 0. Com que
aixo compleix la representacié de f com a suma de polinomis quadrats, queda demostrat.

O

Gracies a aquest teorema podem demostrar que existeixen certificats de positivitat en
un modul quadratic per f > 0 en [—1, 1], amb una certa informacié del grau de f.

Teorema 3.11. [1] Sigui S = {1 — 2%} i U = {1 — 2,1 + 2}, observem que Ks = Ky =
[—1,1]. Llavors tenim

1. Mg = My.

2. Suposem que f € Rlz] amb f > 0 a [-1,1] ¢ que el grau de f = d. Llavors
f € Ms = My. Més concretament, si d és parell, llavors f = o +71(1 —22%), on o, 7
son sumes de quadrats amb els graus de o, (1 — 2?)7 < d. Si d és imparell, llavors
f=0c(l4z)+7(1l—x), on o,7 sén sumes de quadrats amb els graus de o,7 < d—1.

Demostracio:

(1) Podem veure amb les igualtats

1+z)? 1-22
_l’_
2 2
que My C Mg. Tenint en compte que 1 — 22 = (1 + z)(1 — z) podem veure que

Mg C Py. Per 'exemple Py = My. Per tant, Mg = My.

l+x=

(2) Perla proposicié f>0a[0,00), on f ésla transformada de Goursat de f. Tenim
que, per el Teorema fent servir que tot polinomi que és suma de quadrats ho
és com a maxim de dos quadrats, podem veure que

f=gt+g5+ (B +hd)z,
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onr; = grau de g; < d/21is; := grau de h; < (d —1)/2. Si tornem a aplicar la
transformada de Goursat obtenim

20f = DA+ D)+ (=) Y (L) ()

i=1,2 i=1,2

En el cas on d és parell, el primer terme és una suma de quadrats amb un grau
maxim d, i el segon terme pot ser escrit com (1 — z2)o, on ¢ és suma de quadrats
de grau o < d — 2. Per altra banda, si d és senar, el primer terme és (1 + x)o amb
o suma de quadrats del grau pertinent i el segon terme és (1 — x)7 amb 7 suma de
quadrats del grau pertinent. O

Finalment, veiem un cas especial del teorema de Schmiidgen ([I] capitol 7). El teorema
de Schmiidgen ens diu que si Kg és compacte, llavors per tot f € R[x] tal que f > 0 en Kg,
f € Pg. Nosaltres ens limitarem al cas on S esta format per un unic polinomi, #S =1, i
Kg =[-1,1]. Quan f > 0, llavors construim polinomis reals definits semipositivament s
it tals que

f=s+th.

Abans de poder escriure s i h com a suma de quadrats de polinomis, hem de demostrar
el teorema seglient:

Teorema 3.12. ([Z], Teorema 7) Prenem € > 0, i h(z) = (1 — 2%)"q(x) amb r senar, on
0<a<g(x)peraze(—oco,—1]U[l,00) 10 <q(z) < per azxe[-1,1].

1
1 r (B \r
A = ) = J— -
rore—1gq0 " {26 (ra) J ’

si agafem F(x) com a F(x) =1+ e+ x — Az*™h(z) aquesta és definida semipositiva.

Llavors prenem

Observacié 3.13. Observem que aquest teorema ens implica que F' és suma de quadrats,
per tant 1 + ¢ +x = F + Az?™h pertany al preordre de h.

Prenem h(x) = h(—x), llavors agafant els mateixos valors de o, 3, A i M, tenim que

1+ e+ x € P(h); fent el canvi x — —z, veiem que 1+ ¢ —x € P(h).

Per tant, tenim,
l+etax=Fi(zr)+ Gi(z)h(x),

on Fy,G4 sén suma de quadrats, i deg Fly,deg GLh estan acotats superiorment per

\\T (6)TJ +degh < r <B>T + deg h.
€ T € T

Demostracié: Volem veure que F(z) > 0 per tot € R i notem que 1+ ¢+ 2 > 0 si
x> —1—¢€i—Ax?"h(z) >0 si |z| > 1. Per tant només hem d’observar qué passa quan
x € (—oo,—1—€)U(—1,1).

Per parts, podem comengar escrivint x € (—oo, —1—¢€) com x = —1—e—y, amb y > 0.
Per tant podem escriure F'(x) com

Fla)=-y—A(l+e+y)*"1—-(1+ec+y)*) q(-1—e—y) >0.
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Sabem que s’ha de complir que (1 +¢+%)?™ > 11 q(—1 — € —y) > « per hipotesi, i com
que 7 és senar, utilitzant igualtats notables trobem

(I—(I+e+y)?) =C2+e+y)(e+y) >2"(re 'y).

La desigualtat ve donada del fet que €,y > 0 i d’agafar un terme de ’expansié binomial
de (e+y)" i un de l'expansi6 de (2+ e+ y)". Amb aix0 en tenim suficient com per veure

—y+ A2 tya > y(A2re ta — 1) > 0,
que és cert per definicié de A.

Ara seguim veient el cas x € (—1,1). Fent us del calcul veiem que si a i b sén positius

10 <t<1,llavors tenim t*(1 — t)b < 7@1{;;’: - Fent servir aquesta desigualtat juntament
amb t = 22, trobem
9 9 mmrr
_ m IS

B

ro

mmr"‘ r T IB r T
G_AW5>€_AB<m+r> _6<1_m<26(m+7“)) ) =0

1/r
Pero tenim #ﬂ < 1,icom que m+71 > 5 ( > , lavors ens queda

O

Un cop demostrat aquest teorema, ens és facil trobar ’acotacié dels graus del teorema
segiient.

Teorema 3.14. ([2], Corol-lari 8) Suposem que g(z) = (1 — z?)"h(z) amb r senar, tal
que 0 < h(z) <w peralz| <1iqueh(x)>w >0 peralz|>1. Suposem també f € R|x]
amb grau de f = d estrictament positiu en l'interval tancat [—1,1] i que té s arrels reals
uj, amb |u;| > w > 1. Llavors, existeizen polinomis 01,02 € > R[z]?, tals que

f =01+ 029,

on els graus de les o; estan acotats superiorment per

r v\ 1/
S<2(u_1) <E) —|—gmug)—|—d—s.

Demostracié: Factoritzem f en factors lineals de R[z] de la forma = — u; i en factors
irreductibles quadratics gx € > R[z]?. Per tant, tenim que |u;| > u > 1. Observem que
+(x — uj) = |uj| — sgn(u;j)z, amb el signe escollit per tal que sigui positiu en [—1,1];
llavors,

d

f@) = 1] (uyl = sen(uy)z) T ] ar(2).
j=1 k=1

o . . 1 N A
Fem servir 'observacié per escriure |u;| — sgn(uj)z = o1; + hogj, que tenen els
graus acotats per

1

() g s (2 g < D (2)
—(— rau — (= rau — (= rau
(Juj] = 1) \rw gran g = 2(|uj| — 1) \w gran g = 2(u—1) \w grat g,

3=
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1
hem utilitzat € = [u;| — 1 i el fet que (1) > 1 = 2" > r per tot r i substituim a f(z)
per a trobar els graus dels multiplicadors i per tant I’acotacié.

O

Per una observacié en [2] podem veure que es pot generalitzar a tota S = {g} que com-
pleixi Kg = [—1,1]. Aix{ queda demostrat aquest cas concret del teorema de Schmiidgen,
que ens dona un certificat de positivitat.
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4 Subconjunts semialgebraics tancats basics de R

En els resultats que hem vist ara, hem trobat que hi ha un modul quadratic saturat
associat a un interval tancat de R, sempre que triem el conjunt de generadors correcte.
Marshall i Kuhlmann van precisar una mica més. Van observar que per un conjunt
semialgebraic basic tancat de R I'afirmacié és certa no només pel modul quadratic, sind
també pel preordre. Es més, van trobar que el preordre associat Pg estava saturat si S
contenia un conjunt concret de de generadors.

4.1 Conjunt natural de generadors

Si K és un conjunt semialgebraic tancat basic de R, llavors K és una uni6 finita d’intervals
tancats i punts. Per tant, podem definir un conjunt de generadors de K que anomenarem
conjunt natural de generadors.

Definici6é 4.1. Prenent un conjunt basic semialgebraic tancat K C R. Anomenem con-
Junt natural de generadors de K a un conjunt finit S C R[z] que compleiz Kg = K i ve
definit de la forma:

o Si K =10, llavors S = {—1}.
e Si K té un element tal que és el minim (I’anomenarem a), llavors x —a € S.
o Si K té un element tal que és el mazim (I’anomenarem b), llavors b —x € S.

o Sia,be K i(a,b)NK =0, llavors (x — a)(x —b) € S.
S no conté més elements que aquests.

Observem que per K = [—1, 1], el conjunt natural de generadors és {1 —z,1+ 2} i no
{1 — 22}. Pero no és cap problema ja que hem vist al exemple que tenen el mateix
preordre.

Lema 4.2. [1] Siguin a,b,c,d € R que compleizen a # b i (¢,d) C (a,b), és a dir
a<c<d<b. Llavors (x — c)(x — d) esta en el preordre generat per (x — a)(x — b).

Demostracié: Es suficient demostrar-ho per a = —1, b = 1 fent s de canvi de
variables. Si assumim —1 < ¢ < d < 1, hem de demostrar que existeix un k& € R positiu
tal que

hy = (z —¢)(z — d) — k(22 = 1)

és semidefinit positivament, i ja en tindrem suficient ja que implica que hjy és suma de
quadrats.

Per ¢ +d =0, amb k = 1 ja ho tenim. Assumim ¢+ d # 0. Llavors per k € (0,1), el

minim de hy és )
1 c+d

Per tant necessitem un k € (0,1) tal que m(k) > 0. Si prenem

c+d

E=1%+
2 ’
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llavors m(k) = (1£¢)(1+d) > 0. Quan (c+d)/2 € (0,1), prenem k = 1—(c+d)/2 € (0,1)
i quan (c+d)/2 € (—1,0), prenem k =1+ (¢ +d)/2 € (0,1), per tant queda demostrat
per tot ¢+ d # 0.

O

Usarem ara aquest lema per demostrar el segiient teorema, que relaciona el conjunt
natural de generadors amb un preordre saturat, essencial per a trobar certificats de posi-
tivitat, ja que és computacionalment més optim.

Teorema 4.3. [1] Suposem que K és un conjunt semialgebraic tancat no buit en R i S
conté el conjunt natural de generadors de K. Llavors per qualsevol f € Rlz|, f >0 en K
tenim que f € Ps o, altrament dit, Ps és saturat.

Demostracié: Primer suposem f > 0 en K i demostrarem que f € Pg per inducci
en el grau de f. Si degf = 0, llavors f € Pg clarament. Assumim deg f > 0 i que el
teorema és cert per tot h € R[z] amb degh < deg f. Si f esta semidefinit positivament,
llavors tenim que f és suma de quadrats i per tant f € Pg. Si f no esta semidefinit
positivament, llavors existeix alguna constant ¢ € R que fa que f(c¢) < 0. ¢ ¢ K perque
hem dit que f > 0 en K, per tant hi ha tres casos possibles: ¢ < x per tot x € K, ¢ > x
per tot z € K o que existeixen a, b tals que a < ¢ < bi (a,b) N K = ().

Prenem que es compleix que ¢ < x per tot x € K. Llavors K té un element que és
el minim, anomenarem a, i f té la seva arrel més petita en (¢, a], 'anomenarem d. Per
tant podem expressar f com f = (z — d)g per alguna g. Tenim que z —a € S i per tant
xr—d=(r—a)+(a—d) € Ps. Comque f>0en Kiz—d>0en K, llavors g > 0
en K. Tenim per hipotesi d’induccié que g € Pg i per tant f € Pg. Per altra banda, si
es compleix ¢ > x per tot z € K, llavors K té un element que és el maxim b i f té la
seva arrel més gran en [b, ¢), 'anomenarem d, i fem servir el mateix argument que en el
cas anterior. Finalment, si tenim que existeixen a,b tals que a < ¢ < b i (a,b) N K = 0,
llavors f té la seva arrel més gran en [a,c), 'anomenem d, i la seva arrel més petita en
(¢,b], 'anomenem e. Per tant podem representar f com f = (v —d)(x —e)g amb g > 0
on K. Per el lema tenim que (x — d)(z — e) € Pg i per hipotesi d’induccié g € Ps,
per tant f € Pg.

O

4.2 Dependéncia de la compacitat de Ky
4.2.1 Cas on Kg és compacte

Veurem més endavant que quan Kg no és compacte, S conté el conjunt natural de gene-
radors si i només si Pg esta saturat. Aix0 no passa en el cas compacte, ja que és possible
tenir un preordre saturat sense que S contingui el conjunt natural de generadors. Per
demostrar-ho necessitem introduir primer el teorema de Scheiderer.

Recordem que un modul quadratic M C A és arquimedia si per tot f € A existeix un
N eNtalque N— fe M.

Teorema 4.4. ([8], Teorema de Scheiderer) Si S C Rx] és finit i Kg compacte, llavors
Mg = Pg.

Demostracié: Com que S és finit i Kg compacte, el modul quadratic Mg és arqui-
media. Aixo ho sabem ja que per compacitat, existeix una constant N > 0 tal que per
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tot z € Kg, tenim que >, x? < N i per tant N — > x? € M.

Per el Positivstellensatz de Putinar ([9] Teorema 4), si Mg és arquimedia, llavors
qualsevol polinomi f € R[z] estrictament positiu en Kg pertany a Mg, és a dir,

f>0en Kg = fe Mg.

Com que tot element de Ps és no negatiu en Kg, i Pg esta generat per sumes de quadrats
multiplicades per productes d’elements de S, tenim que tot element de Pg esta en Mg.
Per tant,

Ps C Msg.

Com que per definicié tenim Mg C Pg, podem concloure que
Mg = Ps.

O

Aquest teorema ens és necessari per trobar la saturacié del preordre en els conjunts
compactes. Pero abans de passar al teorema i a la seva demostracié que ens déna aquesta
relacio, és necessari definir que és ’anell de la serie formal de poténcies en un punt.

Definicié 4.5. Denotem R[[x — a]] com a lanell de la série formal de poténcies en un
punt a € R. Els elements de R[[z — al]] sdn les sumes formals

g=by+bi(x—a)+by(x—a)*+---, bR, i=0,1,...
Teorema 4.6. [10] Suposem S = {g1,...,gr} amb Kg compacte. Escrivim Kg com a
unid disjunta d’intervals [aj,b;],a; < b;, per j = 1,...,r. Llavors Ps és saturat si i

només si es compleizen les segiients condicions:

1. per cada extrem aj, existeix un index i tal que g;(a;) =0 i gi(a;) > 0.

2. per cada extrem bj;, existeix un index i tal que g;(b;) =0 i g.(aj) <O.

Demostracié: Sigui P. el preordre de R[[x — ¢]] generat per S. Prenem lextrem de
lesquerra a; i agafem f = (z —a; +€)(x — aj) = €(x — a;j) + (x — a;)?, amb € > 0 proxim
al zero. Llavors f > O en K. Si f € Pg, llavors f € F,;. Com que x —a; + € és una unitat
i un quadrat en R[[z — a;]], aix0 implica que z — a; € F,;. Sabent aixo, com a minim un
g; ha de tenir una expansié de la forma g; = co+ci(x —aj) +-- -+ cq(x — aj)d amb cg =0
icp > 0. Com que cg = gi(aj) i c1 = gi(a;), aixo implica g;(aj) = 01 gj(a;) > 0. Aixi
veiem que si Pg esta saturat, llavors es compleix (1). Si fem servir el mateix argument
perd amb l'extrem dret, veiem que si Pg esta saturat, es compleix (2).

Anem a suposar ara que (1) i (2) es compleixen. Per cada extrem esquerra aj, x —a; €
P,; i per cada extrem dret bj, —(v — b;) € P},. Prenem un polinomi f # 0 que satisfa
f>0en K. Sicésun zero de f i, per tant, un punt interior de K, llavors f > 0 en algun
entorn de c. Per tant f és de la forma f = t(x —c)F +tp 1 (x— )+ onty > 0ikés
parell, o sigui que f és un quadrat de R[[x — ¢]]. Per veure f € Pg, per el Teorema 9.2.1
de [I0], només hem de veure que per cada j, f(a;) =0=f € P,; i f(bj) =0= f € B,.
Si f(a;) = 0 lavors f es pot escriure com f = tx(x — a;)¥ + tx11(z — a;)F1 + ... amb
tp # 0, k > 1. Si aj no és un punt aillat de K llavors que f > 0 en K implica que ¢ > 0.
Si k és parell, llavors f és un quadrat de R[[x — a;]] i per tant f € P,;. Si k és senar,
llavors f € Py, ja que x —a; € Py;. Si aj és un punt aillat de K, llavors a; = b; per tant
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també tenim —(x — b;) = —(z — a;) € Py, per tant (x —a;) C P,;. Per tant f € P,
també es compleix. Podem fer servir el mateix argument per els extrems drets i queda
demostrat.

O

4.2.2 Cas on Kg no és compacte

Es natural preguntar-se que passa amb el modul quadratic quan Kg no és compacte. Per
aquest cas, tenim el segiient teorema que sén el Teorema 2.1 1 2.5 de [6].

Teorema 4.7. Si tenim un subconjunt finit S C Rx] tal que Kg no és compacte, denotem
com S el conjunt natural de generadors de Kg. Es compleix que

1. Ps esta saturat (la propietat (>) es manté en S) si i només si (>) es manté en S.

2. Mg és saturat (la propietat (>)nr es manté en S) si i només si la propietat (>)
es manté en S.

3. Pg estd saturat si i només si S C S.

4. Mg estd saturat si i només si S C S i es compleiz que |S| <1 o0 |S| =2 i Kg té un
punt aillat.
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5 Estudi de la positivitat de les corbes

Abans de comencar amb la seccié de corbes, s’han de definir uns conceptes basics neces-
saris per entendre la seccié al complet.

Definicié 5.1. Una corba és una varietat algebraica de dimensio 1.

Definicié 5.2. Una corba C és reductible si pot ser expressada com a C = Cy U Cs on
C1,Cy son corbes que compleixen C; # C. Si no es pot, llavors C és irreductible.

Definicié 5.3. Una corba C' en R™ és racional si pot ser parametritzada amb funcions
racionals d’una sola variable, o sigui, si existeizen funcions racionals ai(t),...,an(t) €
R(t) tal que per tot x = (x1,...,x,) € C excepte una quantitat finita de punts, existeix
t € R tal que a;(t) = z; per tota i.

Exemple 5.4. La parametritzacié més coneguda és potser la del cercle unitat. El cercle
unitat {1 — 22 —y% = 0} es pot parametritzar com

1t 2t

x(t) = m,

Definicié 5.5. Anomenem P punt singular d’una corba C a un punt que compleix
Tp(C) > 2, és a dir, un punt tal que ’espai tangent a la corba no esta definit de for-
ma regular en P. Un punt d’una corba que no €s singular s’anomena punt reqular.

Definicié 5.6. Es diu que una corba C' és no singular si tots els seus punts son requlars.

Definicié 5.7. Anomenem bucle en una corba C a un cami tal que el seu punt inicial i
el seu punt final son els mateizos.

Definicié 5.8. Sigui C' una corba, escrivim C(R) com el conjunt de punts reals de la
corba.

Definicié 5.9. Una corba C' s’anomena virtualment compacte si existeir una funcio no
constant acotada en C, és a dir, h € Rlz,y] tal que existeix N € N on |h(z,y)| < N per
a tot (z,y) € C, i h € R[C] no és una funcid constant.

Exemple 5.10. Tenim per definicié que tota corba compacte és virtualment compacte.

Un exemple de corba virtualment compacte que no és compacte podria ser C' = {23 +
ry? + 1 = 0}. Podem veure que per tot (x,y) € C, —1 < x < 0 per tant f(z,y) = z esta
acotada i f no és constant.
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Figura 1: {2% + zy? + 1 = 0}

Definicié 5.11. Si tenim C una corba plana, escriurem com a R[C] Uanell de coordenades
que conté el conjunt d’elements f+(p) on (p) és l'ideal principal generat perp i f € Rlz,y].
Escriurem com a f lelement f + (p).

5.1 Corbes en el pla

En aquesta seccid, discutirem la positivitat de les corbes. Sigui V' una varietat lineal i
R[V] = R[z]/I T'anell de coordenades, considerem que f + I és una suma de quadrats en
R[V] si existeixen g1,...,g;r € R[z] i u € I tals que

f=gi+ " +ag+u, (5.1)

i diem que f és definit semipositivament si f(x) > 0 per tot € V. Observem que
és un certificat de positivitat en V. Al llarg d’aquesta seccié ens preguntarem si quan f
és definit semipositivament, aquest pot ser escrit com una suma de quadrats.

Anomenem una corba plana al conjunt no buit

C = {(z,y) € R? | p(z,y) = 0}

on p € R[x,y|. Sempre assumirem que p no té quadrats, o sigui, no existeix g € R[x, y]
tal que g? divideix a p. Per tant, tota corba plana pot ser escrita com a polinomi lliure de
quadrats. També assumim que p canvia de signe en R? per evitar casos degenerats com
{2? +y? = 0}.

5.1.1 El cercle unitat

Comengarem veient si tot f > 0 és suma de quadrats en el cercle unitat. Comencarem
anomenant i demostrant el teorema de Fejér-Riesz, que necessitarem per poder treballar
amb polinomis trigonometrics i tenir una forma simple de trobar quadrats en ells.

Teorema 5.12. ([11] Teorema de Fejér-Riesz)
Sigui

w(e?) = Z c;e? (5.2)

j=—n
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un polinomi trigonometric amb coeficients reals, que és no negatiu per a tot nombre
real 0. Llavors existeix un polinomi p(z) = 3 7 a;2’

tal que

w(e’) = [p(e’)]*. (5:3)

A més, el polinomi p(z) es pot escollir de manera que no tingui arrels en D = {z €
C : |z] < 1} i és unic excepte per constants multiplicatives de modul 1.

Demostracio: Per demostrar aquest teorema hem d’observar que quan els valors d’un
polinomi trigonometric sén reals per tot ¢ real, llavors els coeficients satisfan c_; = ¢; per
a tot j. Hem d’observar també que en

w(z) = Z c;2

j=—n

es satisfa w (1) = w(z) per a tot z en els complexos. Si c_, # 0, lavors g(z) = 2"w(z)
és un polinomi de grau 2n amb ¢(0) # 0. Les arrels de ¢(z) de modul # 1 venen
en parelles reciproques «a,1/@ amb la mateixa multiplicitat. Les arrels amb modul 1
tenen multiplicitat parella. Per tant, usant el teorema fonamental de I'algebra, podem

factoritzar com
T

-1 —
wiz) =c][[lz—a)" —a)],
j=1
on ai,...,q, tenen modul > 11 ¢ és una constant positiva. Finalment, obtenim el resultat
desitjat amb

p(z) = Vel —ay).

j=1
O

Un cop demostrat el teorema, podem procedir a veure que existeix un certificat de
positivitat per a tot polinomi f > 0 en el cercle unitat. Ho demostrarem passant a
polinomis trigonometrics, i usarem el teorema de Fejér-Riesz per trobar els quadrats
pertinents.

Teorema 5.13. [1] Prenem C el cercle unitat {1 — 2% —y? = 0}. Llavors tot f >0 en C
és suma de quadrats. De forma més precisa, si f > 0 en C, llavors [ €és la suma de dos
quadrats en R[C].

Demostracié: Prenem un f € Rz,y| tal que f > 0 en C, i considerem p(f) :=
f(cos@,sin@). Escrivim p(f) com a un polinomi trigonometric en els reals i com que
f > 0en C, tenim que p(f) > 0 per qualsevol 6.

Com que p(f) és un polinomi trigonometric real no negatiu per tot #, llavors pel
Teorema sabem que existeix un polinomi en els complexos ¢(x) € Clz] tal que p(0) =
lq(e?)|?. Podem escriure q(e®?) = p1(0) + ip2(#), on py1,ps sén polinomis trigonometrics
reals i per tant existeixen f; € Rz, y] tals que p;(0) = fj(cosd,sin@). Per tant tenim

fcosB,sin ) = |q(e?)|? = p1(0)* + p2(0)? = fi(cos O, sinh)? + fa(cos b, sin ).
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Aixd és cert per tota 6, per tant f = fZ + f2 en R[C] ja que f — (f2+ f2) =0en C.
U

5.1.2 Corbes racionals i no racionals

Ara estudiarem la positivitat depenent de si la corba és racional o no en R?. Comencant
amb el cas racional, veiem que es pot reduir a estudiar la positivitat en R i al cercle unitat.
Convenientment, ja tenim demostrats els dos casos en aquest treball, ho veiem:

Proposicié 5.14. [12] Suposem que C és una corba racional no-singular. Llavors qual-
sevol f >0 és suma de quadrats en R[C].

Demostracié: Com que C és una corba racional no singular, existeix una aplicacio
racional birracional
p:P -5 C

definida sobre R. Aquesta aplicacié indueix un isomorfisme d’anells:
R[C]=R[t] obé Rlz,yl/(z" +y* - 1),

depenent de si el morfisme és dominat per la recta real o pel cercle unitat.

Es a dir, qualsevol corba racional no singular C' és (birracionalment) isomorfa a la
recta real R o al cercle unitat S'. Per tant, podem reduir la demostracié a aquests dos
casos coneguts.

El cas on C = R estd demostrat en el Teorema [3.2/i el cas C = S! altrament escrit

com R[C] = Rz, y]/(x? + y? — 1) és el cas del Teorema

Aixi doncs, qualsevol corba racional no-singular és birracionalment equivalent a un
d’aquests dos casos, i la propietat de ser suma de quadrats es preserva sota isomorfismes
d’anells. Per tant, tot element f € R[C] tal que f > 0 a C(R) és suma de quadrats a
R[C].

O

El cas no racional ja és més complicat. Scheiderer ens déna una demostracié. Es basa,
principalment, en donar una classificacié completa de corbes afins, restringida a les corbes
irreductibles, que compleixen que tot f > 0 es pot escriure com a suma de quadrats a la
corba. Amb aixo0 i algunes propietats que es poden trobar al llarg de l'article [I3] s’acaba
demostrant el segiient teorema, que ens déna les condicions per a tenir una representacio
de suma de quadrats.

Teorema 5.15. ([13], Teorema 4.18) Sigui C una corba irreductible no racional en R2.
Tota f > 0 és suma de quadrats en C si i només si es compleizen les segiients condicions.

1. C és virtualment compacte.

2. C és, o bé no singular, o bé les uniques singularitats son maltiples punts ordinaris.

No sobra remarcar que aquest teorema pot ser generalitzat en més que corbes al pla.
De fet, es compleix per tota corba en R".
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5.2 Condicions de positivitat en corbes reductibles a R”

Un cop vist les corbes irreductibles, queda estudiar que passa amb les reductibles. Plau-
mann va demostrar a [I4] com, sota certes condicions de la corba, tota funcié definida
semipositivament es pot escriure com a suma de quadrats en l'anell de coordenades de
la corba. Aquesta seccié esta dedicada practicament sencera al article [14], ja que tot
I’article esta enfocat en demostrar aquest primer teorema.

Teorema 5.16. [1] Considerem C una corba en R™ i C' la unid de totes les components
irreductibles de C' que no sén virtualment compactes. Llavors, tot f > 0 en R[C] és suma
de quadrats si 1 només si les segiients condicions es compleixen:

1. Totes les singularitats de C' son punts ordinaris.
Tots els punts d’interseccio amb C de C' son reals.

Tots els components irreductibles de C' sén racionals i no-singulars.

e o

La configuracid dels components irreductibles de C' no té cap bucle.

Per demostrar aquest teorema, necessitem abans multiples teoremes i propietats de les
corbes. Al llarg del que queda del treball, ens dedicarem a citar i demostrar els teoremes
necessaris per acabar demostrant el teorema[5.16]1 veure aix{ en quines corbes reductibles
podem afirmar que tota funcié definida semipositivament es pot escriure com a suma de
quadrats.

Comengarem veient quines condicions han de complir les components irreductibles de

la corba, reals i no reals, per a tenir representacions en forma de suma de quadrats per
f>0.

Lema 5.17. [12] Sigui A un anell noetheria connectat amb Sper A = (), i suposem que A
no és real reduit. Llavors existeix f € A que desapareix idénticament en Sper A pero no
és suma de quadrats en A.

Demostracié: Per comencar observem que I2 # I per qualsevol ideal (0) # I # (1)
de A. De fet, si I? = I, el Lema de Nakayama ([I5], p.8) diu que hi ha un a € I tal que
(1 —a)l = 0. Per tant a®> = a, i que A estigui connectat implica que o bé a = 0, o bé
a=1,o0siguique I = (0) o I=(1).

Ara prenem I = %X/(0), el nilradical real de A. Per hipotesi tenim que, (0) # I # (1),
i que I? # I. Qualsevol f € I\ I? té la propietat que diu el Lema ja que A/I és real
reduit.

O

Corol-lari 5.18. ([7j)/, Corol-lari 2.10) Sigui V' una R-varietat afi i sigui V; la unid de
totes les components irreductibles reals de V i Vi, la unic de les no reals. Llavors f > 0
és suma de quadrats en R[V] si i només si Vp(R) =0, V., NV =0, i f >0 és suma de
quadrats en R[V,].

Demostracié: V,,.(R) # 0 o V., NV, # 0, les dues impliquen que existeix una
component no connectada V' de V' tal que V' no és real perd V/(R) # 0, i per tant f >0
no és suma de quadrats en R[V’] pel lema anterior. Com ja hem vist, aixo implica que
f > 0 no és suma de quadrats en R[V]. Contrariament, si V,,.(R) = 01V, NV, = 0,
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llavors tot element de R[V,] és suma de quadrats en R[V,,] pel Nullstellensatz real i
R[V] = R[V,] X R[Vy,], per tant que f > 0 sigui suma de quadrats en R[V;] és suficient i
necessari per dir que f > 0 és suma de quadrats en R[V].

O
Prenem C una corba afi en R que té com a components irreductibles C1,...,C,,. Ara
buscarem veure que quan f > 0 és suma de quadrats en R[C], llavors també ho és en

R[C4],..., R[Cy,]. Per fer-ho, necessitarem les segiients proposicions

Proposicié 5.19. (Scheiderer [13] Corol-lari 4.22) Sigui C' un corba finita en R. Si C
té un punt singular que no és ordinari miltiple, llavors f > 0 no és suma de quadrats en
R[C].

Lema 5.20. ([T]|], Lema 3.2) Sigui C' una corba afi en R on tots els punts d’interseccio
reals sén punts ordinaris mailtiples. Considerem C' C C una subcorba tancada de C.
Llavors tota funcié definida semipositivament en C' pot ser estesa a una funcid definida
semipositivament a C, és a dir, tot element de R[C'] és la imatge d’un element definit
semipositivament en R[C| en el mapa restringit R[C] — R[C'].

Demostracié: Prenem f una funcié definida semipositivament a C’, i prenem D com
la unié de totes les components irreductibles de C' que no estan a C’. Sigui Z = C'ND el
esquema teoric de la interseccid. Necessitem trobar una funcié definida positivament en
D que concordi amb f en el subesquema tancat Z. Si Z es basa en r punts reals i s punts
no reals, llavors assumir que existeixen punts d’interseccié implica que ’anell de funcions
regulars R[Z] de Z és un producte directe

RIZ]IZRX -+ X RxAp x -+ x A
—_——

r

amb R(y/—1) C A; per tot i € {1,...,s}. Aixd implica que > A? = A; per tot i, i com
que f només té valors negatius als punts reals de Z, podem veure que la classe de f en
R[Z] és una suma de quadrats en R[Z]. Per tant pot ser ascendit a una suma de quadrats
en R[D] que concretament és definit semipositivament a D.

O

Proposicié 5.21. ([1j|], Proposicié 3.3) Sigui C una corba afi a R. Si f > 0 és suma
de quadrats en R[C], llavors també és suma de quadrats en R[C'] per tota subcorba C'
tancada de C.

Demostracié: Si totes les singularitats de C' sén multiples punts ordinaris llavors
tota f > 0 en C’ és pot estendre a una funcié g definida semipositivament en C' pel lema
Llavors g és suma de quadrats en R[C] per hipotesi, per tant f és suma de quadrats
en R[C']. Si C té punts singulars reals que no sén ordinaris multiples llavors les funcions
definides semipositivament no sén suma de quadrats en R[C] per la proposici6 que
ens porta a contradiccio.

O

Proposicié 5.22. ([1]|], Proposicid 3.4) Sigui C' una corba real de R, assumim que C té
almenys un punt d’interseccio no real. Llavors les funcions definides positivament no son
sumes de quadrats en R[C].
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Demostracié: Sigui C7 i Cs dos components irreductibles diferents de C' que interse-
quen en un punt no real. Per la Proposicié [5.21] és suficient veure que f > 0 no és suma
de quadrats en R[C} U C3]. Per tant, podem assumir C' = C; U Cs.

Sigui I; = Ipic)(Cj) I'ideal d’anul-lacié de C; dins de R[C] (j = 1,2), i prenem Z com
el subesquema tancat de Cy determinat per l'ideal J = (I; + I2)/I; de R[C1] = R[C]/I1,
és a dir, Z és la interseccio teorica esquematica de C i Cy dins de C;. Escrivim Z = SUT
on S i 7T s6n subesquemes tancats de C' tals que S esta recolzat per punts reals i T per
no reals. Sigui Is = Ipjc,|(S) i It = Ijc,)(T) els ideals d’anul-lacié de S i T' en R[C],
tals que J = Ig N Ip. Com que T és no buit per hipotesi, tenim que (0) C Iy C R[C}].
Prenem A = R[C}]/I2, i triem h € Ip \ I%. Com que T té recolzament no real, tenim
que /=1 = a € A,per tant tot element de A és suma de quadrats; concretament, h + I2,
la classe de h en A, és suma de quadrats en A. Per tant, ’element (0 + Ig,h + I%) €
(R[C1]/Is) x A = R[C1]/(IsNI2) que en conseqiiencia té una suma de quadrats f = > F?
que es restringeix a (0+ Ig, h+I%) modul IgNI%. Com que h € I, tenim f € J C R[Cy].

Ara agafem F € Iy C R[C] tal que F|c, = f. Clarament, F no esta definit semiposi-
tivament a C'(R). Pero volem veure que F' no pot ser una suma de quadrats en R[C]. Si
ho fos, tindriem F = Y""_, F?, F; € R[C], és compliria que F; € I per tot i = 1,...,7, ja
que Cy és real. Aixd implicaria f = Y"I_| f? amb f; = F|¢,. Llavors de F; € I podem
concloure que f; € J per tot i = 1,...,7, jaque f € J2 C (Is N I%), i aix0 ens porta a
una contradiccié en la tria de h.

O

Teorema 5.23. ([1]|/, Teorema 3.13) Sigui C' una corba afi en R amb components irre-
ductibles Cy,...,Cp, i assumim que B(C;) = R per tot i = 1,...,m. Llavors f > 0 és
suma de quadrats en R[C] si i només si es compleizen les segiients condicions:

1. Tot C; és isomorf a subcorbes obertes de AIR.
2. Tots els punts d’interseccié de C' son maultiples punts ordinaris reals.

3. La configuracid de C no té cap bucle.

Necessitariem escriure practicament la resta de 1’article [14] per poder demostrar aquest
teorema, aixi que no ho demostrarem explicitament. De totes maneres, aquest teorema
és vital per la demostracié del ja que ens que les condicions (3) i (4) existeixen i sén
necessaries.

Lema 5.24. ([14], Lema 1.4) Si V és la unié de dues subvarietats tancades Vi, Va que
intersequen en finits maultiples punts Py, ..., P., llavors la interseccio de Vi amb Vo és
transversal si i només si el homeomorfisme diagonal

RIV] = {(f,9) € R x R[Vo] [Vi € {1,...,r}: f(P) = g(P)}

donat per f — (flw, flv,) €s un isomorfisme.

Demostracié: Sigui ¢ el mapa R[V] — R[Vi] x R[Va] donat per f — (flv, flvs)-
Tenim Zy, NZy, = (0), ja que V és la unié de V; i Vi, per tant ¢ és injectiva. La imatge
de ¢ consisteix en tots els elements (f|v;,glv,) € R[Vi] x R[V2], f,g € R[V], tals que
-9 eIV1 +IV2'
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Per altra banda, (f,g) € R[Vi] x R[V>] satisfa que f(F;) = g(F;) per tot i € {1,...,r}
siinoméssi f —g e (),_, mp,. Per tant, la imatge de ¢ té la forma desitjada si i només
si Zy, + Iy, = ();—,; mp,, per tant, Pafirmacié inicial és certa.

O

Lema 5.25. ([T]], Lema 1.6) Per qualsevol cos K i qualsevol n > 1, existeix un isomor-
fisme

K[z, .zl /(ziz; |1 <0< j<n) = {(fi,..., fa) € K[[ta]] x - x K[[ta]] | f1(0) =

donat pel mapa ¢: K[[z1,...,2,]]/(zixj | 4,7) = [, K[[t:]] que envia la classe de f €
Kl[z1,...,z5]] @

(F(£1,0,...,0), £(0,42,0,...,0), ..., F(0,....0,tn)).

Demostracié: No és dificil veure que ¢ esta ben definida i és injectiva. Per veure
que la imatge és aquesta, prenem (fi,..., f,) un element de la part de la dreta tal que
f1(0) = --- = f,(0). Llavors

p(f1(21) + -+ falzn) = (0 =D f1(0)) = (f1,- -5 fn)-
(]

Un cop vistos aquests senzills lemes, els utilitzarem per trobar condicions i relacions
entre subcorbes mitjancant isomorfismes i homeomorfismes amb les interseccions. Més
tard ho necessitarem a la demostracié principal, ja que mirem que passa en les unions i
interseccions de les components irreductibles de la corba.

Proposicié 5.26. ([1]|/, Proposicié 2.7) Sigui V una R varietat afi, i assumim que V' és
la unio de dos subvarietats tancades Vy i Vo amb les segiients propietats:

1. tota f >0 en R[V4] és suma de quadrats.
2. V1(R) és compacte, o Vi és una corba amb Vi(R) virtualment compacte.
3. La interseccio de V1 i Vo és finita i transversal.

4. Tots els punts de V1 N Va son reals.

Liavors tota funcid definida semipositiva f € R[V] tal que f|y, és suma de quadrats en
R[Va] també és suma de quadrats en R[V].

Demostracié: Escrivim Vi NVe = {P,..., P} C V(R), r > 0. Fent servir el Lema

podem identificar R[V] amb el subanell R[V;] x R[V5] que consisteix en totes les
parelles (f,g) tals que f(P;) = g(P;) per tot i = 1,...,r. Sigui F' € R[V] no negatiu en
V(R) tal que g = Fly, = g2 + -+ + g% per algun m > 1, g1, ..., gm € R[V2).
Per el Lema aplicat a agi) = g;(P;), existeix n > m i elements f1,..., f, € R[V}] tals
que f = Flv, = X5, f}, fi(P) = gj(P) per tot j < m, i fj(P;) = 0 per tot j > m
(¢t =1,...,7r). Per tant tenim que Fj = (fj,g;) per j = 1,...,m i F; = (f;,0) per
j=m+1,...,n s6n elements de R[V], i per tant F' = (f,g) = >, Fj2.

O
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Corol-lari 5.27. ([14], Corol-lari 1.7) Sigui C una corba amb components irreducti-
bles C1,...,Cy, sobre un cos F. Assumim que totes les singularitats de Cq,...,Cp, son
multiples punts ordinaris. Les segiients afirmacions son equivalents:

1. Totes les singularitats de C' son maltiples punts ordinaris.

2. Les subcorbes tancades C; i C] = Uj £ C; intersequen transversalment per cada
1=1,...,m.

3. L’homeomorfisme diagonal F[C| — [[;~, F[C;] donat per f — (flc,)i=1,..m indueix
un isomorfisme entre F[C] i

{(fi) € HF[Ci] | fi(P) = fj(P)YP € C;NC}, i,j = 1m}

on C; N Cj és la interseccido usual de conjunts.

Demostracié: La equivalencia de (2) i (3) és immediata pel Lema Assumim
que (1) es compleix i escrivim ¢ per 'homeomorfisme diagonal F[C] — [[", F[Ci]. Per
qualsevol punt tancat P € C, considerem el mapa induit pp : (5)\07 r—1l (/9\01.7 p en anells
locals complets (notem que (501, p=0si P ¢ (C;). Com que P és un punt ordinari multiple,
tenim que pel Lema[5.25] ¢p és un isomorfisme. Per tant ¢ és un isomorfisme després de
ser completat respecte qualsevol ideal maximal de F[C], per tant és un isomorfisme.

Per altra banda, si (3) es compleix i P € C és algun punt tancat, llavors P és un punt
ordinari multiple en cada component irreductible de C' passant per P per suposicié, per
tant pel Lema P ha de ser un punt ordinari multiple de C.

O

Finalment, I'iltim teorema que veurem abans de la demostracié del teorema principal
ens dona condicions per a que corbes virtualment compactes tinguin representacions en
forma de sumes de quadrats per f > 0. Aixo ho necessitarem cap al final de la demostracio,
on veurem que la unié de les components irreductibles és virtualment compacte, per tant
podem aplicar el teorema.

Teorema 5.28. ([1])], Teorema 3.7) Sigui C una corba real afi sobre R tal que C(R)
és virtualment compacte. Llavors f > 0 és suma de quadrats en R[C] si i només si les
segiients condicions es satisfan:

1. Tots els punts reals de C' sén maltiples punts ordinaris simples.

2. Tots els punts d’interseccié de C son reals.

Demostracié: Podem veure que (1) i (2) son suficients: Siguin Cf, ..., Cy, les com-
ponents irreductibles de C. pel Corol-lari tenim

R[C] ~ {(fz) S HR[Cz] ‘ fz(P) = f](P) VP € CiﬁCj, 1<4,5 < m} .
=1

Prenem f = (fi,...,fm) € R[C] una funcié definida semipositivament. Un cop
redefinida f, podem assumir que té un nombre finit de zeros en Ci,...,C; i desapa-
reix idénticament Cjyq,...,C,, per algun 0 < [ < m. Prenem O’ = Ué:l C;. Llavors
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g = flcr és suma de quadrats en R[C’] pel teorema anterior posem g = Y g2, g; € R[C"].
Per a tot P € C'NCy, j > 1, tenim g(P) = f(P) =0, i com que P és real per la hipotesi
inicial, tenim que g;(P) = 0 per tot 7. Aix0 implica que f; = (gilc,,---,9ilc,,0,...,0) és
una funcié de C, per la descripcié inicial de R[C], i per tant f =Y f2.

Per altra banda, la condicié (1) és necessaria per la Proposicié i la condicié (2)
per la Proposicié [5.22]
U

Finalment podem demostrar el teorema [5.16] gracies a tot el que s’ha demostrat fins
ara.

Demostracié: Sigui C, la unié de totes les components irreductibles de C' reals i
Chyr la unié de les no reals. La condicié (1) implica que Cp,.(R) = 0 i la condicié (2)
implica que C, N Cy, = 0, per tant, si (1)—(4) es satisfan, que una funcié f > 0 sigui
suma de quadrats en R[C] és equivalent a que f > 0 sigui suma de quadrats en R[C}] pel
Corol-lari[5.18] Contrariament, si f > 0 és suma de quadrats en R[C], llavors Cy,, (R) = 0)
i C, NCpy = 0 es compleixen pel Corol-lari aixi que (1)—(4) es compleixen per C' si i
només si es compleixen per C,.. Per tant, podem assumir que C = C,., és a dir, C és real.

Tenim que (1) és necessari que passi per la proposicié també és necessari (2) per
la ila (3)1ila (4) és necessari que es compleixin pel Teorema Per comprovar
laltre implicacid, assumim que (1)—(4) es satisfan. Prenem C” com la unié de totes les
components irreductibles C; de C tals que B(C;) # R. Llavors C”(R) és virtualment com-
pacte, per tant f > 0 és suma de quadrats en R[C”] pel Teorema Addicionalment,
f >0 és suma de quadrats en R[C’] pel Teorema i per tant és suma de quadrats en
R[C] per la Proposicié [5.26]
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6 Conclusions

Al llarg d’aquest treball ens hem centrat en trobar certificats de positivitat per a polinomis
en R. A través del llibre principal de Victoria Powers, hem revisat obres de matematics
com Scheiderer, Reznick, Plaumann, Putinar, Pélya i Szeg6 sobre semipositivitat en po-
linomis i representacions de certificats de positivitat.

Hem comencat veient que tot polinomi definit semipositivament en una variable es pot
escriure com una suma de quadrats. Un resultat molt atil demostrat per Motzkin, ja que
ens déna el primer certificat de positivitat, el més senzill, i ens assegura que com a minim
sempre existeix un certificat de positivitat per als polinomis f > 0 en R.

Seguidament, hem vist com podem estudiar I'existencia d’altres certificats de positi-
vitat només mirant els polinomis en els intervals [—1,1] i [0,00) gracies a uns canvis de
variables concrets. Hermite es va preguntar si f > 0 es podria representar com a

fla)y= > el —a)(1+z),

it+j=d

amb tots els seus coeficients positius. Bernstein troba que no, perd demostra que si
relaxem la condicié a i + d < m si que és possible. Addicionalment, troba una cota
superior per m.

Amb el treball de Pdlya i Szego veiem els moduls quadratics i els preordres, que ens
porten a noves representacions de polinomis per a tenir certificats de positivitat. Aqui
ens n’adonem de I'importancia d’escollir un conjunt correcte de generadors per a trobar
els certificats.

Finalment, fem un estudi dels testos de positivitat en corbes. Concretament veiem que
per trobar testos de positivitat, per una corba C' hem de veure que un polinomi definit
semipositivament es pot representar com a una suma de quadrats de polinomis a I’anell
de coordenades R[C]. Amb els estudis de Scheiderer i Plaumann trobem que en dues
variables 'existencia de certificats dependra de la racionalitat de la corba. També hem
vist condicions necessaries per a l'existencia de certificats en R™ depenent de si la corba
és reductible o no.

A Tinici del semestre no tenia cap coneixement d’aquesta branca de ’algebra pero un
cop vaig comencar el treball, li vaig agafar el gust rapidament. M’ha sorpres veure com
una pregunta aparentment simple com “quan es pot expressar una funcié positiva com
a suma de quadrats?” pot obrir la porta a un camp tan ric i complex. M’ha agradat
aprendre sobre un tema nou de forma autodidacta, essent acompanyat pel meu tutor,
qui m’ajudava amb qualsevol problema que tenia. Personalment crec que m’ha estat ttil
fer aquest treball, tant per els coneixements adquirits com per la capacitat de recerca i
aprenentatge que he desenvolupat.

Encara que en aquest treball hem explorat gran part dels certificats de positivitat,
practicament només ho hem estudiat en R. Sembla que sempre puguin existir, pero
I'extensio dels certificats de positivitat és molt més amplia del que hem vist, i es complica
molt més quan afegeixes més dimensions. No és un camp estudiat en la seva totalitat, hem
vist que el llibre principal que s’ha seguit és molt recent i encara queden preguntes per
respondre. Jo m’he centrat en la part més teorica pero hi ha una gran part computacional
d’aplicar algorismes per trobar les representacions dels certificats de positivitat que no
s’ha tocat i que és molt interessant.
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