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Abstract

Vizing’s theorem is a fundamental basis for the theory of edge colouring. This theorem
provides an upper bound for the chromatic index and distinguishes between simple graphs of
Class 1 (x' = A) and those of Class 2 (x’ = A + 1). This dissertation presents two proofs of the
theorem and algorithms for obtaining (A + 1)-colourings of any simple graph. The classification
of simple graphs into Class 1 and Class 2 is an N P — complete problem, which rules out a simple
and efficient characterisation of the general case.

Subsequently, various bounds for the chromatic index are obtained generalising to multigraphs.
This dissertation includes both upper and lower bounds and their proofs. In turn, an algorithm is
provided to obtain a (3 [%1 ) -colouring of any multigraph.

This defines the theoretical framework for understanding the development of the recently
proven Goldberg-Seymour conjecture. This conjecture gives an equality for the chromatic index
of any graph.

Key words: Vizing’s theorem, edge coloring, cromatic index, algoritmos de coloracién

Resumen

El Teorema de Vizing es una base fundamental para la teoria de coloracién de grafos por
aristas. Este teorema da una cota para el indice cromético y discierne entre los grafos simples
de Clase 1 (x’ = A) y los de Clase 2 (x’ = A + 1). En este trabajo se recogen dos pruebas
del mismo y algoritmos destinados a obtener (A + 1)-coloraciones de cualquier grafo simple.
La clasificacion de grafos simples en Clase 1 y Clase 2 es un problema N P — completo, lo que
descarta una caracterizacion simple y eficiente del caso general.

Posteriormente, generalizando a grafos multiarista se obtienen diversas cotas para el indice
cromdtico. En este trabajo se recogen tanto cotas superiores como inferiores y las demostraciones

de las mismas. A su vez se aporta un algoritmo para obtener una (3 [%D—coloraeién de

cualquier multigrafo.
Quedando asi definido el marco tedrico para poder comprender el desarrollo de la reciente-

mente demostrada conjetura de Goldberg Seymour. Esta conjetura da una igualdad para el indice
cromdtico de cualquier grafo.

Palabras clave: Teorema de Vizing, coloracién por aristas, indice cromaético, algoritmos de
coloracién
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Introduccion

Los origenes de la Teoria de grafos se remontan al siglo XVIII en que Leonhard Euler (Basilea,
15 de abril de 1707 - San Petersburgo, 18 de septiembre de 1783) resuelve el famoso problema
de puentes de los Konigsberg, que consistia en encontrar un camino que recorriera los siete
puentes del rio Pregel en la ciudad de Konigsberg, actual Kaliningrado, de manera que se pasara
exactamente una vez por cada uno de ellos, sin repetir ninguno y volviendo al punto de partida.
Este problema se puede modelar abstrayendo las orillas del rio como vértices y los puentes como
aristas que unen esos vértices, dando lugar a lo que conocemos como grafo y cuya representacion
puede verse en la figura 1.

(a) Los puentes de Konigsberg en 1613. (Wikimedia Commons) (b) Grafo de los puentes de Kénigsberg.

Figura 1: Los puentes de Konigsberg.

Los grafos nos han acompafiado en la resolucién de problemas y se pueden encontrar algunos
con curiosidad histdrica, como el hallado en la pagina 99 del libro Treatise on the Enigma. Proof’s
book [20], mecanografiado, manuscrito y anotado por Alan Turing (Paddington, Londres; 23 de
junio de 1912 - Wilmslow, Cheshire; 7 de junio de 1954) y que fue utilizado en el descifrado de
la Maquina Enigma durante la II Guerra Mundial. Se muestra dicho grafo en la figura 2.
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(a) Grafo manuscrito. (b) Notacién moderna.

Figura 2: Grafos para el descifrado de la Maquina Enigma por Turing en la II Guerra Mundial.
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Desde aquel inicio como ejercicio lidico, pasando por su utilizacion en conflictos bélicos,
hasta la actualidad, este marco tedrico ha desempeiiado un papel transformador en la evolucién
del conocimiento matematico, convirtiéndose en parte estructural de la Matematica actual e
imprescindible hoy en dia en las ciencias aplicadas, desde Computacionales o de Ingenieria hasta
las Ciencias Sociales, la Quimica estructural, la Biologia o la Genética, la Ciencia de datos o la
Inteligencia Artificial.

Desde esa perspectiva evolutiva, su estudio es un interesante ejercicio de construccién de
pensamiento matematico que, a través del establecimiento de problemas, conjeturas y buisqueda
de demostraciones o de contraejemplos, han permitido avanzar y enriquecer el conocimiento
matematico con nuevos enfoques. Ademads, aportar el uso de recursos visuales a su potencial
aplicacién a problemas complejos relacionados con la vida cotidiana, la hace especialmente
atractiva para la realizacién de un trabajo de fin de estudios.

Dentro de los problemas cotidianos que se pueden abordar en el marco de la Teoria de grafos
encontramos aplicaciones variadas en dmbitos diversos como puede ser el académico, con la
gestion de itinerarios en planes de estudio mediante eleccién de optativas, pudiendo asignar nodos
a hitos académicos y aristas a posibles caminos o itinerarios. El caso de la distribucién de espacios
y horarios de clase o de problemas de planificacion de tareas en un proyecto (diagramas de
Gantt), se puede abordar construyendo un grafo de intervalos especifico. Este tipo de grafos esta
especialmente indicado en el andlisis de conflictos de tareas o tiempos y para la optimizacién en
el uso de recursos en proyectos, tal como se muestra en las paginas 139 y 140 de [5].

De todas las posibilidades, dado su papel clave y transversal dentro de la Teoria de grafos para
este trabajo se ha escogido especificamente la Teoria de coloracion. Originalmente este problema
se ha abordado desde la coloracién de vértices y ha tenido un extenso desarrollo. Cuando se ha
querido abordar la coloracién de otro elemento principal de los grafos, como son las aristas, se
ha visto que su coloracién se corresponde con la de los vértices de los grafos de linea, es asi
que, puede considerarse como caso particular de coloracién de vértices. Sin embargo, abordar el
estudio de la coloracién por aristas tiene especial interés, dado que las propiedades o cotas que
se deducen de esta clase de grafos son més finas y mejores que en los grafos en general. En este
sentido, encontramos que el estado del arte actual en la Teoria de coloracidn de aristas es muy
activo y diverso, tanto desde el punto de vista tedrico como algoritmico, constituyendo uno de los
problemas mas estudiados en Teoria de grafos. Dicho problema consiste en colorear las aristas de
un grafo sin bucles, tal que aristas adyacentes tengan diferente color y que el nimero de colores
utilizados sea el menor posible. A este nimero minimo se conoce como su indice cromatico.

Abordar los grafos mediante coloracién contribuye ain mads a la visualizacién no solo de pro-
blemas caracterizados por su complejidad, sino también del alcance de las soluciones propuestas,
para las que se abre una ventana con nuevos retos que resolver en forma, por ejemplo, de mejorar
cotas o buscar la eficiencia de los algoritmos.

Un ejemplo muy ilustrativo lo encontramos en el grafo de Petersen, creado por Julius Petersen
en 1898 como contraejemplo en su propia investigacion sobre grafos ctibicos (son aquellos en los
que cada vértice tiene 3 aristas incidentes). Desde entonces, este pequeiio grafo (ver figura 3a) de
10 vértices y 15 aristas mantiene el interés y su utilidad debido a las interesantes propiedades que
presenta, entre las que destacan no ser planar (ya que, a excepcion de los vértices, no se puede
dibujar en un plano sin que sus aristas se crucen), estd muy conectado y es altamente simétrico.
En cuanto a las aristas, no existe una 3-coloracién, por lo que requiere de una 4-coloracién (ver
ejemplo de la figura 3b).

Estas propiedades siguen dédndole utilidad como contraejemplo en teoremas y conjeturas,
y herramienta de prueba para algoritmos y propiedades de estructuras altamente simétricas y
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(a) Grafo de Petersen. (b) 4-coloracioén del grafo de Petersen.

Figura 3: Ejemplos sobre el grafo de Petersen.

conectadas, que pueden consultarse en [6].

En particular, sus propiedades en coloracién de aristas lo hacen interesante como ejemplo en la
resolucion de emparejamientos en torneos deportivos tipo liga en la que todos juegan con todos. Un
emparejamiento en un grafo es un conjunto de aristas sin vértices en comtin y el emparejamiento
maximo es el que tiene el mayor nimero posible de aristas. En el grafo cldsico de Petersen este
valor es de 5 y empareja a los 10 vértices o equipos de manera que cada equipo solo aparece una
vez en ese emparejamiento. Si cada emparejamiento corresponde a una jornada del torneo y este
grafo tiene 15 aristas, podemos obtener 3 jornadas de emparejamientos basados en este grafo.
Es asi, que puede utilizarse como un modelo sencillo para construir un calendario del torneo de
manera eficiente y equilibrada.

En este trabajo, vamos a partir de uno de los resultados de referencia relativo al problema de
coloracion de grafos (1964), en el que el matemdtico ucraniano Vadim Georgievich Vizing (Kiev,
25 de marzo de 1937 - Odessa, 23 de agosto de 2017) formulé el denominado Teorema de Vizing
en [22], donde se muestra que el indice cromadtico esta limitado por los valores de A y A + 1,
siendo A el grado maximo del grafo.

Analizando el indice cromético, el planteamiento de este teorema posibilita la clasificacién
en dos tipos de grafos, los de Clase 1, que se corresponden con aquellos en los que su indice
cromatico es igual a A y de Clase 2, que son los que cumplen que su indice cromatico es igual a
A + 1. En el caso del grafo de Petersen, vemos que es un grafo de Clase 2 de Vizing.

Mas alla del Teorema de Vizing comienza con la coloracion de aristas en grafos simples y
alcanza los grafos multiarista a las puertas de la conjetura de Goldberg Seymour.

En el trabajo se abordan dos demostraciones del Teorema de Vizing basadas en el principio
de Induccién, aunque una utiliza las aristas y otra los vértices como base para su prueba. En
el desarrollo de ambas demostraciones se ha puesto en valor, ademads del rigor, la claridad y un
buen uso de los recursos visuales con el objetivo de mejorar su comprension para lectores poco
avanzados.
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Estructura de la Memoria

La memoria de este trabajo consta de cuatro capitulos que estan organizados de la siguiente
manera.

En el primer capitulo, establecemos las bases necesarias para el desarrollo del resto del trabajo.
Asi, se definen los conceptos bésicos tanto de grafos generales como especificamente de coloracion
por aristas que es el tema principal del trabajo.

En el segundo capitulo, que se centra en los grafos simples, se demuestra el Teorema de Vizing,
base de cualquier resultado posterior en coloracion por aristas, obteniéndose dos algoritmos de
coloracién. A su vez, se ven ejemplos de grafos de Clase 1 y 2 que son los tipos de grafos simples
que, como se ha indicado, clasifica el Teorema de Vizing.

En el tercer capitulo, se generalizan conceptos a multigrafos y se ven diversas cotas superiores
que quedan demostradas dado que se demuestra la mejor de ellas. También se muestra aqui un
algoritmo de coloracién para grados muiltiples.

Para finalizar en el cuarto y tdltimo capitulo, se recogen las conclusiones del trabajo.



Capitulo 1 Conceptos generales

1.1. Conceptos sobre grafos

En esta seccion se introduciran los conceptos basicos fundamentales que posteriormente serdn
necesarios para el desarrollo del trabajo. Se basan en la terminologia usada por Diestel en el
capitulo 1, The Basics, de [5] y por Vieites Rodriguez et al. en el texto [21] .

Primeramente, comenzaremos con los mas sencillos e intuitivos.

Un grafo es un par G = (V, E), donde V' es un conjunto no vacio cuyos elementos se llaman
vértices o nodos y E es un conjunto cuyos elementos se denominan aristas.

Se muestra, a continuacién, un ejemplo de un grafo G = (V, E)) dado por:
V=(1,234>5yE={{1,2},{1,3},{2,3},{2,4}}

y cuya representacion grafica se puede ver en la figura 1.1.

1 2

ot

3 4

Figura 1.1: Ejemplo de grafo.

V(G) es el conjunto de vértices del grafo Gy E(G) es el conjunto de aristas del grafo G.

Podemos distinguir entre:

e Un grafo G es no dirigido si sus aristas son pares de vértices no ordenados. En este
caso, e = {u, v}, indica que la arista e une los vértices u y v, se puede escribir como
e = uv (0 e = vu).

e Un grafo G, se dice que es dirigido si sus aristas son pares de vértices ordenados. En
este caso, e = (u, v) indica que la arista e sale del vértice u y termina en el vértice v.
Por lo que la arista uv no es la misma que la vu.

Definicion 1.1.1. Orientar un grafo no dirigido es darle una direccion u orientacion a las aristas.
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Un bucle es una arista que conecta un nodo consigo mismo o lo que es lo mismo la arista que
solo tiene un extremo. Se denominan multiaristas, aristas mitltiples o aristas paralelas si dados
dos nodos v1,ve € V estan conectados por mas de una arista. El nitmero de aristas entre dos
vértices, v1 y v2, se denomina ju(vqv2).

Un grafo simple es aquel que no tiene ni bucles ni multiaristas. El ejemplo de grafo simple es
el descrito en la figura 1.1.

Por el contrario, un multigrafo G = (V, E) es aquel grafo que puede tener bucles y aristas
multiples.

Dos ejemplos de multigrafo G'y G’ son los dados por

G=(V=(1,23,4,5), E={{1,2},{1,3},{1,3},{1,3},{2,2},{2,3},{2,4}})
G' = (V=(1,2,3,4,5), E = {{1,2},{1,3},{1,3},{1,3},{2,3},{2,4}})

Que graficamente se pueden observar en la figura 1.2.

1 2 1 2
5 5
3 4 3 4
(a) Ejemplo de multigrafo G. (b) Ejemplo de multigrafo G'.

Figura 1.2: Ejemplos de multigrafos.

Dos aristas se denominan adyacentes si tienen un nodo comin. F(v) serd el conjunto de
aristas adyacentes al vértice v. Un vértice v € G y una arista e € G, se dice que son incidentes
si v € e. Se dice que dos vértices u,v € V(G) son adyacentes o vecinos si {u,v} = e € Ey
u # v. Equivalentemente en aristas, si e;,ea € E(G)y v € e; Ney conv € V(G), entonces
ambas aristas son adyacentes.

Un grafo G = (V, E) es vacio o trivial es aquel enque V = @y F = &, es decir, G = (&, 9).

Un grafo G = (V, E) es completo si todos sus vértices estdn conectados entre si y se denomina
K, siendon = |V (G)].

Un ejemplo de grafo completo es G = (V, E) = K4 siendo
V = {17 27 37 4} y E = {{17 2}7 {17 3}7 {17 4}7 {2? 3}’ {37 4}}
como se puede observar en la figura 1.3.

Definicion 1.1.2. Un grafo G = (V, E) es k-regular si cada vértice tiene grado k.

Sean Gy G’ grafos, se define la union de Gy G’ como el conjunto GUG' := (VU V', EU E')
y la interseccion de Gy G' como GNG' :=(VNV/ ENE").
SiG = (V,E),G = (V' ,E)yGnG = VNV ,ENE') = (&,9) se dice que son

disjuntos.
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3 4

Figura 1.3: Ejemplo de grafo completo.

Definicion 1.1.3. Sea G = (V, E) esun grafoy e € E(G) una arista, el grafo G\ e := (V, E\{e})
es el grafo G sin la arista e. El grafo obtenido de eliminar tinicamente aristas, se denomina grafo
inducido. Andlogamente, sea una arista ¢’ ¢ E(G), se puede definir G + e := (V, EU{e}) como
el grafo G anadiéndole la arista €.

También se puede definir el grafo generado al aiiadir un vértice. Si G = (V, E) es un grafo y
v ¢ V(G), el grafo G 4+ v := (V U {v}, E) es un grafo afiadiendo un vértice.

Por otra parte, el grafo generado al eliminar unvértice. SiG = (V, E) esun grafoy v’ € V(G),
el grafo resultante es G \ v := (V \ {v'}, E\ {e; = viv' | v; € N(v')}) .

Definicion 1.1.4. Sean G = (V,E)y G' = (V/,E'). Si V' C V y E' C E, entonces G’ es un
subgrafo de G. O lo que es lo mismo, un subgrafo es aquel que es obtenido borrando vértices o
aristas. Se denota con G' C G. Se dice que es un subgrafo propio si ' # E.

SiU C V(G), G\U esel grafo G borrando todos los vértices en U NV y sus aristas incidentes.
G\U = (V\U,E\{ei,j = UV; | Uu; € U, v € N(u)})

Sea G = (V, F) un grafo no trivial, al conjunto de vecinos de un vértice v € V' se denota por
N¢g(v) o N(v). Es decir:

Ne(v)=N@w)={ueV |e=u € E}
De la misma forma si en vez de un vértice tenemos un conjunto de vértices U, se denota por

N(U).Es decir:
NU)={ueV|e=uweEYveU}

Definicién 1.1.5. Sea G = (V, E) grafo. El grado o valencia dg(v) = d(v) de un vérticev € V
es el niumero de aristas incidentes a v.

Si un vértice tiene grado 0, se denomina aislado.

Se llama grado minimo del grafo G = (V, E) a §(G) := min{d(v)|v € V'}.
Definicion 1.1.6. El grado méaximo del grafo G = (V, E) es A(G) := max{d(v)jv € V'}.
Definiciéon 1.1.7. Un camino es un grafo no vacio P = (V, E) de la forma

V =A{xo,x1,...,21} FE ={zox1,2129,...,T8_ 12}

donde todos los x; Vi = 1, ...,k son distintos.
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Si P =z, 21,...,x, €sun camino, P + x,xq es un ciclo.

Definicion 1.1.8. Un grafo G = (V, E) se llama bipartito si admite una particion de dos subcon-
Juntos de vértices tal que cada arista tiene cada extremo en un subconjunto distinto

G = (ViUVh,E)

Ejemplo 1.1.9. Un ejemplo de grafo bipartito G = (V, E) es el dado por la figura 1.4.

v v

PN

Figura 1.4: Grafo bipartito G.

Este trabajo comienza en su introduccién con la descripcion del problema de Leonhard Euler
de los puentes de Konigsberg. Ese problema fue estudiado en su momento con detalle, y motiva
las siguientes definiciones:

Definicién 1.1.10. Un tour euleriano W = (V, E) es aquel camino que recorre cada arista del
grafo exactamente una vez (pudiendo repetirse los vértices).

Sea un grafo conexo G = (V, E) con el grado de todos sus vértices par. Entonces, podemos
conseguir un tour euleriano, tal como indica Diestel en las paginas 22-23 de su libro [5]. La idea
de la demostracion es construir un tour que no tiene por qué contener todas las aristas del grafo.
Entonces se toma una de las aristas que no estd en el tour y se consigue un tour de aristas que no
estaban en el ciclo original y se unen ambos tours. Este proceso se repite tantas veces como sea
necesario. Este algoritmo funciona por la paridad del grado de los vértices, porque al ir uniendo
tours, seguimos manteniendo la paridad de los restantes.

Definicion 1.1.11. Un grafo euleriano G = (V, E) es aquel grafo que tiene un tour euleriano
(definicion 1.1.10)

Teorema 1.1.12 (Teorema de Euler). Sea un grafo euleriano G = (V, E). Entonces, G es conexo
y todos los vértices tienen grado par.

La idea de la demostracion es que, sea G = V, E) grafo con un tour euleriano W. Al tener un
tour euleriano, el nimero de aristas que entran a cada vértice es igual al nimero de aristas que
salen de él. Por tanto, d(v;) con v; € V es par.

1.2. Coloracion

En este trabajo se va a tratar especificamente de cotas sobre el nimero de colores necesario
para colorear un grafo, por tanto definiremos los conceptos mas relevantes en este dmbito mas
concreto.
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Como vamos a centrarnos en la coloracidn por aristas, al nombrar multigrafos en cualquier
momento, se sobrentiende que no tienen bucles, dado que un bucle impide colorear. Siempre que
se hable de grafo, se trata de grafo con multiaristas sin bucles a no ser que se especifique lo
contrario.

En esta seccion también seguiremos a Diestel en el capitulo 5 (Colouring) de [5].

Definicion 1.2.1. Sea G = (V, E) y k € N, una k-coloracion propia por aristas es una funcion
f:E—{a,...,ax} tal que si e,e’ € E que comparten un vértice, entonces f(e) # f(e').
Denominamos a; ¥i =1, ...,k a los colores.

Ejemplo 1.2.2. Si tomamos el ejemplo de la figura 1.2, dos coloraciones serian:

1 2 1 2

t
<

3 4 3 4

(a) Ejemplo de 6-coloracion. (b) Ejemplo de 4-coloracion.

Figura 1.5: Ejemplos de coloracion sobre 1.2b.

Ejemplo 1.2.3. Otro ejemplo de coloracion, seria la coloracién f del grafo bipartito G = (V, E)
de la figura 1.4 como se observa en 1.6.

Vi Va

PN

Figura 1.6: Grafo bipartito con 2-coloracién.

Usamos ”—"’para asignar un color a a una arista e. (a; — e).

Teniendo f una coloracién, se denomina recoloracion a una nueva asignacién de colores
teniendo como resultado una coloracién f’ bien definida (1.2.1).

Definicion 1.2.4. Sea G = (V, E) y f una coloracion, llamamos indice croméatico o nimero
cromdtico por aristas a x'(G) = min{k | G tiene una k-coloracién por aristas, f}.

Lema 1.2.5. Sea G = (V, E) grafo, f coloracion, X' (G) > A(G).
Demostracion. sea G = (V, E) grafo y f coloracién, si x'(G) < A(G), los vértices v; tal que

d(v;) = A(G), por definicién de coloracion (definicion 3) f no seria una coloracién porque habria
por lo menos dos e, ¢’ € E tal que f(e) = F(€'. O
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Podemos observar que la coloracién del ejemplo 1.5a no es una x’(G)-coloracién de 1.2b
porque en la figura 1.5b necesitamos menos colores para colorearlo.

Ejemplo 1.2.6. Un ejemplo de multigrafo son los k fat-triangles T'(k) = (V, E) siendo V =
{vi,v9,v3} y E ={eg,..., €k, €ks1.--,€2k11,E2%12--.,E3,12} donde las aristas {eq, ..., ex}
tienen como extremos vy y vg, las aristas {ej41...,€ea54+1} tienen como extremos vy y v3 y
{€eak+2 - .., eskto} tienen como extremos v1 y vs. Lo que significa que cada vértice estd conectados
k veces con los otros dos (u(vivs) = p(vevs) = p(vivs) = k). El 3 fat-trangle se puede observar
en la figura 1.7.

En este ejemplo x'(7'(k)) = 3k porque todas las aristas tienen que ser de colores distintos.
Cabe destacar que al ser A(T'(k)) = 2u(G), obtenemos
V(T(k)) = 3k = 3u(G) = 2u(G) + u(G) = A + u(G)
Y asu vez, 5
X(T(R)) = 8k = 8 = S A

Figura 1.7: 3 fat-triangle (7°(3)).

Definicién 1.2.7. Dado G = (V,E) y f coloracién (definicion 1.2.1), se denomina C(v) :=
{a; | f(e;) = a;, e; aristas de extremos v; € N(v)y v} al conjunto de colores presentes en el
vértice v. Y el conjunto de los colores de aristas entre dos vértices es C'(v1,v2) := {a; | f(e;) =
a;, e; aristas de extremos v1 y vo}. Finalmente, al conjunto de colores presentes en el grafo G

como C(G) :={a; |i€{l,...,k}}.

Definicion 1.2.8. Sea G = (V. E) y f coloracién, el conjunto complementario al de colores de
un vértice v es C'(v) := C(G) \ C(v) y los denominamos no colores.

Definicion 1.2.9. Sea G = (V, E) y f una coloracion, M C E es un emparejamiento si'y solo
si todo v € V es incidente como mucho a una e € M. Denotamos como M = max{|M| |
M emparejamiento}.

Si conseguimos un emparejamiento en el que cada vértice es incidente a una arista del em-
parejamiento se denomina emparejamiento perfecto. Por otra parte, podemos observar que una
k-coloracién es exactamente lo mismo que una particion de aristas en k£ emparejamientos.

Una propiedad a raiz del concepto de emparejamiento es la siguiente:

Lema 1.2.10. Sea G = (V, E) un grafo (no necesariamente simple) con una coloracion f.

X' (G) > ||/;E4((Cé))|| (1.2.1)
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Demostracion. Sea G = (V, E) con una x’'(G)-coloracién f. Sea x'(G) = k. Entonces cada uno
de los k colores corresponde con un emparejamiento My, ..., M. Por definicién de empareja-

miento,
k

E(G) = UMiniﬂMjZQSii#j
i=1
Por otra parte, |M;(G)| < |[IM(G)| Vi = 1,...,k porque M(G) es el emparejamiento
maximo.

Es por tanto que,

k k
[B(G) =) IMi(G)] < Y _IM(G)] = k- IM(G)] (1.2.2)
i=1 i=1

Despejando 1.2.2 nos queda:

[E(G) /

L <~ e

IM(G)]
Entonces obtenemos 1.2.1, quedando demostrado el lema 1.2.10. ([

Finalmente, pese a que hay un resultado interesante que explica Andersen en [1] sobre multi-
grafos infinitos (|[V (G)| = oo 0 |E(G)| = oo 0 ambas) que dice que si G = (V, E) grafo infinito,
X' = Ay k es finito, entonces un grafo infinito G tiene una k-coloracion si y solo si cada subgrafo
finito tiene una k-coloracion. Se entiende que en todo momento se esta hablando de grafos finitos,
con nimero de aristas y vértices finito dado que el estudio de grafos infinitos se escapa del alcance
de este trabajo.

1.3. Técnicas de recoloracion

Definicion 1.3.1. Sea G = (V, E) un grafo, f una coloracion y ai,a2 € C(G). Un (a1, az)-
camino alternante maximal es aquel camino P = (Vp, Ep) definido como en la definicion 1.1.7
tal que ax — x;x; Vi > 0 par, j > 1limpar. Y az — x;xj Vi impar, j par. Este camino, para ser
maximal, tiene que cumplir que si a; € C(x) = ag € C(xy) y viceversa.

Otra forma alternativa de definir P = (Vp, Ep) es dado G = (V,E) y f una coloracion, dos
colores (ay,az) inducen un subgrafo de grado como mucho 2, por lo que sus componentes son
caminos o ciclos, cada componente es un (a1, as)-camino alternante maximal. Véase la figura
1.8.

Lema 1.3.2. Sea G = (V, E) un grafo, f una coloracion y (a1, az)-camino alternante maximal
P = (Vp, Ep) siendo ay,as € C(QG). El (a1, as)-camino alternante maximal que pasa por un
vértice v es unico.

Demostracion. Este serd tinico debido a que al ser maximal, no se puede prolongar. Y en cada
vértice como mucho tendremos una vez cada color por lo que estd univocamente determinado. [

Definicion 1.3.3. Cabe destacar que teniendo una coloracion f de G = (V, E), en la que hay un
camino alternante maximal P = (Vp, Ep) definido como en la definicion 1.3.1, podemos definir
una recoloracion, f’, dada al cambiar la alternancia de los colores, o lo que es lo mismo, que
en P, a1 — z;x; Vi > Limpar, j > 0 par. Y ag — x;xj Vi par, j impar. A esta recoloracion la
llamamos invertir los colores de P. Véanse figuras 1.8y 1.9.
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aq a9 a9 aq

Figura 1.8: (a1, az)-camino alternanate maximal de coloracion.

as a1 a1 as

Figura 1.9: Coloracién f’ en el (a1, as)-camino alternanate maximal de la figura 1.8 tras la
inversion de colores.

Lema 1.34. Sea G = (V1, E1) un grafo y [ una coloracion sobre G, invertir los colores de
un (ai,az)-camino alternante maximal P = (V, E) (definicion 1.3.1) resulta una recoloracion
valida (definicion 1.2.1).

Demostracion. Sin contar con los extremos (zg y zx), a1 U ag € C(x;) Va; € V(P) \ {xo, zx }-
Por lo que intercambiarlos no cambiaria los conjuntos C(z;). Asi que, el tnico caso en el que
podria ser problematico es en los extremos. Pero al haber seleccionado el camino maximal, si en
fra1 € C(xy) = ag € C(xg), despuésen [/, as € C(x) = a1 € C(xy) y viceversa. Por
lo que f’ seria una coloracién propia (definicién 1.2.1) bien definida intercambiando los colores
del camino alternante maximal. U

Definicion 1.3.5. Sea una arista e de G, se llama critica si Y/ (G \ e) < X'(G).

Lema 1.3.6. Tomando un grafo G = (V, E), existe un subgrafo G' C G con x'(G) = X'(G") que
contiene una arista critica e (definicion 1.3.5).

Demostracion. Puede ser que G = (V, E) no tenga ninguna arista critica. Si este es el caso, se
pueden eliminar las aristas necesarias hasta obtener un subgrafo de G, G’ = (V, E’) con una arista
critica e € E’ de forma que x'(G) = xX'(G).

Sea E = (ey, ..., ). Entonces, se considera G’ = G'\ e1 (definicién 1.1.3). Si X' (G') < X/ (G),
G tendria una arista critica y e; es la arista critica.

De lo contrario, se considera G’ = (V, E'\ {e1,e2}). Si X'(G') < X'(G), G’ tendria una arista
critica y eo es la arista critica.

Asi sucesivamente hasta obtener una arista critica. Este algoritmo va a llegar a su fin porque
estamos tratando de grafos finitos. U

Definicion 1.3.7. Sea G = (V, E) un grafo y G' = (V, E') un subgrafo de G, (E' C E). Sea
una arista eg € E \ E’ con extremos x,y. Dada una coloracion f de G' (eq sin colorear).
Llamamos abanico de x a una secuencia de aristas eq, . .., e, r > 0 incidentes a x con extremos
Y = Vo, V1, . .,V tal que eq estd sin coloreary a; € C(v;_1) N C(zv;) V1 <i < 7.

Para denotar los abanicos vamos a aclarar cuales son las aristas que lo constituyen y los
extremos de las mismas, sus vértices incidentes. En caso de los grafos simples, con los nodos seria
suficiente. En cambio, en caso de los multigrafos seria necesario especificar a cual de las aristas
nos estamos refiriendo porque podria haber varias.

Ejemplo 1.3.8. Un ejemplo de abanico seria el siguiente, sea G = (V, E) y la coloracién f de
G’ tal y como se aprecia en la figura 1.10 quedando eq sin colorear (eq ¢ G'). El abanico de x
serfa el constituido por los vértices {y, v1,va, v3} y aristas {eg, e1, €2, e3}. Podemos comprobar
facilmente que es un abanico, dado que el rojo no estd en C'(y). El azul no estd en C'(v;). El verde
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no estd en C'(v2). Ni la arista naranja ni la violeta podrian continuar el abanico dado que el naranja
y el violeta estdn en C(v3).

Figura 1.10: Ejemplo de abanico constituido por los vértices {y, v1, v2, v3} y aristas {eg, ..., e3}.

1.4. Cota inferior

Cuando hablamos de coloracién por aristas, lo que mds nos interesa es obtener cotas del indice
cromdtico o en el mejor de los casos igualdades. Con el objetivo de llegar a una igualdad, se
intenta aproximar desde una cota inferior.

Teorema 1.4.1. Sea G, \/'(G) > mzix{ﬁ)ﬁ}ﬁlll |HCG, |V(H) >3 impar}

Demostracion. Sea H C G con |V (H)| > 3 e impar. Al ser H un subgrafo de G, el ntimero de
colores necesario para colorearlo serd menor o igual,

X'(G) > X'(H) (1.4.1)

Por otra parte, el nimero de colores que necesitamos como minimo para colorear H va a ser
como minimo el nimero de aristas entre el maximo emparejamiento de H (lema 1.2.10).

X' (H) > m (1.4.2)

Al ser |V (H)| impar, M (H)| < % Por lo que,

[EH)|  2|E(H))]
M(H) — [V(H)| -1

(1.4.3)

Uniendo las desigualdades 1.4.1, 1.4.2 y 1.4.3 se obtiene el resultado,

/ 2|E(H)|
= -1
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O

Una vez obtenida esta cota inferior, en 1973, Mark K. Goldberg, del Instituto Politécnico
Rensselaer, en el articulo [7] y Paul D. Seymour, de la Universidad de Princeton, en el articulo
[18], formularon la siguiente conjetura sobre el indice cromatico en aristas, a la que llegaron de
forma independiente.

Conjetura 1.4.2 (Conjetura de Goldberg-Seymour). Sea G grafo,

2|E(H)|

X' (G) = max {A(G) + 1, méx {A(G) +1, V) -1

| H C G, |V(H)| impar }}

La conjetura de Goldberg-Seymour, pese a haber sido postulada hace mds de medio siglo, ha
sido demostrada recientemente, una primera demostracién fue publicada en 2019 por Chen, Jing
y Zang en el articulo [3], siendo una demostracién muy larga y compleja. Estos mismos autores
depuraron la demostracion, reduciéndola de 80 péginas a 22 en el afio 2024 y la publicaron en
[2]. Pese a haber hecho una gran reduccion, la densidad y complejidad conceptual han hecho que
todavia no esté comprobada.

En esta dltima demostracién, [2], podemos ver muchas analogias con la demostracién de 2.2.
Dado que partiendo de una coloracién parcial construyen estructuras mds generales para que
haciendo un cambio de colores (lo que en abanicos llamamos inversién) se obtenga una coloracién
sin afiadir colores.

En esta demostracion aparece también un algoritmo que consigue encontrar una coloracion de
indice cromético por aristas dado por la Conjetura 1.4.2 en un tiempo polinomial o (|V|°|E|?).



Capitulo 2 El Teorema de Vizing

Como se ha comentado en la introduccidn, el matemadtico ruso-ucraniano Vadim G. Vizing
cuando trabajaba en Novosibirsk (Siberia) en el afio 1964 public6 en [22] un teorema que pos-
teriormente se ha conocido como el Teorema de Vizing. Por su lado, el matemético indio Ram
Prakash Gupta descubri6 el teorema de forma independiente mientras realizaba su doctorado entre
1965y 1968 [10] [11].

Vizing menciond en varias entrevistas que su trabajo se inspiré en el teorema que Claude
Shannon enuncié y demostré en 1949 en el articulo [19], planteando que los multigrafos (sin
bucles) podian colorearse con un maximo de %A colores. Aunque el Teorema de Vizing es ahora
material habitual en muchos libros de texto de Teoria de grafos, Vizing tuvo dificultades para
publicar el resultado inicialmente, y sus articulos al respecto, [22] y [23], aparecen en una revista
rusa practicamente desconocida, Diskret. Analiz.

En primer lugar se enunciard el teorema, se dard una serie de resultados previos y posteriormente
se demostrard el mismo. Hay diversas formas de demostrar este teorema. En este trabajo se recogen
dos de ellas.

Teorema 2.0.1 (Teorema de Vizing). Dado un grafo simple G, entonces X' (G) < A(G) + 1.

El teorema 2.0.1 produce una clasificacién en dos tipos de grafos simples: grafos de Clase 1
con X'(G) = A(G) y grafos de Clase 2 con x'(G) = A(G) + 1. Dado que x'(G) > A(G) por el
lema 1.2.5.

2.1. Clases de grafos
Proposicion 2.1.1. Sea G = (V, E) grafo, bipartito, entonces X' (G) = A(G).

Demostracion. Esto lo podemos ver de la siguiente manera. Se toma el grafo G = (V, E) =
(AUB, E), siendo A C V(G)y B C V(G). Al ser G un grafo bipartito, sus aristas tienen la
propiedad siguiente,

B = dw) = du) (2.1.1)

vEA u€EB

Para conseguir un grafo simple, bipartito, regular (definicién 1.1.2, vamos a ampliar el grafo
G a G’ (G C G'). Para ello, hay que afiadir vértices hasta que |A| = | B|. Después, si existe un
v € A tal que d(v) < A(G). Entonces, existird un u € B tal que d(u) < A(G) por (2.1.1). Se
afiade la arista e de extremos u y v y se repite el algoritmo hasta que sea posible.

15
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El grafo G’ resultante es A(G) regular porque acabamos teniendo d(v) = d(u) = A(G). Por
otra parte, tiene un emparejamiento completo por el teorema de Hall [5, pag. 38-41] que dice que
este emparejamiento de A existe si y solosi |V (S)| > |S| V.S C A. Alser G’ regular se cumple
y por tanto tiene un emparejamiento completo. Llamamos M al emparejamiento del primer color
ay. Por tanto, G’ \ My es (A(G) — 1) regular y si llamamos M, al emparejamiento del color
as. Entonces, G’ \ (M; U M) es (A(G) — 2) regular. Por tanto, si es cierto para a,,, entonces
tenemos que

G'\(MiU---UM,UM,i1) = (G'\ (MyU---UMy)) \ Mpi1

Como G'\ (M; U ---U M,,) es (A(G) — n)-regular, quitando el color a,+1, G'\ (M U---U
UMy, U Mp41) es (A(G) — (n + 1))-regular.

Debido a esto,
A(G) > X' (G') > X(G) (2.1.2)

Por el lema 1.2.5 vemos que en (2.1.2) ha de darse la igualdad. Quedando demostrado que para
todos los grafos bipartitos ' (G) = A(G). O

Si nos cefiimos a los grafos simples, tenemos la clasificacion del teorema de Vizing (2.0.1).
Entonces, los grafos simples bipartitos son de Clase 1.

Método para aumentar un emparejamiento en grafos bipartitos Un método para obtener un
emparejamiento completo en grafos bipartitos es por caminos aumentantes como se indica en la
pagina 38 de [5]. Si tenemos un emparejamiento M C E de G = (AUB, E) que no cubre todos
los vértices, buscamos un un camino alternante P = (Vp, Ep) que comience y acabe en vértices
que no estén cubiertos. Por el lema 1.3.4, podemos invertir los colores de P y la coloracion sigue
siendo vélida. De esta forma, conseguimos cubrir cada vez 2 vértices mas.

Ejemplo 2.1.2. Una aplicacién para este resultado es el de los cuadrados latinos que que son
matrices de n x n elementos, donde cada elemento de la matriz es un simbolo de los n simbolos
posibles. Estos tienen que estar dispuestos de tal forma que ningiin simbolo tiene que repetirse
en la misma fila ni en la misma columna. Un ejemplo habitual de cuadrado latinoes el 9 x 9 o
comtinmente conocido como Sudoku. El Sudoku tiene la restriccion adicional de que cada simbolo
también debe aparecer una tinica vez en cada uno de los 9 subcuadrados 3 x 3.

Asignando un nodo a cada columna de un cuadrado latino y un nodo a cada fila, obtenemos un
problema de coloracién por aristas de un grafo simple bipartito de n vértices en cada subconjunto
(L = (ViUVa, E) con V1] = ny |Va| = n) , correspondiendo cada color a un simbolo. Véase el
ejemplo 3 x 3 en la figura 2.1.

Por lo que, efectivamente, para rellenar un cuadrado latino n X n necesitamos n simbolos
porque A(L) = ny al ser equivalente un problema de coloracion por aristas de un grafo bipartito
que como ya hemos vistos son de Clase 1.

Por otra parte, un ejemplo de grafos G = (V, E), con una coloracién f donde \'(G) =

A(G) + 1 son aquellos grafos que M(G) < %. Sea G = (V, E) grafo y una coloracién [y

M(G) < % Entonces,

£

A+1>X(G)> MO

> A(G)
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C1 C2 C3
h @ | @ | @ h a
L@ | @ | @ f e
@ @ | @ fs e

Figura 2.1: Ejemplo de cuadrado latino.

Tenemos que A + 1 > X/ (G) dado que G es un grafo. Ademads,

X'(G) > /\/‘l%C'?) demostrado en el lema 1.2.10. Por dltimo, N'fc‘;) > A(G) por la hipétesis.

Proposicion 2.1.3. Los grafos G = (V, E) regulares, simples con niimero de vértices impar con
una coloracion f, cumplen que X' (G) = A(G) + 1.

Demostracion. Concretamente, es un subconjunto de los anteriores. Porque al ser |V'| es impar,

-1
M(G) < VV’J = & (2.1.3)
2 2
A su vez, por ser regular,
_AG) - V]
==
Entonces, operando, se tiene,
El V]
=11 2.14
A(G) 2 ( )
Uniendo (2.1.3) y (2.1.4),
vi-1 _|v|_ [E| |E|
< LM R i I
M(G) < 5 <5 AG) :>M(G)<A(G)

Al ser un subconjunto de los grafos que AJI?C‘J) > A(G), implica que los grafos regulares, con
niimero de vértices impar,y’(G) = A + 1.

O

De nuevo, si nos cefiimos a los grafos simples, tenemos la clasificacion del teorema de Vizing
(2.0.1). Entonces, los grafos regulares, simples con nimero de vértices impar son de Clase 2.

Ejemplo 2.1.4. Un ejemplo de grafo G = (V, E) simple, regular con |V'| impar es un torneo tipo
liga, que no solo es regular, ademas es completo. Una liga de n equipos K, con n impar es, por
tanto, un grafo de Clase 2. Concretamente, el torneo de 5 equipos se puede ver en la figura 2.2
siendo cada v; 7 = 0, ..., 4 cada uno de los equipos, y los emparejamientos qué equipos pueden
jugar a la vez. En este caso, necesitariamos 6 tiempos donde en cada uno se jugarian 2 partidos
simultdneamente.
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U1

Vs (o

Figura 2.2: K5 coloreado con A(K5) + 1 = 6 colores.

2.2. Demostracion del Teorema de Vizing por induccion sobre niime-
ro de aristas

Sea G = (V, E) un grafo simple. Si el grafo es vacio, el teorema es claramente cierto, por
lo que suponemos que G es no vacio. Entonces, sea G’ = (V, E’) un subgrafo de G (definicién
1.1.4). Tomamos entonces f una (A(G) + 1)-coloracion propia por aristas (definicion 1.2.1) del
subgrafo G'.

En caso de G’ = G, el teorema seria cierto porque f seria una (A(G) + 1)-coloracién de G.

Suponemos entonces que G’ C G, teniendo entonces una arista e = uv € E \ E’ de G sin
colorear por f como puede verse graficamente en figura 2.3.

Si después de una posible recoloracion, podemos extender nuestra coloracion f a la arista uv
sin afiadir ningidn color, habremos demostrado el enunciado dado que podemos colorear G’ 4 e con
A(G)+1 colores y si esto lo repetimos Ve € E'\ E” habremos obtenido una (A(G)+1)-coloracién
de G.

U1

.1}2

()
Vs

Figura 2.3: Grafo G con arista sin colorear uv con (A(G) + 1)-coloracion original.
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Como tenemos mas de A(G) colores, cada vértice va a tener un color excedente por lo menos.
Vamos a diferenciar dos casos en esta demostracion.
Parte 1: Recoloracion sin repeticion de colores con el algoritmo 1.

Sea C'(u) el conjunto de colores presentes en el vértice u (definicién 1.2.7). Sea ag ¢ C'(u) y
como notacién renombramos v como vy.

Buscamos a; ¢ C(vp), si a1 ¢ C(u) lo asignamos a uvg, como se puede observar en la figura
2.4, acabando aqui la recoloracién y por tanto la demostracién.

[ ]

Figura 2.4: Recoloracién si a; € C(vg) N C(u).

Suponemos entonces que a; € C(u) \ C(uvp). Por tanto, a; coloreard una arista. Definimos v;
como el vértice tal que f(uv;) = a1. O lo que es lo mismo, que la arista uv; estd coloreada con
ai.

Ahora buscamos ag ¢ C(v1), si az ¢ C(u). Por tanto, tenemos un abanico de u de vértices
{vo,v1} y aristas {uvg, uv} (definicién 1.3.7). Entonces, recoloreamos asignando as a uvy y aq
a uvg. Véase la figura 2.5.

Siay € C(u) \ C(v1), entonces vy es el vértice tal que f(uvi) = aj..

Sino seguimos argumentando buscando un a3 ¢ C(vs). Si az ¢ C(u). Quedando un abanico
de u de vértices {vg, v1,ve} y aristas {uvg, uv; }. Entonces asignamos a3 — uve, ag — uvy y
a1 — uvg. Como se puede observar en la figura 2.6

En caso que a3 € C(u), seguimos con el argumento sucesivamente. De forma general, el
algoritmo de la recoloracién se transcribe en el algoritmo 1.

Este algoritmo puede llegar o bien a que encontremos un a; ¢ C(v;—1) U C(u) o bien que se
repita un color que ya ha aparecido, dado que tenemos un nimero finito de colores.

Parte 2: Recoloracién con repeticion de colores con el algoritmo 2.

Supongamos que se repite el color en el vértice v;. Esto quiere decir que el color a;y;
coincide con un color aj, a9, as, ..., a;. Sea ay, el color que se repite, ay = a;41. Por lo que
ar, ¢ C(v;) U C(vg_1). Hasta aqui, tenemos un abanico de u de vértices {vp,...,v;} y aristas
{uvg, ..., uv}.
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U1
®

5

[ ]

Figura 2.5: Recoloracion si ag € C(v1) N C(u).

U1
[ ]

Figura 2.6: Recoloracién si as € C'(v2) N C(u).

Ahora usamos el color ag € C'(u) y vemos si aparece en los colores de v;. Si no estd, asignamos
ap — uvy y se recolorea el siguiendo el algoritmo 1 el abanico de u de vértices {vp, ..., v}y
aristas {uvy, . .., uv;}. Si estd, tomamos el (ag, ax)-camino alternante maximal, P = (Vp, Ep)
(definicién 1.3.1) que tenga el nodo v;. Que por el lema 1.3.2 sabemos que es Unico.

En caso de que este camino no pase por ninguno de nuestros vértices vecinos de u, invertimos
los colores (definicion 1.3.1). Cabe destacar que da igual donde acabe el camino porque estd bien
definida la inversién por el lema 1.3.4. O lo que es lo mismo donde habia aq los sustituimos por ag
y viceversa. A continuacion, hacemos la recoloracion desde a; como el algoritmo 1 y obtendriamos
la recoloracién deseada.

En caso de que si pase por alguno de los vecinos de u, tenemos tres casos. Todos recogidos en
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Algoritmo 1 Algoritmo de recoloracién de abanicos
Entradas: G : (V, E), e := v arista sin colorear, (A(G) + 1)-coloracién de G’.
Salidas: (A(G) + 1)-coloracién de G’ + e o

a;=a ke{l,...,i—1}ywi,...,v; ordenados.

1: ag € C(u)
2:1=0
3: repeat
4: Elige a1 € 6(’1)1)
5: > construccion del abanico de u de vértices {vo, ..., v;} y aristas
{eo = wvo, ..., €; = uv;}
6: if a; € C(u) then
7: for1 <j<ido
8: €j_1 < a; > recoloracion del abanico
9: end for
return (A(G) 4 1)-coloracién
10: else
11: v; = vértice que une u por la arista de color a;
12: > busca el siguiente vértice del abanico
13: end if
14: until a; = a, k€ {1,...,i—1}
return a; = ar k € {1,...,i — 1} y abanico de u de vértices {vp,...,v;} y aristas
{uvg,...,uv;} >como damos las aristas y los vértices es vélido tanto para grafos simples

como para multigrafos.

el algoritmo 2, al que habria que introducirle la informacién del algoritmo 1 para que funcionara.
Caso 1: P no pasa ni por vy ni por vg_1.

Si pasa por un vértice v; distinto al v, y vi_1, la solucién es la misma que si no pasara
por ningtin vértice. Al invertir los colores en el camino alternante maximal (definicion 1.3.1) no
tenemos ningtin problema ni con la nueva coloracién del camino (lema 1.3.4) ni con la recoloracién
del abanico porque no tienen vértices ni aristas en comtin. Asi que de la misma forma obtenemos
la recoloracién deseada. Véase figura 2.7.

Caso 2: P pasa por vg.

Noétese que si P pasa por v_1, el camino tiene que acabar en él. Porque a;, ¢ C(vg_1). En
este caso, también invertimos los colores de P. Pero en vez de empezar la recoloraciéon en vy,
empezamos en vi_1 de la siguiente forma: ag — vg_1u, Ap_1 — Vk_9U, ..., a; — vou. Véase
figura 2.8.

Caso 3: P pasa por vg_1.

También notar que si P pasa por vg, el camino tiene que acabar en u porque viu esta coloreado
de ay. Por tanto, ahora al invertir los colores de P, cambiamos hasta viu. Andlogamente al caso
que pasa por vy, (caso 2) sustituimos ag — vipu, ap — Vg_1u, ..., a; — vou. Véase figura 2.9.

Por tanto, hemos abarcado todas las posibilidades, dado que con estos casos o combinaciones
de los mismos se obtienen la totalidad de los casos. Dando igual donde acabe P por el lema 1.3.4.
Queda asi demostrado el enunciado.
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aj.

P Vk—1e

aj,

iy

Figura 2.7: Recoloracién en el caso en que el camino alternante maximal pasa por un v; € N (u)
distinto de vi_1 y vi. Las lineas mds gruesas de colores naranja y verde representan el (ag, ax)-
camino alternante maximal P.

vy

«—a

Figura 2.8: Recoloracion en el caso en que el camino alternante maximal llega a vy.

2.3. Demostracion del Teorema de Vizing por induccion sobre niime-
ro de vértices

En segundo lugar, vamos a proceder a demostrar el teorema 2.0.1 por induccién sobre el
numero de vértices basandonos en [17].

Para ello, vamos a demostrar un lema del que se infiere el resultado.

Lema 2.3.1. Seav € V, k € N tal que d (N (v) Uv) < k 'y como mucho un vértice v € N(v)
tiene d(x) = ky x' (G \ v) <k, entonces x'(G) < k.
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U2

Figura 2.9: Recoloracion en el caso en que el camino alternante maximal llega a vy 1.

Veamos que el lema 2.3.1 implica el teorema 2.0.1. Haciendo induccién sobre el nimero de
vértices vemos que si k = A + 1y v € V arbitrario, entonces la hipdtesis del lema 2.3.1 se
cumple y por induccidn

Y(G=v)<Ag+1=Y(G)<Ag+1

Demostracion del lema 2.3.1. Sin pérdida de generalidad, vamos a asumir que todo v € N (v) \
tiene d(u) = k — 1 y x que tiene d(x) = k. Esto lo podemos asumir porque si d(u) < k — 1
anadimos las aristas necesarias hasta que d(u) = k— 1y, equivalentemente, con z hasta d(u) = k.
Y coloreamos estas aristas con los colores sobrantes de cada vértice u o x. Estara bien definido
dado que la coloracién de G es una k-coloracion y estamos afiadiendo hasta k — 1 y k aristas. Por
tanto, si d(u) = d, afladirfamos k — 1 — d aristas con sus respectivos colores. Y en el caso de z,
si d(u) = d, anadirfamos k — d aristas con sus respectivos colores.

Si quitamos v de G, cabe resaltar que u € N(v) \ z tiene d(u) = k — 2 y x que tiene
dz) =k —1.

Para cualquier k-coloracién de G \ v, podemos definir X; = {u € N(v) | a; ¢ C(u)}.
Como u € N(v) \ x aparece exactamente en dos X; y = aparece exactamente en uno.

k
S| =2-d(v) -1 <2k (2.3.1)
=1

Elegimos la coloracion f que minimice Zle | X%

Esta va a ser en la que

1Xs) = 1X5]1 <2 Vije{l,....k} (2.3.2)

Si no fuera asi,

X1| > | X2| + 2 y considerando H C G con aristas de colores a1 y as.

Por una parte, A(H) < 2 al tener H solo dos colores. Entonces, cada componente serd un
camino o un ciclo. Ya que al tener como mucho grado dos no hay mds posibilidades.
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(a) Grafo G con su coloracién original, habien-
do anadido las aristas correspondientes para que
d(u) = k — 1y d(x) = k. Extendiendo la colo-
racién a los nuevos vértices (puede hacerse con el

(b) Grafo G de la figura 2.10a eliminando el vértice

algoritmo 1). v. Grafo inducido G \ v.

Figura 2.10: Grafo (& afiadiendo y eliminando vértices.

Por otra parte, |X1| > |X2| +2 = |Xi| > |X2|, en consecuencia, una componente es un
camino alternante maximal (definicién 1.3.1) que empieza en un punto (p) de X; y no acaba en

un punto (q) de X5. Asi que empieza y acaba en un punto de X.

MO e
oe

2
Figura 2.11: (a1, a2)-camino alternanate maximal.

a2 a2
. .............. ..
b q
Mm m
X1 Xl

Figura 2.12: Coloracién tras la inversion de colores en el (a;, az)-camino alternanate maximal de
la figura 2.11.
Invirtiendo los colores (definicion 1.3.3) z2 y ya no pertenecen a z1. Por lo que,

X+ XoU{p,q}

Comprobemos que,
X2+ 1G] = X0 = 41X ] + 4+ [ X + 4]X] + 4
= X1 * + [ Xa)? + 4(1Xa| - |Xa1] +2)

Teniendo en cuenta que | Xs| — | X;| 4+ 2 < 0, entonces,

X112+ |1 X5 < 1 X0 + | X (2.3.3)
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, e k . L.
Asumfamos que f minimizaba > ;_, | X;|?. Teniendo en cuenta que el resto de los términos se
mantienen.

k k
X121+ )X < Y1 Xl
i=3 i=1

Finalizamos as{ el argumento por contradiccion.

Tenemos por tanto por (2.3.1) que existe |.X;| < 2 al tomar el sumatorio hasta k = 1. Entonces,
si | X;| < 2,0bien | X;| = 00|X;| = 1. Y por otra parte, habra algin | X ;| que sea impar. Esto se
debe a que, por (2.3.1), el grado de | X;| es un nimero impar. Todo ello implica que si | X;| = 1,
ya tenemos un |X;| impar. En cambio, si |X;| = 0, por (2.3.2) tenemos que | X;| = 0 o 1. Pero
como sabemos que al menos uno es impar, | X;| = 1. Por tanto, 3 | X} | tal que | X;| es impar y mas
concretamente 1.

Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que X = {u}.

Por tanto, definimos G’ = G —uv — f~*(ay,). Entonces, dg/ (v) < k— 1 porque hemos quitado
la arista uv. Por otra parte, dg(N(v)) < k — 1 porque hemos quitado todas las aristas de color
ar, y como mucho un z € N(v) tendrd d(z) = k — 1. Todo ello implica que, G’ — v tiene una
(k — 1)-coloracion.

u

T 1\
Figura 2.13: Grafo G sin la arista uv (verde) y sin f~!(az) (azul).

Por hipétesis de induccién x'(G") < k—1y si afiadimos el color ay, y uv obtenemos x'(G) < k.
Finalizando asi la demostracién del lema 2.3.1. O

Al haber demostrado ya la implicacién del lema 2.3.1 al teorema 2.0.1, queda demostrado el
teorema.

2.4. Algoritmo de coloracion de grafos simples

En la seccién 2.2 se proporcionan dos algoritmos (1 y 2) que juntos dan una coloracién para
una arista no coloreada, o sea una coloracién parcial.

De forma similar Misra y Gries en [14] desarrollan un algoritmo. Pero a diferencia de los
algoritmos (1 y 2), en este se parte de un grafo sin ninguna coloracién.

El algoritmo va coloreando arista a arista usando como mucho A(G) + 1 colores. Y en caso
de no ser trivial, recurre al algoritmo 2 para colorear. Y una vez se ha coloreado la arista se borra
del conjunto U hasta que este queda vacio finalizando asi la coloracién.

Por ser un algoritmo para grafos simples, por el Temprema de Vizing (2.0.1) la coloracién que
se da es de A(G) + 1 colores. Para probar que un grafo pertenece a la Clase 2, ademads, seria
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necesario probar que este grafo no pertenece a la Clase 1. En 1981, Holyer [12] prob6 que el
problema de clasificacién de los grafos en Clases, es un problema NP-completo, y descarta una
caracterizacién simple y eficiente del caso general.
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Algoritmo 2 Algoritmo de recoloracién con caminos alternantes maximales

Entradas: G : (V, E), e := v arista sin colorear, (A(G) + 1)-coloracién de G'.
> (entradas del algoritmo 1).
ke {l1,...,i— 1} y abanico de u de vértices {vo, ..., v;} y aristas {uv, ..., uv;}
> (salidas del algoritmo 1).

a; = Qf

Salidas: (A + 1)-coloracién de G’ + e.

1: Tomar camino alternante maximal de colores ag y ay desde v; definida por sus aristas:
P ={ej,eq,...} coloreadas por aq las aristas impares y ay, las pares.
> Aqui se recolorea el grafo si P no pasa ni por vy ni por vg_1. Caso 1

2:
3
4:
5:
6
7
8
9

10:
11:
12:

for1 <j<ido
UVj—1 < A5

end for

Uv; <— Qg

if m impar then
em < a

end if

if m par then
em < Qo

end if

13: elseif e, € E(vy) then

14: for1 <j<kdo
15: UVj—1 < G
16: end for

17: UvVE < ag

18: if m impar then
19: em < ag
20: end if

21: if m par then
22: Em < Qo

23: end if

24: else

25: for1<j<k-—1do
26:

27: end for

28: UVE_1 < aQ

29: if m impar then
30: em < ag

31: end if

32: if m par then
33: em < ag

34: end if

35: end if

ife,, ¢ E(N(u))oen € E(N(u))\ {E(v), E(vk—1)} then

> Recoloracion del abanico

> Recoloracién de P

> Aqui se recolorea el grafo si P pasa por vy. Caso 2

> Recoloracién del abanico

> Recoloracion de P

> Aqui se recolorea el grafo si P pasa por v_1. Caso 3
>enm € E(vg_1)

uvj_1 < ajRecoloracion del abanico

return (A(G) + 1)-coloracion

> Recoloracion de P
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Algoritmo 3 Algoritmo de coloracién grafos simples.
Entradas: G : (V, E) grafo

Salidas: (A + 1)-coloracién propia de G.

1: SeaU := E(G). > U son las aristas sin colorear
2: Sea C(G) = {al,.. .,CLA+1}.

3: while U # @ do

4: Seae =zv > Elegimos una arista sin colorear
5: Sea un abanico de x de vértices {vp, ..., v;} y aristas {eg = xv,...,e; = zv;}

6: a] € é(x), as € 6(1}1)

7: Obtenemos (a1, ag)-camino alternante maximal

8: Aplicamos algoritmo 2 al abanico con (aj, az)-camino alternante maximal

9: U:=U\e
10: end while

return (A(G) + 1)-coloracion de G.




Capitulo 3 Coloracion multiarista

En el capitulo anterior hemos visto la cota de grafos simples, pero andlogamente, durante el
siglo XX se probaron distintas cotas para grafos no simples.

3.1. Cota superior

Histéricamente se han ido demostrando diversas cotas sobre x’ en grafos no simples. Tal
como se muestran ordenados cronolégicamente por West en [24, pag. 285], donde aparece como
ejercicio 7.1.35 y deja como tarea su demostracion al lector. Trasladamos aqui su enunciado en
forma de teorema y su demostracion por la autora de este trabajo.

Teorema 3.1.1. Sea G grafo no simpley A = {x, y, z € V(G) : y € N(z) N N(2)}. La cota
indicada en d) implica todas las anteriores.

a) X' < |3A(G)], formulada por Shannon en las paginas 148 a 151 de [19]

b) X' < A(G) + u(G), encontrada por Vizing en las paginas 9 a 17 de [22] y en las
paginas 25 a 30 de [23] y por Gupta en [10].

¢) X' < maz {A(G), maza {|3(d(z) + d(y) + d(2))] } }, descubierta por Ore en [16].

d) X' < maz {A(G), maza {|5(d(z) + p(zy) + p(yz) + d(2))| } }, formulada por An-
dersen en las paginas 161 a 175 de [1], por Goldberg en las paginas 3 a 12 de [8] y en
las paginas 123 a 137 de [9].

Demostracion. Procederemos a demostrar que d) => ¢), d) = b) y ¢) = a) y de esta forma
quedard completamente probado el teorema.

d) = ¢

Por definicion:

d(y) = ply) + p(zy) + Y plvy)
veG

Como todos los términos del sumatorio son no negativos, deducimos que,
d(y) = u(xy) + p(zy)
Al ser el resto de términos igual, queda demostrado, puesto que,

1

5 (d(@) + plzy) + pyz) +d(2)) <

5 (d(z) +d(y) + d(2))

N

29
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Y por tanto,

|00 + e + ) + ()| < | Gda) + dlo) + )

d)=bh)
Por una parte tenemos que Vv € G d(v) < A(G).Por otra parte, Vv, y € G, pu(vy) < u(G).

Tenemos entonces que

(2A(G) +2u(G)) = A(G) + (@)

DN =

%(d(x) + uzy) + pyz) + d(2)) <

5000 o)+ (o) + () | < LAG) + 1(G)] = A(G) + u(C)

c) = a)

Como Vv € G d(v) < A(G). Deducimos que

(@) + d(y) +d(2)) <

3
2
50+ ) + )| < |

Por tanto, demostrando la tltima cota, quedan demostradas todas las anteriores.

Cabe destacar que en el ejemplo 1.2.6 vemos como para el caso del k fat-triangle la cota a) y
la cota b) son iguales y las 6ptimas para su coloracion.

3.1.1. Demostracion de la dltima cota

Podemos reescribir la tltima cota como Andersen en [1].

Teorema 3.1.2. Para todo grafo G,

1
V(G) < mix{ A@), sup  suwp |+ S (d(v) + p(vr))
rev(@) AcNG) | 202

Para la demostracién, necesitamos definir dos conjuntos.

Definicion 3.1.3. A, = {y,v1,...,v.}, r > 0 es el conjunto de vértices tal que todas sus aristas
incidentes pertenecen a un abanico de x (definicion 1.3.7) que comienza en la arista eg de extremos
Teuy.

Definicion 3.1.4. B, = {z1,..., 2}, t > 0 es el conjunto definido como By = N(x) \ Ag.

Para poder demostrar el teorema (3.1.2), previamente vamos a demostrar un lema.



3.1. COTA SUPERIOR 31

C (vy)

Figura 3.1: Los conjuntos disjuntos del lema 3.1.5.

Lema3.1.5. Sea G un grafo conuna arista critica eg de extremos x e y. Sea d(G) < x'(G)—1yuna
(X' (G)—1)-coloracién de G\ ey. Entonces, C(z),C(y), C(v1),...,C(v.),C(x,21),...,C(x, z)

conr,t > 0 (definicion 1.2.7) son conjuntos mutuamente disjuntos. Ver figura 3.1.

Demostracion. Para ver que todos los conjuntos son disjuntos, vamos a comenzar con los més
sencillos.

Caso 1: sean z;, zj; € By, C(z,2;) N C(x,2;) =2y C(z,2;) N C(z) = 2.

En primer lugar, C(z, z1), ..., C(z, z;) € C(x) estd claro que son disjuntos entre ellos porque
son aristas que conectan x con algiin z; € N(z)i € {1,...,t}. Y con C(x) también serdn
disjuntos, ya que C'(x) y C(x) son disjuntos y C'(x, z;) C C(x) Vi € {1....,t}.

Caso 2: sean v; € A, zj € By, C(v;) N C(x, zj) = O.

En segundo lugar, C(v;) con v; € A, y C(z, zj) con z; € B,. Cabe destacar que el vértice
y estd incluido en los v; porque pertenece a A,. Como todos los vértices v; € A, pertenecen
a algin abanico, necesariamente a; € C(v;_1). Por ello, C(v;) y C(z, z;) han de ser disjuntos.
De lo contrario, si hubiera algtn color, a;+1 € C(v;) U C(x, z;), entonces, el vértice z; podria
continuar con el abanico al que pertenezca v; y por tanto, z; perteneceria a algin abanico. O lo
que es lo mismo, z; no perteneceria a B, sino a A,.

Caso3:seanv; € A, C(v;) N C(x) = 2.

En tercer lugar, dado un vértice v; € A, ver que C(v;) NC(x) = @. Suponemos que es falso,
sea {y,v],...,v, =} {e}, €}, ..., el el abanico de z (definicién 1.3.7) tal que C(v;) NC(z) = a.
Entonces, usando el algoritmo 1 que acepta multigrafos porque definimos los abanicos con aristas y
vértices, podemos recolorear el grafo asignando el color a la arista e,, dado que C(v;) NC(z) = a.
Esto nos darfa una (x'(G) — 1)-coloracién. Llegando a una contradiccion, al haber encontrado
una (x/(G) — 1)-coloracién de G.

Caso 4: sean z;, z; € B, C(v;) N C(v;) = @.

En dltimo lugar, habria que ver si para cada pareja de vértices v;,v; € A, C(v;) y C(vj) son
disjuntos. Para ello, como sabemos que d(z) < X'(G) — 1 implica que existe un b € C(x). Si
suponemos que a € C(v) con v € A,, cabe destacar que a y b han de ser distintos por el pérrafo
anterior, entonces = y v estdn en el mismo (a, b)-camino alternante maximal (definicién 1.3.1).

Para demostrarlo, vamos a suponer que no. Por tanto, asumimos que en el abanico de x de aristas
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{eo, €1, ..., en} y vértices {y = v, v1, ..., v, = v} con menor cantidad de vértices posibles, v no
pertenece al mismo (a, b)-camino alternante maximal que .

Entonces, similarmente a la argumentacion que se hizo en la seccidn 2.2, pagina 18, invertimos
los colores del (a,b)-camino alternante maximal (definicion 1.3.3). El abanico sigue estando
constituido por las mismas aristas. Por una parte, si a no coloreaba ninguna arista del abanico,
trivialmente el abanico sigue siendo el mismo. Y por otra parte, si a coloreaba una de las aristas
del abanico ey, a € C(vy) N C(eps1) Yk < n — 2, ya que la arista e,, suponiamos que no estd
coloreada con a. Entonces, vy y  estdn en el mismo (a, b)-camino alternante maximal y al hacer
el intercambio, b € C(vy,) N C(ep1). Por lo que intercambiando los colores del (a, b)-camino
alternante maximal los integrantes del abanico siguen siendo los mismos, concretamente v sigue
perteneciendo al abanico. Pero a € C(z) N C(v), contradiciendo a lo ya demostrado hace dos
pérrafos. Quedando demostrado que si a € C(v) y v € A,, entonces ' y v estdn en el mismo
(a, b)-camino alternante maximal.

Como tanto v; como v; pertenecen a A,, y suponiendo que existe un a € C(v;) N C(vj),
entonces el (a,b)-camino alternante maximal tendrd tres finales. Esto es debido a que a €
C(v;) N C(v;) o lo que es lo mismo, el (a, b)-camino alternante maximal llega a v; y a v; por el
color b y ninguno de los dos vértices puede continuar el (a, b)-camino alternante maximal con el
color a. Es asf como llegamos a una contradiccién y por tanto C(v;) N C(v;) = @. O

Demostracion. (del teorema 3.1.2)

Tomando un grafo G’ cualquiera, es posible que no tenga ninguna arista critica. Si este es el
caso, reducimos a G’ con e arista critica de extremos x € y, como en el lema 1.3.6.

Consideramos una x’(G)-coloracién de G \ eg. Siempre es cierto que d(z) < A(G). Y a
su vez suponemos que X'(G) > A(G) porque si no se cumpliria trivialmente el teorema 3.1.2.
Resultando, d(z) < A(G) < x/(G) — 1. Cumpliendo asi todas las hipétesis del lema 3.1.5. A su
vez, como dg\, (y) < x'(G) — 1, entonces |A,| > 2.

Como mucho puede haber x’(G) — 1 colores diferentes, por tanto la cantidad de colores a los
que se hace referencia en el lema 3.1.5 es x'(G) — 1. Entonces,

X(G) =12 [C@)+[Cy)l+ Y Cl)+ ) Clzz)

vEAL\{y} 2€By

=(X'(G)—1-(d(z) - 1))+ (X'(G) =1 - (d(y) - 1))+

+ Y (@) —1—dw) + (d(@’) -y u(vx)>

veA\{y} ved,

Agrupando,

A(@) < Y () + (o)) +Ad 2 — X(G) < T2k (ﬁfjwm))“‘ﬁa

’UGA:L‘

Para finalizar la demostracién quedaria por ver que,

ZDGAI ) + p(ve) - max 1 v VT
|Az| 1 | A = Aﬁjﬁ? [2 g\(d( )+ u( ))] (3.1.1)
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Se define s(v;) := d(v;) + pu(xv;) con v; € A,. Suponemos que no es cierto 3.1.1, o lo que es
lo mismo que

Zvi€|Az| S(’Ui) + 1— > max S(’Ui) + S(Uj)

= 1.2
|A$‘ |A;p| V5,0 €EAL 2 w € )

Sean v;,v; € A,

s(w) +5(0) _ - s() + s(vy)

— ) N <9
5 S | mdx 5 W = s(v;) + s(v;) <2W

Sumando, se obtiene,

S st sto) < (5T )ow = g - vw —
1<i<j<|Ag|
(-1 Y s) < |44 - W

1<i<j<| A |

Y entonces,

Zvilex ’S(”) <W (3.1.3)

Teniendo en cuenta 3.1.1y 3.1.3,

. s(V; 2 v S(v;
Sueas) 2 Tuea, )

> (3.1.4)
| Ay | Ay | Ay

Como |A,| > 2, entonces, 1 — |AQ i > 0y concretamente para |[A,| = 2,1 — % = (. Teniendo

esto en consideracién y 3.1.2,

Doviea, S(i) Y, ca. s(vi) 2 > e, (Vi)
i x — i x 1 _~ W > i @ —
2 2 + 2 = - 2
ZUiEAx S(/Ui) ZUiEAw S(Ui)
2 > 2

Llegando asi a una contradiccién, por lo que queda demostrado (3.1.1). Y a su vez el total del
teorema 3.1.2.

O

3.2. Algoritmo multiarista

Una parte muy importante de la demostracion de estas cotas es poder hacer un algoritmo para
poder obtenerlas. Por ello vamos a ver un algoritmo desarrollado el afio 1987 por Karloff y Shmoys
en [13], que se recoge en el algoritmo 4 para conseguir una cota 3 [%] , que es ligeramente menos
fina que la cota de Shannon en [19, pags. 148-151] vista en el teorema 3.1.1 (L%J ).

Cabe destacar que el algoritmo 4 a diferencia del algoritmo 1 es constructivo, no necesitamos
una coloracién original.
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Primero, lo que queremos conseguir es un grafo Euleriano (definicién 1.1.11), para ello nece-
sitamos que todos los vértices del grafo tengan grado par. Para conseguirlo, afiadimos un vértice
auxiliar que llamaremos x y afiadiremos a su vez las aristas necesarias. Estas seran las que conecten
a x con cada vértice de grado impar. Llamamos a este nuevo grafo G’.

Una comprobacién importante seria ver que x tiene grado par también. Pero esto es cierto
dado que el nimero de vértices de grado impar en un grafo es siempre un nimero par. Por tanto,
x tendrd un nimero par de aristas incidentes.

En segundo lugar, encontramos un tour euleriano de G’ (definicion 1.1.10).

Comenzando en un vértice, orientamos el ciclo (definicion 1.1.1) y eliminamos el vértice x y
todas las aristas incidentes a él. Quedando asi una lista de aristas orientadas que llamaremos Ar
de G. Por haber eliminado x y todas las aristas que llegan a él, recuperamos G.

Una vez orientado el ciclo, vamos a generar un grafo bipartito. Para ello vamos a hacer dos
copias de los vértices. Sea v; € V(G'), tendremos v;, € Ly v;,, € R. Siendo L un conjuntoy R
el otro conjunto. Para construir el grafo bipartito haremos que N (v;,,) = {v;, | v; — v; € Ar}.

Posteriormente colorearemos el grafo bipartito H. Hay diversos métodos para hacerlo, en el
apartado (2.1) se explica una forma y se ve también que x'(H) = A(H) (proposicién 2.1.1)
y concretamente si son bipartitos simples son de Clase 1. Otra forma, mds compleja aunque
computacionalmente mejor seria el utilizado por Cole, Ost y Schirra en [4], en cuyo desarrollo no
se va a entrar en el presente trabajo.

Cabe destacar que por construccion A(H) < [%W Cada conjunto de aristas del mismo

color de H, corresponde con un subconjunto de E(G). Dichos subgrafos tienen grado como
mucho 2. Por lo que son caminos o ciclos y para colorear cada uno necesitamos como mucho 3
colores.

Entonces, con la ( {@] ) -coloracion de H, obtenemos una (3 {@W ) -coloracion de G.

Algoritmo 4 Algoritmo de coloracion de grafo multiarista
Entradas: G : (V. E).
Salidas: <3 {%W )—coloraci(’)n de G.

Anadir vértice z y aristas s vértices de grado impar.

Encontrar tour euleriano V.

Orientar .

Eliminar x.

Hacer dos copias de los nodos.

Construir el grafo bipartito H con las aristas del tour orientadas.
Colorear H ([4]).

Colorear las caminos o ciclos obtenidos de la coloracién de H.

A .,
return (3 (TG) -coloracion

S A A S S




Capitulo 4 Conclusiones

Como se ha visto, utilizando el Teorema de Vizing (2.0.1) es posible clasificar los grafos en
Clase 1 (X' (G) = A(G)) o Clase 2 (X'(G) = A(G) + 1). El Teorema de Vizing establece que
no existe otra posibilidad y se trata por tanto, de decidir a qué clase pertenece un grafo GG. Para
determinar si un grafo GG pertenece a la Clase 1, primero se busca una coloracion que utilice sélo A
colores para (5. Si se encuentra esta coloracion, entonces G pertenece a la Clase 1. Sin embargo,
encontrar una coloracion que utilice A + 1 colores, no garantiza que el grafo G pertenezca a
la Clase 2, ya que cualquier grafo que pertenezca a la Clase 1 también puede utilizar un color
adicional en su coloracion y, estar coloreado con A + 1 colores. Por lo tanto, para probar que un
grafo pertenece a la Clase 2, ademds, es necesario probar que este grafo no pertenece a la Clase
1. En 1981, Holyer [12] demostr6 que el problema de clasificacién de los grafos en Clases, es un
problema NP-completo que descarta una caracterizacion simple y eficiente del caso general y por
tanto hace que la bisqueda de algoritmos cada vez mads eficientes para obtener coloraciones en
casos concretos y su clasificacion sea un tema de gran interés para la comunidad académica.

Los algoritmos descritos en este trabajo se obtienen todos en tiempo polindmico e incluso el
de la demostracién de la conjetura de Goldberg-Seymour, es del orden de o(|V|?| E|?), que es
polinomial aunque todavia no ha sido comprobado y se puede encontrar publicado por Chen, Hao,
Yu y Zang en 2024 en el articulo [2].

Otra de las conclusiones de este trabajo es que ha permitido visibilizar la enorme utilidad
practica de los resultados obtenidos, y asi, tras haber indagado en la coloracién de grafos por
aristas, se comprueba que una buena parte de las demostraciones proporcionan resultados no
solo tedricos, sino que, simultdneamente, consiguen un desarrollo algoritmico que puede ser
implementado en un lenguaje de programacién para ser ejecutado en un ordenador. Sin embargo,
en algunas demostraciones la parte tedrica y la parte algoritmica colisionan. Esto hace que, pese
a haber resultados tedricamente posibles, si algoritmicamente no se pueden materializar en un
tiempo razonable, su utilidad practica se reduce drasticamente.

Cabe destacar que con los constantes avances en las nuevas tecnologias, es posible que pese
a no conseguir un algoritmo especialmente eficiente computacionalmente, sea posible obtener
esas recoloraciones con el nimero de colores Optimo en un tiempo razonable. Gordon Moore
recoge informalmente esta idea en la conocida Ley de Moore, publicada originalmente en [15],
que predice la duplicacién de la capacidad computacional, velocidad incluida, aproximadamente
cada dos afios (un afio en el original y modificada en 1975 a dos afios como se indica en una
entrevista de 2005 ).

En conclusién, ha sido una oportunidad para visibilizar la importancia del rigor matemético
en este tipo de teorias, que pueden aplicarse a problemas practicos en forma de algoritmos
matematicos, ya que ayudan a analizar este tipo de problemas de manera robusta.

Thttp: //large.stanford.edu/courses/2012/ph250/leel/docs/Excepts_A_Conversation_with_
Gordon_Moore.pdf
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Para finalizar, resulta resefiable que este trabajo aborda un tema que estd en un momento de
plena e intensa produccidn cientifica, incluso con aportaciones publicadas este mismo afio. Esto
ha supuesto que, personalmente, ademas de un reto, ha sido una oportunidad de observar cémo
se va realizando la produccién de conocimiento y tener una idea de las Matemadticas desde una
perspectiva de continua construccién, mas que de producto acabado.

En este sentido, es destacable que del estudio de las fuentes documentales necesarias para
este trabajo, se ha identificado la evolucién de la notacién en el drea y como consecuencia, se
reconoce el valor que proporciona la bisqueda de un lenguaje comtin y potente en la definicion del
problema y de las demostraciones, que no solo aporte belleza sino también un mayor significado
matematico.

Como muestra de esa evolucion en la notacion, el profesor de la Universidad de Illinois, Douglas
West, y autor en 2005 de la 2?2 edicién del texto [24] utilizado ampliamente en las fases iniciales
de este trabajo, decidié hacer una encuesta’ entre sus lectores para unificar la terminologia que
emplearia en la 3* edicién del manual citado. Entre los resultados que obtuvo me permito sefialar
aqui algunos de los més relevantes para este trabajo, el primero, fue relativo a la nomenclatura
entre grafo simple y multigrafo, y cuél de ellos se identificaba con el término genérico grafo.

Otra de las preguntas que se hacian en la encuesta era la relativa a los términos nitmero de
vértices y nuimero de aristas, pues bien, se llegan a votar varias propuestas, correspondientes a:

e Nimero de vértices: |V (G)|, n(G), |G|, v(G), v(G)
e Numero de aristas: |E(G)|, m(G), ||G||, e(G), €(G)

Concretamente, en este trabajo se ha realizado una uniformizacion de la notacién, para lo cual, en
la mayoria de ocasiones se ha mantenido la terminologia utilizada por West en [24], por ejemplo,
para los colores (a;) de la definicién 1.2.1, para el indice cromético (x’) en la definicién 1.2.4 y
para la multiplicidad de aristas (11). Sin embargo, por su sencillez y facilidad de uso, se ha seguido
la notacién utilizada por Andersen en [1] como para la definicién 1.2.7 del conjunto de colores
C'y en la definicién 1.2.8 C' del conjunto de no colores. Otro ejemplo que cabe destacar es el del
grado del grafo (A(G)) y el grado de los vértices (d(v)) en la definicion 1.1.5, ya que se usan
multitud de notaciones diferentes. En este caso, se ha optado por seguir a Diestel en [5] porque se
ha considerado mads clara para su comprension del texto.

Todo ello, hace concluir, que si en una terminologia tan bésica existe tanta disparidad en la
notacion, la comunicacién cientifica y el acceso a la investigaciéon tendrd un obstidculo mds a
superar en esta drea.

2Disponible en https://dwest.web.illinois.edu/igt/ y en https://dwest.web.illinois.edu/igt/
notat.html
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