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Resum

L’objectiu d’aquest treball és desenvolupar de forma matematica la noci6 de singularitat
d’un espaitemps. Per fer-ho primer s’'introdueix una base d’eines mateméatiques propies
de la geometria diferencial. Posteriorment es presenta una introduccié sobre 'estructura
causal d’'un espaitemps amb l'objectiu de treure condicions sota les quals podem afirmar
que les singularitats no sén només objectes matematics, sino que també tenen un significat
fisic. En altres paraules, les singularitats son inevitables. Tot aixé donara lloc a la
formulacié final dels tres teoremes principals sobre singularitats als espaistemps.
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1. Introduccid

T quan mires al cel, qué veus? La resposta sembla obvia ara mateix, després d’anys i
anys d’estudi. Pot ser tothom podria fer un xicotet esquema mental per poder enendre de
forma intuitiva el que hi ha a 'univers. Aquesta resposta perd sempre quedara molt lluny
d’una definici6 rigorosa del que entenem, des del punt de vista cientific, com a univers o
espaitemps.

Des dels inicis de la historia, gairebé totes les poblacions s’han fet aquesta pregunta.
Tots ells han intentat donar una resposta, al principi molt lligada amb la religi6 i la
divinitat, i més endavant des d’un punt de vista més cientific i rigords, tot i les traves que
certes institucions van ficar al cami. Avui dia podem dir que la resposta tan senzilla que
teniem al principi s’ens ha complicat una mica. Aixo és perque el que “hi ha al cel” és
prou més complicat del que ens pensariem. Aquest no és un sistema gaire senzill, i és per
aix0 que necessitem 1’ajuda d’un bon model matematic que ens ajude a poder treballar
de la forma més comoda possible. Aquest model estara fonamentat completament en la
Geometria Diferencial.

La idea d’incorporar la Geometria Diferencial I’estudi de la Relativitat General va ser
proposada per Albert Einstein al segle XX. L’objectiu era deixar de tractar la gravetat
com una forca i comencar a interpretar-la com una deformacié de 'espaitemps degut a la
curvatura d’aquest provocat per les acumulacions puntuals de massa i energia. Per tant,
en aquest context, I’espaitemps es modelitza com una varietat diferencial dotada amb una
meétrica pseudo-Riemanniana o Lorentziana. S’introdueix doncs la que es coneix com a
Equacio d’Einstein,

G+ Ag = 87CT—4GT
que representa la relacié fonamental entre la geometria de 'espaitemps i el contingut fisic
de 'univers. La G representa el tensor d’Einstein, A representa la constant cosmologica,
g la métrica de I'espaitemps, G la constant gravitacional, ¢ la velocitat de la llum i T
el tensor d’energia-impuls. De forma sintética, aquesta equacié ens diu que la matéria i
I’energia determinen la curvatura de ’espaitemps, i aquesta governa el moviment de la
mateéria.

Les meétriques que podem considerar al nostre espaitemps sén les solucions d’aquesta
equaci6. Algunes conegudes son la meétrica de Minkowski o métrica de Lorentz, métrica
de Schwarzschild o métrica de Kerr. Algunes d’aquestes solucions presenten limitacions
fonamentals, donant lloc a singularitats a I'espaitemps. Aquestes son el centre d’aquest
treball.

Donar un definici6 del que és una singularitat té una certa dificultat. De forma intuitiva,
podem dir que una singularitat és un “lloc” on la curvatura “explota” o un altre tipus de
comportament patologic té lloc. Aquesta definicié no la podem agafar com a precisa donat
que no tenim una defincié clara i formal del que significa que la curvatura “explote” o del
que és un comportament patologic. El problema principal ve donat pel fet d’intentar
interpretar una singularitat com un lloc. En el cotext en el que estem treballant no tenim
ni una varietat ni una estructura métrica predeterminada per a 'espaitemps, fet que fa
que no puguem conéixer el “on i quan” de tots els events que tenen lloc, sino que el que
volem és intentar resoldre per la varietat i estructura meétrica que hem escollit per descriure
I’espaitemps.

Encara que han hagut diferents intents de donar una definici6 formal d’aquest concepte,
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a dia d’avui no existeix una definici6 general completament satisfactoria. Per tant, estem
obligats a descartar la idea d’una singularitat com un punt de l'espai. Hem de buscar
per tant altres formes de caracteritzar-la per poder donar una definici6 precisa. Una
altra forma d’afrontar aquest problema és fent servir que la curvatura "explota'en aquest
espaitemps. Malauradament, trobem una série de grans dificultats si es fa servir la noci6
de curvatura “explotant” com un criteri general per a singularitats.

En primer lloc, la curvatura ve definida per un camp tensorial que es pot escriure de
forma local amb les coordenades que hem triat de 'espaitemps. Per tant, si fem servir el
mal comportament de els components de la curvatura o de les seues derivades com un criteri
per a les singularitats, podem estar fent una errada donat que aquest mal comportament
dels components pot ser una mala definicié de les coordenades o de la base de 'espaitemps
escollida en comptes de ser un mal comportament de la propia curvatura. Per tant, una
altra vegada, la caracteritzaci6 general de les singularitats pel concepte “d’explosié” de la
curvatura no és satisfactoria. A més, la carateritzacié de les singularitats donada per una
enumeraci6 detallada d’altres possibles tipus de “comportaments patologics” de la métrica
de ’espaitemps també sembla ser una tasca no satisfactoria donada la infinitat de possibles
comportaments patologics.

Aleshores, per poder caracteritzar una singularitat de I'espaitemps el que farem sera
llevar els punts de l'espaitemps que podrien representar una singularitat, deixant aixi
“forats”. Aquests “forats” podran ser detectats gracies a que hi haura geodésiques amb una
longitud afi finita. Les geodésiques sén corbes que extremitzen la distancia en el context
de varietats diferencials dotades amb una métrica. En un espaitemps, les geodésiques
representen maxims de longitud. Equivalentment, hi haura geodésiques inextendibles en
almenys una de les direccions perd que només tenen un rang finit de pardmetres afins.
Aquestes geodésiques es diuen incompletes. Per tant, direm que un espaitemps és singular
si té almeys una geodésica incompleta.

Aquesta definicié que hem donat pot presentar diverses objeccions. Per exemple, baix
aquesta tindriem que qualsevol espaitemps al qual se li ha llevat un punt de forma “artifici-
al” és un espaitemps singular. No obstant, podem solucionar aquest fet restringint aquesta
consideracié només a espaitemps inextendibles, és a dir, espaistemps que no sén isométrics
a un subconjunt propi d’un altre espaitemps. Una altra objecci6 és que la incompletitud
de geodésiques no sempre es correspon a la preséncia de “forats” a I'espaitemps produits
al llevar els punts que representen les singularitats. O siga, que si tenim la presénica d’un
“forat”, aleshores, la incompletesa de geodésiques hauria de tenir lloc per a qualsevol tipus
de geodésica.

No obstant totes aquestes objeccions, hi ha una patologia fisica greu en qualsevol
espaitemps que siga nul o temporalment incomplet. En aquests tipus d’espaitemps tenim
que és possible, per almenys una particula o fotd, acabar la seua existéncia en un temps
finit o haver comencat la seua existéncia en un temps finit. Es a dir, una particula
pot “desaparéixer” després d’'un temps finit. Per tant, tot i no tenir cap nocié completa
de singularitat, considerarem aquest espaitemps com a singular. Aquesta propietat és
la que demostrarem, a I'altima seccid, als teoremes de singularitats. Podem classificar
les singularitats en dos grups diferents, una singularitat de curvatura o una singularitat
de no-curvatura. FEls teoremes sobre singularitats només ens donaran l'existéncia de les
singularitats, no de quin tipus sén.

Finalment donarem una breu explicacié de com el treball estd organitzat. La Seccio
2 recull una introduccié basica sobre la geometria diferencial. La Seccié 3 es centra en



1. INTRODUCCIO 3

I’estudi de varietats difernecials dotades de métriques pseudo-Riemannianes, on es s’in-
trodueix diversos conceptes relatius a la métrica com ara la curvatura. Aquestes dues
seccions recullen tots els objectes matematics que ens faran falta per poder entendre les
construccions posteriors. La Seccié 4 comenca introduint conceptes clau com el con de
llum, per donar les definicions de passats i futurs que ens seran necessaries. Posteriorment
es fa una construccié rigorosa de l'estructura causal de 'espaitemps, donant definicions i
resultats clau per entendre aquesta. La Seccié 5 comenca donant condicions necessaries
per les geodésiques per tal que maximitzen la longitud baix certes hipotesi. Posteriorment
s’enuncien tres teoremes importants sobre les singularitats de ’espaitemps. En ’ordre en
el que es presenten al treball trobarem el Teorema de Hawking, el Teorema de Penrose i fi-
nalment el Teorema de Hawking-Penrose. Del primer donarem dues versions lleugerament
diferents canviant una hipotesi clau a I’enunciat.

L’objectiu final del treball és donar una introduccié basica pero rigorosa de la geometria
de D'espaitemps i I'estructura causal d’aquest, sense que siga necessari cap coneixement
fisic previ per part del lector.
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2. Geometria diferencial

La geometria diferencial ens permet poder estudiar espais més generals que R"; espais
que localment semblen R™ pero que globalment no; de forma que tinguen sentit per si ma-
teixos, sense necessitat que estiguen dins d’un espai ambient. Aquests espais més generals
reben el nom de varietats. Aquest objecte el podem dotar amb el que anomenarem una
estructura diferencial. A tota varietat dotada d’una estrucuta diferencial 'anomenarem
varietat diferencial. Farem servir aquestes al llarg de tot el treball.

L’objectiu doncs d’aquesta seccid és donar una estructura matematica a espais més
generals que R” tal que ens permeta tractar-lo de forma local com R™ i mantenint totes

les eines que es poden considerar en R™. En aquesta seccid estarem seguint principalment
[Leel2], [DCarmo92] i [CBO03].

2.1 Varietats Diferencials

Primer introduirem el concepte de varietat topoldgica, el concepte més basic de varietat.

Definicié 2.1. Siga M un espai topologic. Diem que M és una varietat topologica de
dimensié n o una n-vartetat topologica si satisfa les segiients propietats:

e M és un espai de Hausdorff: per a tot parell de punts diferents p,q € M,
existeixen dos conjunts oberts que son disjunts U,V C M talquepe Uiqe V.

e M satisfa el segon axioma de numerabilitat: existeix una base numerable per a
la topologia definida en M.

e M és localment FEuclidia de dimensié n: cada punt de M té un entorn homeo-
morf a un conjunt obert de R™. Dit d’una altra forma, per a tot punt p € M podem
trobar:

— Un entron obert U C M tal que conté a p.
— Un entorn obert VC R" I

— un homeomorfisme ¢ : U — V

Observacioé 2.2. Fixem-nos que el conjunt vuit satisfa la definicié de varietat topologica
de dimensié n per a tota n € N.

Definicié 2.3. Siga M una n-varietat topoldgica. Una carta coordenada (o només una
carta) de M és un parell (U, p), on U és un conjunt obert de M i ¢ : U — V és un
homeomorfisme de U cap a un subconjunt V' = @(U) C R™. Per definici6 de varietat
topologica, cada punt p € M esta dintre d’alguna carta (U, ¢). Si p(p) = 0 diem que la
carta estd centrada en p.

Donada una carta (U, ), ens referim a U com a domini coordenat i a la carta ¢ com
a carta (local) coordenada i les funcions components de ¢ (x!, 22, ..., 2"), definides per
o(p) = (z(p), 2%(p), ..., 2" (p)), reben el nom de coordenades locals de U.

Definicié 2.4. Siga M una n-varietat topologica. Si (U, ), (V, ) sén dues cartes tals
que UNV # @, el mapa Yot : o(UNV) = »(UNV) rep el nom de carta de transicio
entre ¢ 1 1.
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Definicié 2.5. Diem que dues cartes (U, p) i (V, ) son diferencialment compatibles
si,obée UNV =@, o bé 9o o~ ! és un difeomorfisme.

Definicié 2.6. Siga M una varietat topologica. Direm que la familia {(U;, ¢;)}i és un
atles de M si el seu domini recobreix M, és a dir, M = |J, U;. Diem que l'atles A és
un atles diferenciable si cada parell de cartes de A, (U, ¢) i (V, %), son diferencialment
compatibles.

La nostra intenci6 és definir una estructura diferencial en M donant un atles diferencial
i definint una funcié f : M — R que és diferencial si, i només si, f o ¢! és diferenciable
en el sentit del calcul ordinari per a tota carta (U, ¢) de I'atles A. El principal problema
d’aixd és que, en general, hi ha molts atles possibles que donen la mateixa estructura
diferencial. Per resoldre aquesta inconveniéncia, introduim les segiients definicions.

Definicié 2.7. Siga M una varietat topologica. Diem que un atles A és un atles mazimal
si no esta contingut en cap altre atles. Es a dir, que tota carta diferencialment compatible
amb qualsevol carta de A estd en A.

Definicié 2.8. Siga M una varietat topologica. Anomenem estructura diferencial en
M a un atles diferencial maximal de M.

Definicié 2.9. Definim una wvarietat diferencial com el parell (M, A), on M és una
varietat topologica i A una estructura diferencial en M.

Per tal d’alleugerir la notacié, a partir d’ara ens referirem a una varietat diferenciable
només com a M, obviant l'estructura diferencial amb la que esta dotada.

Observacio 2.10. Podem estendre la definici6 de varietat diferencial a varietat diferencial
amb vora si M és un espai de Hausdorff, satisfi el segon axioma de numerabilitat i tot
punt de M és homeomorf a un subconjunt de R™ o a un subconjunt de H", on H" =
{(z!,...,2") € R" : 2™ > 0}.

Ara que tenim la noci6é del que és una varietat diferencial volem donar una definicié

del que significa que una funcié siga diferenciable en aquest nou context.

Definicié 2.11. Siga M una varietat diferencial n-dimensional. Considerem f : M — R™
una funcié continua arbitraria. Direm que la funcié f és diferenciable per a tot punt
p € M si existeix una carta (U, ) de M tal que p € U i fo ! és diferenciable en el
conjunt obert V = ¢(U) C R™.

Definicié 2.12. Denotem per F(M) el conjunt d’aplicacions diferenciables de la forma
M — R™. Aquesta satisfa:

* f,ge F(M)= f+g¢cF(M)
e NcR, fe F(M)= \ge F(M)
e f,ge F(M)= fgeF(M)
Per tant diem que F(M) és una R-algebra.

La definicié de funcié diferenciable la podem generalitzar facilment a funcions entre
varietats diferencials.
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Definicié 2.13. Siguen M, N dues varietats diferencials. Siga F': M — N una funcio6

continua. Diem que F' és una funcié diferenciable per a tot p € M si existeixen cartes
(U,p) de M tal que p e M i (V,4) de N tal que F(p) € V iper tant F(U) C V, tals que
la composicié 1 o F o o1 definida per

-1 ot 1 F % m
C(F Y V)NU) s FY(V)NU “5 VNFU) -5 R

és diferenciable de p(U) a (V).

2.2 Espai Tangent

A continuacié volem introduir el concepte d’espai tangent d’una varietat diferencial,
perd per poder fer-ho necessitem primer donar la nocié de derivacié.

Definicié 2.14. Siga M una varietat diferencial. Siga p un punt de M. Diem que
d: F(M) — R és una derivacio en p si és R-lineal i satisfa

6(fg) = f(p)og+ g(p)df per a tot f,g € F(M)

Definicio 2.15. Siga M una varietat diferencial i siga p un punt de M. El conjunt de
derivacions és un R-espai vectorial. L’anomenem espat tangent a M en p i el denotem
per T,M.

Ens sera util considerar el conjunt de tots els espais tangents de tots els punts d’una
varietat diferencial. Definim aquest conjunt com:

Definicié 2.16. Siga M una varietat diferencial. Definim el fibrat tangent de M,
denotat per T'M, com la unié disjunta dels espais tangents de tots els punts de M:

™™ = [[ T,M
peEM

En general, escrivim un element del fibrat tangent com el parell ordenat (p,vp), on
p € Miw, € T,M. El fibrat tangent ve equipat amb una projecci6 = : TM — M,
definida com m(p,v,) = p. Es a dir, envia cada vector vy, de T, M al punt p al qual és
tangent.

Veiem a continuacié que podem considerar T'M com una varietat diferencial. Siga U
un obert de M amb coordenades (x!,...,2™). Tenim doncs que el conjunt TM|y = TU
es pot identificar amb U x R™ mitjancant ’aplicacié segiient:

@ :TU — U xR™,  o(q,vq) = (g;0",..0™)
el

o P

on vl, .. o™

bijectiva.

son les coordenades de v, en la base {%M, l4}. Observem que ¢ és

Dotarem TU amb la topologia induida per aquesta bijeccié i donarem 7'M amb la
topologia suma mitjancant el fet que TM = Uy, (TU). Es a dir, tindrem que un
subconjunt de M és obert si, i només si, la seua intersecci6 amb cada TU és un obert
de TU. Podem vore que amb aquesta topologia T'M és un espai de Hausdorff i satisfa el
segon axioma de numerabilitat.

Veiem primer que T'M és un espai de Hausdorff. Considerem doncs v,w € TM tals
que v € T,M i w € T,M. Suposem primer que p # q. Aleshores, com M és un espai de
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Hausdorff tenim que existéixen dos oberts disjunts U,V C M talsquepe Uiq e V. Per
tant, TU, TV € TM sén dos oberts disjunts tals que v € TU i w € TV. Suposem ara que
p = q. Aleshores tenim que v, w € T,M amb v # w. Considerem doncs (U, ¢) una carta
de M tal que p € U. Podem definir doncs I’homeomorfisme

®y : TU —s o(U) x R”

Aleshores tenim que ®¢(v) i ®y(w) sén dos punts diferents en R?". Com R?" és un espai
de Hausdorff existéixen oberts disjunts O, i O,, tals que ®y(v) € O, 1 Py(w) € Oy. Per
tant, @y (Oy) 1 Py (O,,) seran oberts disjunts de TU tals que v € Py (Oy) 1 w € Py (Oy).
Com son oberts de TU en particular sén oberts de T'M. Per tant, TM és un espai de
Hausdorff. Veiem ara que T'M satisfa el segon axioma de numerabilitat, és a dir, que
esixsteix una base numerable d’oberts que el recobreix. Com M satisfa el segon axioma
de numerbilitat, tenim que existeix un atles numerable {(U;, ¢;)}ien que recobreix M.
Aleshores tenim que per a tot i, TU; és homeomorf a ¢;(U;) x R™, el qual és un obert de
R?". Com tenim que R?" satisfa el segon axioma de numerabilitat, aleshores tenim que
TU; admet una base numerbale que denotarem per B;. Aleshores podem considerar

B=|]J B
€N
Observem que B és numerable, cada element de B és un obert de TM. Per tant, hem
demostrat que T'M satisfa el segon axioma de numerabilitat.

Podem donar 'estructura dierencial de TM considerant com a cartes els TU amb les
respectives aplicacions ¢ : TU — U x R™. Comprovem doncs que aquestes cartes sén
compatibles. Considerem (TU, ¢) i (T'V, 1) dues cartes qualssevol, tal que les coordenades
en UiV son (z°) i (y/) respectivament. Aleshores, I’aplicaci6 1) o ¢! s’expressa com

(', v") — (¢, w?)

En aquesta expressié veiem que cada 47 és una funcié diferenciable de les z* i com que
1

wl =" g% tenim que aplicacio ¢ o ¢~ és diferenciable.

Continuem introduint el concepte de diferencial d’una funcié diferenciable entre dues
varietats diferencials.

Definici6 2.17. Siguen M i N dues varietats diferencials. Siga F': M — N una funcié
diferenciable entre varietats. Per a cada p € M definim el diferencial de F' en p com
dpF : TpM E— TF(p)N

F(M)—=R

[%JUﬂ%R}—»%H—%[uH%“MU]:Mwmq)

Definicid 2.18. Siguen M, N dues varietats diferencials i siga F' : M — N diferenciable.
Aleshores:

e Diem que F' és una tmmersié si per a tot p € M, d,F' és injectiva.
e Diem que F' és una submersio si per a tot p € M, d,F' és exhaustiva.

e Diem que F' és una difeomorfisme local si per a tot p € M, d,F' és bijectiu.
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e Diem que F és una “embedding” si F' és una immersio i M — F(M) és un
homeomorfisme.

Definicié 2.19. Siga M una varietat diferencial i siga N C M un subconjunt de punts
de M que manté 'estructura diferencial. Diem que N és una subvarietat “embedded”
de M sila inclusi6 ¢ : N — M és un “embedding”.

En general, quan volem determinar si N C M és una subvarietat embedded de M fem
servir el segiient teorema:

Definici6 2.20. Siguen M i N dues varietats diferencials. Siga F': M — N diferencial i
q € N. Direm que ¢ és un valor regular de F si satisfa:

o F7l(q) #0

e per a tot p € F~1(q), dpF és exhaustiva

Aquest teorema és molt important donat que estableix una relacié entre aplicacions
diferenciables i la geometria diferencial de les varietats. A més ens permet trobar sub-
varietats diferencials de forma sistematica de forma més senzilla que aplicant la propia
definicié de subvarietat.

Teorema 2.21. (Teorema del valor regular). Siga M una varietat diferencial. Siga
F : M — N diferenciable i ¢ € N un valor reqular de F. Aleshores F~1(q) és una
subvarietat diferencial de M de dimensid dim(M) — dim(N).

2.3 Corbes

Volem ara estendre la definicié de corbes en ’espai per poder definir-les dins de les
varietats diferencials. Amb aquestes podrem donar una definicié alternativa dels espais
tangents que hem definit. Recordem primer que és una corba:

Definicié 2.22. Siga I = (a,b) un interval obert de R. Diem que una aplicaci6 dife-
renciable o : I — R3 és una corba parametritzada diferenciable d’un interval obert
I =(a,b) de R a R3.

En aquesta definicié ens estem referint al concepte de diferenciable en el sentit que «
és una correspondéncia que aplica cada t € I en un punt a(t) = (x(t),y(t), 2(t)) € R? de
manera que les funcions z(t),y(t), z(t) son diferenciables en el sentit ordinari del calcul.
Siga a : I — R? una corba parametritzada diferenciable. Per cada t € I a on o/(t) # 0
existeix una recta ben definida, que passa pel punt «(t) i conté el vector o/(t). Aquesta
és la recta tangent de « en .

Definicidé 2.23. Siga M una varietat diferencial i o una corba parametritzada diferenci-
able en M. Definim la longitud de « com:

L:/|a’(t)|dt

Definicié 2.24. Siga a : I — R3 una corba parametritzada diferenciable. Diem que un
punt ¢ és un punt singular si o'(t) = 0.
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Definici6é 2.25. Una corba parametritzada diferenciable o : I — R? rep el nom de corba
regular si o' (t) # 0 per a tot t € I, és a dir, si no té cap punt singular.

De forma analoga definim una corba parametritzada diferenciable en una varietat di-
ferencial de la segiient manera:

Definicié 2.26. Siga M una varietat diferencial. Siga I = (a,b) un interval obert de R.
Una funci6 diferenciable v : I — M és una corba diferencial en M.

Definici6 2.27. Siga M una varietat diferencial. Siga o : I — M una corba diferencial
en M. Anomenem camp tangent a M al llarg de a a una aplicacié

tel — Y(t) € Ta(t)M

tal que existeix un recobriment de «(I) per cartes coordenades tal que si

Y(t)y=>" Vi(t)% lat)

aleshores les funcions v; sén diferenciables.

Definici6 2.28. Siga M una varietat diferencial. Siga O C M un obert. Una congruén-
cia en O és una familia de corbes tals que per a tot p € O passa exactament una corba
d’aquesta familia.

Observaci6 2.29. Tot camp vectorial continu genera una congruéncia de corbes.

Definicié 2.30. Diem que una congruéncia és diferenceal si el camp vectorial correspo-
nent és diferencial.

2.4 Camps Vectorials

Definicié 2.31. Siga M una varietat diferencial. Definim un camp vectorial en M
com una carta continua X : M — T'M que escriurem com p — X,.

Observaci6 2.32. Observem que p € T, M per a tot p € M.

Definicid 2.33. Siga M una varietat diferencial. Siga X : M — T'M un camp vectorial.
Diem que és un camp diferencial si existeix un recobriment de M per a cartes coor-
denades {(U;, ¢i)}i tal que o', ..., 2™ sén les coordenades en U;. Podem escriure doncs el
valor de X a un punt p € U; en termes de la base coordenada de la segiient forma:

1=0

p

Aquesta representacié defineix n funcions X* : U — R que reben el nom de compo-
nents locals del camp X en la carta U;.

Definicié 2.34. Diem que un camp vectorial X és diferenciable si les seues components
locals X?: U — R son diferenciables.

Definicié 2.35. Siga M una varietat diferencial. Denotem per X(M) el conjunt de camps
diferenciables de M.
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Podem generalitzar la noci6é de derivacid que hem donat en l'apartat anterior de la
segilient forma:

Definicié 2.36. Direm que 6 : F(M) — F(M) és una derivacid en F (M) si és R-lineal
i

0(fg) =0(f)g — fo(g) peratot f,g € F(M)
Aleshores, donat X € X(M) podem definir la derivaci6

Lx : F(M) — F(M)

Fs [ M —R }
p— Xp(f)
Tenim doncs que Lx esta ben definida i localment f +— >, X* g g{z és diferenciable.

Proposicié 2.37. Si 0 és una derivacié de F(M) aleshores existeiz un tinic X € X(M)
tal que 6 = Lx.

Demostracié. Donats p € M i f € F(M) definim X,(f) = d(f)(p). Veiem primer que
X € X(M). Considerem (U, ) una carta coordenada de M amb !, ..., 2" coordenades
locals en U. Aleshores, en U tindrem que

- 0
X, = Zgi(q)%h per atot g e U
i=1

Considerem doncs p € U. Siga p la funcié altipla 2 associada a (U, ¢) i siga ¢ € {z €
M|p(x) = 1}. Aleshores:
, - oxd
Xq(a?) = Z&(Q)@!q =&;(a)
i=1
D’aci tenim que &(q) = X,(pz’) = 6(pr?)(q). Per tant &(q) és diferenciable. A més:

Lx(f)(p) = Xp(f) = 6(f)(p) per a tot f € F(M) i per a tot p € M

Aixo implica que Lx = 4. Per ultim, demostrem la unicitat. Suposem que existeixen
X1, X2 dos camps diferents tals que Ly, = 0 = Lx,. Aleshores:

(X1)p(f) = Lx, (f)(p) = 0 = Lx,(f)(p) = (X2)p(f)
fet que implica que X7 1 X9 s6n el mateix camp. O
Proposicio 2.38. Siguen X,Y € X(M). Aleshores l'aplicacio
[, |:X(M)xX(M)— X(M)

definida com (Lx,Ly)+— [Lx,Ly| = Lx o Ly — Ly o Lx és una derivacié de F(M).

’Diem que una funcié p: M — [0, 1] és una funcié altipla associada a (V,p),onp € M iV C M és un
entorn de p, si existeix un entorn compacte C' C V de p tal que p|c = 11 el suport de p és un compacte
contingut en V.



2. GEOMETRIA DIFERENCIAL 11

Demostracid. Per demostrar que aquesta aplicacié és una derivacié hem de vore que és
R-lineal i que satisfa la regla de Leibnitz. Que és R-lineal és directe donat que tots els
components que apareixen séon R-lineals. Veiem que es satisfa la regla de Leibnitz:

[Lx,Ly](fg) = Lx(Ly(fg)) — Ly (Lx(fg))
= Lx(g9Ly(f) + fLy(9)) — Ly (¢Lx(f) + fLx(9))
= Lx(Ly(f)) g+ Ly(f)Lx(g) — Ly (Lx(f)) g — Lx(f) Ly (9)
— Ly (f) Lx(9) — f Ly (Lx(9)) + Lx(f) Ly (9) + f Lx(Lv(9))
= [Lx,Ly](f) g+ f[Lx,Ly](g)

Per tant, [Lx, Ly] defineix una derivaci6 en F(M). O
Observaci6 2.39. Existeix un anic camp Z tal que Ly = [Lx, Ly].

Definici6 2.40. Siguen X,Y € X(M). Denotarem Z = [X,Y]il’anomenarem claudator
de Lie.

Donats dos camps vectorials X € X(M)iY € X(M). En un entorn coordenat es poden

€Xpressar Com:
- 0 - 0

X = X,— 1 Y= Y, —

; 'Ot ! jz::l o

Aleshores 'expressio del claudator de Lie en coordenades locals ve donat per:

w5 (5 (e v8)

=1

La segiient proposici6 ens dona diverses propietats del claudator de Lie.

Proposicié 2.41. Siga M una varietat diferencial. Siguen X,Y 1 Z € X(M). Siguen
a,b € R i siguen f,g € F(M). Aleshores tenim que:

a) [X,Y]=-[Y, X]

b) [aX +bY,Z] =alX, Z] +b]Y, Z]

c) [X,Y],Z]+ Y, Z],X]+[[Z,X],Y] =0
d) [fX,gY] = fg[X, Y]+ fX(9)Y —gY ()X

Totes aquestes propietats es poden demostrar de forma senzilla aplicant la definici6
del claudator i tractant un camp vectorial com una derivacié en el cas de la propietat d).
Podem trobar una demostracié completa i detallada al Capitol 0 de [DCarmo92].

2.5 Connexions i tensors relatius a una varietat

Abans d’entrar en les definicions dels conceptes de connerid i tensors de curvatura 1
torsié anem a recordar alguns conceptes d’algebra multilinial. Suposarem que els espais
vectorials amb els que treballem sén espais vectorials reals de dimensi6 finita.

Definicié 2.42. Siguen Ej,..., E,, I’ R-espais vectorials. Diem que una aplicacié f :
Fi x --- x E, — F és multilinial si
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o f(x1,.xi + Tiryeoyy) = f(X1, 0y Ty ooy @) + f(T1, 0oy Tiry ooy Ty) pEr atot xp €
FEi, ...z, € E,
o f(x1,..c; Axiy ooy y) = Af(x1, ooy gy ooy ) PET A tOt 21 € B,y € Ep, A €ER

Definicié 2.43. Siga E un R-espai vectorial. Un tensor de tipus (k,[) (k vegades cova-
riant i [ vegades contravariant) en F és una aplicaci6 multilineal

k I
THE):Ex---xExXE*x---x E*—R

on E* denota 'espai dual de 'espai vectorial E.

Observaci6 2.44. Quan k£ = 01l = 0 considerarem qualsevol nombre real com un tensor
d’aquest tipus.

Fixats els indexs k i [ tenim que el conjunt de tensors de tipus (k,l) té estructura
d’espai vectorial sobre R, definint la suma i el producte de la segiient forma:

(T + S)(E, ..., E,E*,..,E*) =T(E, ..., E,E*,...E*) + S(E, ..., E, E*, ..., E")

(\T)(E,...,E,E*,..,E*) = \T(E,...,E,E*, ..., E¥)
onT,SeTF(E)iNeR.

Per tant, si {€;}{i—1,..n} é una base de l'espai vectorial £ i {wj}{jzlw"n} la seua
base dual, tenim que una possible base de I'espai vectorial dels tensors de tipus (k,1), que
denotarem per Ty, ;y(g), €s @ - @uwre;, ® - ®ej }ityive{l,.m}- La dimensi6 de
T(k,l)(E) és nk—H.

Definicié 2.45. Siga F un espai vectorial de dimensié finita. Un k-tensor covariant T en
E és stmeétric si el seu signe no varia en permutar qualsevol parell d’arguments:

T(V1,.ey Uiy ooy Uy ooy ) = T'(01, .0, U, o0y Uy ooy V)

Definicid 2.46. Siga F un espai vectorial de dimensié finita. Un k-tensor covariant 7' en
FE és antisimétric si canvia de signe en permutar qualsevol parell d’arguments:

T(V1, ey Viy ooy Uy ooy V) = =T (01, oy Vjy oy Vg ooy V)

Ja tenim totes les eines per donar les definicions necessaries. Introduirem el concepte
de connexid en una varietat diferencial conjuntament amb els simbols de Christoffel i els
camps tensorials de torsié i curvatura.

Definici6 2.47. Siga M una varietat diferencial. Una aplicacio
V:iX(M)xX(M)— X(M)
(X,Y)— VxY
és una connexio (afi) o un operador de derivaci6 covariant si satisfa:
1. Vx(Y1 4+ Y2) = VxY1 + VYo
2. Vx,4x,(Y)=Vx, Y + Vx,Y
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3. Vx(fY)=X(f)Y + fVxY, f e F(M) (Regla de Leibnitz)
4. Vix(Y) = fVxY

La segiient proposicié ens diu que la restriccié d’una connexié en un obert de la varietat
és en efecte una connexié i per tant podem donar una expressié d’aquesta en funcié de les
coordenades definides en aquest obert.

Proposicid 2.48. Siga M una varietat diferencial. Siga V una connezid a M. Per a tot
obert U de M, ¥ dona lloc a una connexic VU a Uobert U, tal que per a tot X, Y € X(M),
tenim que

V&, Yo = VxYly

Podem trobar una demostracié d’aquesta proposicié en la pagina 122 de [CB03].

Siga U un obert de M amb coordenades x!,...,2™. Aleshores, podem expressar qual-
sevol parell de camps de X(U) com

SN U
X:;Xaxi Y:;waﬂ

Aplicant les propietats 2 i 3 de la Definicié 2.47 esmentades abans d’una connexié tenim
que:

& )
VxY = Vx ;Wax ZX Yi)o= +ZY Viio 5

2 ; i 0
2 ;X(YJ)W +ZZX Yjvai 5o

i=1 j=1

0 . sl 1 9
Com que podem expressar el camp V % 3,7 com una combinacié lineal de la base {W}

en cada punt, tenim que:
0 p O

g — =17 ——
ot 83:] Y 8£Ck

\%

Definici6 2.49. Els coeficients Ffj son funcions diferenciables definides com
IY:U >R
]
i reben el nom de simbols de Christoffel de V en la carta coordenada (U, ¢).

Aleshores, obtenim 'expressio local de la connexi6é VxY que ve donada per:

n

- d
VXY:;X(YJ e +ZZX Y7 erjaxk

=1 j=1

n n n : ] 8
:; X+ XY | oo

i=1 j=1

D’aci endavant considerarem M una varietat diferencial 1 V una connexi6é a M.
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Definicié 2.50. Definim el camp tensorial de torsié de V com el camp tensorial de
tipus (2, 1) definit com:
TV : %(M) x X(M) — X(M)

(X,Y)— VxY —Vy X — [X,Y]
que és F(M)-bilineal.

Definicié 2.51. Diem que una connexi6 és una connexid simeétrica si el seu camp de
torsio és zero.

Definicié 2.52. Definim el camp tensorial de curvatura de V com el camp tensorial
de tipus (3,1) definit com:

RY : X(M) x X(M) x X(M) — X(M)

(X,Y,Z) — VxVyZ - VyVxZ —VixyZ

Farem servir la notacié RV (X,Y)Z.

Aquests dos camps tensorials els podem expressar en un entorn coordenat (U, ¢) de M
amb coordenades ', ..., 2" i en funci6 dels simbols de Christoffel de la segiient forma:
0

_ ok k
= (I — Fji)@

R
) A

or, o
s

a o\ o 0
R (ax ax> ok = Hidh gt
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3. Geometria pseudo-Riemaniana

A una varietat diferencial per si mateixa no podem donar una definicié de distancia ni
de curvatura ni de longitud. Per poder donar una definicié de tots aquests conceptes, i
d’altres que veurem més endavant en aquesta seccid, dotarem a la varietat diferencial d’una
meétrica. D’aquestes ni han dos tipus: Riemannianes i semi-Riemannianes. Per referir-nos
a totes dues farem servir el concepte de pseudo-Riemannianes, tot i que el nostre interes,
pel tema que estem tractant, recau completament en les métriques semi-Riemannianes o
Lorentizianes.

3.1 Varietats pseudo-Riemannianes

En aquesta seccié juntem el concepte de varietat diferencial que hem introduit amb la
Geometria, amb l'objectiu de ser capacos de definir conceptes geométrics com ara longi-
tuds, angles i distancies en varietats diferencials. Per fer-ho, dotarem d’una métrica a les
varietats diferencials. A més, vorem que tota varietat diferencial admet una.

Definicidé 3.1. Siga M una varietat diferencial. Definim métrica en M com un tensor
covariant simeétric de tipus (2,0)

g:X(M) xX(M) — F(M)
Tenim que g és F(M)-bilineal tal que per a tot p € M
gp : TpyM x T,M — R
(v, w) — g(2y, Tw)
Donada una meétrica g sempre podem trobar una base coordenada tal que g(v;,v;) =0
si i # jig(vi,v;) £1. El nombre de +1 i —1 és independent de la base triada i rep el

nom de signatura de la métrica. Al nombre de —1 ens referirem con [’index de la
meétrica.

Definicié 3.2. Siga M una varietat diferencial i g un camp tensorial diferenciable de tipus
(2,0). Per cada punt p € M, g, és una aplicaci6 bilineal de T,M x T,M en R. Direm que
g és simeétrica si per a tot p € M, g, és simeétrica. Direm que g és definit positiu si
gp(vp, wp) > 0 per a tot v, € T,M amb v, # 01 per a tot p € M.

Definiciéo 3.3. Siga M una varietat diferencial. Siga ¢ una métrica en M tal que
index(g) = n — 1 on n és la dimensié de l'espai vectorial T, M. Aleshores diem que g
és una meétrica de Lorentz. Diem doncs que una vareitat (M, g) amb g una métrica de
Lorentz és una varietat de Lorentz.

Ara que la nostra varietat M estd dotada d’una métrica de Lorentz, tenim que la
longitud de qualsevol corba, a : [a,b] — M, en aquesta varietat és defineix com

b
L(a):/ vV —g(v,v)dt

Definicié 3.4. Siga g una metrica en una varietat M. Siga V una connexi6é en M. Si
X € X(M) podem definir la connexi6

Vg 1 F(M) x F(M) — F(M)



3. GEOMETRIA PSEUDO-RIEMANIANA 16

(Y, Z) — X(9(Y, 2)) — 9(VxY, Z) — g(Y,Vx Z)
Diem que és una connexié de Levi-Civita si satisfa TY =01 Vxg = 0.
Teorema 3.5. (Teorema Levi-Civita) Siga (M,g) una varietat pseudo-Riemaniana.

Aleshores, existeiz una inica connexid de Levi-Civita.

Demostracié. Considerem X,Y,Z € X(M) tres camps vectorials de M. Escrivim la
condicié Vg = 0 tres vegades, permutant els camps X,Y, Z,

XY, 2)) =9(VxY,Z) +g(Y,VxZ)

Z(g(X,Y))=9g(VzX,Y) 4+ g(X,VzY)
Y(9(2,X))=9(VyZ,X)+g(Z,VyX)

Tenint en compte que la connexié de Levi-Civita té torsié zero i sumant les dues primeres
igualtats i restant la tercera, tenim:

§(VZX,Y) = S{X (oY, 2) + Zg(X, V) - Y (5(Z, X))} N
- {9%.Y1,2) + (12,Y1, %) + 9(1X, 2}, Y)}.

Aquesta expressio determina VzX per a qualssevol camps Z, X. També ens diu que és
dnic. L’altim que ens queda per vore és que V és una connexi6é. Ho podem fer aplicant
I’expressié 1 per demostrar que les condicions donades a la Definicié 2.47 es satisfan. [0

Definicié 3.6. Siga (M, g) una varietat pseudo-Riemanniana. Es defineix el tensor de
curvatura Riemanniana com el tensor de tipus (4,0):

R X(M) x X(M) x X(M) x X(M) — F(M)

(XY, Z,T) — g(RV"“(X,Y)Z,T)
on RVLC és el tensor curvatura en funcié de la connexié de Levi-Civita.

Definicié 3.7. Siga (M, g) una varietat diferencial. Definim per a cada punt p € M el
mapa
Ric, : T,M x T,M —» R

com Ric,(Y,Z) := tr(X) — R,(X,Y)Z), on R, representa el tensor de curvatura de
Riemann al punt p.

Observaci6o 3.8. En notacié d’indexs tenim que el tensor de Ricci es defineix com la
contraccié d’indexs del tensor curvatura:

: _npl _ pl

Siga (M, g) una varietat diferencial, on g una métrica pseudo-Riemanniana. En un
entorn local, on podem definir coordenades, podem definir el tensor de Ricci com:

R, = 8,~F;ik, - akrgi + r;iprg?k — 1,1t
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3.2 (Geodésiques

A continuacié introduirem el concepte de corbes geodésiques. De forma intuitiva,
les geodésiques sén les corbes que extremitzen les distancies per corbes que es troben
infinitesimalment a prop. Per al cas que nosaltres estem tractant, és a dir, per a una
meétrica Lorentziana, les geodesiques representen corbes que maximitzen distancies. Per
altra banda, en el cas de les métriques Riemannianes, les geodésiques representen corbes
que minimitzen distancies.

Definicié 3.9. Siga M una varietat diferencial. Donada una connexi6 Ven M i Y €
Xo(t)(M) definim la derivada covariant de Y al llarg de o com:

do; dv 0
Y o_ E E () 2k .2

Definicié 3.10. Siga v : I — M una corba parametritzada en una varietat pseudo-
Riemanniana (M, g). Diem que «y és una geodésica si V7' = 0 en tots els punts de la
corba.

Podem donar una expressié diferencial d’aquesta condicié. Suposem doncs el cas en el
_ daj . . .
que vj = —>. Tenim doncs la igualtat:

d204k+ dog doj .
dt? — dt dt Y

’

(@) =0 k=1,..n

3.3 Curvatura mitjana

Per introduir el segiient concepte necessari a I’hora d’enunciar els teoremes de singu-
laritats, hem de presentar primer la nocié de segona forma fonamental, un concepte clau
a la Geometria Diferencial de superficies. L’objectiu de la seccid és donar la definici6é en
el context de hipersuperficies euclidianes, anomenat segona forma fonamental escalar, per
poder definir el concepte de curvatura mitjana. Més endavant vorem que podem classificar
els punts d’'una varietat en funcié del signe d’aquesta curvatura, de forma que obtindrem
un criteri per determinar si les geodésiques d’una varietat convergeixen o divergeixen. Per
fer-ho hem de remarcar el fet que anem a considerar varietats dins del que anomenarem
una varietat ambient.

Definicié 3.11. Siga (M, g) una varietat Riemanniana o pseudo-Riemanniana. Siga
(M, g) una subvarietat Riemanniana de (M,g). En aquest cas, (M,q) rep el nom de
varietat ambient.

D’aci endavant totes les connexions referides a la varietat (]\7 , g) les identificarem amb
una tilde.
Observemn que en cada p € M l’espai tangent de la varietat ambient TpM es separa

com una suma directa ortogonal T, M = T, M ® N, M, on ’espai N,M és l’espat normal.
Es defineix com la projeccié normal de I'espai tangent T, M. Es a dir, N,M := (T,M)*+.3

(T, M)* := nT,M, on w* : TM|y — NM és la projeccié normal.
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Definici6é 3.12. Definim fibrat normal de M al conjunt

NM =[] MM
peEM

Ja tenim totes les eines per poder donar una definicié de la segona forma fonamental
d’una varietat. Ho farem fent una descompossié de la connexié V en la seua projeccié
tangencial* i normal.

Considerem X,Y € X(M). Aleshores tenim que
%XY = (%X}/)T + (%XY)L
El nostre objectiu ara és donar un significat matematic als dos termes que formen la part

dreta de la igualtat.

Definici6é 3.13. Definim la segona forma fonamental de M com
I1: X(M) x (M) — X+(M)
tal que II(X,Y) := (VxY)+

Lema 3.14. La segona forma fonamental 11 és:

e independent de les extensions de X 1 Y.
o F(M)-bilineal.
o simétrica en X 1 Y.

Teorema 3.15. (La Férmula de Gauss) Siguen X, Y € X(M) camps vectorials que
s’estenen arbitrariament o camps vectorials en M. Aleshores la segiient formula es satisfa
al llarg de M : B

VxY =VxY +1II(X,Y)

Ara podem estendre aquesta definicio al context en el que treballem amb hipersuper-
ficies. Recordem primer qué entenem per hipersuperficie.

Definici6 3.16. Siga M una varietat de dimensi6é m. Considerem M C M una subvarietat
de dimensio n. Diem que M és una hipersuperficie si es satisfa que dim(M)—dim(M) =
m—n=1.

Considerem doncs M una subvarietat diferencial de M tal que és una hipersuperficie
amb la métrica de Riemann induida, és a dir, el parell (M,g). D’aci endavant en aquest
punt, tot el que estiga associat amb la hipersuperficie M estara denotat amb una barra
superior. Per a cada punt p € M podem agafar un tnic vector normal vp. En fer variar
p € M tenim que el conjunt de v, formen un camp vectorial N.

Definicié 3.17. Siga M una varietat diferencial. Siga M una hipersuperficie. Siga N un
camp vectorial unitari normal. Definim la segona forma fonamental escalar, denotada
per h, com el tensor de tipus (2,0) definit com:

h:T,M x T,M — R
hMX,Y) = (II(X,Y),N)

4T . T]\N4|M — N M és la projeccié tangencial
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Com que N és un vector unitari en cada punt podem reescriure ’expressié anterior de
la segilient forma:

II(X,Y) =h(X,Y)N
Observem que el signe de h només depén de 'orientacié escollida del vector normal.

Definici6é 3.18. Siga M una varietat diferencial. Siga M una hipersuperficie. Siga N un
camp vectorial unitari normal. Definim I’operador forma, denotat per s, com el tensor
de tipus (1,1) definit com:

s:T,M x T,M — R
El caracteritzarem com

(X,sY) = h(X,Y)

Aplicant el fet que h és simétrica, donat que II(X,Y") ho és, és facil vore que s és un
endomorfisme autoadjunt.A més, tenint en compte que

II(X,Y)=1I(Y,X) i h(X,Y)=({II(X,Y),N)
tenim que
(X,sY)=h(X,Y)=II(X,Y),N)=(II(Y,X),N) = h(Y,X) = (YV,sX) = (sX,Y)

on a l'dltima igualtat estem aplicant que el producte escalar és autoadjunt.

Aleshores existeix una base ortonormal F1, ..., E, de TpMi K1, ..., kn, valors propis reals
de s tals que sE; = x; F;. En aquesta base podem escriure

R(X,Y)=m X'V 4+ 4 r, XY

Definicié 3.19. Els valors propis k1, ..., k, de la segona forma fonamental escalar reben
el nom de curvatures principals de M en el punt p € T,M.

Hi ha dues combinacions de les curvatures principals que tenen un rol important en
espais Euclidians.

Definicié 3.20. Definim la curvatura Gaussiana com el determinant de 'operador
forma;:
K =det s

Definim la curvatura mitjana com el promig de la traga de 'operador forma:

1 1
H = —trs=—try h
n n

Com que el determinant i la traca son independent de la base triada, podem esciure
les expressions d’aquestes curvatures de la segiient forma:

1

on Ki,..., Ky 860 les curvatures principals.
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3.4 Punts conjugats i variacions de geodésiques

El nostre objectiu ara és estudiar qué efecte té la curvatura en les geodésiques. De
forma intuitiva, una curvatura positiva fa que les geodeésiques convergeixen, mentre que
una curvatura negativa fa que es separen. Per poder formalitzar aquestes conseqiiéncies
necessitemn una eina per poder mesurar de forma quantitativa l’efecte de la curvatura en
una familia de geodésiques que només depenen d’'un parametre. FEns centrarem primer en
la variacié de geodésiques.

Definicié 3.21. Siga (M, g) una varietat diferencial amb g una métrica pseudo-Riemanniana.
Siga 7 : [a,b] — M un segment geodésic. Considerem I' : (—¢,€) X [a,b] — M una va-
riacié de v. Diem que I' és una variacié al llarg de les geodésiques si cada corba
[s(t) =I'(s,t) és també un segment geodésic.

El nostre objectiu és derivar una equacié que s’ha de satisfer pel camp variacional de
les variacions al llarg de geodésiques. Considerem primer T'(s,t) = 0,I'(s,t) i S(s,t) =
0sI'(s,t). Aleshores, 'equacio de les geodésiques ens diu que:

VTT:VgT:VtT:O
t
per a tot s. Agafant la derivada covariant respecte I'altre parametre tenim que:

Considerant el claudator de Lie d’aquestes derivades covariants per tal que la curvatura
estiga implicada obtenim el segiient resultat:

Lema 3.22. Si ' és una familia diferencial de corbes qualsevol i X és un camp vectorial
diferencial al llarg de T aleshores es satisfa Uigualtat:

V. ViX — V;V,X = R(S,T)X

Aix0 ens permet enunciar el segiient teorema:

Teorema 3.23. Siga (M,g) una varietat pseudo-Riemanniana. Siga v una geodésica,
amb camp tangent T. Siga X € X(M) al llarg de la geodésica ~y. Aleshores X satisfa:

VrVrX + R(X, T)T =0
on R és el tensor de curvatura de Riemann.

Definicié 3.24. La igualtat anterior rep el nom de l’equacio de Jacobi. Diem que un
camp vectorial J al llarg d’una geodésica vy és un camp de Jacobi si satisfa 'equacié de
Jacobi en els punts de 7.

Definicié 3.25. Siga v; un segment d’una geodésica que uneix dos punts p,q € M. Diem
que q és un punt conjugat de p al llarg de ; si existeix un camp de Jacobi al llarg de ~;
no trivial que es fa zero als punts p i q.

De forma similar podem donar la definicié de punt conjugat a una hipersuperficie.

Definicié 3.26. Siga v una geodésica que pertany a la congruéncia de geodésiques orto-
gonals a una hipersuperficie ¥. Un punt p € v és conjugat a ¥ al llarg de ~ si existeix
un camp de Jacobi J no trivial tal que
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Figura 1: Punts conjugats.

e J(0) € )%

e V,J(0)+ A(J(0)) € span{¥(0)} 5, on A és l'operador de Weingarten ® de 3.

e J(p)=0

Les segiient formules que introduirem ens serviran més endavant per determinar quin

tipus de corbes sén les que maximitzen la funci6 de longitud. Observarem també el paper
clau que té la preséncia de punts conjugats per poder determinar aquesta maximitzacio.

Proposicié 3.27. (Primera Formula de variacié) Siga v : [a,b] — M qualsevol
corba. Siga I' una variacid de v 1 V el seu camp variacional. Aleshores:

d b k—1
—cls=0=L(Ty) = / (V,ViT)dt — > (V( (2)
a =1

on AT =T(a]) —T(a;).

Teorema 3.28. (Segona Formula de variacié) Siga v : [a,b] — M qualsevol corba.
Siga T' una variacié de v i V el seu camp variacional. Aleshores la segona variacid de
L(Ts) ve donada per la segiient formula:

d2 b
Ll = L(T) = / DV = Ri(VE, -y, -, V)t (3)

on V1 és la component normal de V.

Pspan{#(0) = {}¥(0) : X € R} representa la direcci6 de la geodésica en eixe punt.

5L’operador de Weingarten el definim com l'aplicacié A, : T,S — T,S, definit per cada punt p com
Ap(X) = —(Vxn)T, on V és la connexi6 de Levi-Civita. Es a dir, derivem el vector normal en una
direcci6 tangent i el projectem sobre el pla tangent.
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4. Estructura Causal

L’estrucutra causal de ’espaitemps és el conjunt de propietats geomeétriques que de-
terminen quines relacions de causa i efecte sén possibles entre els eseveniments que tenen
lloc en aquest. En el context en que nosaltres estem treballant, aquesta estructura ve de-
terminada per la meétrica de ’espaitemps i, en particular, pel con de llum associat a cada
punt de 'espaitemps. A més ens permet classificar les corbes en tres tipus fonamentals:
corbes temporals, que descriuen el moviment de particules; corbes nul-les, que representen
la propagacié de la llum; i les corbes espacials, que corresponen a esdeveniments que no
poden influir-se causalment. Des d’una prespectiva més global tenim que 'estructura cau-
sal ens dona ’existéncia d’horitzons, regions causalment aillades, superficies de Cauchy i
la possibilitat de corbes tancades.

Tenim que, en Relativitat General, una singularitat adquireix rellevancia fisica quan
afecta al comportament de les corbes causals. Sense l'estructura causal de 'espaitemps una
singularitat podria quedar reduida a ser només una divergéncia local de curvatura, sense
cap inidici de que puga ser observada, influisca en ’evolucié de I'espaitemps o que quede
amagada darrere d’un horitz6. Podem dir doncs que l'estructura causal de l'esapitemps
és la connexid entre la base geométrica i 'explicacid fisica.

4.1 Espaitemps

Per poder estudiar ’estructura causal en profunditat primer hem de donar certes de-
finicions com ara la d’espaitemps. Desenvoluparem també la calssificacié de corbes i
superficies en tres tipus diferentes: temporals, nules i espacials. Els dos primers tipus
seran els més importants per poder definir I'estructura causal d’un espaitemps a la seccié
segiient.

També introduirem el con de llum, un objecte fisic propi de la Relativitat Especial. Més
endavant el que farem sera generalitzar aquesta definicié per poder descriure la causalitat
en espaitemps corbats. Acabarem definint el con de llum per cada punt de la varietat. En
aquesta subseccid estarem seguint sobretot el [HSE73| i el [Nab92|.

Definicié 4.1. Definim espaitemps com un parell (M, g), on M és una varietat diferen-
cial tal que dim(M) =4 i g és una métrica de Lorentz.

Definicié 4.2. Siga (M, g) un espaitemps. Un punt p € M rep el nom d’event de M.

Dos models (M, g) i (M’,¢’) son isométrics si existeix un difeomorfisme que els re-
laciona. Per tant, el model d’'un espaitemps no és només un parell (M, g) sino que esta
format per tota una classe d’equivaléncia de tots els parells que son equivalents a (M, g).
Nosaltres nomeés treballarem amb un sol parell de la classe d’equivaléncia.

Hem d’imposar una condici6 al nostre model (M, g) per tal d’assegurar-nos de que tots
els punts no singulars de I'espaitemps que volem modelitzar estiguen inclossos. Donem
doncs les seglients definicions:

Definici6 4.3. Diem que el model (M’ ¢') és una extensié de (M,g) si existeix un
embedding isomeétric p: M — M.

Definicié 4.4. Siga (M, g) un model. Diem que (M, g) és inextendible si no existeix
cap extensio (M’', ¢') de (M, g) tal que u(M) # M.
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Podem donar una definicié més forta d’aquest concepte, enfocat des del punt de vista
local:

Definicié 4.5. Un model (M, g) és localment inextendible si no existeix cap entorn
obert U C M sense una adheréncia compacta en M, tal que el parell (U, g|y) tinga una
extensio (U, ¢') en la que Padheréncia de I'imatge de U és compacta.

Demanarem que tot model (M, g) siga inextendible. Observem ara que la métrica g
ens permet classificar els vectors en tres tipus diferents:

Definici6 4.6. Siga (M, g) un espaitemps. Siga p € M. Considerem un vector v € T, M
diferent del zero. Aleshores:

e v és un vector de tipus temps o temporal si satisfa g(v,v) < 0
e v és un vector de tipus espai o espacial si satisfa g(v,v) >0

e v és un vector nul si satisfa g(v,v) =0

Mitjancant aquesta classificacio dels vectors de T, M podem classificar les superficies
en temporals, espacials o nul-les de la segiient forma:

Definicié 4.7. Siga (M, g) un espaitemps. Siga S C M una superficie de M. Aleshores:

e S ¢ésuna superficie de tipus temps o temporal si per a tot p € S, T},S conté vectors
temporals i el vector normal a la superficie és de tipus espai.

e S és una superficie de tipus espat o espacial si per a tot p € S, tot vector tangent
no nul és espacial i el vector normal de la superficie és temporal.

e S és una superficie nul-la si per a tot p € S almenys existeix un vector tangent
diferent de zero que és un vector nul, el vector normal, n, a la superficie és nul i
ny € 1,S.

Per poder desenvolupar i comprendre els conceptes que definirem en aquesta i en la
segilient seccié necessitem primer introduir el concepte de con de llum. De forma més
intuitiva aquest designa les trajectories que descriu la llum en l'espaitemps a partir d’'un
esdeveniment, o retrospectivament per arribar a un observador. Aquestes trajectories
estan distribuides sobre una superficie conica de quatre dimensions que té ’eix del temps
com a eix de simetria. Anem a introduir també una definicié més matematica d’aquest:

Al conjunt dels vectors temporals de M el denotem per 7. Definint la classe d’equiva-
léencia ~ en 7 com: si v i w sén de 7, aleshores v ~ w si, i només si g(v,w) < 0, tenim que
7 és la unié de dos subconjunts disjunts 7+ i 77, amb la propietat que v ~ w per a tot v
iwenTT, v~wperatotviwenrT ivewsivowésdeen 71 ilaltre és de 7.

Definicié 4.8. Els elements del conjunt 77 reben el nom de vectors temporals diri-
gits cap al futur. Analogament, els element del conjunt 7~ reben el nom de vectors
temporals dirigits cap al passat.

Estenent aquestes definicions a vectors nuls diferents de zero, és a dir, a v € M tals
que v # 0 tenim que:
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Definicié 4.9. Diem que un vector nul v € M diferent de zero és futur-dirigit siv-u < 0
Vu € 77. Diem que un vector nul v € M diferent de zero és passat-dirigit si v-u > 0
Yu € 7.

Definicié 4.10. Siga (M, g) un espaitemps. Siga pg € M. Definim el raig de llum amb
origen en pg que passa per p € M com:

Ryop ={po+t(p—po) : t € R}
El denotarem per R, p.

Definicié 4.11. Siga (M, g) un espaitemps. Definim el con de llum o con nul, que
denotarem per C'n(pp), a po de M per:

Cn(po) ={p€ M : g(p — po,p — po) = 0}

i es representa com es mostra a la Figura 2. També podem dir que Cn(po) consisteix en
tots els p € M tals que es poden “connectar” amb pg per un raig de llum.

T Cn(po)
RPO sP
DPo

Figura 2: Con de llum Cx(po) amb origen en p.

Definicié 4.12. Siga (M, g) un espaitemps. Per a cada p € M ens referirem al con de
llum passant per 'origen de T, M com el con de llum de p.

Per a cada p € M designem una meitat del con (normalment la superior) com futur i
Paltra meitat (Uinferior) com passat de la segiient forma.

Definici6 4.13. Per a cada pg € M definim el con de llum futur en py com
C(po) = {p € Cn(po) : p— po és un vector futur dirigit}
Per a cada pg € M definim el con de llum passat en py com

Cy(po) = {p € Cn(po) : p — po és un vector passat dirigit}
Aquesta designacié continua del futur i del passat, en un espaitemps no simplement
connex, no és possible fer-la a mesura que p recorre M.

Definici6é 4.14. Si es pot fer una designacié continua del futur i del passat, la varietat
(M, g) que representa 'espaitemps es diu que és orientable en el temps.
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Per poder donar les definicions del segiient apartat, donarem també la definici6 de con
temporal:

Definicié 4.15. Siga (M, g) un espaitemps. Definim el con temporal com l'interior del
con de llum, és a dir

Cr(po) ={p € M : g(p — po,p — po) < 0}

Definicié 4.16. Siga (M, g) una varietat diferencial que representa un espai temps. De-
finim el con temporal futur com linterior d’un con de llum, és a dir

C;(po) ={peM:p—pyer}=Cr(p) N1t

Analogament, definim el con temporal passat com l'interior d’'un con de llum, és a dir

Cr(po)={peM:p—poer } =Cr(po) N7~

4.2 Futurs i Passats

Ara que hem introduit totes les eines per a poder desenvolupar l'estructura causal,
comencarem per definicions més basiques com les de futur causal, passat causal, futur
cronologic o passat cronologic, en funcié de la direccio de les corbes temporals i/o nul-les
que formen els cons de llum. Acabarem la seccié donant la definicié de certes condicions
que es poden demanar a un espaitemps per a que siga “ideal”; tot i que no estad demostrat
que aquestes condicions es satisfacen en el nostre espaitemps. No obstant, des del punt
de vista fisic sembla raonable creure que aquestes condicions sén certes per a qualssevol
espaistemps fisicament possibles. Si no fora aix{, “mals” comportaments de ’estructura
causal podrien tenir lloc, com podrien ser els viatges en el temps provocats per 'existéncia
de corbes temporals tancades. En aquesta subseccié estarem seguint sobretot [Wald84].

A partir d’ara considerarem només espaistemps orientables en el temps i, per tant,
asumirem que s’ha fet una designacié continua del futur i del passat del con de llum a
cada punt.

Definicié 4.17. Siga (M, g) un espaitemps i T, M el seu espai tangent. Diem que un
vector v € T, M nul o temporal que viu en el con temporal futur C(po) és dirigit cap
al futur o futur-dirigit.

Definicio 4.18. Siga (M, g) un espaitemps i T, M el seu espai tangent. Diem que un
vector v € T, M nul o temporal que viu en el con temporal passat C. (zg) és dirigit cap
al passat o passat-dirigit.

Lema 4.19. Siga (M, g) un espaitemps temporalment orientable. Aleshores existeix un
camyp vectorial temporal X € X(M) no trivial. A més, aquest no és inic.

Demostracié. Com (M, g) és un espaitemps, en particular és una varietat diferencial
pseudo-Riemanniana. Com hem demostrat que tota varietat admet una métrica de Rie-
mann podem agafar k una métrica Riemanniana en M. Aquesta serd una métrica auxiliar
que farem servir per normalitzar els vectors. Considerem doncs, per a cada punt p € M,
el conjunt

Vp={veT,M|k(v,v)=11g(v,v) <0}
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Sense perdua de generalitat, agafarem k per a la qual V), és una esfera compacta en 7, M.
El que volem ara és buscar el minim de la funcié f(v) := g(v,v) sobre el conjunt V,,. Com
que és continua i convexa en la direccié temporal, hi ha un tnic minim. A aquest li direm
vg. Fent variar vy per M obtenim el camp vectorial que voliem. O

Ara, ens centrarem en la definicié de corbes diferencials en aquest context que hem
introduit.

Definicié 4.20. Siga (M, g) un espaitemps temporalment orientable. Una corba diferen-
cial A\(t) rep el nom de corba temporal dirigida cap al futur si per a cada p € X el
vector tangent a p és un vector temporal dirigit cap al futur. Analogament, una corba
diferencial A(¢) rep el nom de corba temporal dirigida cap al passat si per a cada
p € A el vector tangent al punt p és un vector temporal dirigit cap al passat.

Definicié 4.21. Siga (M, g) un espaitemps temporalment orientable. Una corba diferen-
cial A(t) rep el nom de corba causal dirigida cap al futur si per a cada p € \ el vector
tangent a p és un vector temporal o nul dirigit cap al futur. Analogament, una corba
diferencial A\(¢) rep el nom de corba causal dirigida cap al passat si per a cada p € A
el vector tangent a p és un vector temporal o nul dirigit cap al passat.

Per poder enunciar dos dels teoremes de singularitats necessitarem definir l’expansid,
que denotarem per 0, d’'una congruéncia de geodésiques nul-les. Considerem doncs (M, g)
un espaitemps arbitrari. Siga X € X(M) un camp vectorial tal que g(X,X) =01 VxX
donat que és una congruéncia de geodésiques. Considerem ara per a cada p € M el
subespai perpendicular a X definit com:

Xt={weT,M|g(v,X)=0}

Observem que X € X*. Agafem arau € T, M un vector auxiliar nul tal que g(u, X) = —1.
Definim doncs ’endomorfisme
h:TyM — T,M

v v+ g(o, X)u+ g(v,u) X

Podem definir ara el tensor de deformacid. Aquest ens dona la informacié sobre com
la congruénica s’estira, es deforma i gira. El definim com B := VX, de forma que
B(v) = V,X. Amb totes aquestes noves eines que hem introduit ja podem donar una
definici6 de Iexpansi6 d'una congruéncia nul-la “. Definim doncs aquesta de la segiient
forma;:

0 :=tr(hoB) =tr(vw— h(Vxv))

Definici6 4.22. El futur cronologic de p € M, I (p), es defineix com el conjunt
d’esdeveniments que es poden assolir mitjancant una corba temporal dirigida cap al futur
amb origen en p. Es a dir:

3 una corba temporal dirigida cap al futur
+(r) —
g (p)—{qu A(t) tal que A(0) =piA(1) =¢

Analogament, definim el passat cronologic de p € M com el conjunt:

N J una corba temporal dirigida cap al passat
I(p)—{qu A(t) tal que M(0) =pi A1) =¢q

"De forma analoga podem donar una definicio del que seria ’expansié d’una congruéncia de geodésiques
temporals, perd aquesta és equivalent a la curvatura mitjana,definida anteriorment, en el context dels
enunciats dels teoremes de singularitats, per tant no la introduirem.
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Es a dir, definim el passat cronologic de p € M com el conjunt d’esdeveniments de M que
es poden assolir mitjancant una corba temporal dirigida cap al passat amb origen en p.

Observaci6 4.23. Per a tot ¢ € It (p) existeix un entorn obert O de ¢ tal que O € I*(p).
Aix6 implica que I (p) és sempre un subconjunt obert de M.

Observaci6é 4.24. En general, p ¢ I*(p). L’tnic cas on p € I*(p) és quan tenim una
corba temporal tancada amb origen i, per tant, final en p.

Observaci6 4.25. Per qualsevol subconjunt S C M, definim I*(S) per
=(s)=J 1w
peS
Com la uni6 arbitraria de conjunts oberts és oberta, tenim que I*(S) és un conjunt obert.

Definici6 4.26. El futur causal de p € M, J*(p), es defineix com el conjunt d’esdeve-
niments que es poden assolir mitjangant una corba causal dirigida cap al futur amb origen
en p. Es a dir:

TH(p) = { geM 3 una corba causal dirigida cap al futur }

A(t) tal que A(0) =pi (1) =gq

Analogament, definim el passat causal de p € M com el conjunt:

N J una corba causal dirigida cap al passat
d (p)—{qu A(t) tal que A(0) =p i A(1) = ¢ }

Es a dir, definim el passat cronologic de p € M com el conjunt d’esdeveniments (q € M)
que es poden assolir mitjancant una corba causal dirigida cap al passat amb origen en p.

Observaci6 4.27. Per al cas del futur i passat causal tenim sempre que p € J*(p).

Observaci6é 4.28. En espaitemps plans, J¥(p) és un conjunt tancat. No obstant, en
espaitemps generals no necessariament plans, J¥(p) pot ser tancat o obert.

Observaci6 4.29. Per qualsevol subconjunt S C M, definim J*(S) per
TES) = |J 7 0)
peS

Observaci6o 4.30. Per al passat i futur cronologic i causal tenim que per a qualsevol
S c M, JH(S)cCIt(S). Ames, tenint en compte que JT(S) C I'(S), tenim directament
que Jt(S) =I*(9).

El segiient teorema ens permetra abordar els posteriors teoremes de singularitats de
forma més senzilla.

Teorema 4.31. Siga (M, g) un espaitemps arbitrari, i siga p un punt de M.

1. Emsteiz un conjunt obert U amb p € U tal que per a tot parell de punts q,7 € U
existeir una unica geodésica v continguda en U que conecta q amb r.

2. Per a tot U, la restriccio de It (p) a U esta formada per tots els punts als que es
poden arribar mitjancant una geodésica temporal dirigida cap ol futur que comencen
en p i que estan contingudes en U. A més, OI" (p)|u esta general per les geodésiques
nul-les dirigides cap al futur en U que tenen origen en p.
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Podem trobar una demostracié de la primera part a la pagina 134 de [HIC65|, mentre
que la demostraci6 de la segona part la podem trobar a la Proposicié 4.5.1 de [HSET73].
D’aquest teorema podem enunciar el segiient corol-lari:

Corol-lari 4.32. Siga (M, g) un espaitemps arbitrari. Siga p € M. Considerem un punt
q tal que g € JT(p) \ IT(p). Aleshores qualsevol corba causal conectant p amb q ha de ser
una geodésica nul-la.

Definici6é 4.33. Diem que un subconjunt S C M és acronal si no existeixen p,q € S
tals que ¢ € I (p), és a dir, IT(S)NS = 0.

Teorema 4.34. Siga (M,g) un espaitemps orientable en el temps. Siga S C M un
subconjunt de M. Aleshores, tenim que la frontera del futur causal de S, OI1(S), és un
conjunt acronal, tridimensional, embedded i una subvarietat diferencial de M.

Demostracié. Comencem veient que OIT(S) és un conjunt acronal. Com que IT(S)
és un conjunt obert i I (S) és un conjunt tancat tenim que I (9I1(S)) N oIt (S) =
IT(S)NAIt(S) = 0. Per tant, per definicio 17 (S) és un conjunt acronal. El segiient
raonament ens servira per poder vore que 11 (S) és una subvarietat diferencial tridimen-
sional. Considerem un punt q € I (S). Considerem un punt p € I (q), aleshores tenim
que ¢ € I (p). Com que I~ (p) és un conjunt obert, tenim que existeix un entorn obert O
de p tal que O C I~ (p). Com que q és de la frontera de I(S) tenim que O NI (S) # 0.
Per tant, p € IT[ONIT(S)] C I1(S) i lavors I (g) C IT(S). Fent servir el mateix raona-
ment podem vore que I~ (q) C M\IT(S). Agafem un punt ¢ € d(M\I"(S)). Considerem
un punt p € I~ (q), aleshores tenim que ¢ € I (p). Com que I (p) és un conjunt obert,
tenim que existeix un entorn obert O de p tal que O C I (p). Com que q és de la frontera
de M\IT(S) tenim que ON(M\)IT(S) # 0. Per tant, p € I-[ON(M\IT(S))] € M\IT(S)
i llavors I~ (q) € M\I*(S).

Figura 3: Diagrama de la frontera del futur cronologic, 1 (S), d'un conjunt S C M, on
M és un espaitemps.

Anem a construir Pestructura diferencial de dI7(S). Volem vore a continuacié que en
efecte és una varietat diferencial tridimensional. Per fer-ho, hem d’obtindre I'estructura
de varietat diferencial de I (S). Introduim doncs coordenades Riemannianes normals
20 2t 2% 23 al punt ¢ € OIT(S). Considerem doncs un entorn de ¢ suficientment petit
per al qual la component a-éssima del camp vectorial 9/02°, (0/9z°)?, és temporal en
tot aquest entorn i per al qual totes les corbes integrals de (9/0z")® intersequen amb
It(q) € I(S) i1 (q) € M\IT(S). Aixo implica que cada corba integral interseca
amb 9IT(S). Com aquesta és acronal i per tant no pot contenir corbes temporals, ha
d’intersecar en un unic punt. Per tant, en cada entorn obtenim una bijeccié dels punts
de OI1(S) amb coordenades (z!, 22, 2%) que caracteritzen la corba integral de (9/0x°).
Com que el punt d’intersecci6 és tnic i les components !, 22, 23 de les corbes integrals de

(0/02°)* sén constants, podem definir el valor de la coordenada 20 com 20 = f(z!, 22, 23),



4. ESTRUCTURA CAUSAL 29

on f és una funcié continua. Per tant, aquesta carta que hem definit de 'entorn de
q € OI'™(S) a R3 és un homeomorfisme. Repetint aquesta construccié per a tots els
q € OI't(S) obtenim una familia de cartes diferencials compatibles que recobreix I (S),
i per tant, per definicio, dI7(S) és una varietat tridimensional embedded en una varietat
quatridimensional. ([

Ara, introduirem diferents nocions relacionades amb 'extendibilitat de corba continues
cap al futur o cap al passat.

Definicié 4.35. Una corba continua A es diu que és una corba temporal dirigida
cap al futur si per a cada p € A existeix un entorn normal convex U de p tal que si
A(t1), A(t2) € U amb 1 < t3 aleshores existeix una corba temporal diferencial dirigida cap
al futur a U de A(¢1) fins a A(t2).

Definici6é 4.36. Una corba continua A es diu que és una corba causal dirigida cap
al passat si per a cada p € X existeix un entorn normal convex U de p tal que si
A(t1), A(t2) € U amb t1 < to aleshores existeix una corba causal diferencial dirigida cap al
passat a U de A(t1) fins a A(t2).

Abans d’introduir els segiients conceptes hem de distingir clarament entre els conceptes
d’una corba “va cap a infinit”, “va cap a una singularitat” o “es queda confinada en un
entorn”, amb el concepte de que una corba “es para” perque no esta definida per anar més
enlla. De fet, el primer bloc de propietats i el segon sén excloents. Per donar una distinci6
més precisa introduim els segilients conceptes.

Definicié 4.37. Siga A(t) una corba causal dirigida cap al futur. Diem que p € M és un
extrem futur de \ si per a cada entorn O de p existeix un tg tal que \(t) € O per a tot
t > top.

Definicié 4.38. Siga A(t) una corba causal dirigida cap al passat. Diem que p € M és
un extrem passat de \ si per a cada entorn O de p existeix un tg tal que A(t) € O per a
tot ¢ < to.

Observacio 4.39. Per la propietat de Hausdorff de M, A pot tenir com a molt un extrem.

Observaci6 4.40. L’extrem d’una corba no té perqueé ser part de la corba, és a dir, pot
no existir ¢ tal que A(t) = p.

Definici6 4.41. Diem que la corba A és inextendible cap al futur si no té cap extrem
futur. Analogament, direm que és inextendible cap al passat sino té cap extrem passat.

Definicié 4.42. Siga {)\,} una seqiiéncia de corbes causals. Un punt p € M es diu que
és un punt de convergéncia de {\,} si, donat un entorn obert O de p, existeix una N
tal que A\, N O # () per a tot n > N.

Definicié 4.43. Siga {\,} una seqiiéncia de corbes causals. Una corba A es diu que és
una corba de convergéncia de {\,} si cada p € A és un punt de convergéncia.

Definicié 4.44. Diem que un punt p és un punt d’acumulacié o punt limit de {\,}
si per a cada entorn obert de p interseca infinitesimalment amb moltes A,

Definicié 4.45. Una corba A es diu que és una corba limit de {\,} si existeix una
subsequencia {)\;1} per a la qual A és una corba de convergéncia.
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Observaci6é 4.46. Si A és una corba limit aleshores tot p € A és un punt limit. No
obstant, si v és una corba tal que tots els seus punt sén punts limit, no necessariament
tenim que siga una corba limit.

Lema 4.47. Siga {\,} una succesié de corbes causals dirigides cap al futur tals que tenen
un punt d’acumulacié p. Aleshores existeirz una corba causal inextensible cap al futur \
que passa pel punt p i tal que és una corba limit de la successid {\,}.

Demostracio. Considerem Uj un conjunt obert del punt p. Considerem b > 0 tal que
B(p,b) és la bola oberta al voltant de p de radi b. Considerem doncs A, la subsuccesié
que viu a A\, N U que convergeix a p. Com que 0B(p,b) és un tancat, en particular
és compacte. Per tant, ha de contenir els punts d’acumulacié de la subsuccessio A, .
Observem que aquests necessariament ha d’estar a J~ (p)|y, o a J*(p)|y,. Sense peérdua
de generalitat agafarem el punt

z11 € JH ()|, NOB(p,b)

com a un dels punts d’acumulacié. Considerem doncs ara una subsuccessié de A, tal que
convergeix a x11. Aleshores, aquest sera un punt de la corba limit A. Repetint aquest
argument reiteradament trobem un conjunt de punts entre p i x1; per als quals existeix
una corba causal A que els uneix des de p fins a z17. Per vore que en efecte A és una
corba limit, considerarem una subsuccessié Xn tal que per a tot g € A, )\/” convergeix a
q. Aixo ho fem, agafant )\;L tal que interseque amb totes les boles de la forma B(p,b) que
hem construit. Per tant, tenim que A és una corba limit de les A, des de p fins a x13.
Considerem Us un entorn obert de z11 i repetim tot 'argument descrit sobre la successié
)\;1. Repetint aquest argument podem estendre la cobra X infinitament. U

4.3 Condicions de Causalitat

Volem donar una formulaci6 per al concepte de que un espaitemps siga causalment ben
comportat. AixO és donat a que podem tenir exemples d’espaitemps on per a tot p € M
tenim que It (p ~(p) = M, com pot ser I’exemple mostrat al segiient dibuix:

£

identificar

A

Figura 4: Espaitemps de Lorentz amb els hiperplans ¢t = 0 i t = 1 identificats, de forma
que dona lloc a I’existéncia de corbes temporals tancades en I'espaitemps.

Generalment es creu que els espaitemps amb corbes causals tancades no trivials, és a
dir A(t) # p Vt, no soén realistes a nivell fisic. També podem tenir espaitemps sense corbes
causals tancades que estiguen molt a prop de violar la causalitat. Aquests perd, també
semblem fisicament no raonables. Volem doncs una definicié rigorosa d’espaitemps que
descriga aquest comportament.
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Definici6é 4.48. Siga (M, g) un espaitemps. Diem que M és causalment forta si per a
tot p € M i per a tot entorn O de p, existeix un entorn V' C O de p tal que cap corba
causal interseca V més d’una vegada.

Observacio 4.49. Si un espaitemps no satisfa la condicié de ser fort causalment en
un punt p aleshores existeix almenys un entorn de p tal que existeixen corbes causals
arbitrariament a prop d’autointersecar-se.

Lema 4.50. Siga (M, g) un espaitemps causalment fort, i siga K C M un subconjunt
compacte. Aleshores, tota corba causal A confinada en K ha de tindre un extrem futur ¢
un extrem passat en K.

Demostracid. Sense pérdua de generalitat suposarem que el parametre ¢ de la corba A
pren valors dins de l'interval (—oo, 00). Veiem primer que una corba causal arbitaria té
un extrem futur en K. Considerem {¢;} una succeci6 creixent de nombres reals tal que
divergeix a co. Considerem doncs p; = A(;). Aleshores, {p;} és una succesi6 que viu
en K, que recordem que és un conjunt compacte. Tenim doncs que, pel Teorema de
Bolzano-Weierstrass, existeix un punt d’acumulacié p € K. Suposem que podem trobar
un entorn obert O de p tal que no existeix cap typ € R per al qual A(t) € O per a tot
t > tg. En particular aquest fet també es satisfa per a tot entorn obert V de p tal que
V C O. Aixo implica que A interseca amb els V' més d’una vegada, donat que molts punts
de la seqiiéncia {A(¢;)} viuen dins de V' perd A(t) no roman en V. Per tant, es trenca la
condici6 de causalitat forta al punt p. Llavors, p és un extrem futur de A\. Un raonament
analeg ens serveix per a demostrar que A té un extrem passat en K. Considerem doncs
{ti} una succeci6 decreixent de nombres reals tal que divergeix a —oo. Considerem doncs
gi = A(t;). Aleshores, {¢;} és una succesi6 que viu en K. Tenim doncs que existeix un
punt d’acumulacié ¢ € K. Suposem que podem trobar un entorn obert O de ¢ tal que no
existeix cap to € R per al qual A(¢) € O per a tot t < ty. En particular aquest fet també
es satisfa per a tot entorn obert V de ¢ tal que V' C O. Aix6 implica que A interseca amb
V més d’una vegada i no roman en V. Per tant, es trenca la condicié de causalitat forta
al punt ¢g. Llavors, g és un extrem passat de \. O

Malauradament, podem trobar espaitemps causalment forts molt complexos en els que
fent una modificacioé de g en un entorn arbitrariament petit de dos o més punts, pot arribar
a produir corbes causals tancades. Per tant, per poder garantitzar que un espaitemps no
esta a prop de generar una violacié de la causalitat, hem d’introduir el segiient concepte:

Definicié 4.51. Siga (M, g) un espaitemps. Siga v un vector temporal en un punt p € M.
Definim ¢ en p com:

g;(uv ’LL/) = gp(u7 u,) - gp(va u)gp(vv u/)
Diem que (M, g) és causalment estable si existeix un camp vectorial temporal continu
diferent de zero, tal que 'espaitemps (M, g) no té corbes temporals tancades.

Observaci6 4.52. El concepte de causalitat estable implica causalitat forta.

Teorema 4.53. Un espaitemps (M, g) és causalment estable si, i només si, existeir una
funcic diferenciable f en M tal que V f és un camp vectorial dirigit cap al passat.

Demostracié. Comencem veient la implicacio de dreta a esquerra. Com tenim que Vf és
un camp vectorial temporal dirigit cap al passat, per a tota corba temporal dirigida cap
al futur amb tangent v, tenim que g(v, Vf) > 0. Per tant, g(v, Vf) = df (v) = v(f) > 0.
Per tant, f és estrictament creixent al llarg de totes les corbes temporals dirigides cap
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al futur. Aixo implica que a espaitemps (M, g) no hi poden haver corbes temporals
tancades. Considerem ara w = V f i definim la métrica g com

glu,u') = g(u,u') = g(w,u)g(w, )

Volem vore que a Iespaitemps (M, g) tampoc hi poden haver corbes temporals tancades.
Veiem primer que en aquesta métrica, el vector V f també és temporal. Per fer-ho hem de
calcular primer I'expressio de 'inversa de la métrica que sabem que ha de ser de la forma
g l=g'+ Ag(w, )g(w,-), on A € R. Aplicant la condici6 de que g~'g = Id, obtenim
que

gil(uv u/) = 971<u7 u/) - g(w,u)g(w, u/)/(l - g(w,w))

Aleshores,

(w(f))? g(w,w)

= 0
1—g(w,w)  1—g(w,w)

g_l(Vf,Vf) = g_l(vfavf) -

Per tant, gV f = w és un vector temporal a la métrica g. Per tant, pel mateix argument
que abans a Uespaitemps (M, g) no hi poden haver corbes temporals tancades, amb lo que
és un espaitemps causalment estable. O

Per tant, tenim que el concepte que ens indica si un espaitemps té un bon comportament
causal és el concepte de causalitat estable.

4.4 Hiperbolicitat global

En aquesta part, centrarem el nostre estudi en la col-leccié d’esdeveniments que estan
“completament determinats” per un conjunt d’events .S, que per raons técniques ’agafarem
tancat i acronal. Per comencar donarem la definicié de vora d’un conjunt en el context
que estem treballant:

Definicié 4.54. Siga (M, g) un espaitemps. Siga S C M tancat i acronal. Definim la
vora de S com el conjunt de punts p € S tals que per a cada entorn obert O de p conté
un punt ¢ € I'™(p), un punt r € I~ (p) i una corba temporal A conectant r amb ¢ tal que
no interseca amb S.

Donem pas ara a les definicions de conjunts d’events que ens serviran més endavant
per definir el concepte de hiperbolicitat global, que és al que volem arribar.

Definicié 4.55. Siga (M, g) un espaitemps. Siga S C M tancat i acronal, amb o sense
vora. Definim el domini de dependéncia futur de S per:

DH(S) = {p c M tota corba causal inextendible cap }

al passat per p interseca S

Analogament definim el domini de dependéncia passat de S per:

D(S):{pEM

tota corba causal inextendible cap
al futur per p interseca S

Observaci6 4.56. D (S) no té punts aillats, donat que D1 (S) no té punts aillats gracies
a la continuitat de les corbes causals inextendibles cap al passat.
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Observacié 4.57. Sempre tenim que S C DT(S) C J™(S), 1 com estem agafant S
acronal, també tenim DFT(S) NI~ (S) =0

Definicié 4.58. Definim el domini de dependéncia de S, denotat per D(S), definit
per:
D(S)=D"(S)uD(9) (4)

Definicié 4.59. Diem que un conjunt ¥ tancat i acronal per al que D(X) = M és una
superficie de Cauchy. Per a tota superficie de Cauchy X tenim que edge(X) = ()

Definicié 4.60. Siga (M, g) un espaitemps. Diem que és globalment hiperbolic si M
és fortament causal i si per a p,q € M J*(p) N J (q) és un compacte contingut en M.

Observaci6 4.61. En un espaitemps globalment hiperbolic tant el futur com el passat es
poden predir mitjancant les condicions a I'instant de temps representat per X.

Proposicié 4.62. p € D+(5) si, i només si tota corba temporal inextendible cap al passat
que passa pel punt p intersecta amb S.

Demostracié. Comencarem demostrant la implicacié d’esquerra a dreta. Procedim per
reduccié a l'absurd. Considerem un punt p € D*(S) tal que per ell passa una corba
temporal inextendible cap al passat tal que no intersecta amb S. Aleshores, aquesta
propietat es satisfa per un entorn obert O de p. Aleshores tenim que O N D1 (S) = 0, i
com DT(S) no té punts aillats tenim que p ¢ D*(S).

Veiem ara la implicacié de dreta a esquerra. Suposem doncs ara que tota corba temporal
inextendible cap al passat que passa per un punt p interseca amb S. Aleshores, o bé
pe S c DFS)c DH(S) obépe I(S). La primera opci6 ix directa. Centrem-nos
doncs en la segona. Considerem un punt ¢ € I~ (p) N I7(S) i suposem que existeix una
corba causal inextendible cap al passat A que passa pel punt ¢ i que no intersecta amb S.
Aleshores tenim que A només viu a I7(S) o X interseca amb 917 (S) en un punt r que no
pertany a S. Observem doncs que, si A € I(S), podem aplicar el lema 8.1.4 i llavors,
com g € I'T(S9) existeix una corba inextendible cap al passat v tal que v € I (\). A més,
com A € IT(S) tenim que ¥ no interseca amb S. Per altra banda, si A interseca amb
OI*t(S) en un punt 7 que no pertany a S tenim que, com r € I~ (q) aleshores ¢ € I'T(r),
i en particular ¢ ¢ JT(r)\I"(r). Per tant, existeix com a minim una corba causal, \a(t),
que uneix r amb ¢ tal que és una geodésica temporal. Es a dir, A2(0) =qiX(l)=r. A
més, com tenim que ¢ € I~ (p) N I1(S) per definicié existeix una corba temporal dirigida
cap al futur A\;(¢) tal que uneix ¢ amb p, és a dir, A;(0) = ¢ i A1(1) = p. Agafant p com a
present, A1 (t) serd una corba dirigida cap al passat. Aleshores podem considerar la corba
temporal dirigida cap al passat definida per

Ai(t) for tel0,1],

A - [0700) — M, A(t) = { )\Z(t) for te [1,2}

que va del punt p al punt r i és dirigida cap al passat. Extenent Ay(t) arbitrariament cap
al passat obtenim

. o Ai(t) for te]0,1],
: [0, 00) — M, ()—{)\2@ for te[1,00]

una corba temporal inextendible cap al passat que no interseca amb S. Aixd entra en
contradiccié amb el fet que estem suposant que totes les corbes temporals inextendibles
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cap al passat que passen per p intersecten amb S. Per tant, no pot existir una corba causal
inextendible cap al passat que passe per ¢ tal que no interseca S. Aleshores, ¢ pertany a
DT (S). Com que tot entorn obert de p € I'1(S) intersecta amb I~ (p) N IT(S), tenim que
p € DH(9). O

Lema 4.63. Siga (M, g) un espaitemps. Considerem S C M. Aleshores, se satisfan les
seglients igualtats. )
D¥(S)=1"[D*(S)NI"(S) (5)

D(S) = I"[D*(S)| N I*[D™(S)) (6)

Demostracié. Comenecem per la igualtat D (S) = I7[DT(S)] N IT(S). Veiem que les
dues inclusions son certes. Considerem doncs un punt p € f)*(S). En particular tenim
que p € DT(S) C J*T(S). Aleshores, D*(S) c J*(S). Com que J*(S) = I*(S) i IT(S)
és un conjunt obert, tenim que p € I'7(S). Per altra banda, com p € b*(S) tenim que
per a tota corba temporal inextendible cap al passat que passa per p interseca amb ﬁ+(S)
i per tant, en particular interseca amb D7T(S). Per tant, existeix una corba temporal
dirigida cap al passat tal que A(0) € DT(S) 1 A(1) = ¢. Per definicio, p € I~ [DT(9)].
Aleshores, D(S) C I-[DH(S)] N ITH(S).

Considerem ara un punt p € I~ [DT(S)]NIT(S). Aleshores tenim que existeix una corba
temporal que connecta un punt de S amb p i una altra corba temporal que connecta un
punt de DT (S) amb p. Aleshores, qualsevol corba temporal per p des de un punt de
DT (S) talla amb S. Per continuitat, aixd és cert en tot entorn obert O de p. Per tant,
tenim que p € D(S), amb el que DT(S) D I~ [DT(S)] N IT(S).

Per tant, hem demostrat que D (S) = I7[D*(S)] N IT(S). Analogament, observem
que també tenim D~ (S) = IT[D~(S)] N I~(S). Aquestes dues igualtats, conjuntament
amb el fet que D(S) = DT(S) U D~ (S), ens serveixen per poder demostrar que D(S) =
I7[DT(S)|NIT[D=(9)]. O

Observacio 4.64. Siga 3 una superficie de Cauchy. Aleshores, tota corba causal inex-
tendible intersecta amb 3.

Definicié 4.65. Siga S una conjunt tancat i acronal. Definim [’horitzo futur de
Cauchy de S, denotat H'(S) per

H*(S) = DH(S)\I"[D*(9)]

Analogament podem definir I’horitzé passat de Cauchy de S, denotat H ™ (S) per
H™(S) = D= (S)\"[D™(9)]

Observaci6 4.66. Els conjunts H*(S) i H(S) son tancats i acronals.

Observacio 4.67. Podem expressar 'horitzo futur i passat de S de la segiient forma:
HY(S) = [IT(S)nSNII"[DT(S)] i H(S)=[I"(S)nSPNAIT[D™(S)]  (7)

Teorema 4.68. Tot punt p € H'(S) viu a una geodésica nul-la X continguda completa-
ment a HY(S) que, o bé és inextendible cap al passat o bé té un punt d’acumulacidé passat
a la vora de S.

Demostracié. Considerem un punt p € HT(S) tal que p ¢ edge(S). Aleshores, o bé
peIT(S)obépeSambp¢edge(S). Per als dos casos provarem que podem trobar
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un segment que és geodésic nul no trivial tal que esta contingut en H*(S). Posteriorment
vorem que o bé és inextendible, o bé té un punt d’acumulacié passat a la vora de S.

Considerem doncs un punt p € I(S), aleshores p ¢ I~ [D"(S)]. Per tant, per a tot
punt ¢ € I (p) tenim que existeix una corba inextendible cap al passat des de ¢ que no
interseca amb S. Considerem doncs {g,} una succesié de punts en I (S) que convergeix
a p. Considerem també la succesio {\,} formada per les corbes inextendibles cap al
passat pels respectius punts ¢, que no intersequen amb S. Com que p és un punt limit de
{An}, pel lema 8.1.5, existeix una corba causal limit inextendible cap al passat, A, de les
{A\n} que passa pel punt p. Suposem que A entra a I'obert I (S)NI~[D*(S)] € DT(S).
Aleshores tindriem que per a cert n suficientment gran )\, també hi entraria, perd agd
és una contradiccié donat que A, N DT (S) = 0, A\, no interseca amb S. A més, com
I=(S) c I"[D*(S)] = I"[D*(S9)], A és una corba causal dirigida cap al passat per p
que no entra a la regi6 I—(S). Per tant, pel Corollari 4.32, A ha de ser una geodésica
nul-la. Si una corba temporal per un punt de AN I (S) dirigida cap al passat no arriba a
intersecar amb S, podem construir una corba des de el punt p amb la mateixa propietat.
No obstant, com p € D*(S) aix0 és impossible. Per tant, AN IT(S) Cc HT(S) C D*(S).
Hem obtingut doncs per a tot p € HT(S) N IT(S) un segment geodésic nul no trivial
dirigit cap al passat tal que A € H(S). O

Definicié 4.69. Siga S un conjunt tancat i acronal. Definim el seu horitzé de Cauchy
per
H(S)=H"(S)UH (S)

Proposicié 4.70. H(S) = 0D(95).
Demostracid. Aquesta igualtat ix directa aplicant les igualtats 5 1 6. També aplicarem

les igualtats AUB = AUB i A\(BNC) = (A\B) U (A\C), on A, B i C s6n conjunts
arbitraris. Aleshores tenim que:

]

Observaci6 4.71. Siga (M, g) un espaitemps globalment hiperbolic, amb una superficie
de Cauchy . Aleshores, no poden existir corbes temporals tancades a M. Una corba
temporal tancada que interseca amb X trencaria ’acronalitat de X, mentre que una corba
temporal tancada que no interseca amb X trencaria 'hiperbolicitat global de M.

Considerem d’aci endavant (M, g) un espaitemps causalment fort. Siguen p,q € M.
Considerem doncs el conjunt de corbes causals continues, dirigides cap al futur de p fins
a ¢, on les corbes que només difereixen d’una reparametritzacié es consideren la mateixa
corba. El denotem per C(p,q). Volem construir un espai topologic amb aquest conjunt.
Definim doncs la topologia 7 de la segiient forma. Considerem U un conjunt obert de M,
definim O(U) C C(p, q) per

OU)={reC(p,q) | ACU}
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Diem que un subconjunt O de C(p, q) és obert si el podem expressar com O = |JO(U).
Com que estem considerant un espaitemps sense corbes causals tancades, és facil vore que
aquesta topologia és de Hausdorff. Es més, quan no tenim corbes causals tancades, 7~
satisfa el segon axioma de numerabilitat. La nocié de convergéncia a T és la segiient:
An — A si per a tot conjunt obert U C M amb A C U, existeix N tal que A\, C U per a
tot n > N.

Observaci6 4.72. Agafant A € C(p, q) tenim que {O(U,) }nen és una base numerable de
entorns de A. Per tant C(p, q) satisfa el primer axioma de numerabilitat.

Necessitem el segiient resultat per poder demostrar teorema posterior.

Teorema 4.73. Siga (M, g) un espaitemps globalment hiperbolic. Siguen p,q € M. Ales-
hores, C(p,q) és compacte.

Podem trobar una demostracio d’aquest teorema al [Wald84| on es procedeix per con-
vergencia de successions de corbes que pertanyen al conjunt C(p, q).

Teorema 4.74. Siga (M,g) un espaitemps globalment hiperbolic. Siguen K € M wun
subconjunt compacte. Aleshores, J*(K) és tancal.

Analogament, podem definir:

Definicio 4.75. Siga (M, g) un espaitemps globalment hiperbolic. Siga ¥ una superficie
de Cauchy. Per a un punt ¢ € D1 (X) defnim C(X, q) de la mateixa manera que C(p, q).

Teorema 4.76. Siga (M, g) un espaitemps globalment hiperbolic. Siga X una superficie
de Cauchy. Aleshores, C(X%,q) és compacte.
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5. Resultats de singularitats

En les seccions anteriors hem definit el que considerem un espaitemps i la seua es-
tructura causal. El nostre objectiu ara és donar un criteri per localitzar singularitats
a l'espaitemps. Per aix0 introduirem dues versions del Teorema de Penrose (1965), el
Teorema de Hawking (1966-1967) i el Teorema de Hawking-Penrose (1970).

5.1 Preliminars

Abans de comengar a enunciar els teoremes de singularitats ens fa falta determinar
quin tipus de corbes, i baix quines condicions, maximitzen la funcié de longitud. Comen-
cem enunciant la seglient proposicié que, baix certes hipotesis de I'espaitemps que estem
considerant, ens asegura ’existéncia d’un punt conjugat a una distancia menor d’una certa
constant estd garantida:

Proposicio6 5.1. Siga (M, g) un espaitemps tal que Ric(v,v) > 0 per a tot vector temporal
v. Siga ¥ una hipersuperficie espacial tal que H < 0 per a un cert ¢ € 3. Aleshores,
existeiz un punt p conjugat a X al llarg de la geodésica y(\) ortogonal a X, que passa pel
punt q, per a A < 3/|H|.

Volem centrar ara el nostre estudi en la relaci6 entre punts conjugats i les propietats
d’extremalitat de la longitud de les corbes temporals. Per fer-ho, tindrem en compte les
férmules de variacions 2 i 3 aplicades a la longitud de les corbes temporals, que definirem

Ccom: )
() = / v —gGA)dt

on v : [0,T] — M representa una corba temporal almenys de classe C2. Sense pérdua
de generalitat, podem suposar que totes les corbes temporals estan parametritzades pel
temps propi 7, de forma que

g(ry’,}/) =—1

Baix aquestes suposicions tenim que la primera formula de variacions es pot escriure com:

T
SL(V) - /0 9(Vs4, V)it + (g3 V)T

on V representa la connexi6 de Levi-Civita i V un camp de variacions. Observem direc-
tament d’aquesta expressio que 6L(V) = 0 per a tot V si, i només si V43 = 0. Per tant,
tenim que les geodésiques sén candidates a ser un maxim de la longitud d’una corba tem-
poral. Considerem ara la formula de la segona variacié en aquest context i vorem quines
condicions satisfan que la segona derivada siga negativa, és a dir, en quines condicions
la funcié longitud assoleix el seu maxim. L’expressié de la segona férmula de variaci6 ve
donada per:

T
PLV.V) = - / (9(V5V,AV) — g(R(V.A)3, V)t

Si no tenim punts conjugats entre els extrems, tindrem que 62L(V, V) < 0 per a tot V # 0.
Per tant, una geodeésica temporal és un maxim local del temps propi. L’aparicié d’un punt
conjugat al llarg de la geodésica dins del interval en el que esta definida fa que es perda
la propietat de maximalitat. Aplicant i desenvolupant una mica més aquestos arguments,
podem enunciar el segiient resultat:



5. RESULTATS DE SINGULARITATS 38

Teorema 5.2. Siga (M, g) una varietat diferencial amb g una métrica de Lorentz. Siga
v una corba diferencial temporal tal que conecta els punts p,q € M. Aleshores la condicié
necessaria 1 suficient per a que v mazximitze localment la distancia entre p 1 q respecte de
variacions suaus d’un parametre és que 7y siga una geodeésica sense cap punt conjugat a p
entre p 1 q.

De forma similar podem enunciar el segiient resultat, el qual es demostra seguint uns
arguments similars als donats per el teorema anterior.

Teorema 5.3. Siga (M, g) una varietat diferencial amb g una métrica Lorentziana. Siga
v una corba diferencial temporal tal que conecta el punt p € M a mb un punt ¢ € 2, on
Y és una hipersuperficie espacial diferencial. Aleshores la condicid necessaria i suficient
per a que v mazrimitze localment la distancia entre p 1 X respecte de variacions suaus d’un
parametre €s que 7y siga una geodésica ortogonal a ¥ sense cap punt conjugat a ¥ entre p
i

El nostre objectu ara és demostrar I’existéncia de corbes de maxima longitud en es-
paitems globalment hiperbolics fent servir arguments globals com ara la compacitat dels
espais de corbes causals C(p,q) i C(X,q). A continuaci6é vorem que, suposant més hipo-
tesis, els resultats seglients entren en contradicci6 si totes les geodésiques sén completes,
donant pas aixi als teoremes de singularitats.

Per a varietats Lorentzianes tenim que la longitud d’una corba causal diferencial A entre
dos punts p,q € M es pot espressar en termes de la métrica de la segiient forma:

N = [l g

Per poder aplicar arguments globals, hem de generalitzar la noci6é de longitud al cas de
corbes causals continues entre els punts p i ¢, per tal que 7 estiga definit per a totes
les corbes de C'(p, q). Considerem 6‘(]), q) el subconjunt de C(p, q) format per les corbes
diferencials de tipus temps amb la topologia induida per la topologia que varem definir
per C(p,q). Aleshores tenim que 6’(107 q) és dens en C(p, q), a excepcid de les geodésiques
nul-les que connecten p amb ¢. Es a dir, a excepcio de certes geodésiques nul-les, tota
corba causal continua es pot expressar com una successié de corbes temporals diferencials.

Si 7 fora una funcié continua en C (p,q), la podriem estendre a una funcié continua en
tot C(p, q) de la segiient forma:

Tlu] = lim 7[A\,]

n—inf

on {A,} és una successi6 en é(p, q) que convergeix a una corba pu € C(p,q).

No obstant 7 no és una funcié continua en C (p, q), sino que és una funcié semicontinua
superior en C~’(p, q), és a dir, per a cada A\ € é(p, q), donat ¢ > 0 existeix un entorn
obert O C CN'(p, q) de X\ tal que per a tot X € O tenim que 7[N] < 7[\] + €. Podem
doncs estendre 7 com una funcié semicontinua superior en C(p, q) de la segiient manera.
Considerem p € C(p,q) i O € C(p,q) un entorn obert de p. Definim

T[0] = sup{r[\] | A € O, A € C(p,q)}
on sup denota el suprem. Definim doncs 7[p] com
Tlu] = inf{T[O] | O és un entorn obert de pu}

on inf denota 'infim. Tenim doncs el segiient resultat:
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Proposicié 5.4. Siga (M,g) un espaitemps fortament causal. Siga p,q € M tal que
q € IT(p). Aleshores T és una funcié semicontinua superior en C(p,q).

Al capitol anterior hem definit C'(X,p) per a una superficie de Cauchy ¥ en un es-
paitemps globalment hiperbolic. Ara definirem analogament C(X,p) per a qualssevol
conjunts acronal ¥ en un espaitemps fortament causal. Seguint els mateixos arguments
d’abans tenim que 7 és una funcié superiorment semicontinua en C (3, p) . Per tant, igual
que hem fet abans, podem estendre 7 a una funci6 superiorment semicontinua en C (X, p).

Al principi de la seccidé hem vist que la condicié tinica i necessaria per a que una, corba,
diferencial maximitze localment la distacia és que siga una geodésica sense punts conjugats
entre dos punts o entre una hipersuperficie i un punt. Ara que hem estés la definici6 de 7
també a corbes continues, cap la possibilitat de trobar una corba continua no diferencial
tal que tinga una longitud major o igual a la geodésica que abans maximitzava la distancia.

En un entorn convex normal U tenim que l'inica geodésica v que conecta dos punts
r,s € U causalment relacionats té una longitud major a qualsevol altra corba causal
conectant r i s 8. Per tant, per la semicontinuitat de 7 qualsevol corba causal y conectant
r i s de U ha de satisfer 7[u] < 7[A]. Considerem el cas on la igualtat amb p # 7.
Considerem un punt ¢ tal que ¢ € pu perd ¢ ¢ . Siguen 71,72 els segments geodésics
connectant r i ¢, i ¢ amb s respectivament. Com 7, maximitza la distancia entre r i
¢, 1 y2 maximitza la distancia entre ¢ i s, tenim que 7[y1] + 7[y2] > 7[y] = 7[u]. Aixo
contradiu que v maximitza la distancia entre r 1 s. Per tant, en qualsevol entorn convex
normal, 'Gnica geodésica conectant qualsevol parell de punts causalment relacionats té
una longitud estrictament major que qualsevol altra corba causal connectant aquests dos
punts. Per tant, una corba arbitraria causal que connecta dos punts no pot ser una
corba de longitud maxima si no és una geodésica, donat que si no ho fora la podriem
deformar dins d’un entorn convex normal a una corba de longitud major. Obtenim doncs
els segiients resultats.

Teorema 5.5. Siga (M, g) un espaitemps fortament causal. Siga ¥ una hipersuperficie
diferencial espacial i acronal. Donat p € M considerem la funcid longitud T definida en
C(3,p). Una condicid necessaria i suficient per a que T continga el sew valor mazim en
v € C(X,p) és que v siga una geodésica ortogonal a ¥ amb cap punt conjugat a X entre
X1 p.

Aquest resultat només ens dona les condicions necessaries i suficients per a que 7
assolisca el seu maxim, perd no ens asegura que en efecte ho faca. No obstant, podem
assegurar que T sempre assoleix el seu maxim en un espaitemps globalment hiperbolic amb
el segiient resultat.

Teorema 5.6. Siga (M, g) un espaitemps globalment hiperbolic. Siga p € M i siga ¥ una
superficie de Cauchy. Aleshores existeiz una corba v € C(X,p) per a la qual T assoleiz el
seu valor mazim en C(X,p).

Demostracié. Com que estem en un espaitemps globalment hiperbolic, tenim que el con-
junt C(X3,p) és un compacte. Aleshores, com la funci6 7 és una funcié semicontinua
superior definida des de un espai topoldgic compacte en R, tenim que 7 assoleix el seu
maxim en C(X,p). Es a dir, existeix v € C(X, p) tal que 7(y) > 7(a) per a tot a € C(%, p)
diferent de ~. O

8Podem trobar una demostracié d’aquest fet a la Proposicié 4.5.3 de [HSET73]
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5.2 Teoremes sobre singularitats

Arribats a aquest punt i tenint en compte tots els conceptes desenvolupats a les sec-

cions anteriors ja som capagos d’enunciar els teoremes de singularitats de l'espaitemps.
Els tres primers teoremes que enunciarem estableixen ’existéncia de singularitats per la
incompletesa de les geodeésiques temporals i nul-les, baix certes condicions. El quart teo-
rema que enunciem estableix 'existéncia de singularitats amb unes hipdtesi menys fortes
que les que es demanen en els teoremes anteriors.
El primer teorema que enunciarem i demostrarem es pot interpretar com la prova de que
si 'univers és globalment hiperbolic i en un moment de temps s’expandeix en totes direc-
cions amb una velocitat que no s’anul-la, aleshores 'univers té origen en un estat singular
fa un temps finit.

Teorema 5.7. Teorema de Hawking (versié 1) Siga (M, g) un espaitemps globalment
hiperbolic amb R;.(y,7) > 0 per a totes les geodésiques temporals . Suposem que existeix
una superficie espacial de Cauchy ¥ suau (o almenys C?) per a la qual la curvatura mitjana
(per a la congruéncia de geodésiques normals dirigides cap al passat) satisfa H < C < 0
per a tot p € M, on C és una constant. Aleshores, cap corba temporal dirigida cap al
passat de 3 pot tenir una longitud major a 3/|C|. En particular, cap geodésica temporal
dirigida cap al passat és completa.

Demostracié. Procedirem per reduccié a I’absurd. Suposem que existeix una corba tem-
poral A dirigida cap al passat desde ¥ que té una longitud major a 3/|C|. Considerem p
un punt de A que es troba a una distancia major de 3/|C| de 3. Aleshores, pel Teorema
5.6 tenim que la funcié de longitud assoleix el seu maxim en C(X,p) i per tant existeix
una corba v de maxima longitud entre p i 3. La longitud de v serd major a 3/|C|. Com
que v maximitza la distancia entre X i p, pel Teorema 5.5 tenim que 7 és una geodésica
ortogonal a 3 tal que no existeix cap punt conjugat entre p i . Aixo entra en contradiccié
amb la Proposicié 5.1 que ens diu que en un espai temps amb aquestes caracteristiques,
amb una superficie de Cauchy, aleshores existeix un punt conjugat a > amb una distanica
menor a 3/|C|. Per tant la corba A no pot existir, amb el que cap corba temporal dirigida
cap al passat de ¥ pot tenir una longitud major a 3/|C/|. O

Per poder evitar la condici6 d’espaitemps globalment hiperbolic, donarem un resultat
similar del teorema anterior. En aquest no suposarem un espaitemps globalment hiperbo-
lic, pero si un espaitemps “tancat”, és a dir, ¥ compacte. A més obtindrem una conclusio
menys forta que a I’anterior teorema, només podrem assegurar la incompletesa d’almenys
una geodeésica.

Teorema 5.8. Teorema de Hawking (versié 2) Siga (M, g) un espaitemps causalment
fort amb Ric(y,7v) > 0 per a totes les geodésiques temporals . Suposem que existeir una
hipersuperficie espacial S compacta, sense vora, acronal i suau tal que per o la congruéncia
de geodésiques normals dirigides cap al passat de S tenim que K > 0 en tots els punts
de S. Siga C el valor mazim de H de forma que H > C < 0 en tots els punts de S.
Aleshores, almenys una geodésica temporal inextendible dirigida cap al passat de S té una
longitud no magor a 3/|C|.

Demostracid. Procedirem per reduccio a ’absurd. Suposem doncs que totes les geodeési-
ques temporals inextendibles cap al passat amb origen en S tenen una longitud major a
3/|C|. Com que 'interior del domini de dependéncia de S és un obert contingut en M, po-
dem considerar I’espaitemps (D(S), 9| f)(S))' Observem que aquest espaitemps que estem
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considerant és globalment hiperbolic. Només ens cal vore que per a tot p,q € D(S) tenim
que J*(p) U J(q) és un conjunt compacte en D(S). Com p,q € D(S) aleshores totes les
corbes entre p i ¢ han d’intersecar S. Com estem suposant que S és una hipersuperficie
compacta aleshores totes les corbes causals entre p i ¢ queden confinades en un conjunt
compacte dins de D(S) A més, en aquest espaitemps, S és una superficie de Cauchy
(D(S) = D(S)). Per tant, aquest espaitemps satisfa les hipotesi del Teorema 5.7, amb el
que cap corba temporal dirigida cap al passat amb origen en S té una longitud major a
3/|C|, és a dir, no maximitzen la distancia. Aixo implica l'existéncia de punts conjugats,
perd aixo no pot passar dins d’un espaitemps globalment hiperbélic. Per tant, totes les
geodésiques inextendibles cap al passat amb origen en S han d’eixir de D(S ).
Com H(S) és la frontera de D(S), totes aquestes geodésiques hauran d’inntersecar amb
H~(S) abans de que la seua distancia siga major a 3/|C|. En particular tindrem H~(S5) #
(). El nostre objectiu ara és demostrar que H~(S) és un conjunt compacte.
La clau per poder demostrar la compacitat del conjunt H~(S) és el fet que per a cada
p € H™(S) existeix una geodésica de longitud maxima ortogonal a S, des de S cap a p.
Primer, tenim que la longitud de qualsevol corba causal des de S fins a p € H~(S5) és
superiorment fitada per 3/|C|, per tant el suprem de la longitud de totes les corbes causals
entre S i p existeix. El denotarem per 73. Volem trobar una geodésica ortogonal a .S des
de S fins a p amb longitud 7. Considerem doncs {\,,} una successié de corbes temporals
des de S fins a p tal que:

lim 7[\,] =70

n—oo

Agafem ¢, € A, amb ¢, # p tal que la successi6 {g,} convergeix al punt p. Com que
qn € I (p), tenim que ¢, € DO_(S). Per tant, pel Teorema 5.5, existeix una geodésica ~,
des de S fins a ¢, tal que maximitza la distancia de totes les corbes causals des de S fins
a qn. Per tant, tenim:

lim 7[v,] =70
n—oo

Considerem ara 7, el punt d’interseccié de 7, amb S. Com que S és compacte existeix un
punt d’acumulaci6 r de la successio {ry}.

Figura 5: Diagrama d’un espaitemps que mostra la construccié que s’utilitza a la demos-
tracié del Teorema 5.8.

Siga 7y la geodésica normal a .S amb origen en r. Aleshores, per la dependéncia continua
de les geodesiques del seu punt inicial i vector tangent, tenim que v ha d’intersecar H—(.5)
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al punt p i
] = lim 7ly] =79
Per tant, hem trobat la geodésica temporal ortogonal a S que maximitza la distancia
entre S'i p.

Per demostrar la compacitat de H~(S) només hem de vore que tota seqiéncia {p,} en
H~(S) té un punt d’acumulacié p € H~(5). Siga {7} siga una seqiiéncia de geodésiques
ortogonals de maxima distancia des de S fins a p,. Considerem 7, el punt d’intersecci6
entre 7, amb S, i siga 7 el punt d’acumulaci6 de {r,,}. Siga 7 la geodésica amb origen
7 ortogonal a S. Siga p el punt d’interseccio de ¥ amb H™(S). Aleshores, p és un punt
d’acumulaci6 de {p,}. Per tant, hem demostrat que H~(S) és compacte.

Com estem suposant que edge(S) = (), pel Teorema 4.68, tenim que H~(.S) conté una geo-
désica nul-la inextendible cap al futur. Com tenim que (M, g) és un espaitemps fortament
causal, pel Lema 4.50, aix0 és impossible si H~(S) és un conjunt compacte. Per tant, no
totes les geodésiques temporals dirigides cap al passat inextendibles desde S tenen una
longitud major a 3/|C|. O

El proxim teorema que enunciarem estableix la incompletesa de geodésiques nul-les
en un context rellevant per a col-lapse gravitacional. Per poder enunciar aquest primer
introduim el segiient concepte:

Definicié 5.9. Siga (M, g) un espaitemps. Considerem T una subvarietat diferencial
compacta dos dimensional de M. Diem que T és una superficie atrapada sila curvatura
mitjana és negativa per a qualsevol direccidé normal nul-la futura.

Aquest mostra que, baix certes hipotesi, una singularitat s’ha de donar després de que
es forme una superficie atrapada.

Teorema 5.10. Teorema de Penrose Siga (M,g) un espaitemps connex, globalment
hiperbolic amb una superficie de Cauchy ¥ no compacta. Suposem que Ric(v,7v) > 0 per
a totes les geodésiques nul-les . Suposem també que M conté una superficie atrapada
T. Siga 0y < 0 el valor mazim de 0 per als dos conjunts de geodésiques ortogonals en T.
Aleshores, almenys una geodésica ortogonal nul-la inextendible dirigida cap al futur de T
té una longitud no major a 2/|0o|.

Una altra vegada estem suposant que 'espaitemps (M, g) és globalment hiperbolic.
Aix0 ho podem evitar fent servir arguments similars als que hem fet servir per al Teorema
5.8. Aleshores, podem enunciar el segiient teorema que elimina la majoria de les hipotesi
que no volem considerar. Es pot trobar una demostracié d’aquest en [HSE73|.

Abans d’enunciar el teorema, introduirem els segiients dos conceptes que es demanen
com a hipotesi a ’enunciat.

Definicié 5.11. Siga (M, g) un espaitemps. Diem que (M, g) satisfa la condicio tem-
poral general si tota geodésica temporal té almenys un punt en el qual la curvatura de
Riemann s’anul-la.

Definicié 5.12. Siga (M, g) un espaitemps. Diem que (M, g) satisfa la condicié nul-la
general sitota geodésica nul-la «y té almenys un punt p € viun vector v € T, M linealment
independent de 4(p) tals que

9(R(v,7)y, X) # 0
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Teorema 5.13. Teorema de Hawking-Penrose Suposem que un espaitemps (M, g)
satisfa les seglients quatre condicions.

e Ric(7,7) >0 per a totes les geodésiques temporals i nul-les ~y.
o Les condicions temporals © nul-les genériques es satisfan.

e No existeizen corbes temporals tancades.

o FEs satisfa una de les tres segiients condicions:

— (M, g) té un conjunt compacte i acronal sense vora, és a dir, (M,g) és un
univers tancat.

— (M, g) té una superficie atrapada.

Egisteir un punt p € M tal que 'expansio de les geodésiques nul-les dirigides cap
al futur (o cap al passat) amb origen p es fa negativ al llarg de cada geodésica
en aquesta congruencia.

Aleshores, (M, g) ha de tindre almenys una geodésica temporal o nul-la no completa.

Aquest teorema ens dona un resultat molt més feble que els altres tres donat que no ens
dona cap informacié sobre si la incompletesa és de la geodésica temporal o de la geodésica
nul-la. A més, aquest ens dona moltes raons per pensar que el nostre univers és singular,
és a dir, conté al menys una singularitat.

En definitiva, tot i que els teoremes no expliquen la naturalesa microscopica de les sin-
gularitats, si que ens diuen que aquestes séon inevitables, baix certes hipotesi, en situacions
fisiques realistes com ara el col-lapse gravitatori o 'expansié cosmologica. Per tant, no es
tracten nomeés d’un artefacte matematic siné que tenen un significat fisic. Observem que
hem acabat caracteritzant les singularitats d’una forma invariant com a incompletesa de
geodésiques causals. Aix0 ens proporciona una definicié geométrica i independent de co-
ordenades que ens permet evitar interpretacions basades inicament en divergéncies locals
de curvatura. Aquest fet implica que la relativitat general classica perd predictibilitat en
preseéncia de singularitats. No obstant, el caracter inevitable d’aquestes ens indica que
les singularitats no constitueixen una explicacié Gltima de la realitat, siné que senyala la
necessitat de formular un marc teoric més general que ens permeta descriure de manera
més coherent 'estructura tltima de ’espaitemps.
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