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Abstract

I decided to do this project after attending the subjects of Modelling and Stochastic
Processes; the main objective was to relate the two subjects and deep into them. I
have reached it dealing with the issue of Financial Mathematics. On the one hand,
I have introduced the topic of financial market in discrete time using previous
concepts such as that of martingale and be able to develop the model of Cox-Ross-
Rubinstein. On the other hand, to deal with the financial market in continuous
time and relate the two subjects, I have introduced the stochastic processes and I

have achieved to detail the Balck-Scholes model.

Resum

Vaig decidir fer aquest treball després d’haver cursat les assignatures de Modelitza-
ci6 i Processos Estocastics; m’interessava sobretot relacionar les dues assignatures
i aprofundir més en elles. Per aconseguir-ho he tractat el tema de la Matematica
Financera. Primerament, he introduit el tema del mercat financer a temps discret
a partir de conceptes previs com el de martingala i aconseguir aixi desenvolupar el
model Cox-Ross-Rubinstein. En segon lloc, per poder tractar el tema del mercat
financer a temps continu i relacionar les dues assignatures, he introduit els processos

estocastics 1 he aconseguit detallar el model Black-Scholes.
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1 Introduccid

Un dels temes que més ha interessat a la majoria de la gent han sigut els diners. Per
aixo va comengar un ascens de l’estudi de la teoria economica i es va implantar la
teoria matematica dins la teoria economica. Aixi en les tltimes decades va apareixer

i es va desenvolupar el que anomenem ”Matematica Financera”.

El terme ”"Matematica Financera’té diferents significats per a diferents persones,
pero generalment esrelaciona la Matematica Financera exclusivament amb la tecnica
de calculs financers com, per exemple, el calcul d’interessos d’inversio i els credits.
Pero, la aplicacié de la Matematica en la esfera de les Finances és molt més amplia

que aixo.

En aquest context de la Matematica Financera cal recordar les teories de I. Fisher
(1930) i de F. Modigliani - M. Miller (1958-1961) que estudien com invertir de
manera optima. Gran part de les teories classiques van ser creades sota la influencia

de:

e CAPM (Capital Asset Price Model) - el model de la formacié de preus dels
actius basics de W. Sharpe (1964)

e APM (Arbitrage Pricing Model) - la teoria d’arbitratje de S. Ross (1976).
Aquestes teories descriuen la rendibilitat dels actius depenent de I'estat del mercat.

A principis del segle XX existien models per calcular el valor dels derivats financers,
pero no eran molt precisos i aixo provocava un enorme error entre el valor calculat
pel model i el valor real negociat en el mercat. L’equacié de Black-Scholes va ser
una gran innovacié financera. El 1969 Black-Scholes ja havien creat la férmula del
preu ”sense arbitratge” que s’ha de pagar pel dret de compra o venda d’un derivat

financer depenent del temps pactat previament.



Primerament ’objectiu principal que tenim és treballar temes relacionats amb les
assignatures de Modelitzacié i de Processos Estocastics, ja que son dos de les que
he trobat més profitoses i interesants. El que buscarem sera relacionar-les i poder

profunditzar en els diversos temes.

En aquest treball el que veurem i el que seran els nostres objectius és tenir una visié
amplia de la Matematica Financera, en concret del mercat financer a temps discret,
comencant per conceptes previs de martingales per poder arribar a desenvolupar el
model Cox-Ross-Rubinstein, i del mercat financer a temps continu comencant per
conceptes previs de processos estocastics per acabar explicant el model de Black-

Scholes.



2 Introduccidé als mercats financers

2.1 Introduccié d’alguns concepstes previs
2.1.1 Accio

Una accio és un titol de propietat d’una part del capital d'una empresa. El tipus
d’empreses que tenen el seu capital representat per accions s’anomenen Societats

Anonimes.

La possessié d’una accié dona drets politics i economics. Els drets politics sén
aquells que permeten influir en 'empresa. Els drets economics sén basicament la

percepcié de dividends i el dret a rebre part del patrimoni de la societat.

2.1.2 Futur

Un contracte de futur és un contracte estandard entre dues parts per negociar en
una data futura un actiu financer, pero especificant-ne en la data present el preu al
qual sera negociat. Al seu torn, els contractes de futur séon negociats en un mercat
de futurs mitjancant una cambra de compensacié. La part que es compromet a
comprar 'actiu subjacent en el futur se li diu que té una posicio llarga, i la part
que es compromet a vendre 'actiu en el futur se li diu que té una posiscio curta. El
comprador espera que el preu de 'actiu augmenti, mentre que el venedor espera que
el preu baixi. S’ha de tenir en compte que el contracte no costa res en el moment

de la seva contractacio.

2.1.3 Opcid

Una opci6 és un contracte que déna dret a vendre o a comprar un actiu subjacent,
com poden ser accions, bons..., a un preu determinat, que anomenarem preu d’exer-
cici, en una data previament establerta, que els economistes anomenen venciment i
pel qual s’ha de pagar una quantitat o prima en el moment de la seva adquisici6. El

comprador d'una opcié adquirira o vendra ’actiu subjacent només si el beneficia,



ja que té el dret a fer-ho pero no esta obligat, aixi que si no l’exerceix tan sols
perdra la prima que va pagar per comprar el dret. De forma contraria, el venedor
de T'opcié a canvi de rebre la prima, esta obligat a realitzar allo que decideixi el

comprador. Hi ha dos tipus d’opcions:

e Opci6 de compra (CALL)

- Comprador d'una opci6é de compra.
Té el dret, mai I'obligacid, de comprar un actiu financer al preu d’exercici
en una data de venciment, a canvi del pagament d'una prima, que és
el preu de l'opcié. Aquest preu d’exercici estara al voltant del preu
de I'accié més les perspectives de creixement, pero sempre agafant com
a referencia el preu actual del valor subjacent. Especulativament, el
comprador d’'una opcié de compra té una perspectiva alcista. A més el
comprador de la CALL només exercira el seu dret quan el preu de 'actiu

subjacent sigui superior al preu d’exercici.

- Venedor d’una opcié de compra.
Esta obligat a vendre I'actiu subjacent al preu d’exercici establert quan
ho decideixi el comprador, a canvi del cobrament de la prima. El venedor
d’una opcié de compra té la perspectiva no alcista, espera que el valor de
I’actiu subjacent disminueixi pero no molt, perque si no compraria una

opcio de venda.
e Opcié de venda (PUT)

- Comprador d'una opcié de venda.
Té el dret, mai I'obligacio, de vendre un actiu financer al preu d’exercici
en la data de venciment, a canvi del pagament d’una prima. A nivell
especulatiu, és una estrategia baixista, espera que els preus baixin perque
aixi guanyara.

- Venedor d'una opcié de venda.
Esta obligat a comprar I'actiu dubjacent al preu d’exercici establert quan

ho decideixi el comprador de la PUT, a canvi del cobrament de la prima.
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Té una estrategia no baixista, pensa que el preu augmetara pero no gaire,

perque sino seria millor comprar una CALL.



2.2 Historia dels mercats de futurs

Els origens dels mercats de futurs es remonten a I’Edad Mitjana. Van ser creats
per satisfer les demandes dels agricultors i comerciants. Considerem la posicié d’un
agricultor en el mes d’abril de un cert any. Conreara al juny i desconeix el preu al
que se li pagara la collita. En epoques de poca collita obtindra un preu forca alt, en
canvi en anys de abundancia, I'agricultor vendra a preus baixos. Aixi I’agricultor i

la seva familia estaran exposats a una situacié d’alt risc.

Considerem ara un empresari que necessiti comprar cereal de manera habitual,
també estara exposat al ric del preu del cereal. Alguns anys, pot ser que I'exces de

oferta aporti preus favorables, en canvi la falta pot generar preus desorbitats.

Per tant, veiem que és normal que 'empresa i el agricultor és trobin al abril per
)
parlar dels preus, és a dir, que negociin un contracte de futurs, aixi eliminar el

possible risc que puguin tenir les dues bandes.

Els mercats apareixen al segle XIX als Estats Units.

El Chicago Board of Trade (CBQT) va ser fundat al 1848 per servir de pont entre
agricultors i comerciants. La seva feina va ser principalment estandarditzar les
quantitats i qualitats dels cereals que es comercialitzaven. Als pocs anys es va fer el
primer contracte de futurs. Els especuladors rapidament es van interesar en aquest
contracte i van descobrir que la seva negociacié era una alternativa atractiva. El

CBQT ofereix avui en dia contractes de futurs per a molts actius diversos.



2.3 Historia dels mercats d’opcions

Al segle XVII a Holanda es varen comencar a negociar opcions (de compra i venda)
de bulbs de tulipa, amb la diferéncia respecte els futurs que el comprador de ’opcid
té un dret pero no pas un deure. El 1636 es van establir mercats per a la venda de
tulipes a la borsa d’Amsterdam entre d’altres ciutats. També va comencar als Estats
Units una mica més tard cap al segle XVIII. Als seus inicis no van tenir una bona
reputacié degut a practiques fraudulentes. Una d’elles consistia en regalar a agents
opcions sobre accions de diverses empreses, d’aquesta manera se’ls va incentivar a

recomanar la compra d’aquestes accions als seus clients.

Un salt qualitatiu absolutament fonamental en el mercat d’opcions financeres va ser
quan els americans F. Black i M. Scholes van proposar el 1973 un metode racional
per a calcular la prima de les opcions. Scholes va rebre, juntament amb Merton,
el 1997 el premi Nobel d’Economia per aquest descobriment. Black va morir al
1995. La conclusié d’aquest metode és 'anomenada formula de Black-Scholes, d’is

constant als mercats d’opcions, als bancs, etc.
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3 Mercats financers a temps discret

3.1 DMartingales
Sigui (£2, F, P) un espai de probabilitats finit on
- € és l'espai d’estats amb Card(Q2) < oo.

- F és una o-algebra.

- P una probabilitat tal que Vw € Q, P(w) > 0.
Aixi podem definir el que és una filtracié.

Definicié 3.1 Una filtraci6 associada a un espai de probabilitat (2, F, P) és una

successio de o-algebres F := {F,,n € T}, on T = {0, 1, ..., N} tals que
o F, CF
L4 n—1 g Fnavn € T

Un espai de probabilitat amb una filtraci6é associada (2, F, F, P) s’anomena

espai de probabilitat filtrat.

Definicié 3.2 Es diu que un procés estocastic X definit sobre un espai de proba-

bilitat filtrat és adaptat si per a cada n € T, X,, és F,-mesurable.

Definicié 3.3 Un procés X es diu que és previsible si X és Fy-mesurable i X, és

Fn_1-mesurable ¥n € T* on T* = T — {0}.

Definicié 3.4 Es diu que un procés M := {M,,,n € T} és una martingala respecte
una filtracié [F si
i) M és un procés adaptat a F.

ii) E(|M,|) < oo per a tot n e T.
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iii) E[M,|F,_1] = M,_1, q.8., Yn € T*.
Observacié 3.5 La tercera propietat es pot escriure com
E[M, — M, _1|Fn-1] =0, q.s., Vn € T*.

Definicié 3.6 Es diu que un procés M és una supermartingala si es compleixen les

propietats (i) i (i7) de la definici6 anterior i
E[Mn|fn_1] < Mn—l, g.s., Vn € T*.

Definicié 3.7 Es diu que un procés M és una submartingala si es compleixen les

propietats (i) i (i) de la definicié anterior i
E[M,|F.-1] = M1, q.s., Yn € T*.
Propietats:

1. Propietat de la torre: Donades dues o-algebres F,, C F, 1., tenim que:
E(E(Mou|Fsm) | Fn) = E(My|Fy).
2. M és una martingala si i només si per a tot 57 > 0,
E(Mp4j|Fn) = M.
Demostracio: Aixo es veu immediatament aplicant recursivament la igualtat
E(Mpij|Fn) = E(E(Mpj| Frsj-1)[Fn) = E(Mngj-1|Fn)-

3. Si M és una martingala, E(M,,) = E(M,), Yn € T. En el cas de supermartin-
gales es té E(M,,) < E(M,,_1) ien el cas de submartingales E(M,,) > E(M,_1).
Es a dir, una martingala és un procés amb esperanga constant, una supermar-
tingala és un procés amb esperanca decreixent i una submartingala, un procés

amb esperanca creixent.

Demostracio: Notem que en el cas d’'una martingala,

12



E(M,) = E(E(Mys1|F) = E(Myey).

La primera igualtat és deguda a la definicié de martingala i la segona a una
propietat basica del concepte d’esperanca condicionada.

La prova en el cas de supermartingales i submartingales és analoga.

Definicié 3.8 Donada una martingala M, un procés previsible i afitat H i una
constant xg, respecte una filtracié donada F, es defineix la transformacié de la

martingala M pel procés previsible H com el procés X := {X,,,n € T} tal que
X, i=x9+ ZZ:l Hk(Mk — Mk—l)a neT.
Proposicié 3.9 La transformacié d’'una martingala és una martingala.

Demostracio: Esta clar que X és adaptat. L’afitacié del procés H en garanteix la

integrabilitat. Finalment, com que H és previsible,

E[Xn—f—l - Xn|]:n] = E[Hn+1(Mn+1 - Mn)|~’rn] = Hn+1]E[(Mn+1 - Mn)|~’rn] =0.

Proposicié 3.10 Si H és un procés previsible, afitat i positiu, i M és una super-
mantingala o una submartingala, la transformacié de M per H, conserva el caracter

de supermartingala o subermartingala.

Demostracio: Sigui Y la transformacié de M. Tenim que

EYni1 = Yo Fo] = Hypp B[(Mnsq — My)| ]

i si H és positiu, l'altre terme del producte de la dreta manté el caracter de sub-

martingala o supermartingala.

13



Proposicié 3.11 Sigui M := {M,,,n > 0} un procés adaptat i integrable.
Aleshores M és una martingala si i només si per a tot procés previsible i afitat H i

per a tot n > 1, tenim
B Hi(M; — M;—,)) = 0.
Demostracio:

=) Suposem primer que M és una martingala. Sigui H un procés previsible i
afitat qualsevol. Podem definir Xy := 01 X,, := > 1" | Hi(M; — M;_y). Aix0
és una transformacié d’'una martingala i per tant és també una martingala,

com acabem de veure.

<) Fixem un m > 1 qualsevol. Sigui A € F,,,_1. Podem definir el procés previ-
sible H tal que H,, = 0 per a tot n # m i H,, := 4. Aleshores, si n > m,

d’acord amb la hipotesi,

EQSN, Hy(M; — M;_y)) = E(H,,(M,, — My,_1)) = E(Ly(M,, — M,, 1)) = 0.

Per tant, E(L4(M,, — M,,—1)) = 0 per a tot A € F,,,_1. I aix0 implica
E[M,, — My_1|Fn1] = 0

i per tant M és una martingala.
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3.2 Principi de no arbitratge

L’objectiu d’aquest apartat és introduir-nos en un model de mercat discret i definit
en un espai de probabilitat finit. La principal finalitat és veure com conceptes
purament financers i economics es poden traduir a un llenguatge matematic a parir
de la utilitzacié de les martigales definides en 'apartat anterior, per tal d’arribar
al model binomial de Cox-Ross-Rubinstein, per resoldre el problema de valoraci6 i

cobertura de derivats financers.

Definicié 3.12 Un model finit de mercat ve donat pels elements segiients:

1. Un espai de probabilitat finit (2, F, P).

2. Una filtracié F := {F,,n € T}. En aquest cas suposarem que F; := {0, Q} i

que Fy := F. F, representa la informacié disponible a l'instant n.

3. Un conjunt d’instants de temps T := {0,1,2,..., N}, on N és un horitzé de
temps fixat. Notarem T* := T — {0}.

4. Un procés determinista S° := {S° n € T} que representa el nostre unitat

monetaria que evoluciona segons un tipus d’interes fixat » > 0. Per tant

SI=118%=(1+r)

5. Un nombre finit d d’actius amb risc. Modelitzem els seus preus mitjancant
els processos S*, 1 < i < d amb S := {S n € T}, que suposem adaptats a

la filtracié del model. Una eleccid natural de la filtracié és
Fo=1{S,,0<k<n,1<i<d}.

Notacié 3.13 Els preus descomptats o actualitzats els denotarem per

Qi S’Z:L
Sn = S_g

Notem que Sﬁl és el preu de 'actiu i-essim a I'instant n valorat amb el valor actual
de la moneda. En el nostre cas tenim S? := (1 +7)~"S%. Notem que S = 1 per a

tot n € T.

15



Definicié 3.14 Una cartera és un conjunt d’actius amb risc i un actiu sense risc.

Definicié 3.15 Una estrategia d’inversié és una successié de vectors aleatoris

G = {(0, 0L, ..., 0%) € R¥*L n € T*}

? n’

previsibles. Es a dir, estem suposant que tot ¢!, és F,_j-mesurable.

Definici6é 3.16 El valor de la nostra cartera al final del dia n és

on S, = (89,51 ..., 59) i el producte és el producte escalar a R4

Definicié 3.17 El valor descomptat de la cartera és

V(@) = (L+7)7"¢n - S = ¢y - S

Definicié 3.18 Una estrategia autofinangada és una estrategia d’inversio tal que
Pn * Sn = Pni1 - On.

Proposicié 3.19

Avn+1(¢> = Ont1 - AS,
on en general, denotem AX,, := X, — X,,_;.
Demostracio: Notem que si ¢ és una estrategia autofinancada, tenim

Vn+1(¢) - Vn(¢) = ¢n+1 : Sn+1 - (bn : Sn - ¢n+1 : Sn+1 - ¢n+1 : Sn = ¢n+1 : ASR+1

16



Les dues proposicions seglients ajuden a clarificar el concepte d’autofinancament:

Proposicié 3.20 ¢ és autofinancada si i només si per a tot n,
V(o) = Vo(8) + 325, 95 - AS;.

Demostracio: Per demostrar la proposicio utilitzarem el principi d’induccié: Supo-
sem que ¢ és autofinancada.

Per n = 1:
Vi(¢) = 61+ 51 = do - So + ¢1 - ASy = Vo(9) + 1 - AS).
Pern—1= n:
Vi) = b+ S = bu1* Sut + b - ASy = Vii1(¢) + 6 - AS,.

i suposant que el resultat és cert per a n — 1 deduim que és cert per a n. D’altra
banda, suposant V,,(¢) = V;(¢) —1—2?21 ¢;-AS;. podem provar que per a tot n € T*

tenim
V(@) = Vae1(9) = dn - ASy.
Per tant,
G- Sn = On—1* Sn-1 = Pn - Sp = Pn - S,

i simplificant obtenim la condicié d’autofinancament.

Proposicié 3.21 ¢ és autofinangada si i només si per a tot n,
V(@) = Vo(9) + 205, ¢ - AS;.
Demostracio: La demostracié és analoga a ’anterior utilitzant ¢, - S, = Oni1 - S,

La proposicio segiient mostra que les estrategies autofinancades estan completament

determinades pel seu valor inicial i per les quantitats d’actius en risc a cada instant.
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Proposicié 3.22 Donat un procés previsible ¢ = {(¢!, ..., ¢?),0 < n < N} a valors

a R? i una constant V; > 0, existeix un tinic procés previsible ¢" tal que
¢={(°,...,6%),0 <n < N}
és una estrategia autofinancada amb valor inicial V4(¢) = Vj.
Demostracio: Si ¢ és autofinangada tenim per la proposicié anterior
Va(9) = Vo(0) + £iy i 0] - AS].
Usant que ASIO per a tot [ tenim
Va(9) = Vo(0) + £iy i 6] - AS]
D’altra banda, per definicié
Va(9) = o0 + 3L ), - S
Per tant,

# = Vo(¢) + 1, S - ASi =30 ¢ - SE
=Vo(d) + 3 S i S = o - Siy
= Vo(@ + Z;L:_ll ch‘lzl ¢; : ASYlZ - Zj:l ¢3z : Niz—l

que evidentment és un procés previsible.

Definicié 3.23 Es diu que una estrategia d’inversié ¢ és admisible si V,,(¢) > 0

per a tot n € T.

Definicié 3.24 Una estrategia autofinancada i admisible ¢ és una estrategia d’ar-

bitratge si Vo = 01 V(¢) > 0 amb probabilitat estrictament positiva.
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Una estrategia d’arbitratge és una estrategia d’inversié que ens dona la possibilitat
de guanyar diners sense risc. Les finances modernes es basen en el principi de que
aix0 no és possible. Aix0 es basa en la idea que en mercats oberts i liquids les
oportunitats de fer arbitratge desapareixen rapidament. L’exemple més senzill és
el cas en que un producte financer cotitza en dos mercats en divises diferents. La
fluctuacié dels canvis de divises poden crear una situacié en que els preus siguin
diferents. L’estrategia de comprar a preu barat i vendre a preu car seria un arbi-
tratge, pero si molta gent ho fa immediatament el preu barat puja, s’equilibra amb
I’alt i desapareix la possibilitat d’arbitratges. I en base a aquest principi es pot

desenvolupar tota una teoria de valoracié de productes financers.
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3.3 Viabilitat i completesa d’un mercat financer
3.3.1 Primer teorema fonamental de les finances

Primer donarem dues definicions:

Definicié 3.25 Es diu que un mercat és viable si no hi ha oportunitats d’arbitratge.

Definicié 3.26 Es diu que una mesura de probabilitat P* és equivalent a IP si per

atot A€ Festé
P(A) =0« P*(A) =0.

S’escriu P* ~ P.
Notem que en un espai de probabilitat finit aixo significa simplement que P* satisfa

P*(w) > 0, Vw € Q.

Ara presentarem dos teoremes d’analisi matematica que només enunciarem, ja que

no sén propiament del tema que tractem.

Teorema 3.27 (Teorema de I’hiperpla separador) Sigui C' C R” un conjunt
convex i tancat tal que 0 ¢ C. Aleshores existeixen o > 0 i una aplicacié lineal

¢ R" — R tals que

E(z) 2 a>0,Vxel.

Teorema 3.28 (Teorema de separacié de convexos) Sigui K C R"™ un conjunt
convex i compacte. Sigui V' C R” un espai lineal. Suposem K N C = (). Aleshores,
existeix una aplicaci6 lineal £ : R* — R tal que {(z) > Operatotz € Ki&(x) =0

peratot z € V.
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Aquests teoremes estableixen la idea intuitiva que si tenim un conjunt tancat i con-
vex C' que no inclou el zero, existeix un hiperpla £(x) = 0 que inclou el 0 i que no
toca C.

Ara podem exposar el primer teorema fonamental de les finances que serveix per
relacionar el concepte purament economic de mercat viable, amb el concepte ma-

tematic de martingala.

Abans del teorema exposarem un lema previ per tal de poder demostrar-lo tot

seguit.

Lema 3.29 Si un mercat finit és viable aleshores
LNS=0

on L és 'espai lineal de variables aleatories sobre 2.

Demostracid: Per demostrar que L NS = () demostrarem un resultat més fort que
és el segient LNT" = (), ja que S C I on I és el conjunt de les variables estrictament
positives,és a dirm tals que X > 0 per a totow i que per alguns w, X > 0. Per tant,
si no fos cert, existiria una estratégia autofinangada ¢ de valor inicial V() = 0 tal
que f/N(go) € I'. Notem que aleshores podriem construir un arbitratge basat en ¢
contradient la hipotesi de que el mercat és viable.

En efecte, sigui n :=sup{k : Vi(p) < 0 per a certs w}. Evidentment n < N — 1 ja

que Vi (@) > 0 pel fet de que pertant a I'. Aixi,
A:={V,(¢) <0} C Q.
Podem definir 'estrategia autofinangada # nul-la per a [ < n i tal que
0; = Tap]

peratot I >n-+1ii=1,.. d Evidentment Vi(0) =0 per a k < n.

I per a k > n tenim

f/}C(Q) = Zf:n-u ]IASDngz = ]IA(‘N/k(QD) - Vn(@))
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Aquesta quantitat és estrictament positiva perque Vk(gp) > 0 per a tot k > n per
definicié de n i V,,(p) > 0 sobre A.

Per tant 6 és admisible i

La(Vn(p) = Valp)) > 0.

Aleshores 6 és un arbitratge.

Teomera 3.30 (Primer teorema fonamental de les finances) Un mercat finit

és viable si i només si existeix una probabilitat P* ~ P tal que els preus descomptats

dels actius amb risc S, i = 1, ..., d s6n martingales.

Demostracio:

<)

Suposem primer que existeix una probabilitat P* ~ P, anomenada probabilitat
neutral al risc, tal que sota P* els processos S* sén martingales. Considerem

una estrategia autofinancada i admisible ¢ tal que V(¢) = 0. Aleshores tenim
Va(9) = X1y Xoiss 4AS].

Aix0 és una suma de transformacions de martingales i per tant una martingala

sota P*. Per tant,

E*(Viv(¢)) = E*(Vo(9)) = Vo(¢) =0

on E* denota 'esperanca sota P*. Com que ¢ és admisible, aixo implica que
Vn(¢) =0 Yw € Q.

I per tant, no hi ha oportunitats d’arbitratge, és a dir, el mercat és viable.

Suposem ara que el mercat és viable. Utilitzant la proposicié 3.11 és suficient

contruir P* tal que fixats N > 1,4 = 1, ...,d i un procés previsible ¢!, qualsevol,

E*<Z;\;1 fb;Ang) =0.
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Recordem que €2 és finit. Suposem que té per exemple M elements. Aixo
ens permet identificar les variables aleatories X sobre Q com a punts de RM.
Sigui I' el conjunt de les variables estrictament positives, és a dir, tals que
X > 0 per a tot w i que per alguns w, X > 0. Per tant estem parlant dels
punts del quadrant positiu de RM, excloent el 0. Sigui S C I' el subconjunt
de les variables tals que ) ., X(w) = 1. Notem que S és convex i compacte.

D’altra banda considerem el conjunt

L :={Vn(p) : ¢ autofinancada i Vy(p) = 0}.

Notem que L és un espai lineal de variables aleatories sobre 2.

Suposem que L NS = (), gracies al lema anterior. Aplicant el Teorema de
separacié de convexos existeix una aplicaci6 lineal £ tal que {(X) > 0VX € S

i1 £(X)=0VX € L. Aleshores, per qualsevol X € S tenim

§(X) = 2L Aw) X (w)

i tots els A(w) > 0 ja que £ en particular ha de ser estrictament positiva sobre
tota X nul-la tal que sobre tots els w excepte un wy en el que val X (wy) = 1.

Aleshores podem definir

v AMw)
P =30y

Fixem qualsevol del processos S?. Considerem un procés previsible ¢. Con-
siderem Destrategia d’inversié que consisteix en tenir en cada instant I, ¢
accions de S’ i al cap de les altres. Podem associar a aquest procés previsible
@' una Unica estratégia autofinancada amb valor inicial V5 = 0. Aleshores

tenim

V(@) =YL, giAS € L
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I per tant,

B (Y, AS) = B () = S 50 =0

Finalment, per la proposicié 3.11, tenim que St és martingala, i el mateix per

als altres preus del mercat.

3.3.2 Segon teorema fonamental de les finances

Definicié 3.31 Des d’un punt de vista abstracte, un derivat financer de tipus
europeu és un contracte que em dona dret a rebre en una data futura N un perfil
de beneficis GG, on G és una variable aleatoria no negativa i Fy-mesurable. El seu
valor depen de I’evolucié del mercat dels del moment de contracte n = 0 fins la del

moment del venciment n = N.

Definicio 3.32 Es diu que un derivat amb perfil de beneficis G és replicable si
existeix una constant V4 i una estrategia autofinancada i admisible ¢ tal que Viy(¢) =

G.
Definicié 3.33 Un mercat és complet si tot derivat és replicable.

Considerar que tot mercat és complet no és tan clar com el principi de no arbitratge.
En qualsevol cas és una hipotesi financera que el segon teorema fonamental de les

finances traduira en hipotesi matematica.

Teorema 3.34 (Segon teorema fonamental de les finances) Un mercat viable

és complet si i només si existeix una unica mesura neutral al risc P*.
Demostracio:

=) Si un mercat és viable i complet hem de demostrar que P* és tinica. Siguin P}
i P5 dues probabilitats neutrals al risc. Sigui G un perfil de beneficis. Com
que el mercat és complet existeix V) > 0 i una estrategia autofinangada i

admisible ¢ tal que
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G=Vo+ 2 ¢ AS

Notem que aqui el producte és el producte escalar a R“'. Evidentment G és

el valor final d'una martingala respecte les dues probabilitats i per tant
Ei(Va(p) = E5(Vi(9) = Vo
Per tant,
EN(G) = E5(G)

Si aixo és cert per a qualsevol variable positiva i Fy-mesurable, ho és per a
G =14 amb A € Fy iper tant P} i P; coincideixen sobre Fy = F i per tant,

son iguals.

Sigui ara P* la tunica probabilitat neutral al risc. Sabem que el mercat és
viable. Volem demostrar que és complet. Si suposem que no és complet
veurem que podem construir una altra mesura de probabilitat neutral al risc,
contradictoriament. Per tant, el mercat ha de ser complet. Suposem que H
és un perfil de beneficis no replicable. Sigui 7 el conjunt de tots els perfils
de beneficis replicables descomptats. Es a dir, estem suposant que % ¢vi

que per tant 7 és un subespai propi de L?(PP*). Fixem una variable aleatoria

X # 0, ortogonal a . Definim

¢ = sup| X (w)]
i
P (0) = (1 + a )P ()
Aleshores per definicio,
X(w) E*(X(w))

SoeaP() =B 1+ 22) = 1+

perque les constants estan evidentment a v i E*(X) = E*(X - 1) = 0. D’altra
banda és evident que per contruccié P** ~ P*. Finalment, comprovem que

P** és neutral al risc. Donat un procés previsible ¢ tenim
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B (60 A8 = B, 60 AF) + 2B (X X, 0 AS)

i aixo és nul. El primer terme és nul perque els processos S* sén martingales

respecte P*. El segon és nul perque

SN 6. -AS, €.

Per acabar presentarem la caracteritzacié de completesa.

Proposicié 3.35 Un mercat finit i viable és complet si i només si tota martingala

M es pot representar de manera tinica com

M, = My + Y, v - AS,

per a un cert procés previsible v = (v!, ..., v%).

Demostracio:

=)

Suposem que el model és complet. Sigui P* la tnica probabilitat neutral
al risc. Considerem una martingala qualsevol M respescte P*. Utilitzant
que tota martingala afitada és la diferencia de dues martingales afitades i no
negatives, podem suposar que M, > 0 per a tot n € T. Sigui C' := MyS% i

0 l'estrategia autofinangada que replica C'. Aleshores
Vo (0) = E* [V (0)| ] = E*[M,|F,] = M,, ¥n € T.
Per tant,
M, =V,(0) =Vo+ 30, 0 - ASy = My + Y1, 0, - AS,.
Considerem una variable Fy-mesurable C'. Definim la martingala
M, = B[ |

on P* és una martingala neutral al risc que podem escollir perque el mercat

és viable. Per hipotesi aquesta martingala admet una representacié
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Mn = MO + Z?:l 7 Agl

Definim 'estrategia 6 := i per i = 1,...,d, i 6 := M; — Zle fyfgf Notem

que

V() = 0, - S = M, S°

Vn(¢) = My S} = C.

Per tant, només falta comprovar que 6 és autofinancada. Tenim

Ay Sy =0 AYLSE L+ AM,SE_ ) — AT 7 SE)SY_,

n

= Z?ﬂ[A%Sf@—l + W;Agisg—l - A(V;S’;)Sg—l] = Z?:lhquaiA -
Voo1Sh_1 + 7 SLSY VoS 101 = VeSESh_y + 71 Sh_1)Se] = 0.

n~nPn—1 " n—1
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3.4 Foérmula paritat Call-Put

Després de veure els dos teoremes fonamentals i com a conseqiieéncia del principi de
no arbitratge, enunciarem el principi economic de paritat entre opcié de compra i
venda, que es coneix amb el nom de paritat call-put, que utilitzarem després per a

construir el model binomial.

Proposicié 3.36 (Paritat call-put) Considerem un procés de preus S. Sigui C
el preu d’un call europeu sobre S amb preu d’exercici K i data de venciment N.
Sigui P el preu del corresponent put. Sigui r el tipus d’interes que suposem fix.

Aleshores tenim
CO—POZSO—K(1+T)_N
Demostracio:

e Suposem que Cy — Py > Sy — K(1 +r)™". Aleshores podem comprar una
accio i un put i vendre un call. Aix0 ens dona un benefici o té un cost de
Co— Py— 95 en funcio de si aquesta quantitat és positiva o negativa. Si aquesta
quantitat és positiva la podem poser en un compte bancari. Si és negativa

podem demanar en préstec la quantitat al banc. Tot al tipus d’interés r > 0.

- A la data de venciment, si Sy > K donem ['acci6 al propietari del call i

rebem K. El put no val res. El balang és
K+ (147r)"(Co — Py — So)

en el cas que Cy — Py — Sy > 0, que ara sera encara una quantitat més

gran. En el cas de Cy — Fy — Sy < 0 el balanca és
K — (P() + Sy — Co)(l + T’)N
que és una quantitat positiva per hipotesi.

- Si a la data de venciment Sy < K exercim el put i rebem K. El call no

val res. El balang acaba sent analeg al cas anterior.
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e Suposem ara que Cy— Py < Sy— K (1+7r)~". En aquest cas venem al descobert
un put i una accié i comprem un call. El benefici Py + Sog — Cy > 0 el posem

al compte bancari. Aleshores

- Si en la data de venciment Sy > K comprem i paguem K i tornem

I’accié. El put no té valor. El balang és
(P0+SQ—00)<1+T)N—K>O

- Si en la data de venciment tenim Sy < K el call no té valor. Paguem
K per l'accio al propietari del put i tornem l'accié. Per tant, el balang

final és el mateix.

Hem demostrat que si la paritat call-put no és certa podem construir arbitratges.

Per tant, en un mercat viable, és certa.
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3.5 El model de Cox-Ross-Rubinstein

Suposem ara un model de mercat finit simplificat, amb només dos actius. Un amb

risc, de preu S i un compte bancari de valor SY. Suposem un tipus d’interes constant

r > 0. Per tant, S° = (1+7)". Suposem que en cada perfode, cada dia per exemple,

el preu de 'actiu amb risc puja un factor 1 + u o baixa un factor 1 + d, és a dir,

suposem que S, pren valors en el conjunt {(1 + d)S,_1, (1 + u)S,_1}. Suposem Sy

constant, —1 < d < u i T := {0,1,...,N}. En aquesta situacié6 podem definir les

variables aleatories {T,,,n € T} tal que

Notem que aleshores podem escriure
S, = S0 H?:l T;,n eT.

I podem plantejar el model de mercat segiient:

(Q,F, F,P)
tal que:
e O ={1+d1+u}".
o F={F,,neT}ambF, :=0{Sy,T1,... Ty} =0c{So, S, ...
o F .= Fun.

e P és una probabilitat sobe 2 tal que
]P)(Tl =21,....,1n = SL’N) >0

per a tot (xy,...,xy) € L.

aSN}

Aquest model anomenat binomial o CRR va ser desenvolupat per Cox, Ross i Ru-

binstein al voltant de 1980 i és molt utilizat a la practica com a model facilment

programable, prenent periodes molt curs.
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3.5.1 Viabilitat del model CRR

Primerament veurem un lema previ.

Lema 3.37 S és una P-martingala si i només si E[T,|F,-1] = 147 per atot n € T*.

Demostracio Efectivament, S és una martingala si i només si

- ~ S Ty
E|S,|Fn-1] = Sno1 © E[=—|Fo1 =1 E
[ ‘ 1] 1 [Snil | 1] [1 s

| Fno1] = 1.
En la segiient proposicié veure la viabilitat del model.

Proposicié 3.38 El model CRR és viable si i només si d < r < u.
Demostracio:

=) Per provar que la viabilitat implica d < r < u és suficient veure que si r < d o
r > u podem construir un arbitratge. Si r < d podem demanar Sy en préstec

i comprar I'actiu. A la data de venciment tenim

Vw=Sv—=S(1+r)">[1+dN -1+ >0

[(T4+uw)N —(1+7r)N]Sy >0

Si r > u venem al descobert I'actiu i posem els guanys al compte bancari. A

la data de venciment tenim

SQ(]_ —I— T‘)N — So(]_ —I— U)N 2 0

So(1+T)N — So(1+d)N >0
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<) Ara si r € (d,u) podem construir P* com la probabilitat que fa que les va-
riables T, ..., Ty siguin independents i identicament distribuides amb llei de
Bernoulli sobre {1+ d, 1+ u} i tal que

r—d
u—d

pr =P T, =1+u) =

u—r

u—d

Notem que sota P*
E* T Fua) =EX(T) = (1 +d) (1 —p*) + (1 +u)p*=1+7

i per tant, utilitzant el lema anterior, P* és una mesura neutral al risc i el

model de mercat CRR és viable.

3.5.2 Completesa del model CRR

Per veure la completesa del model CRR ho farem amb la segiient proposicié, que

mostra en particular que viabilitat implica completesa.

Proposicié 3.39 Suposem r € (d,u). Si S és una martingala respecteP = P = P*

on IP* és uan probabilitat neutral al risc = el model CRR amb r € (d, u) és complet.
Demostracié: Si S és una martingala respecte P, pel lema anterior tenim
E[T,|Fna] =1+
Per tant,
AI+dP(T, =1+d|Fo1) + (1 +u)P(T, =1+u|Foq) =1+r
i evidentment

P(T,=1+d|Fo1) +P(T, =1+u|Fq) =1
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Resolent el sistema obtenim

P(T, =1+ u|F,) = Z%d =p*

u—rTr
P(Tn:1+f|]:n):u_d:1_p*

Utilitzant la definicié d’esperanca condicionada tenim, per al cas 1 + u,
E(I7,=11+ula) = E(p*La), VA € F.

I escollint A = {T} = z1,....,T,-1 = z,_1} per a qualsevol configuracié fixada

x1, ..., Tp_1 Obtenim
P(Tl = T, 7Tn =1 + U) = p*P<T1 = T, ...,Tn_l = .%'n_l).

Usant aquesta férmula, el resultat es dedueix immediatament per induccio.

3.5.3 Valoraci6 d’opcions europees

Sigui P la dnica probabilitat neutral al risc trobada a la seccié anterior, és a dir,

la Unica probabilitat sota la qual els preus dels actius sén martingala. Segons la
S .

férmula enunciada anteriorment V,,(¢) = —g-E*(G|F;,), si C, és el preu en n d'un
N
call europeu amb preu d’exercici K i data de venciment N tenim

SO
Cn = (14+7)"WWE(Sy — K)*|F.] = <0 E[(5h [Tt T — K)'|Fa] = e(n, Sy)
N

amb

c(n,z) = (L) VE((@ [[L,, T — K)*

- ) Sy - () (e
= (147)~ - Z;_V:;Z(x) o(1+d)N"79(1 +u)’ (N]_ n) (%)N*”’](z : fl)j—

r —

J
u—d)

N—-—n\ u—r

)=

—(14 7)W= K<
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on

JHx) = nf{j2(1+ )V (1+u) >k}

E_(N-n
= inf{j D> log 5 —(N i)Tfog(1+d)}.
log( 1+d)

Observem que

Aleshores, definint

podem reescriure la férmula anterior com

n (N —n\ _. N
c(n,z) = xZ;V:j*(q;) ( j n>p](1 —p)N

K N—n N—’n, . n—i
— TN 2= (@) ( 7.

I+

A la practica, n = 0, i per tant

, . K N . )
Co= 5 TP =D = (e Bl () 0770 -7

Notem que podem escriure

Co = SoB* (Bin(N.) > J°(2)) = Gy 7P (Bin(N.p7) > J°(2).
Utilitzant la paritat call-put tenim
Po=Co= S0+ 7w
_ ﬁp*(Bm(N, p) < j*(x) = 1) = SoP*(Bin(N, p) < j*(x) — 1),

34



3.5.4 Cobertura d’opciones europees

Per trobar l'estrategia de cobertura ¢, imposem que
i per tant

Gn(L+7)" + ¢u(1+ d)Sp—1 = c(n, (1 + d)Sp1)

P01+ 1) + ¢n(1 +u)Sp1 = c(n, (1 +u)Su_1).

Resolent el sistema obtenim ¢, = A, (n,S,_1) on

c(n, (1 +w)z) = c(n, (1 + d)z)

Aln,2) = z(u —d)

I utilitzant la propietat d’autofinancament, tenim

00 = Co+ 307 (S — Sn1) — PuSn1 = Vi 1(d) — $nSu s

que obviament és F,,_i-mesurable.
Notem que A, (n,S,_1) és la quantitat d’actius amb risc que el venedor de 'opcid

ha de tenir en cartera a l'inici del dia o periode n. Podem escriure també

Cn—Cn

An(na Sn—l) - Gu _ Sd

on denotem per C* el valor del derivat en n en l'escenari alcista i analogament per

als altres termes. Aquesta estrategia s’anomena delta-neutral.

3.5.5 Exemple del model CRR

Considerem un mercat financer amb dos periodes d'un mes. El tipus d’interes és
del 3% anual. Tenim un actiu amb risc que val inicialment 60 i en cada passa puja

o baixa un 10%.

Troba el preu d’'un put europeu amb preu d’exercici 62 i determina l’estrategia de

cobertura.
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0.03
Solucio: 2 periodes d'un més amb u =0.1id=—-0.1 = r = Iz = 0.0025

Calculem primer S¥ i S¢ a partir de Sp:

S = Sy(1 +u) = 66
S¢ = So(1 + d) = 54

Ara calculem Sy*, Sud i Sdd:

Syt = Sp(1 4+ u)? = 72.6
Sud = Sy(1+u)(1+d) =59.4
Sgd = Sp(1+d)? = 48.6

La llei neutral al risc és una Bernoulli de parametres

r—d  0.1025
u—d 0.2

p= = 0.5125, 1 — p = 0.4875

El put europeu amb K = 62 i venciment a 2 mesos és

fuu = (K — S¥)T = (62 — 72.6)" =0
fud = fau = (K — S+ = (62 — 59.4)" = 2.6
faa = (K — S34)+ = (62 — 48.6)* = 13.4

Aleshores,
1— 512 A875(2.
f (11+ ! )fag  0.5125(2 %5)+ 0(80428575(13 4))
Dfud + (L —Dp)faa . 0) + (0. .
Ja 1+r 1+ 0.0025 78453
. p = fup + (1= p)fa _ 0.5125(1.2643) + (0.4875(7.8453)) _ 46
1+r 1+ 0.0025

Estrategia de cobertura:

A fu—fa  1.2643 — 7.8453
S osu— 54 66 — 54

= —0.55

= Hem de vendre al descobert 0.55 accions a un preu de 0.55 - 60 = 33 euros. Per

tant, H = —0.55, Hy = 33 + 4.46 = 37.46 Al primer periode, tenim

A()Sl + Ho(]_ + ’I“)
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- Si.S] = 66 tenim:
—0.55 - 66 + 37.46(1 4 0.0025) = 1.2536
- Si S7 = 54 tenim:
—0.55 - 54 4 37.46(1 + 0.0025) = 7.8536
Ara tenim,
- Escenari alcista:

— — 2.

T Sy Sl T 726-594

Ay

Hem de comprar 0.36 accions a un preu de 0.36 - 66 = 23.75 euros.
Per tant, H = —0.191 H{* = 37.46(1+r) —23.76 = 13.79 En el segon periode,
tenim A, S, + H{{(1+r)

- Si S5y = 72.6 tenim:
—0.19 - 72.6 + 13.79(1 + 0.0025) = 0.030 = 0
- 5i Sy = 59.4 tenim:
—0.19-59.4 + 13.79(1 + 0.0025) = 2.538

- Escenari baixista:

foa— fu  2.6—134
p— p— p— —1
Sud — gdd 59 4 — 48.6

Aq

Hem de comprar 0.45 accions a un preu de 0.45 - 54 = 24.3 euros.
Per tant, H = —1i H? = 37.46(1 + r) — 24.3 = 61.85 En el segon perfode,
tenim AySy + H{(1 +r)

- Si S5 = 59.4 tenim:
—1-59.4 4 61.85(1 + 0.0025) = 2.6046
- 5155 = 48.6 tenim:
—1-48.6 +61.85(1 + 0.0025) = 13.4
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3.5.6 Programa en Mathematica per calcular el Call i Put d’un model

Cox-Ross-Rubinstein

En aquest apartat presentem un programa en Mathematica per calcular el preu del
call i el put sota el model Cox-Ross-Rubinstein. En aquest cas usarem les dades de

I’exemple anterior:

Clear([s, call, pul;

s[0] = Table[60, {1}];

a=-0.1; b=0.1; r = 0.0025; n = 2;

p=1(-a/b-a;

s[x_] := s[x] = Prepend[(1 + a)*s[x - 1], (1 + b)*s[x - 11[[1]1]1];

ColumnForm[Table[s[i], {i, 0, n}], Center]

pp[x_] Max[x, O]

call[n]

Map[pp, s[n] - 62]; puln] = Maplpp, 62 - s[nl];
call[x_] := calllx] =

Drop[p*calllx + 1]1/(1 + r) + (1 - p)*RotateLeft[calll[x +
11, 11/ + ), -1]

ColumnForm[Table[call[i], {i, O, n}], Center]

pulx_] := pulx] = Dropl[p*pulx + 11/(1 +

r) + (1 - p)*RotateLeft[pulx + 1], 1]/(1 + r), -1]
ColumnForm[Table[puli], {i, 0, n}], Center]
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4 Mercats financers a temps continu

4.1 Processos estocastics

Definicié 4.1 Un procés estocastic {X(t),t € T} és una familia de variables ale-
atories definides en el mateix espai de probabilitat (2, F,P), T C R.

X(t) = X(t,w) = X(t,-) : @ — R variable aleatoria fixat ¢, X(-,w) : T — RT
fixat w (realitzacid, trajectories del procés estocastic).

Si T = N direm que el procés estocatic té parametre discret.

Si T és un interval de R 'anomenarem procés estocastic amb parametre continu.
Donat {X(t),t € T} un procés estocastic i {t1,...,t,} C T, podem considerar les

distribucions marginals en dimensio finita.
F(X(t1) < x1, .., X(tn) < @) = Foy ot (@1, 00, ).

Definicié 4.2 Direm que un procés estocastic és conegut si coneixem les distri-
bucions marginals en dimensié finita {F}, 4, (x1,...,x,)} obtingudes per qualsevol

subconjunt finit {¢y,...,t,}.

Definicié 4.3 Sigui {X(¢),t € T} i {Y(t),t € T} dos procesos estocastics definits
en (Q, F,P).

(i) Direm que X i Y sén equivalents, si per a tot t € T
PX(t)=Y(t)) = Plwe Q,X(t,w) =Y (t,w)) = 1.

(ii) Direm que X i Y indistingibles si P(X(t) =Y (¢),Vt € T) = 1.
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4.2 Moviment Brownia o procés de Wiener

Un procés clau per el nostre analisi de derivats financers és el moviment brownia,
que porta el nom del botanic escoces Robert Brown, que va observar el 1828 que els
grans de polen suspesos en un liquid seguien un moviment irregular. El moviment
va ser utilitzat per explicar les colisions aleatories amb les molecules del liquid.
Per modelar aquest comportament s’utilitza el concepte de procés estocastic. La
primera explicacié d’aquest moviment la va donar Albert Einstein al 1905, que va
demostrar matematicament que el moviment brownia podia ser explicat suposant
que les particules de polen estiguin continuament bombardejades per les molecules
del medi. Una definicié i una serie de propietats d’aquest procés van ser desenvo-

lupades pel matematic america Norbert Wiener a partir del 1918.

Definici6 4.4 Un moviment Brownia estandard (o procés de Wiener) és un procés

estocastic {W;,t > 0} definit en un espai de probabilitat (2, F, P) tal que

(i) Wo = 0 quasi segurament.

(ii)) W, té increments independents, és a dir, si 0 < t; < ... < ¢, aleshores

Wy, Wy — Wy, ooy, Wy, — Wy, | sén variables aleatories independents.

(i) VO < s <t, LW, — W) ~ N(0,t — s).
Propietats:

(1) EW,W,) = min(u,v).

(2) Fixats 0 < t; < ... <1, el vector (Wy,,...,W;,) té densitat

ftl,...,tn<x17 >$n) = ft1($1)ft27t1($2 - ml)'-'ftnftn_l(wn - $n71)

2 x?

\/%ea:p(—g).

(3) Les trajectories del moviment brownia sén continues quasi segurament.

on fi(x) =
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4.3 Integracid estocastica

En aquesta seccié donarem les idees basiques utilitzades per construir la integral
estocastica en el sentit d’It6. Sigui 7' > 0. Suposarem que (2, F, P) és un espai de
probabilitat on esta definit un moviment brownia W = {W,, F; : t € [0,T]}. Sigui

g un procés estocatic amb trajectories continues. En un principi, podriem definir

T
/ gsdW
0

trajectoria per trajectoria. Aixi, per cada w € €2, considerem a la integral anterior

la integral estocastica com:

com el limit de les sumes de Riemann

Sn = 2z () Wi, = Wa, )

amb0=3sy<s1< <8, =T, t; =(1l—a)s;_1+as; 10 < a < 1. Malauradament

el primer problema que tenim és el segiient.

Sigui a = 01w € Q tal que S,(w) convergeix per qualsevol funcié continua g.

Llavors t — W;(w) és una funcié de variacié acotada en [0, 7.

Com sabem que les trajectories del moviement brownia no sén de variacié acotada
implica que S, no convergeix en probabilitat quan n — oo. El problema que
es té aqui és que g; depen d’esdengniments que ocorren després de t. El segon
problema que apareix al definir / gsdWs com el limit en probabilitat de S, =
Yo gt (Wi, — Wi, ) ésel seggent.

Suposem que g = W en S, = > 7, g(t;)(W;,, — W,, ), llavors S,, conevergeix en

W2 1
probabilitat a TT + (a — §)T

Aixo implica que el limit de S,, pot dependre del punt a.
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Ara donarem la idea que va utilitzar It6 per definir la integral estocastica.

Definicié 4.5 g, és un procés simple adaptat si és de la forma

gs = ZZ:O gtk]l(tk7tk+1]<s)
amb 0 = to < ... <tpg1 = T.

Definicié 4.6 La integral estocastica d’un procés simple adaptat de la forma g, =

> r—o 9t Lt 1] (5) Tespecte B es defineix com

T n
/ gsst = thk<wtk+1 - Wtk)
0

k=0

T

Proposicié 4.7 Suposo que E/ (g5)*ds < 00, on g ve donat per gs = > p_o e Lty t0.1] (5)-
0

Aleshores

T T
IE[(/ gsdBs)*] = E/ (g5)°ds.
0 0
Demostracio: La definicié de la integral estocastica implica

E[( /0 ' 9sdBy)?] =

= ZE[(gtk<Wtk+1 - Wtk))2] +2 ZE[gtkgtj (Wtk+1 - Wtk)<Wtj+1 - Wtj) =

k=0 j<k

= [ (g

on utilitzem que W i {W2 —t : ¢ € [0,T]} sén martingales per demostrar que
E[(gtk(Wtk+1 - Wtk))2] = E[(gtk)QKthrl - tk)? ke 07 17 ooy T

Proposicié 4.8 Sigui g; = >, 91, Lity.10.4)(5). Llavors per N, ¢ > 0, tenim

T N T
PH/ gsdW| > o] < - + P[/ (9s)*ds > N]
0 0

2
Demostracio: Aquesta demostracié la podem trobar al llibre Introduction to Stoc-

hastic Calculus Applied to Finance, de Lamberton, D. i Lapeyre, B.

T

El pas segiient per construir la integral estocatica / gsdWy es veure que els pro-
0

cesos simples adaptats s’aproximen als procesos mesurables i adaptats en algun

sentit.
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Proposicié 4.9 Sigui g un procés adaptat tal que
T
/ (gs)*ds < oo amb probabilitat 1.
0
Llavors existeix una successié {g™ : n > 1} de processos simples adaptats tal que

T
/ <g£n) — gs)2d5 — 0 en probabilitat quan n — oo.
0

T
A més, si ]E/ (gs)*ds < 0o es pot trobar una successié {g™ : n > 1} de processos
0

adaptats tal que
T
E/ (g™ — g4)?ds — 0 quan n — oo.
0

Demostracio: Aquesta demostracio la podem trobar al llibre Introduction to Stoc-

hastic Calculus Applied to Finance, de Lamberton, D. i Lapeyre, B.

T
Definicié 4.10 Sigui g un procés mesurable i adaptat tal que / (g5)*ds < oo
0
es compleix i {g™ : n > 1} una successié de processos simples adaptats com
T
en / (9™ — go)%ds — 0 en probabilitat quan n — oo. Definim la inte-
0

gral estocastica de g respecte a W com el limit en probabilitat de la successio

T
{/ gMaw, :n > 1}.
0

Propietats: Siguin g, g™V, g® processos mesurables i adaptats i {h(™ :n > 1} una

successio de procesos simples adaptats i acotats. Tenim les segiients propietats:

T T T
(i) / (agt? + bg{?)dW, = a / gDdW, + b / gDdW,, a,b € R.
0 0 0

t T
(ii) El procés {/ gsdWy 1= / Iio4(5)gsdWy = t € [0,T]} té trajectories continu-
0 0

(i) E( /0 " diV) = 01K /O " dI)? = E( /0 S,

t
(iv) El procés { / gsdW : t € [0,T]} és una Fi-martingala.
0
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4.4 La formula d’Ito

Teorema 4.11 (Férmula d’Itd) Sigui f € C? i sigui
t t
X, = Xo +/ hsds +/ gsdWs, t € 0,7 (1)
0 0

on X, és Fp-mesurable i adaptat amb trajectories integrables i g és un procés
T

mesurable i adaptat que compleix / (gs)*ds < oo amb probabilitat 1.
0
Aleshores,

FX2) = f(Xo) + /f (X,dX,) /f” )X, dX, =
1(X0) /f )(heds + g.dV,) /f:c (.

Els processos de tipus (1) s’anomenen processos d’Ito.
Demostracio: Aquesta demostracié la podem trobar al llibre Mathematics of Fi-

nancial Markets de Elliot, R. J. i Kopp, P. Ekkehard.
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4.5 El teorema de Girsanov

Aquest teorema utilitzat en probabilitats i molt 1til en les matematiques finance-
res ens explica com canvia la dinamica dels procesos estocastics quan canviem la

probabilitat inicial per una probabilitat equivalent.
Comencem veient que son les probabilitats equivalents.

Definicié 4.12 Sigui (€2, F,P) un espai de probabilitats. Direm que una probabi-

litat Q és absolutament continua respecte a IP si
VAe F,P(A) =0= Q(A) =0.

Teorema 4.13 Una probabilitat Q és absolutament continua respecte a P < exis-
teix una variable aleatoria X positiva anomenada densitat i que denotarem per P
tal que

VAe F, /AX(w)d]P’(w).

Definici6 4.14 Les probabilitats Q i P son equivalents si sén absolutaments continues

I'una de 'altre.

Com Q és absolutament continua respecte P, podem dir que P i Q sén equivalents

@P(Cé%>0):1.

Teorema 4.15 (Girsanov) Sigui X (¢) un procés adaptat i mesurable tal que

T
/ X (s)*ds < oo. Sigui
0

(1) :eg;p(—/o X(s)dWs—%/o X(s)2ds), ¢ € [0,T],
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una martingala en P. Definim una nova mesura Q de forma que

iQ
P = (1)

Llavors, el procés
B t
Wy =W, +/ gsds, t € [0,T]
0

és un moviment Brownia sobre Q.
Demostracio: Podem trobar la demostracio en els apunts de Corcuera, J.M.: Intro-

duccion a la finanzas cuantitativas.
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4.6 Equacions diferencials estocastiques en el sentit d’Ito

Ara considerem la equacié diferencial estocastica (EDE):
dXt - b(t, Xt)dt + U(t, Xt>dBt, (4 S [0, T], X() - £

on by o sén funcions B([0,7]) ® B(R)-mesurables i £ és una variable aleatoria
Fo-mesurable. Una solucié de la EDE és un procés X adaptat amb trajectories

continues tal que:

o PXy=¢( =1,

. P[/O (b(s, X.)| + (s, X.))2}ds < o0] = 1,

t t
o X, =¢ —|—/ b(s, Xs)ds +/ o(s, Xs)dWs amb probabilitat 1 para cada t €
0 0
[0, T7.

Teorema 4.16 (d’Ito) Si b i o sén funcions continues i existeix un constant K tal

que
e Condicié de Lipschitz: |b(t,z) — b(t,y)| + |o(t,x) — o(t,y)| < K|z — y],
e Creixement lineal: |b(t,z) + o(t,z)| < K(1 + |z|),
o E[X?] < +oc.

Aleshores admet soluci6 tnica.
Demostracio: Podem trobar la demostracio en els apunts de Leon, J.: Integracion

estocdstica con respecto al movimiento browniano.
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4.7 Formula de Black-Scholes

El model de Samuelson, més conegut com model de Black-Scholes, consisteix en un

mercat de dos actius. Un actiu sense risc, S° que evoluciona com:
dS? =rSPdt, t >0,
on r és una constant no negativa, aixo és
SY=¢" t >0,
i amb un actiu amb risc S que evoluciona com
dS; = Sy(pdt + adWy), t > 0,

on W; és un moviment brownia. Com hem vist aixo implica que
o2
St = Soexp{,ut — 71& + O'Wt}.
Llavors log(S;) és un moviment brownia, no necesariament estandar, i per les pro-

pietats del moviment brownia tenim que S;:

e té trajectories continues.

. oS =S, .
e cls increments relatius ———% sén independents de 0(S;,0 < s < u):

Su
S, —S, S

g

5 (t—u)+ oW, —W,)}

S.
S—; —exp{p(t —u)
que és independent de o(W,,0 < s < u) = 0(Ss,0 < s < w).

e cls increments relatius sén estacionaris:

St - Su St—u - SO
Su So '

De fet podriem formular el model en termes d’aquestes tres hipotesis.
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4.7.1 Estrategies autofinangades

Una estrategia de cobertura és un procés ¢ = (¢)o<icr = ((HY, Hy))o<t<7 a valors
en R? adaptat a la filtracié natural del moviment brownia, B, ( que coincideix amb

la de S;). El valor de la cartera és
Vi(g) = H?S? + HyS;.

T
Per donar sentit a aquesta igualtat imposem la condicié: / ((|H )+ ((Hy)*)ds < oo
0

g.s. llavors les integrals estan ben definides:

/ HOdSO / Hore”dt

/ thSt / HtSt,lLdt + / UHtStdBt

Llavors tenim la definici6 segiient:

Definicié 4.17 Una estrategia autofinancada, ¢, és una parella de procesos adaptats

(Hto)ogth, (Hy)o<t<r que satisfan

T
° / (|H?| + ((Hy)*)ds < o0 q.s
0
t t
o@$+m&:%%+w%+/H&W@ﬁ/&%ﬂ%t«ﬂ
0 0

Indiquem S, = e "tS,, de forma que S, lutilitzarem per indicar qualsevol valor

actualitzat.

Proposicié 4.18 ¢ és autofinangada si i només si:

%M=%W+Am£&
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Demostracid: Suposem que ¢ és autofinancada, llavors com V, = e "'V}, resultard
que
d\~/t = —re ""Vdt + e "tdV,
= —re "(HPS) + H,S;)dt + e " (HYdS} + HdS;)
= —re " (HPS) + H,S;)dt + e " (HrSpdt + H,dS;)
= —re ""H,Sidt + e " H,dS; = Hy(—re " Sdt + e "dS;)

— thgt'

Analogament si dV; = H,dS, tenim que dV; = H?dS? + H,dS,.

4.7.2 Valoracié i cobertura en el model Black-Scholes

Busquem una probabilitat en la qual els preus actualitzats siguin martingala. Sabem

que
dS, = d(e"'S,) = — re "t S, dt + e dS, =
= e S (—rdt + pdt + 0dB;) =
= O'Std<—r _ Mt —+ Bt) =
o
= O'Stth
amb Wt:Bt_ T._lut

r —
Llavors per el teorema de Girsanov amb 6, = H resulta que (W;)oci<cr és un
o

brownia estandar respecte a la probabilitat P*

r— U 1 r—

dP* = exp{— By — §(T’LL)2T}dP.

g

Amb el que hem anunciant anteriorment deduim que

N 1
Sy = Soe:cp{—§<72t + oW}

i que (St)oct<r és una P*-martingala. També tenim que
~ 1 9
Sy = Spexp{rt — 50 t+ oW}
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Definicié 4.19 Una estrategia ¢ és admisible si és autofinancada i el seu valor

descomptat f/t = H? + HtS't > 0, Vt.

Definicié 4.20 Direm que una opcio és replicable si el seu payoff és igual al valor

final d’una estrategia admisible.

Proposicié 4.21 En el model de Black-Scholes qualsevol opcié amb payoff de
la forma h = f(Sr), de quadrat integrable respecte a P*, amb Eps(h|F;) una
funci6 C'? del temps i de S;, es replicable, el seu preu ve donat per C(t,S;) =

Ep-(e "D ]| F,) i la estrategia que replica h ve donanda per (H?, H,) amb

_ 8C(t7 St)
Ht - 85} )

H?e” = C(t, St> — HtSt.

Demostracio: En primer lloc, per la independencia dels increments relatius

Ey- (T f(SDIF) = Epe (7T F(L8)|F) = Bpe (T f(F ) os, = C1(£,5))

St St
de forma que el que anomenarem preu del derivat en ¢t depen tnicament de S; i ¢.

Si apliquem la férmula d'It a C(t, S;) = e " C(t, Sye™), tindrem

5 t t B 1 t 92/~ 5
500,50+ [0Sy, [HS) g 1 [FCU5)
0 0

ds 0 : 2 D52 °
i com
dS; = 05, dW,
tindrem
R e K

com sabem que C (t,S;) és una martingala de quadrat integrable:

C(t, S) = Ep(e'™ f(Sr)|F)
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i com la descomposicié de un procés d’Ito és tnica tindrem:

-
C(1,S)) = C(0, 50) + / 9C(s, %) 4o
) 98,

dC(s, Sy) N 19°C(s, S.)
s 2 982

025’52 =0.

Aixi tenim

oC (s, S,) r0C(5,8,) 08, _ 9C(s,8:)

08, S, 98, 05,

?C(s,Ss)  0*C(s,S) 08, 1 9C(s, 5.)

D52 oS, 98, 95,

podem escriure

t
C(t,S;) = C(0,Sy) + / Md&
0

0S;s
dC (s, Ss) 0C(s,S5) 1 4:0°C(s,8s)
s + 7S 05, + 50 S a5z rC(s,Ss).

Llavors tenim una estrategia autofinangada amb valor final f(Sr) i tal que (HY, Hy)

venen donats per

L 9C(t,Sy)
Hy = 0,
i
t
erthO == C(t, St) - %St
t

4.7.3 Preu i cobertura d’'una opcié de compra. Férmula de Black-

Scholes

Si prenem h = (Sp — K4, tenim la anomenada férmula de Black-Scholes que és
C(t, St) = Sté(d+) — KG_T(T_t)(I)(d_).

Amb ®(z) la funcié de distribucié d’'una normal estandar i on
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De fet

C(t, ;) = Epe (e T (Sy — K) 1| F)

= e*T(Tft)]Ep* (Stlisy>ry|Fi) — Keir(Tit)Ep* (Lgsr>xcy | Fe)

St

= G_T(T_t)StEp (St H{ST>K})93 St Ke_T(T_t)StEP* (I ST>K})3” Se:

Com tenim

St

5 =exp{(r — %0 T —1t)+ o(Wpr — Wy)} =exp{(r — %az)(T —t)+o(Wr_4)}

llavors

S K
= P*{logé > log;}

1
Wr_, _ logy = (r—=50*)(T 1)

Per altre banda si escribim Y per indicar una variable normal estandar tenim

St
(S Sy H{ST> })

1
_ e—r(Tft)Ep* GZL‘p{(T — 50'2)<T — t) + U(WT—t)}]I{UWT,t>log%—(r—%a2)(T—t)})
1
= Ep- (&Tp{—502(T — 1)+ o(Wr-o) Hiowy 51095 (1o 7—1)})
1
e ]Ep* (exp{——0'2<T — t) — O/ (T - t)Y}]I{Y< loggf(rf%oa)(Tft) )

TtSt

U\/(Tft) }
log K —(r—Lo2)(T—t) 1 .
U\/(T t) 2 2
expl—=0(T —t) — o/ (T —t)y — =y“ }d
-=/_ p{—50*(T =) =0/ (T =ty — 547}y
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logyf(rfjo'Q)(T t)

o/ (T—1) _1 — 9
-—=/_ exp{— (/T =) + )y
log K —(r—302)(T-1) ]
o'\/(T t) 2
— exp{—5u dy
\/_/ g
= ®(dy) (després de substituir = per Sy).
D’aqui
oC(t, Sy) B B
a5, O(dy) = A
De fet
oC(t, Sy) od(dy,) oP(d-)
d(d K
95, (d) +8dast ‘ 2%
1 + + _ 1 7d27 _
O(dy)+ S — — Ke (1) 2
N A ) Van S,
Ara bé
od, 1
9S;  S,o\/(T —1t)
Per tant
8C(t75’t) 1 6d+ _ﬁ — — _é
— P(d 7 — K r(T—t) 5
a5S, (d+) + Var 95 s, e ‘ )
]. 3d+ d+ K d2 d2
d(d —Sie 2 (1 — —e"Ttem 7).
( +) \/_aSt t ( St 6 )
Per ultim
d+:d7+0'\/T—t

de forma que
2 —d> =(d-+oVT —t)?—d> =2d_o\/(T —t)+c*(T—1t) = 2[09% +2r(T —t)

1 per tant
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Com a punt final de 'apartat podem dir que en el cas de Put, és a dir, per una

opcid de venda la férmula seria:
P(t,S;) = Ke " TD®(—d_) + S,®(—d.)

on tot el procés de deduccié és analeg al cas d'una opcié de compra (Call).

Aixo també es pot fer usant la férmula paritat Call-Put.

4.7.4 Exemple del model Black-Scholes

Suposem que el preu inicial d’'un actiu financer és de 50 euros. La volatilitat del
actiu és de un 10%. El tipus d’interes anual és del 5%. Calcula la prima d’un Call

europeu de sis mesos i preu d’exercici 40 euros.

Solucio: Tenim S = 50, K =40, 0 = 0.1, r = 0.05, T'= 0.5, t = 0 i volem trobar
C(t, St) = Stq)(d+) — Ke_T(T_t)Q)(d,)

Calculem

50 1
log(==) + (0.05 + =0.12)(0.5 — 0)
d, — 40 2

0.1,/(0.5 — 0)

i dona d, = 3.544635096 i d_ = 3.473924418, ara calculem ®(d;) i ®(d_) que
son una distribucié normal estandar i dona ®(d;) = 0.9998034215 i ®(d_) =
0.9997435472.

Aixi tenim
C(t, S;) = 50(0.9998034215) — 406_0'05(0‘5_0)(0.9997435472) = 10.98754534

4.7.5 Programa en C per calcular el Call en un model Black-Scholes

En aquest apartat hem creat un programa en llenguatge C per tal de trobar el preu

d’un call sota un model Balck-Scholes, el codi seria el segiient:
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#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

#include <math.h>

int main(int argc, char *argv[]){

double paraml,param2,d1,d2,S,K,r,s,T,t,N1,N2,C;

printf("Introdueix el preu de 1’actiu S:\n");

scanf ("%1£f",&S) ;
printf ("Introdueix
scanf ("%41f",&K) ;
printf ("Introdueix
scanf ("%41f",&r) ;
printf ("Introdueix
scanf ("%1f",&t);
printf ("Introdueix
scanf ("%41f",&T) ;
printf ("Introdueix
scanf ("%1f" ,&s);
d1=(1og(8/K)+(xr+(0.

el

la

el

la

la

strike K:\n");

taxa d’interes anual r:\n");

temps o data inicial en anys t:\n");

data de venciment T:\n");

volatilitat s:\n");

5)*(s*s))*(T-t))/(s*(sqrt(T-t)));
d2=(1og(S/K)+(r-(0.5)*(s*s) ) *(T-t)) /(s*(sqrt(T-t)));

paraml = di/sqrt(2);
param2 = d2/sqrt(2);
N1 =

N2

(0.5)*(1+erf (paraml));
(0.5)*(1+erf (param2));

C=S*N1-Kxexp (-r*(T-t))*N2;

printf ("El call es %lf\n", C);

system("PAUSE") ;

return O;

56



5 El model Black-Scholes com a pas al limit de
CRR

En aquest apartat veurem com relacionar el model Cox-Ross-Rubinstein amb el
model Black-Scholes, aixo ho farem veient que el model Black-Scholes és sobté
portant al limit el model CRR.

Considerem el procés de preus S = (S;), Vt € [0, 7], un put i un call amb perfil de
benefici Pr = (K — Sp)*, Cr = (S — K)™ respectivament. Agafem un particié de
[0,T] de mida % tal que tEN) =q- %, Vi € {0,..., N} i posem ara el procés de la

seglient forma

Si - St"

7

T
Prenem ry = r com la taxa d’interes lliure de risc i que el preu de ’actiu variara

de la seglient manera:
So = Sou, amb u = (1 + TN)e\/LW
6
So = Sod, amb d = (1 +ry)eVy
amb d < (1+ry) < u.

També, resulta el segiient:
Sp =Sl TN, on T; € {u,d}.

També sabem que el parametre py és

1+ry—d 1—evw
_ Ny _ —
PN = P(j_; ) - d - o —o
u — evN — eVN
. . N TN N .
Si considerem ara X;* := logyi=— de manera que X;' és una Bernoulli sobre

—0 o

VeV

} amb el parametre py. Per tant podem reescriure

Sn = SO H?:1<1 + T’N)€XZ'N
= log(Sy) = log(Sy) + log(1 + ry)N + ZZ]\LI XN
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Ara veurem que passa quan tendim N — oo i deixem T fixada.

Ho mirem per cada part del sumand de I’expresié, sense entrar molt en detalls

e log(1+ry)Y — 7T quan N — oo, ja que (1 +7ry)Y = (1+rL) — €L

e Ara explicarem que pasa amb el sumand Efil XN

Veiem que

= limy 1o B(ON, XN) = limy s 4000V N (2py — 1),

v = limN_>+ooVar(Z£\;1 XN) = limy_yyoodo®pn(py — 1).

Utilitzant el desenvolupament de Taylor de ’exponencial quan z ~ 0 tenim

= o 1 1 o
l+ry—d 1—evw F (B a(F)’ 1
PN = d = T o — 20 2/ o 2/ o \5 _>§;
u= eV — eVN & talw’+5(F)-
N — 400

quan N — 4o0.
Aixi és evident que podem coneixer els valors de p que és l'esperanca i de v
que és la variancia i sén:
2
= limN_>+ooa\/N(2pN -1) — %; N — +o00,
v=1limn_isdc*pn(py — 1) = 0% N — +oc.
2

Aleshores SN XN — N(——

9 2
5 ,0%).

Ara desfent el canvi de variable, tenim
St = log(Sy) — N(log(So) + 7T, c?).

Amb la llei que regula el procés de preus (S;);>0 coneguda ara podem afrontar el
problema de la valoracié de qualsevol derivat.

Considerem ara el preu d'un Put. Tenim

T
PN =E((1+ %)‘NK — SpeZi XNy
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Definim ¢(y) := (Ke ™" —Spe?) ™. Hem de fer notar que no és del tot equivalent per
al Call, ja que la ¢ analoga no es acotada. Aquesta és la raé per la qual nosaltres
fem la demostracié a partir del opcié de venda Put.

Aixi tenim
N N
Y —E(p(3, X)) — 0,

quan N — +o0.

perque
T
N - -7
Py~ Elp(S L X < K|+ r55) Y = e =0

quan N — +00.

Per tant,
Elp(3L, X)) = Elp(2)); Z ~ N(u,v).

Ara ja podem donar la formula de valoracié de Black-Scholes:

/ ) 1 f(y+‘;72>2d / (e Sp)e 1 7<y+272)2d
SO y e 20 y = e — 0 e e 2 y
R V2mo? Ke—rT>Sgev V2mo?

Simplificant i arreglant la formula anterior tenim
2 2

Py=Ke Td(a+ %) — Sy®(a — %).

rT

amb a = %log(sﬁo) -

Finalment com a conclusié tenim,

2 0.2

Py = limyoe PN — KeT0(a + %) — So®(a— 7).

Després, per calcular el preu d’un Call, utilitzariem la formula de paritat Call-Put.
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6 Conclusions

En aquest treball hem pogut veure com ha sigut possible relacionar les asignatures
de Modelitzacié i de Processos Estocastics del Grau de Matematiques mitjancant
la Matematica Financera, una eina que ha sigut imprescindible per la realitzacio

del nostre treball.

Per comencar hem vist un llistat de conceptes previs per introduir-nos en el tema i

posar-nos en situacié, com també una mica d’historia dels mercats financers.

Aixi seguidament hem comencat a tractar els mercats financers a temps discret,
parlant primer de les martingales, seguit del principi de no arbitratge, per arribar
als teoremes fonamentals de les finances i acabar presentant el model de Cox-Ross-
Rubinstein. Finalment hem implementat un programa amb el software Mathe-
matica per trobar el preu d'un Call i el Preu d'un put sota en model Cox-Ross-

Rubinstein.

En el segon apartat expliquem els mercats financers a temps continu, presentant
primer el que sén els processos estocatics i en particular el moviment Brownia,
passant per la integraci estocastica i el teorema d’It6 i amb el teorema de Girsanov
arribem al model de Black-Scholes, per trobar els preus del Call i el Put. En aquest
cas, hem programat en llenguatge C un algoritme per calcular el preu del Call sota

el model Black-Scholes.

Com a conclusié important volem destacar la importancia de 'equacié de Black-
Scholes en el mén financer ja que ha impulsat molt les finances i ha permes facilitar

la feina dels inversors perque permet protegir-se i seguir invertint.
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