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Abstract

In the early-to-mid 20th century, several notions of dimension appeared to deal
with some mathematical objects considered until that moment as “pathological” and
not worthy of study. The aim of this project is to explore the notions of Haus-
dorff, Minkowski and boz-counting dimension and their basic features. We show
that Minkowski and boz-counting dimensions are equivalent and that the Hausdorff
dimension of a set does not exceed its Minkowski dimension. We also introduce self-
similar sets, where the theory mentioned before becomes elegant and simple and
where both dimensions match. Finally we construct a space-filling curve, namely,
the Hilbert’s curve.
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Introduccion

Una caracteristica fundamental de muchos espacios matematicos es su dimen-
sion, que mide la “complejidad”’o los “grados de libertad” inherentes al espacio.
Sin embargo no hay una sola nocién de dimensién sino que hay una gran variedad
de ellas, cada una apropiada para ciertas clases de espacios matematicos. Defini-
ciones aparentemente parecidas pueden tener propiedades diferentes y no toman
necesariamente el mismo valor sobre un mismo conjunto.

La aparicién, entre finales del siglo XIX y principios del XX, de unos objetos
matematicos llamados en ese momento monstruos geométricos, que amenazaban
con hacer tambalearse los pilares sobre los que se habian construido muchas pro-
piedades matematicas, propicio la introduccion de nuevos conceptos que van mas
alla de los conceptos geométricos clasicos. Entre ellos estan las nociones de dimen-
sion de Hausdorff, de Minkowski y box-counting que, en lineas generales, reflejan
propiedades de escalado y autosemejanza y dan una idea de como un objeto llena
el espacio.

En este trabajo se pretendia explorar la definicién y propiedades basicas de la
dimensién de Hausdorff asi como sus usos y aplicaciones. En las primeras referencias
consultadas ya aparecieron la dimensién de Minkowski y la dimensién boz-counting
como conceptos ampliamente relacionados con el objeto de estudio, asi que el pri-
mero de los 4 capitulos que componen el presente trabajo estd dedicado a estas dos
nociones de dimension. Se definen y se demuestra que son equivalentes, a partir de
resultados y ejercicios propuestos en [3, [10].

En el segundo capitulo se introducen las definiciones de medida y dimension de
Hausdorff, algunas de sus propiedades, y la obligada comparaciéon con las nociones
de dimensién del capitulo anterior. Se presentan también dos ejemplos de célcu-
lo de la dimensién de Hausdorff de dos conjuntos. Estos pertenecen a una clase
de conjuntos llamados autosemejantes, que se describen en el Capitulo 3, donde
también se demuestra que la dimension de Hausdorff y la dimension boz-counting
coinciden sobre estos conjuntos, y que una vez conocida la estructura autosemejante
del conjunto, su calculo es inmediato. Los Capitulos 2 y 3 se han escrito siguiendo
[2, 3, @, [10].

Finalmente en el Capitulo 4 se construye una curva que llena el espacio, esto
es, una aplicacién continua y exhaustiva de [0, 1] en [0, 1] x [0, 1]. Ademés la curva
construida, llamada la curva de Hilbert, conserva la medida. Esta construccién, que
podriamos denominar autorreplicante, no solo tiene interés en ella misma sino que,
teniendo dimensién de Hausdorff y dimension boz-counting igual a dos, ilustra la



idea de que dichas dimensiones dan nocién del espacio que el conjunto rellena. La
construccion de la curva de Hilbert se ha hecho a partir de [9].



Conceptos previos

En este pequeno apéndice se presentan definiciones y resultados basicos de teoria
de la medida que se manejaran a lo largo del trabajo. No se incluyen demostraciones
puesto que en su mayoria fueron estudiadas en el curso Analisi real © funcional,
asignatura del grado de Matematicas. Sin embargo éstas pueden encontrarse en [J.

Breve repaso de teoria de la medida

Sea X un conjunto no vacio.

Definicién 0.0.1. Sea ¥ una o-dlgebra sobre X. Una medida p sobre (X,X) es
una funcion
w3 — [0, o0

tal que
1) u(®) =0,
2) (Whew Ar) = 22020 1(Ar).

A la terna (X, 3, i) se le llama espacio de medida. En un tal espacio, se dice que
E esnulosi F € ¥y pu(E) =0. Un espacio de medida se dice que es completo si
todo subconjunto de un nulo es de ¥ (y por tanto nulo).

Definicién 0.0.2. Se llama medida exterior sobre X a toda funcion
p* e P(X) — [0, 0]

que cumpla las siguientes propiedades

1) w(0) =0,
2) 1w (Uren Ak) < 20550 17 (Ax),
3) St A C B, entonces p*(A) < p*(B).

Definicién 0.0.3. Sea ® C P(X) tal que O € . Se llama funcion elemental a toda
funcion 3 : ® — [0, 00] tal que B(0) = 0.



Proposicion 0.0.4. Toda funcion elemental define una medida exterior por medio

de
(*(A) = inf {Zﬂ(Ek) Ac|J B Ere @} :

kelN kelN

Fijada una medida exterior p* sobre X, se define la familia 3(x*) de conjuntos p*-
medibles como la constituida por los C' C X tales que para todo E C X satisfacen

p(E)=p (ENC)+px (ENC°). (0.1)

Teorema 0.0.5. Sea p* una medida exterior sobre X. Entonces (X, X(u*), u) es
un espacio de medida completo, donde p = I () -

Sea ahora X un espacio métrico. Denotamos por d(A, B) = inf{lx —y| : = €
A, y€ B} ypord(z,B) =inf{|lx —y|: y € B}, donde | - | denota la distancia en
X.

Definicién 0.0.6. Se dice que una medida exterior u* sobre X es métrica si cumple
W (AUB) =p*(A)+ p*(B) si d(A, B) > 0.

Teorema 0.0.7. (Carathéodory) Si p* es una medida exterior métrica sobre X,
todo cerrado F (y todo boreliano) de X es p*-medible.

La medida de Lebesgue

Consideremos la siguiente construccién de la medida de Lebesgue en R?. Dado

d
A= {H[ai, b;) : lai, b;) C ]R}, la funcién f:A—R

=1 ?:1[ai’bi)'_>l_[§l:1(bi_ai)

es una funcion elemental a partir de la cual, en virtud de la Proposicién [0.0.4, po-
demos definir la medida exterior de Lebesgue de un subconjunto £ C R? mediante
la expresién

m*(E) := fuf { iﬁ((]k) L EC G Cy, Cy € A}.
k=1 k=1

Esta medida exterior nos permite definir el conjunto X de los elementos m*-medibles
que satisfacen (0.1)).

Si consideramos en R? la métrica euclidea, se satisface
Teorema 0.0.8. m* es una medida exterior métrica

Observacién 0.0.9. Se llega al mismo valor de medida exterior de Lebesgue si en su
construccion se usan cajas abiertas o cajas cerradas en lugar de cajas semiabiertas.
También se pueden reemplazar los recubrimientos de E por cajas por recubrimientos
por bolas.

Proposicién 0.0.10. m*(Cy) = B(Cy).



Capitulo 1

La dimensiéon de Minkowski y la
dimension box-counting

Para las definiciones de dimensién que se introducen en este capitulo, es fun-
damental la idea de “medida a escala ¢”. Para cada d, medimos un conjunto de
modo que se ignoren las irregularidades de tamano menor que §, y vemos como se
comportan estas medidas cuando 6 — 0. Un uso de estas nociones de dimensiéon
es crear distinciones més finas entre varios tipos de subconjuntos “pequenos”de
espacios como RY, mas alld de lo que se consigue con la medida de Lebesgue.

A partir de ahora y para el resto del trabajo, nos cefiiremos a R? como espacio
métrico de estudio, dotado de la distancia euclidea. Si no se indica lo contrario,
dado F C R, m(E) denotara la medida de Lebesgue en R? de E.

Para cada § > 0 denotamos por Es := {x € R?: d(x, F) < 0}.

En el primer apartado de este capitulo se introduce la definicién de dimension
de Minkowski asi como algunas propiedades. En el segundo se da la definicién de
dimensién box-counting y se demuestra que es equivalente a la de Minkowski. En
el tercer apartado se define una dimensién equivalente a la dimensién superior de
Minkowski que relaciona a ésta ultima con la cota superior asintética de m(Es).
Finalmente en el tltimo apartado se trata el cdlculo de las dimensiones desarrolladas
a lo largo del capitulo a través de dos ejemplos sencillos.

1.1. La dimension de Minkowski

Definicién 1.1.1. Sea E un subconjunto acotado de RY. Se define la dimensién
superior de Minkowsks:

S 1 E.
Tt () = limsup d — 087U Eb)
6—0 log o
y la dimension inferior de Minkowst
. . log m(Es)
dim,, (F) := llr(srgglfd T T logs

bt



St las dimensiones superior e inferior de Minkowski coinciden, se define la dimen-
sion de Minkowski

dimy(F) := dimy(F) = dim,,(E).

Proposicién 1.1.2. Si E C RY es no vacio y acotado, 0 < dim,,(E) < dimy,(E) <
d.

Demostracién. Si E # (), existe x € E, y para todo d > 0, B(x,0) C Ejs, de donde
C6? < m(Es). Luego para todo 0 < § < 1,

logC <d_ logm(Es)
logd — log 6

asi que tomando en ambos lados 11'%11 iglf obtenemos 0 < dim,,(E).
%

Por ser E acotado, existe K € R tal que para cada 0 < § < 1, m(Es) < K, luego

g log m(Ej5) <d- log K
log § log §

y tomando en ambos lados el limite superior cuando § — 0 obtenemos dimy (E) < d.
U

Observacién 1.1.3. Sean £ C F' C R? subconjuntos acotados. Claramente
dimy, (E) < dimy(F) y  dimy(E) < dima(F).

Definicién 1.1.4. Podemos extender las definiciones de dimension superior e in-
ferior de Minkowski a subconjuntos E no acotados de la siguiente forma,

dim,, (E) = sup  dim, (F) (1.1)

FCE, acotado

dimy(E) :=  sup  dimy/(F). (1.2)

FCE, acotado

Proposicién 1.1.5. Sea E C R? tal que dim,,;(E) < d. Entonces m(E) = 0. En
particular, para cualquier F C R con m(F) > 0, se tiene dimy (F) = d.

Demostracion. Sea E C R? tal que dim,,(E) < d. Entonces para todo F' C F
acotado, dim,,(F') < d. Esto implica que existe una sucesién {d0x}r C R* tal que

1 F,
lim 6, =0 y Hmd_m<d’
k—o0 k—o0 log (Sk
o equivalentemente a este ultimo limite,
1 F.
i 08mUEs) )

k—o00 log 5k

6



Luego tomando € = a/2, existe kg € N tal que para todo k > ky,

log m(Fs,)
—_— —a/2.
log o, >a—a/

Asi que para todo k > ko,
() < m(F,) = m(Fy,) < 6,
y haciendo k& — oo obtenemos m*(F') = 0. Esto vale para cualquier subconjunto

acotado de E. .
En estas condiciones, como E = U(E N B(0,17)), donde B(0,17) es la bola de centro

i=1
0 y radio ¢ de R?, se tiene, por la subaditividad de la medida exterior, que

m*(E) < i m*(E N B(0,7)) =0,

de donde m*(E) = 0.

Igual que en la demostracién del apartado c¢) de del Teorema [0.0.5] se tiene que
E satisface (0.1]) para pu* = m*, asi que F es medible y m(E) = 0.

Sirviéndonos del contrarreciproco, tenemos que si ' C R? es tal que m(F) > 0,
entonces dim,,(F') > d. De esto y de la Proposicién [1.1.2] obtenemos

dim,,(F) = dimy;(F) = dim,(F) = d.
O

Observacién 1.1.6. Sea 0 < k£ < d, y consideremos un subconjunto acotado de un
subespacio k-dimensional (en el sentido de dimensién de espacio vectorial) de R

Por ejemplo sea E = B*(0,1) x {0}¢7*, donde B¥(0,1) C R es la bola unidad en
R” y identificamos R¢ con R* x R4* de la manera habitual. Entonces se tiene

B*(0,1) x B¥(0,9) c Es ¢ B*(0,2) x B“%(0,6)
para todo 0 < § < 1, lo que implica
0k < m(Es) < o i
para constantes ¢, C' que dependen sélo de d, k. En particular, se tiene

g lo8m(Es) _
50 log &

Se verifica facilmente que los subespacios k-dimensionales de R? tienen dimensién
de Minkowski k.



1.2. La dimensién boz-counting
Definicién 1.2.1. Sean E C R? acotado y § > 0. Se denota por

(i) N&U(E) el menor nimero de bolas abiertas de radio & con centros en R?
necesarias para recubrir E.

(ii) N (E) el menor nimero de bolas abiertas de radio § con centros en E nece-
sarias para recubrir E.

(iii) NPU(E) el cardinal de la mayor 6-net de E, es decir, del mayor conjunto
x1,..., 05y C E tal que |x; — xj| > 6 para cada 1 <1i,5 <k.
E tal i >0 dal1<i,j<k

(1v) ./\/:;paCk(E) el mayor numero de bolas disjuntas que se pueden encontrar con
radio 0 y centro en E.

(v) NPX(E) el siguiente niimero. Consideremos la coleccion de cubos en la malla
de §-coordenadas de R?, es decir los cubos de la forma

[m1d, (my + 1)d] x « -+ X [mgd, (mg + 1)J]

donde my,...,mg son enteros. NP°*(E) denota el mimero de cubos de la d-
malla que intersecan con E.

Proposicién 1.2.2. Sean E C R? acotado y § > 0. Entonces se satisface

m(FE;)

WHE) = NP*(E) < m(B0,5) < 2NF(E), (1.3)
NZ(E) < NF(E) < N7(E) (1.4)

Yy
SL(E) < NF™(E) < 3'NGE(E) (1.5)

Demostracién. Para ver la primera igualdad de (L1.3)), observemos que dada una
26-net {z1,...,x,}, las bolas B(z;,d) son disjuntas dos a dos con centro en E.
Reciprocamente, dada una colecciéon de bolas disjuntas de radio ¢ con centros en
E, estos centros forman una 26-net de E.

Pasemos a la siguiente desigualdad. Como cualquier coleccion disjunta de bolas
abiertas de radio d con centro en F estd contenido en Es, se tiene

NF*(B)m(B(0,6)) < m(Es).

Consideremos ahora un recubrimiento de E por bolas abiertas de radio 0 con
exactamente N (E) bolas. Las bolas concéntricas pero con radio 20 recubren Es,
asi que

m(E;) < 29N E)m(B(0,6)).

8



La primera desigualdad de se debe a que cualquier recubrimiento interior
es exterior. La segunda se deduce del siguiente razonamiento. Sea {xy, ...,z } una
d-net de E tal que k = Ny(E). Dado = € E, tiene que existir 1 < ¢ < k tal que
x € B(x;,0), puesto que en caso contrario se tendria para todo ¢ que |x — ;| > 4,
con lo que NP*(E) no serfa el mayor nimero de elementos de una d-net de E.

La primera desigualdad de es consecuencia del siguiente hecho. Los cubos
de la d-malla que intersecan con F lo recubren, y para cada uno de ellos hay una
bola de radio 6v/d que lo contiene. Para ver la segunda observemos que cualquier
bola de didmetro § estd contenida en 3% cubos de la malla de lado § (eligiendo un
cubo que contenga algin punto de la bola junto con los cubos colindantes). U

Teorema 1.2.3. En las condiciones de la proposicion anterior, se satisface

o N5 (E)
dimy,(F) = limsu 1.6
() = limsup T (16)
' N (B)
. RV 5
donde *x es cualquiera entre ext, int, net, pack, box.
Demostracion. Por la Proposicién [1.2.2] se satisfacen
ext E < int E < net E < m( J 1.
26( )— 25( )— 26( )_m(B(O,(S))’ ( 8)
_mlEy) 2INFUE) < 2°NIM(E) < 2°NP(E) (1.9)
m(B(0,0)) ~ - - ’
Npack(E) < m(E(5) < 2d ack(E) y "
’ ~ m(B(0,0)) T 02

Considerando por ejemplo NF¥(E), de (1.8) se sigue que si § < 1/2 entonces

logm(B(0,0))  log N"(E) _ , logm(Ey)
log 2 + log d —log26 log 2 + log d

y tomando limites cuando § — 0

.. log N&Y(E) )
— ¢

R g1y = dml®)
log N&t(E)

1i ———<d E).

P g1y = )

Por otro lado, de (|1.9))

ext
J_ log m(Ejs) <d- logm(B(0,0)) N dlog?2 N log N (E)’
log ¢ log ¢ —logd log1/4




que conduce a

1 ext E
dim,, (E) < lim inf log N5 (E)
50 log1/§

' log N¥(E)
— , og Ns™
dimy,(F) < limsup —————=

Procediendo de manera analoga se demuestran las otras equivalencias. U

Definicién 1.2.4. Denotaremos por

- N (E)
dimg(F) = limsup ——~—
B( ) 6ﬁ0plog1/5
y por
N5 (E)

dimg(F) = lim inf
5(F) 3-0 log1/8’
donde * es cualquiera entre ext, int, net, pack, box. A estos limites se les llama
respectivamente dimension box-counting superior e inferior de E.

Las definiciones de dimensiones boz-counting superior e inferior se pueden ex-
tender a conjuntos no acotados como se ha hecho en (1.1)) y (1.2)) en el caso de la
dimensién de Minkowski.

Hay varias definiciones equivalentes de boz-dimension, hemos puesto aqui solo al-
gunas. En la practica uno adopta la definicién mas conveniente para cada aplicacién.
Estas dimensiones son relativamente faciles de calcular y de estimar empiricamen-
te. Por ejemplo para encontrar la boz-dimension de un conjunto £ C R?, podemos
dibujar la §-malla de cuadrados y contar cuantos se superponen con E para varios o
pequenos (de ahi el nombre boz-counting) y hacer la razén logaritmica. De hecho la
definicién de boz-dimension a partir de NP°* da una interpretacién del significado
de box-dimension. El nimero de cubos de la d-malla que intersecan con E es un
indicador de lo disperso o irregular que es el conjunto cuando se examina a escala
0. La dimension refleja cuan rapido las irregularidades se desarrollan cuando § — 0.

1.3. Definicién equivalente de la dimensién supe-
rior de Minkowski

Definicién 1.3.1. Sea E un subconjunto compacto de R?. Se define dpr(E) como
dy(E) :=inf{B : m(Es;) = O(6*"), § — 0}.

Proposicién 1.3.2. Sea E un subconjunto compacto no vacio de R%. Entonces

dimy(E) = du(E).

Demostracion. Observemos que si £ C R® es compacto, {3 : m(Es) = O(6¢°F), 6 —
0} es no vacio, puesto que por ser E acotado, existe K € R tal que para cada

10



0 <6 <1 m(Es) <K, dedonde m(Es) = O(1) = O(6%%) cuando § — 0. Sea
entonces 8 € {8 : m(E;5) = O(6“7), 6§ — 0}. Por definicién, existen 5y > 0y C
tales que para todo § < &y, m(FE;) < C6%#, de donde

J_ log m(Es) <5 logC’
log ¢ log ¢
esto implica
1 E 1
lmsupd — 28™E) o cws - 1080 _ g
§—0 10g ) §—0 log 1

En consecuencia dimy;(E) < dy(E).

Veamos ahora la otra desigualdad. Desarrollando la definicién de limite superior,
para cada € > 0, existe 7. > 0 tal que si v < 7,

1 E 1 E
sup d — ()gm—(g) < h’msupd— Ogm—(d) + €.
5€(0,1) log d 50 log 0
Luego para cada § < 7,
logm(Es)  ——
— < E
logd — mar(£) +6,

de donde

Asi pues, para cada € > 0, m(Es) = O <6d*(mM(E)“)> cuando § — 0, por lo que
dy(E) < dimy(E) + €, y haciendo € — 0 se termina. O

1.4. Ejemplos de calculo

1.4.1. La dimension de Minkowski del conjunto cuaternario
de Cantor

on

Sea Cj :=[0,1]. Dado C,, = LJ[cﬂ1 b?'], con n € NU {0}, se define

1971
=1

n
7

S —ar b —a)
Gn+1 = U ai -+ 4 s bl — 4 .

i=1

Sea Cy 41 := C,, \ Gy41. Claramente, para todo n € NU{0} y para todo 1 <1 < 2"

b — a! = —, asi que podemos poner

) 471’
2n
Gri1 = U (ai + gl bi = 4"+1) ’

i=1

11



A 2n+1

1 1
Cn+1 - U |:Cl?, a? + 4n+1:| U |:bzn - 4n+1 ) blnj| = U [a?—Hv b?—i_l]y

=1 =1

1 1
ntl ._ n ntl . n n+l ._ 1n nt+l .__ n
donde ay"; = aif, by, = q; qnt1 G2 T b — PrES A by’

Definicién 1.4.1. Se define el conjunto cuaternario de Cantor

C = ﬂCn.

nelN

1
Observemos que para cada n, los 2" intervalos de longitud o que forman C,

son disjuntos. Ademds, se demuestra facilmente (andlogamente a la demostracién
que veremos mas adelante para el conjunto ternario de Cantor) que los extremos de
estos intervalos pertenecen a C.

Lema 1.4.2. Sean € IN. Para todo 1 <i < j < 2",

n i n in 2
d ([a}, b}], [a] b'])24—n.

i RRe

. : . 2
Demostracidn. Por induccién sobre n. Para n = 1, d([a], bi], [a],b3]) = . Supon-

4

2
gamos que d([a}, b}], [a},b]]) > o bara cada 1 < i < j < 2". Entonces sean

1 < <5 < 2"l Siexistel < i < 2" tal qued = 2i — 1y 5 = 24, por
construccién

2
d([a3+17b;+1]7 [a?’+17b?’+1]) = 4n+1'
En caso contrario, existen 1 < i < j < 2" tales que [a}™, b C [a2,b7] ¥

177

[a;l,ﬂ, b}lfl] C [a;-‘, b;?], asi que aplicando la hipétesis de induccion se obtiene

d([ai’+17bi’+1]’ [aj’H’bj/H]) > 4n = An+1"

g

Proposicién 1.4.3. La dimension de Minkowski del conjunto cuaternario de Can-
tor es 1/2.

Demostracidn. Sea 6 > 0. Para cada n € N, Cs C (Cy,)s.

Por otro lado, sea = € R tal que d(z,C,,) < . Distinguimos dos casos.
(i) Si x € C,, entonces d(z,C) < o <
(ii) Si z ¢ C,,, entonces d(z,C) < 0.

Ambas conclusiones son consecuencia del hecho que para todo 1 <i < 2", a;,b; €
C'. De este modo tenemos que

§i d(x,Cy) < 8, entonces d(x, C) < max{s, 4%}. (1.10)
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1 1 1
Para todo 0 < 6 < 1 existe n’ € N tal que —— s <0< YT En estas condiciones,

(Cn/+1)4—(n/+1) C (Cn/+1)5 C Cs C (On/)5 C (Cn/)4_n’
1
donde la segunda inclusién se obtiene de (L.10) y de méax{d, — +1} = 9. Luego

M((Crrt1)g-es1y) < m(Cs) < m((Crr) g-w).

Observemos que por la Proposicién [1.4.2, para cada n € N, C,, _ estd formado

4—n
por 2" intervalos disjuntos de longitud 34—n, asi que sustituyendo en la expresion

anterior se tiene

3
on’ on/+1 = <Cé> S 2_n
de donde
/ /
_log3  (n +1)10g2§1_10gm(05) Sl_1og3 nlogQ. (1.11)
log & log & log & log & log &
—logd —logé
Ademas, al calcular n’ en funcién de § obtenemos n’ = [ 08 ], donde [ 28 }
log 4 log 4
—logé .
denota la parte entera de ool lo que nos permite poner
0og
—logd —logd
"+1< 1 —1<n
mhls log 4 * Y log 4 "
Asi pues, usando estas cotas en la expresion ((1.11]),
—logd —logd
1) log 2 ——— —1)log?2
| log3 (et logd Jlog _ oy logm(Cy) _ log3 ( log 4 1o
log § log & - logd — log § log & ’
es decir,

log3 log?2 log2<1_10gm(C’5)<1_log3 log2 log?2

1— - - —
logd logd logd — logd — logd logd logd

log m(Cs)

Tenemos entonces que 1 — estd encajada entre dos funciones cuyo limite

log o
0g ,
cuando 6 — 0 es 1 — —— asi que
log 4
log m(Cj) log2 ,
Iml—————=1-— =d C.
520 log 6 logd 2 Hiar
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1.4.2. La dimensién box-counting del conjunto ternario de
Cantor

Andlogamente a la construccién del conjunto cuaternario de Cantor que hemos
hecho en el subapartado anterior, se construye el ternario como sigue.

2n
Sea Cy := [0,1]. Dado C,, = U[a?, b?], con n € NU {0}, se define
i=1
& b — al b —a?
Gpi1 = P )
+1 Z:LJI (az + 3 i 3 >

Sea Cy 41 := C,, \ Gy41. Claramente, para todo n € NU{0} y para todo 1 <1 < 2",

V23 n __ s
b —al = 30 asi que podemos poner

> 1 1
Gn—l-l:U(a;L—i_ﬁab?_ﬁ)a
i=1

on 2n+1

1 1
Cot1 = U |:a?’a? * 3n+1:| U {b? N 3n+1’b?] - U [a?—i_l’ b?—H]’
i=1 i=1
1 1
1, 1, 1. 1.
donde a4 :=a?, V5, i=al Y ahtt =00 — gt Y ntt = 0p.

i}
a by
:
(.-l':

2 2
ajy by

3 13 % pd
ap b oap by

s I'i —_— — —_— — — — —_— —

Figura 1.1: Primeros pasos en la construccion del conjunto de Cantor.

Definicién 1.4.4. Se define el conjunto ternario de Cantor

C .= ﬂC’n.

nelN

Observacién 1.4.5. Para cadan € N, {G; U ... UG,,C,} forman una particién
de [0, 1].
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Definicién 1.4.6. Para cada n € N U {0}, se define
E,:={a’b':1<i<2"}

como el conjunto de los extremos de los intervalos que forman C,,.

Observacién 1.4.7. Por construccién, para cadan € NU {0}, E, C E,,1.

Proposicién 1.4.8. Sea n € NU{0}. Sia € E,, entonces a € C.

Demostracion. Sea a € E,. Por la observacién anterior, para cada m > n,
aGEmCC'm.YcomoC'lDC’gD...DC’n,GEﬂC’n. O

nelN

Proposiciéon 1.4.9. La dimension box-counting del conjunto ternario de Cantor es
log2/log 3.

Demostracion. Sea § > 0 y sea k € IN tal que 1/3* < § < 1/3*1. Como C}, recubre
C, claramente N5 (C) < 2k, Entonces

S log N575(C) log 2* log 2
di =1 — 5 < = :
el =P " ogs2 = P g2 1) log3

Por otro lado, si 1/3*! < § < 1/3*, cualquier intervalo de longitud ¢ interseca
como mucho a uno de los 2¥ intervalos que forman Cj,. Como todos los extremos de
dichos intervalos deben ser recubiertos, se tiene 2¢ < f/";(C), que conduce a

15



Capitulo 2

La medida y la dimensién de
Hausdorft

Muchas maneras de estimar el “tamano”o la “dimension”de conjuntos “finos”o
“altamente irregulares” han sido propuestas para generalizar la idea de que puntos,
curvas (de clase C*™) y superficies tienen dimensiones 0, 1 y 2 respectivamente.
Entre todas ellas, la dimensién de Hausdorff, definida en términos de la medida de
Hausdorff, es la més antigua y ampliamente estudiada.

Carathéodory (1914) introdujo, partiendo de construcciones anteriores de Borel
y Lebesgue, las més generales “medidas exteriores de Carathéodory”. En particular
defini6 la medida “l1-dimensional” o “lineal” en el espacio euclideo n-dimensional,
indicando que medidas s-dimensionales podian ser definidas de forma parecida para
otros enteros s. Hausdorff (1919) sefialé que la definicién de Carathéodory también
era valida para s no entero. Ilustré esto mostrando que el famoso conjunto ternario
de Cantor tenia medida s-dimensional positiva pero finita si s = log2/log3 =
0,6309.... De este modo nacié el concepto de conjuntos de dimensién fraccionaria.

En el primer apartado de este capitulo se define la medida de Hausdorff y se de-
muestran varias propiedades, algunas de las cuales conducen al segundo apartado,
donde se define la dimensién de Hausdorff y se muestran definiciones equivalentes.
En el tercer apartado se usa una de estas definiciones equivalentes para relacio-
narla con la dimensién box-counting. Finalmente en el ultimo apartado se calculan
las dimensiones de Hausdorff del conjunto ternario de Cantor y del triangulo de
Sierpinski, poniendo de manifiesto que calcular la dimensién de Hausdorff de un
conjunto puede no ser tarea facil.

2.1. La medida de Hausdorff

Sea £ C R%. Se denota por diam(E) = sup{|r—y| : z,y € F}. Un recubrimiento
{F} de FE se llama d-recubrimiento si para todo k, diamFj, < .
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Definicién 2.1.1. Se define

H® (E) := inf {Z(diaka)a : EC | JF, diamF, <6 Vk} . (2.1)

k k=1

Proposicién 2.1.2. H° es una medida exterior.

Demostracion. Para ver la monotonia, basta observar que si E; C FEs,, cualquier
recubrimiento de E5 lo es también de E;.

Veamos ahora la subaditividad. Sea { E;} una familia numerable de subconjuntos
de RY, y sea B = Uj E;. Fijado 6 > 0, para cada j existe un d-recubrimiento

{Fjx}r de Ej tal que Y, (diam(F;))* < H(E;) + €/27. Como Uk Fir es un
d-recubrimiento de F, forzosamente

Ho(E) < Z(diam(Fj,w)a < ZHi(E) +e,

y como ¢ es arbitrario, obtenemos la subaditividad de #H?. U

Observemos que H? (E) crece cuando § decrece, pues se reducen los recubrimien-
tos permitidos.

Definicién 2.1.3. Se define la medida exterior de Hausdorff de dimension
a de E como
mi(E) = lim H (E).

6—0

Por la observacion anterior este limite existe (aunque podria ser infinito), y para
cada § se satisface H(E) < m?(E). Adem4s, se comprueba con facilidad que por
ser m;, limite de medidas exteriores es una medida exterior.

Por el Teorema [0.0.5, (R, $(m},), m,) forman un espacio de medida completo.

Llamamos a m, la medida de Hausdorff de dimensién «.

Observacién 2.1.4. Cuando se define la medida exterior m},(E) es importante
imponer que los recubrimientos sean de conjuntos con diametro arbitrariamente
pequeiio. Este es el sentido de la definicién m} (E) = lims_,o HS (E). Este requisito,
que no es relevante para la medida de Lebesgue, es necesario para asegurar la
aditividad numerable de m,,.

Proposicién 2.1.5. m?, es una medida exterior métrica sobre R%.

Demostracion. Sean Ey, By C R tales que d(Ey, E>) > 0. Como ya hemos visto que
m}, es una medida exterior, bastard demostrar m} (FE; U Ey) > mb(Ey) + m*(Ey).

Sea 0 < ¢ < d(Eh, E,) y sea {F;} un d-recubrimiento de E; U E,. Consideremos

Entonces {Fj} y {F]'} son d-recubrimientos de E y Ej respectivamente. Ademds,
observemos que para cada j, o bien F} = () o bien Py = (), puesto que en caso
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contrario habria dos elementos z,y € Fj con |x —y| > §, que implicaria diamF; > 6.
En consecuencia,

Z(diamF;)a + Z(diamF;')a < Z(diaij)a.

J J J

Tomando fnfimos obtenemos H2 (Ey) + HS (E2) < HS(E; U Fy) y haciendo d tender
a cero se termina. U

Llegados a este punto estamos bajos las condiciones del Teorema [0.0.7, que nos
permite decir que los borelianos son m,-medibles.

De ahora en adelante nos restringiremos pues a los borelianos y escribiremos
mq(E) en lugar de m}(E).

Veamos unas cuantas propiedades de la medida de Hausdorff

Propiedad 2.1.6. La medida de Hausdorff es invariante por traslaciones
Mma(E + h) = my(E) para todo h € RY,

Y por rotaciones
Mmea(rE) = mq(E),

donde r es una rotacion en RY.

Es mds, si escalamos E por un factor A > 0, se satisface
Ma(AE) = Xmy(E).
Demostracion. Se deduce del hecho que el didmetro de un conjunto S es invariante
por traslaciones y rotaciones, y cumple diam(AS) = Adiam(S) para A > 0. O

Propiedad 2.1.7. Se satisfacen las siguientes relaciones entre medidas de Haus-
dorff y otras medidas

a) Si E C RY es un boreliano, la cantidad mo(E) cuenta el niimero de puntos en
E.

b) Si E es un boreliano de R, mi(E) = m(E). (Aqui m denota la medida de
Lebesgue sobre R)

c¢) Si E es un boreliano de RY, entonces

cama(E) < m(E) < 2%cqmq(E).

Demostracion. a) Sea z € RY. Observemos que para todo § > 0, H3({z}) = 1 de
donde mo({z}) = 1. Del hecho que mq sea una medida (con aditividad numerable)
se deduce que cuenta el niimero de puntos.

b) Sea ahora E C R. Si consideramos la construccién de la medida de Lebesgue
a partir de intervalos cerrados, el enunciado es consecuencia del hecho que cualquier
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d-recubrimiento por intervalos cerrados es en particular un §-recubrimiento y que
cualquier subconjunto de didmetro ¢ esta contenido en un intervalo de longitud 4.

c¢) Se puede poner la medida de Lebesgue de E' como
= inf {Z m(B;) : {B;} é-recubrimiento de E por bolas}

asf que para cada €,0 > 0, existe un d-recubrimiento {B;} tal que }_ . m(B;) <
m(E) + €. Entonces,

HY(E) < Z(dlamB Zm ) < 1/cqg(m(E) + ).

1
Haciendo tender d y € a cero, obtenemos mg4(E) < — m(E).
Cd
Para la otra desigualdad, consideremos para cada e > 0 un d-recubrimiento {F;}
de E tal que ) j(diaij)d < mg(FE)+e. Podemos encontrar una coleccién de bolas

{B;} tales que B; D F; y con diamB; = 2diamF}. Entonces
E) < Zm(Bj) = Z cq(diamB;)* = 2%¢, Z(diaij)d < 2%y(mg(E) + e).

J J J
Haciendo € — 0 se obtiene el resultado. U
Propiedad 2.1.8. Si m}(FE) < oo y 8 > «a, entonces mj(E) = 0. También si
mi(E) >0y B < a, entonces mj(E) = oo.
Demostracion. Si diam(F) < §y > «, entonces

(diamF)? = (diamF) ~*(diamF)* < 6°~*(diamF)°.
En consecuencia
Hg(E) < OPTOHS < §Fomi(E).

Como m}(E) < ooy f — a > 0, encontramos en el limite cuando ¢ tiende a cero,
que m(E) = 0.

El contrarreciproco da mj(E) = oo siempre que m}(E) >0y 8 < a. O

Observacién 2.1.9. Sea £ C R? un boreliano. Para cualquier o« > d, se tiene
mq(E) = 0. Esto es debido a que m,(B(0,n)) = 0 para todo n € IN, donde B(0,n)
es la bola de centro 0 y radio n en R

Vedmoslo. Por el apartado c) de la Propiedad ,

cama(B(0,n)) < m(B(0,n)) < oo,

asi que

mq(B(0,n)) < oo
y por la Propiedad [2.1.8],
para todo o > d, m,(B(0,n)) = 0.

Entonces, como R? = |, B(0, n) se tiene que si E C RY es un boreliano y o > d,
0 < ma(E) < ma(RY) <> ma(B(0,n)) = 0.
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2.2. La dimension de Hausdorff

Proposicién 2.2.1. Dado un boreliano no vacio E C R?, existe un nico o tal que

ms(B) = 0 sif>a

{oo st <«

O dicho de otro modo, existe un unico « tal que
a =sup{f: mg(E) =00} =nf{s: mg(E)=0}.

Demostracion. Sea E C R? un boreliano no vacio. Distinguimos dos casos.

(1) Si E tiene un numero finito de puntos, por el apartado a) de la Propiedad

2.1.7, 0 < mo(E) < oo. Entonces por la Propiedad [2.1.8] para todo 5 > 0, mg(E) =
0; y para todo 8 < 0, mg(FE) = co. Asi que en este caso a = 0.

(2) Si E tiene infinitos puntos, mo(E) = oo. Por otro lado si o > d, por la
Observacién [2.1.9) mq(E) = 0. Asi que By := {3 : mg(E) =00} # 0y By :={f:
mg(E) =0} # 0. Sean 1 € By y 32 € Bs. Por la Propiedad [2.1.8] 31 < . Asi que
sup B; < inf Bs.

Veamos ahora que sup By > inf B,. Supongamos lo contrario, sup By < inf Bj.
Tendriamos que el intervalo abierto (sup By, inf By) # () y para cualquier 8 €
(sup By, inf By), 0 < mg(E) < oco. Tomando dos (3 distintos en este intervalo, lle-
garfamos a contradiccién con la Propiedad [2.1.8

Por lo tanto, sup By = inf By, y en este caso « existe y es Unico por la existencia
y unicidad del supremo (o del infimo). d

Definicién 2.2.2. Dado un boreliano no vacio E C R, sea
a:=sup{f: mg(E) =o0} =mf{f: msz(E) =0}

Diremos que E tiene dimension de Hausdorff o, y escribiremos o = dim E. Si
ademds E es acotado y se cumple 0 < my(F) < oo, diremos que E tiene dimen-
sion estricta de Hausdorff «.

En general, calcular la medida de Hausdorff de un conjunto no es un problema
sencillo. Aun asi, en algunos casos se puede acotar superior e inferiormente esta
medida y determinar la dimensién del conjunto.

2.2.1. Definiciones equivalentes de dimensién de Hausdorff

Es facil comprobar, de manera analoga a como se hace para las definiciones
equivalentes de la medida de Lebesgue, que obtenemos los mismos valores para la
medida y la dimensién de Hausdorff si en usamos d-recubrimientos sélo de
abiertos, o sélo de cerrados.
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Hay otras clases de recubrimientos que definen medidas que aunque no coincidan
necesariamente con la medida de Hausdorff, conducen a la dimensién de Hausdorff.
Por ejemplo, podriamos usar recubrimientos por bolas abiertas. Sea

B’(A) = inf {Z(diamBi)a  AC U B;, B; bolas abiertas con diamB; < 5} :

%

Tomando m}(A) = lims_,o B%(A), obtenemos para cada boreliano E una medida
Me(E) y una "dimensién” o en la que mq(E) salta de co a 0. Claramente HZ(E) <
B (E), puesto que cualquier d-recubrimiento de E por bolas es un recubrimiento
permitido en la definicién de H?. Por otro lado si {U;} es un d-recubrimiento de E,
para cada i existe una bola abierta B; de diametro igual a 2diamU; < 26 tal que
U; C B;. Luego

> (diamB;)* =Y " (2diaml;)* = 2°) " (diaml;)®,

y tomando infimos obtenemos
BY(E) < 2°HS (E).
Haciendo § — 0 se satisface
Ma(E) < my(FE) < 2°my(F). (2.2)

En particular esto implica que los valores de a para los que m,(E) y m,(E) saltan
de oo a 0 son iguales, asi que las dimensiones definidas por las dos medidas son
iguales. Es més, si I’ es un compacto, entonces llegamos al mismo valor de m, (E)
si s6lo consideramos d-recubrimientos finitos de bolas abiertas.

Anéalogamente se demuestra que si se define
M (A) = inf {Z(n)a : AC UB(x,n-), ri < (5} (2.3)

y se toma M*(A) = lim;_o M5 (A), esta medida conduce también a la dimensién

de HausdorfT.

2.3. Relacién entre dimensién de Hausdorff y box-
counting

Es importante entender la relacién entre dimension box-counting y dimension
de Hausdorff. Sea E un boreliano. Si E puede ser recubierto por N (E) bolas de
radio J, entonces de la definicién ([2.3))

M(E) < N&YE) 6~
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Sea s = dimy(F). Para cada a@ < s, M,(E) = oo, asi que 1 < My(F) =
lfims 0 MS(E), de donde se sigue que para § suficientemente pequefio

0 < log N (E) + alog 4.

En consecuencia log Nt (
a < liminf M7
50 —logd

luego L
dimy(F) < dimg(F) < dimg(FE). (2.4)

En general, no se tiene la igualdad entre estas dimensiones. Aunque la dimensién
box-counting y la de Hausdorff coinciden para muchos conjuntos “razonablemente
regulares” (como veremos en el Capitulo 3), hay bastantes ejemplos en los que esta
desigualdad es estricta.

Supongamos ahora que existe dimg(F) = s’. En lineas generales, la relacién

hace intuir que N (E) ~ 6~ para ¢ pequeflos. Mds concretamente, esta igualdad
implica que si a < &,
lim NgY(E)6* = oo,

6—0

y que si a > s,
lfim N (E)5® = 0.

6—0
Observemos que, de hecho, para cada «

NEYE)6® = inf {Z 0% : {B;} es un 2¢-recubrimiento (finito) de bolas de E}
que podriamos comparar con

MO (E) = inf {Z(m)a : {B(z,7;)} es un 26-recubrimiento de E} :

i

expresion que, recordemos, conduce a la dimensién de Hausdorff. Cuando calculamos
la dimensién de Hausdorff, asignamos pesos diferentes (r;)* a cada conjunto B(z, ;)
del recubrimiento, mientras que para las dimensiones box-counting usamos el mismo
peso 0% para cada conjunto del recubrimiento. Las dimensiones boz-counting se
pueden pensar como un indicador de la eficiencia con la que un conjunto puede ser
recubierto por pequenos conjuntos de igual medida, mientras que en la dimension
de Hausdorff intervienen recubrimientos por conjuntos pequenos pero de medida
variable. Esta diferencia es analoga a la que se hace cuando se aborda el calculo de
volimenes de conjuntos a partir de la integral de Riemann o de la de Lebesgue: en
el enfoque Lebesgue/Hausdorfl se permiten recubrimientos numerables por bolas
o cajas de medida variable, mientras que en el abordaje Riemann/Minkowski los
recubrimientos son finitos y de medida uniforme.
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Uno podria estar tentado de introducir la cantidad v(E) = lim,  (N(E)0%,
pero esto no da una medida para los borelianos. Como consecuencia, las dimensiones
boz-counting tienen numerosas propiedades desafortunadas que pueden ser dificiles
de manejar.

De todas formas, como las dimensiones boz-counting estdn determinadas por
recubrimientos de medida uniforme, tienden a ser mas faciles de calcular que la
dimensién de Hausdorff.

2.4. Calculo de la dimensiéon de Hausdorff. Ejem-
plos
2.4.1. El conjunto ternario de Cantor
Consideremos la construccién del conjunto ternario de Cantor del subapartado

1.4.2| Introduciremos a continuacion una funcion ligada a dicha construccion y
algunas de sus propiedades que nos permitiran calcular la dimension dimg C.

La funcién de Cantor-Lebesgue

Sea f1 : [0,1] — [0, 1] la siguiente funcién definida por partes:

% siz e Gy
filz) =% 3z sizel0,3]
Sr—1 sizeld 1]

Observemos que f; es continua, f1(0) =0y fi(1) = 1. Para cada n € N, se define
por recurrencia f, 1 de la siguiente forma:

( fn($) SleGlLJUGn

n n 1 1
fn(@) + fa(bi) sixE(a’-W— b — >71§i§2n

2 v nt+17 7 gn+1
fn+1(x) = gy ntl . ‘ r .
(5) T+ qg@tl S1T € CL?7CL? + 3n+1:| ) 1< <2
3yn+l atl . [ 1 o
(2)" w+a sive bi_3n+17bi , 1<i<2
\ L

donde gt = fu(a?) — ()" ap y g5t = faop) — (3)" by
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Observacién 2.4.1. Definida de esta forma, f,,11(a?) = fu(al), for1(b?) = f.(bF),
1 1 1 1
oo (08 g ) = el + gz, oo (0= 57 ) = 000) = e

/
/
/
. /
/ .
/
“ i 5 .
/ ! /
. | o -
/ /
. / . r
/ /
. . —_— . y
W . / /
/ ~
/ /
. . / /
/ /
/ /
1 / /

Figura 2.1: Primeros pasos en la construccion de la funcién de Cantor-Lebesgue.

Proposicion 2.4.2. Para cada n € N, se cumple

a) f(0) =0, fu(1) = 1. En general, sia € E,, para todom >n  f,(a) = fu.(a).
1

b) Para todo 1 <i <2", f,(bF) — fu(al) = TR

c) [n es continua

1
D) fur(@) = Jul@)] < 5y pora todo & € [0,1]

o) Para coda 5.y € 0.1 1folo) = )] < (3) o= ol

Demostracion. a) Por induccién sobre m. Para m = n la hip6tesis es cierta. Supon-
gamos que fp,(a) = fu,(a), con m > n. Por la Observacién [1.4.7, a € E,,, asi que
por la Observacién 2.4.1} f,41(a) = fi(a) = fu(a).

b) Se deduce de la Observacién m para cada n + 1, n € IN, y se comprueba
para n = 1.

c¢) Usando el apartado anterior se comprueba facilmente que

1 nlal (b 1
fnt1 (a?—i_ 3n+1> - ! (al);—f ( Z) = fat1 (b?_ 3n+l) )

asi que f,41 es continua en (al',b}) para todo n € N y para todo 1 < i < 2". Ra-
zonando por induccién y usando que para cada x € Gy U ... UG, for1(x) = fu(2),
1

3n+1

que fn+1<a?) = fn<a?)7 fn+1(b?> = fn(b”v y que f,41 es lineal en {a?7 a; +

1
y en {b? ~ e b?] se obtiene el resultado.
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d) Sea n € IN. Bastard ver que esto es cierto para todo = € C,,, puesto que para
r € GLU...UG,, fu(zx)= f.(z) por definicién. Sea entonces = € [a}, b}| para
algin 1 < < 2", Distinguimos 2 casos:
ay 4+ b7
2

(i) Size {a?, } , como f, es lineal y creciente en [a}, b'], tenemos

1771

. IRCARSACY,
Fula?) < ful) < RO

. . . 1
Por otro lado, como f,,1 es continua, es lineal creciente en {a” al + ——| y cons-

177 3n+1
(a? (b1 1
f(az)—;—f(z) en |:CLZL+_ b — },tenemos

tante igual a el s,

fala?) + 1 07)

falai) = fai(@)) < funa(z) < 9

al + b ) , .
%, bf}, procediendo de forma andloga al caso anterior,

(i) Siz e (
se obtiene

fnlai’) + fn(b})
2

Sulai’) £+ fn(b})
2

< fulx) < £.(01) ¥ < faa(z) < fulb])

En ambos casos, las imagenes de x por f, y por f,+1 estdn en un intervalo de
fn(07) — folal)

longitud
ongitu 5

, 'y por lo tanto en ambos casos

nbn —Jn :L Y 1
una(o) — fola)| < 2Dl L L

e) Consideremos los intervalos abiertos determinados por los puntos en £, esto

es, (ay,b}), (by,ay), ..., (ah.,b%.). La continuidad de f,, y el hecho de que en ca-

da uno de estos intervalos f tenga pendiente menor o igual que <§> garantizan

que el resultado es cierto para todo s,t € [a?,b}], con 1 < ¢ < 2" y para todo

1771

s’ t' e b}, al ], con 1 <4 < 2" — 1. Luego lo es para todo s,t € [0, 1]. O

Proposicién 2.4.3. La sucesion { f,}nen es uniformemente de Cauchy en C[0,1].

Demostracion. Sean n,m € IN y supongamos n < m. Por el apartado d) de la
proposicién anterior se tiene, para cada x € [0, 1], que

[ fin(@) = fu(@)] < [fn(2) = fnr (@) + s (2) = fina(@)] 4 A (@) = Ful@)] <

1 1 1
< — < — = —.
— 9om + mel + + 2n+1 - Z 2 on

1=n+1
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1
Como Ve > 0 dn. € N tal que Vn > n/, on < €, tenemos que dado € > 0,
Vm,n € N tales que m > n > n., se cumple |f,,(z) — fu.(z)| <€ Vz €0,1]. O

En particular, la sucesion { f,,(z)}new es de Cauchy para cada = € [0, 1]. Por ser
R completo, para todo z € [0, 1], existe y, € R tal que y, = lim f,(z).
n—oo
Definicién 2.4.4. Se define

f:0,1

T

R
Y, = lim f,(x)

n—o0

%
H
Esta funcion se llama la funcion de Cantor Lebesgue.

Por ser f limite puntual de funciones crecientes, es creciente. Y como de hecho
{fn}nen converge uniformemente a f, y para cada n € N, f,, es continua, entonces
f es continua. Ademés f(0) =0y f(1) =1, asi que f: [0,1] — [0, 1] es exhaustiva.

Proposicién 2.4.5. La funcion f de Cantor-Lebesque cumple las siguientes pro-
piedades:

1
a) Para cada x € [0,1] y para todo n € N, |f(x) — fo(x)] < o

b) f(C)=1[0,1], donde C' es el conjunto ternario de Cantor.
Demostracion.
a) En la demostracion de la Proposicién hemos visto que si m,n € IN son

tales que m > n, entonces para todo x € [0,1], |fm(z) — fu(z)] < o Haciendo

m — oo se prueba el enunciado.

b) Bastara ver esta inclusion f(C') D [0,1]. Sea u € [0,1]. Por ser f exhaustiva,
existe z € [0,1] tal que f(x) = u. Distinguimos dos casos:

(i) Siz e ﬂ C.,, entonces u € f(C).

nelN

(i) Siexiste n € N tal que x € C,,, por la Observacién|1.4.5, z € G1U...UG,,.
Luego existen s € {0,... ,n— 1}y @ € {1,...,25} tales que

S 1 S 1

Por construccién, para todo m > s+ 1, f.(x) = fsi1(x), por consiguiente

u= f(z)= nh—{Elo fa(@) = fori().
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1 1
Por otro lado, fs1 es continua, y toma valor constante en (af + g b; — 3 +1)'

1 1
] S S
En consecuencia, como x € <ai + 3o11 bi — 3ol )

1
fs-i-l('r) = fs-i—l (a'zs + 3s+1)

1
Pero (af + @> € E,11, asi que por el apartado a) de la Proposicién [2.4.2]

s 1 , s 1 s 1
f8+1 <a’i + 35+1) = nh—)nc}ofn(a/l + 35+1) = f (ai + 3S+1) :

Juntando lo anterior,

w= 1) = fenlo) = Fo (a2 + 5 ) = 1 (0 + 55 )

1 .
5 +1) € C, de donde se sigue el enun-

ciado. O

Finalmente, por la Proposicién [1.4.8] (af +

La dimensién de Hausdorff del conjunto de Cantor

Definicién 2.4.6. Se dice que una funcion g definida en un subconjunto E C R¢
satisface la condicion de Lipschitz con exponente v si existe M > 0 tal que

9(x) — g(y)| < M|z —y[” para todo x,y € E.

Lema 2.4.7. Sea g una funcion definida en un compacto E tal que satisface la
condicion de Lipschitz con exponente vy, siendo 0 < v < 1. Entonces

a) Mo/ (g(E)) < M Ymy(E), para todo o > 0.
b) dimg(E) < 2 dim E.

Demostracion. a) Si {Fy}ren recubre E, entonces {g(E N Fy)}rew recubre g(E).
Ademss, si z,y € ENFg, |g(z) — g(y)] < M|z —y|” < M(diam Fj)?, luego
diam g(E N Fy) < M(diam Fy)". En consecuencia,

> (diam g(E N F,))*" < M) " (diam F)*
k€N keN

de donde
HM (g(E)) < M*YHS(E) para todo 6 > 0,

a/y
y tomando el limite cuando § — 0 se obtiene a).
b) Sea B := dim E. Por definicién, para todo o > (, m,(E) = 0. Esto implica

por a) que my/(g(E)) = 0, es decir, dim g(E) < o/v para todo o > f3, de donde
dim g(E) < 8/7. O
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Lema 2.4.8. La funcidn f de Cantor-Lebesque en [0, 1] satisface la condicion de
Lipschitz con exponente v = log2/log 3.

Demostracion. Por el apartado e) de la Proposicién y el apartado a) de la
Proposicién [2.4.5 usando la desigualdad triangular se tiene, para cada n € IN,

@)= F < ) = Fal)|+ 17 (@) = ful@)| 417 () — fuly)] < (;) o —yl+ .

Fijados z e y, elegimos n tal que 1 < 3"|x — y| < 3. Entonces se tiene

)
@)= S| < 57 = g < Sl =

1
puesto que 37:2y3—n§|x—y|. d

Teorema 2.4.9. El conjunto ternario de Cantor C tiene dimension estricta de
Hausdorff o =log2/log 3.

Demostracion. Por definicion C' es C' = ﬂ C,, donde C,, es unién finita de 2"
nelN

1
intervalos cerrados de longitud 3 Observemos que C' € B.

1
Vamos a ver primero m,(C) < 1. Dado 6 > 0, existe n € IN tal que 3 < 9.

1
Como C C C,,, v los intervalos que forman C),, miden 3 < 0, se tiene

HO(C) < 2" (3%)61

1 o
Como « satisface 3% = 2, entonces 2" 3—n) =1y se tiene H(C) < 1 para todo
d > 0, de donde m,(C) < 1.

Vamos a probar ahora que 0 < m,(C).
Recordemos que en la proposicién 2.0.0.3 hemos visto que la funcién f de Cantor-
Lebesgue cumple f(C) = [0, 1]. Tomando o = v = log 3/log2 y aplicando el lema
3.0.0.1 a la funcién de Cantor-Lebesgue, se tiene
1= ml([07 ]-D = ml(f(0)> < MmCX(C)u

de donde 0 < m,(C).

Asi pues, dim C' = log 2/ log 3. O
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2.4.2. El tridangulo de Sierpinski

De forma parecida a la construccién del conjunto de Cantor, podemos construir el
siguiente conjunto en el plano. Sea Sy un tridngulo equilatero (sélido) cerrado de lado
unidad. El primer paso consiste en representar en Sy un nuevo tridangulo (invertido)
cuyos vértices son los puntos medios de los lados del triangulo Sy, y eliminar este
nuevo tridngulo equilatero abierto, tal como se muestra en la Figura [2.2

Figura 2.2: Primeros pasos en la construccion del triangulo de Sierpinski.

Esto deja tres triangulos equildteros cerrados cuya union denotamos por S;. El

lado de cada uno de estos triangulos mide la mitad que el de Sy, y se dice que son
triangulos de la primera generacion.
En el segundo paso, repetimos el proceso en cada tridangulo de la primera generacién.
Cada triangulo de S da lugar a tres triangulos de segunda generacion. Denotamos
por S5 la unién de los nueve tridngulos de segunda generacién. Iterando este proceso,
obtenemos una sucesion de compactos Sy que cumplen

a) Para cada k € IN, Sy es la unién de 3* tridngulos equildteros cerrados de

1
lado o
b) Para todo k > 0, Ski1 C Sk.

Definicién 2.4.10. FEl tridngulo de Sierpinski es el conjunto compacto definido
por
k=0

Antes de continuar, necesitamos fijar un punto especial en cada tridngulo que
aparece en la construccion de S. A partir de ahora llamaremos al vértice inferior
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derecho de un tridngulo el vértice de este tridngulo. Con esta eleccién, hay 3*
vértices de la k-ésima generacion. Observemos que cada uno de estos vértices es
también vértice de la k + 1-ésima generacién. Esto junto con el hecho de que {Si}
es decreciente, implica que todos estos vértices pertenecen a S.

Lema 2.4.11. Sea B un recubrimiento de S formado por bolas abiertas de didmetro
menor que 1. Supongamos que B es una bola de B que satisface

1 1
o < diamB < o1 para un | < k.
Entonces B contiene como mdximo q3*~" vértices de la k-ésima generacion, donde
q > 0 es una constante que no depende de B.

Demostracion. Sea B como en el enunciado. Podemos poner B = B(z,r), con

1 1
o1 <r< o Sea B* = B(x,3r), y sea A, un tridngulo de la k-ésima generacién

cuyo vértice v estd en B. Si A; denota el tridngulo de [-ésima generacion que contiene
a Ay, se tiene A; C B*, tal como se muestra en la Figura 2.3 puesto que si y € A,

1
|y—x|§|y—v|+|v—x|<§+T§diamB+r:3r.

Figura 2.3: Escenario del Lema [2.4.11

Veamos ahora que existe una constante g tal que B* puede contener como maxi-
mo ¢ tridngulos distintos de la [-ésima generacién. Los triangulos de [-ésima ge-

3
neracion tienen los interiores disjuntos, y cada uno tiene area 14*1, mientras que
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B < 3\ 2 9md- - 1 , areaB* < 974 974 4
area s =97 orser r < —, asi que = |—

2l p ol 4 dreal\; — /3 y4a V3
es la constante que buscamos, donde [z]| denota la parte entera de z.

Para terminar, cada A; contiene 3*~! tridangulos de la k-ésima generacién, luego
B puede contener como mucho ¢3*~! vértices de tridangulos de la k-ésima generacion.

g

Teorema 2.4.12. FEl triangulo de Sierpinski S tiene dimension estricta de Haus-
dorff a =log 3/ log 2.
Demostracion. La desigualdad m,(S) < 1 es consecuencia de la construccién de S.

1
Dado 6 > 0, existe kg € IN tal que o < §. Como S C Sk, ¥ Sk, €s unién de 3k

1
triangulos de didmetro — % < 9, forzosamente

1
Hi(5) <39 (50)"

Pero como 2% = 3, H°(S) < 1, y esto vale para cada d > 0, asi que m(S) < 1.

Veamos ahora la desigualdad 0 < m,(S). Queremos ver que hay algin 6 > 0
para el que existe una constante ¢ > 0 tal que para cualquier recubrimiento de 5,
{F;};, con diamF; <9, ¢ < Z(diaij)o‘. Si vemos esto tendremos

J

0<c<HUS) < ma(S).
Por (2.2) y el razonamiento inmediatamente posterior, bastarda demostrar que

hay algun ¢’ para el que existe una constante ¢ > 0 tal que para cualquier re-
Cubrlmlento finito de S, {B;}¥, formado por bolas abiertas con diamB; < ¢,

d < Z(diamBj)a
j=1

Sea pues 0 < 0 < 1y sea B = {Bj}é-v:l un recubrimiento de S formado por
bolas abiertas con diamB; < ¢. Consideremos el minimo didmetro de estas bolas, y
tomemos k tal que

=D

1
— < min diamB; < ——
k = 1<j<N 2k—1"

Podemos clasificar las bolas de B segin entre qué dos potencias negativas de 2
se encuentre su didmetro. Asi pues, si N; es el nimero de bolas de B tales que

1 1
T < diamB; < g tenemos

k 1 k 1 « N
ZN@ => N (§> <> (diamB;) (2.5)
=1 =1

Jj=1
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donde la primera igualdad es consecuencia de 2* = 3. Por el Lema [2.4.11]| vemos

que el nimero total de vértices de la k-ésima generacion que pueden ser recubier-
k

tos por B es menor o igual que qZNlBk_l. Pero los 3¥ vértices de la k-ésima

1=1
generacién pertenecen a S, luego deben ser recubiertos. Asi que necesariamente

k
3 <gq Z N;3%7!, de donde se obtiene
=1

o
S Znga
=1

que junto con (2.5 termina la prueba. O
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Capitulo 3

Autosemejanza

Probablemente la ilustracién mas simple y elegante de la teoria desarrollada en
el capitulo anterior puede ser vista en términos de su aplicacion a una clase general
de conjuntos llamados autosemejantes. Se trata de una construccion de la que el
conjunto de Cantor y el triangulo de Sierpinski son casos particulares, pues estan
compuestos por partes que son, de alguna forma, semejantes al total.

Se desarrollan en este capitulo una serie de resultados que permiten calcular de
forma inmediata la dimensién de Hausdorff de conjuntos autosemejantes. Ademsés,
se demuestra que para estos conjuntos la dimensiéon box-counting y la de Hausdorft
coinciden. Los dos ultimos resultados dan cuenta de la posibilidad de aproximar
cualquier compacto por un compacto autosemejante de forma arbitrariamente cer-
cana (respecto de la distancia de Hausdorff, que se define al inicio del presente
capitulo). Esto tiene aplicaciones en la compresién de datos.

Definicién 3.0.1. Se dice que una aplicacion S : R — RY es una semejanza de
razon r > 0 si para cada x,y € RY,

[S(z) = S(y)| = r|z —yl.

Definicién 3.0.2. Dada una coleccion finita de semejanzas Sy, ..., Sy, todas de razon
r, se dice que el conjunto F C R? es autosemejante si

F=5(F)U..US,(F).

Lema 3.0.3. Sean Sy, ..., S,, m semejanzas de razon r, con 0 < r < 1. Eziste una
bola cerrada B tal que S;(B) C B para todo j =1,...,m.

Demostracion. En efecto, si S es una semejanza de razén r, se tiene
|1S(x)| < [S(z) = S(0)] + [S(0)] < rfzf +[S(0)].

Si queremos que |z| < Rimplique |S(z)| < R, basta elegir R tal que rR+|S(0)| < R,
es decir, R > [S(0)|/1 — r. De este modo obtenemos, para cada S;, una bola B,
centrada en el origen que satisface S;(B;) C B;. Si B es la bola con mayor radio de
entre las Bj, el razonamiento anterior muestra que S;(B) C B para todo j. O
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Dadas S, ..., S, una coleccién finita de semejanzas, para cada A C R¢, g(A)
denota el conjunto dado por

S(A) = S1(A)U---U S, (A).

Observemos que si A C A, entonces S(A) € S(A’). Observemos también que cada
S; es una aplicacién continua e inyectiva de R? en R? mientras que S es una
aplicacién que envia subconjuntos de R¢ a subconjuntos de R¢.

Definicién 3.0.4. Sean A, B compactos. Se define la distancia de Hausdorff
entre A y B como

dist(A, B) = inf{6 : BC As y A C Bs}.

Observemos que si A = B = (), entonces dist(A, B) =0,y quesi A=0y B # (),
entonces dist(A, B) = oo

Lema 3.0.5. La funcion distancia dist definida sobre subconjuntos compactos de
RY satisface

(i) dist(A, B) = dist(B, A).

(ii) dist(A, B) = 0 si y solo si A= B.

(iii) dist(A, B) < dist(A, C) + dist(C, B).

(iv) dist(AU A, BU B') < max{dist(A, B), dist(A’, B")}.
Si 51, ..., S son semejanzas de radio r, entonces

(v) dist(S(A), S(B)) < rdist(A, B).

Demostracion. (i) =] Sean A, B compactos tales que dist(A, B) = 0, y supongamos
que A, B # (. Se tiene que, para cada § > 0, B C As y A C Bs. Supongamos que
existe x € A tal que = € B. Por ser B cerrado, B¢ es abierto y existe r > 0 tal que
B(z,r) C B¢ Luego d(x,B) > r, asi que = € B,, de forma que A ¢ B, y llegamos
a contradiccion. En consecuencia A = B.

<] El reciproco es trivial.

(iii) Sea € > 0. Para facilitar la escritura, vamos a llamar § = dist(A,C) + €/2
y v = dist(C,B) 4+ €/2. Se tiene A C C3, C C A, C C B,y B C C,, y en
consecuencia

BCC,CAg, CApiy,

donde la tdltima inclusién se demuestra a continuaciéon. Sea z € Ap_. Entonces
d(z, Ag) <, luego existe yo € Ag tal que |z — yo| < 7. Pero d(yo, A) < /5 implica
que existe algin 2y € A tal que |yg — 29| < . Por lo tanto

d(z,A) < |z — 2| < |z —yo| + |yo — 20| <7+ B-

Analogamente, se tiene
ACCsCB,, C By
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Asique B+~ €{d: BC Asy A C Bs}, luego
dist(A, B) < dist(A, C) + dist(C, B) + €,
y como podemos repetir este argumento para cualquier € > 0, se sigue el enunciado.

(iv) Si dy = dist(A, B) y dy = dist(A’, B'), sea d = max{d;,dy}. Para cada € > 0 se
tiene A C By y A’ C B}, luego

AUA C Byye UBy,. C (BUB')ge.

Anéalogamente,
BUB' C (A U A/)d+5

y haciendo € — 0 se obtiene

dist(AU A", BUB') < d.

(v) Dado € > 0, sea ¢’ = dist(A, B) + €. Se tiene A C By y B C Ag, que implica,
para todo 7 =1, ...,m,

S5j(A) € 55(Bs) C (S5(B))rs-

Veamos esta ultima inclusion. Sea y € S;(By). Existe © € By tal que S;(z) = v.
Entonces d(x, B) < ¢’, de donde existe z € B tal que |x — z| < ¢, asi que

d(y, S;(B)) < |y = 5(2) = |9;(x) = S;(2)| = rlw — 2[ < rd,

luego y € (Sj(B)),s. De forma andloga se demuestra S;(B) C (Sj(A))s. En con-
secuencia, para todo € > 0, dist(S;(A), S;(B)) < r(dist(A4, B) + ¢€), luego

dist(S;(A), S;(B)) < r(dist(A, B))
Por el apartado anterior,
dist(S(A), S(B)) < r(dist(A, B)).
O

Teorema 3.0.6. Supongamos que Si, ..., S, son m semejanzas, todas de razon r,
con 0 < r < 1. Entonces existe un unico compacto no vacio F tal que

F=S(F)U---US,(F).
Demostracion. Sea B como en el Lema , y para cada k, sea Fj, = SkgB), donde

S* denota la k-ésima composicién de S, esto es, Sk“ —SoSky St=3. Cada F,
es compacto, no vacio, y Fj, C Fj_1, puesto que S(B) C B. Si ponemos

F= ﬁ B,
k=1
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entonces F' es compacto, no vacio, y se tiene S(F) = F. Veamos esta ultima afir-
macién. Claramente

S(F) c (\SF) =()F.=F.

oo

Para ver la otra inclusién, fijamos un punto = € m S(F,). Para cada n € IN, existe
n=1

Jn € {1,...,m} tal que z € S, (F,). Consideremos la sucesién {j,},. Forzosamente

tiene que existir j € {1,...,m} tal que para cada n, exista n’ > n tal que j,, = j,

puesto que si no, la sucesion {j, }, seria finita. Entonces para cada n,

S Sj(Fn/) C S](Fn>

Luego por ser S; inyectiva,
e (VSR -5, (m F) c 3 (ﬂ F> |
n=1 n=1 n=1

La unicidad de F' se demuestra de la siguiente forma. Supongamos que G es
otro compacto tal que S(G) = G. Entonces, por el apartado (v) del Lema m,
dist(F, G) < rdist(F,G). Pero como r < 1, necesariamente dist(F,G) = 0, asi que
F=aG. U

Introduciremos ahora una condicion técnica adicional que nos permitird calcular
exactamente la dimensién de Hausdorff del conjunto autosemejante F'.

Definicién 3.0.7. Se dice que las semejanzas Sy, ..., S, son separadas si existe
un abierto acotado O tal que

O DS (0)U---US,0),

y tal que los S;(O) son disjuntos dos a dos.

Notese que F no tiene por qué estar contenido en O.

Sean S, ..., .5, semejanzas separadas, todas de razén r, con 0 < r < 1. Fijado
un punto Z € F, se definen los “vértices” de la k-ésima generacién como los m”
puntos de F' dados por

Spy 008, (T), donde para todo 1 <i <k, 1 <n; <m.

Cada uno de estos vértices se etiqueta por (nq, ..., ng).

De manera parecida, fijamos O tal que satisfaga la condicién de separaciéon y
definimos los “abiertos” de la k-ésima generacién como los m* conjuntos dados por

Sp, 008, (0) donde 1 <n; <m,..., 1 <n,<m.
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De nuevo se etiqueta a cada uno de estos abiertos por (ng, ..., ng).

Para todo k y para cada nq,...,n; con 1 < n; < m, se tiene

Spy 0208, 08

NE+1

(O) CSpy0---08,.(0).

Por induccion sobre k se prueba que los abiertos de la k-ésima generacion son dis-
juntos dos a dos. Puesto que cada abierto (ny, ..., n) de la k-ésima generacién con-
tiene a los m abiertos de la (k+ 1)-ésima generacién (nq, ..., ng, 1), ..., (n1, ..., ng, m),
bastard ver que éstos ultimos sén disjuntos. Pero lo son por ser S;(0), ..., S, (O)
disjuntos y S, o---0.5,, inyectiva. De la inclusién anterior también se sigue que si
k > ¢, cada abierto de la /-ésima generacién contiene a m*~* abiertos de la k-ésima
generacion.

Sea v un vértice de la k-ésima generacién, y sea O(v) el abierto de la k-ésima
generacién asociado a v, esto es, v y O(v) llevan la misma etiqueta (nq,...,ng). Se
satisface

(a) d(v,0(v)) < r*d(z, O).
(b) diamO(v) = r* diamO.

Lema 3.0.8. Sean Si,...,S,, semejanzas separadas de razon 0 < r < 1, y F el
correspondiente compacto autosemejante. Sea B = {Bj}ﬁvzl un recubrimiento finito
de F' dado por bolas abiertas. Tomamos k tal que

r* < min diamB; < rhtL,

1<j<N
Supongamos que B es una bola de B que satisface

r* < diamB < rf’l, con 0 < ¢ <k.
Entonces B contiene como mucho em*~* vértices de la k-ésima generacion, donde
¢ > 0 es una constante que no depende de B.

Demostracion. Sean B'y B = B(x,t) como en el enunciado. Existe una dilatacion
fija B* de B que satisface que si v es un vértice de la k-ésima generacion tal que
v € B, pongamos v = S,, 0---05,,0---08, (%), O(v) es el correspondiente
abierto de la k-ésima generacién, y Oy(v) = Sy, o ---0.5,,(0) es el abierto de ¢-
ésima generacién que contiene a O(v), entonces B* D Oy(v) D O(v). En efecto, sea
a € Oy(v). Como para cada € > 0 existe y. € O(v) tal que |v — y | < d(v, O(v)) + €,
se tiene para todo € que

diamB

lz—a| <|z—v|+|v—y]+ |y —al < + d(v,O(v)) + € + diamO,(v),

y por las propiedades (a) y (b),

diamB

1
|z —al < +r*d(z, 0) + r* dlamO < diamB <§ +d(z,0) + diamO) :
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r
Asi que podemos poner B* = B(x,qt), con ¢ > 0. Como gt < 4= el volumen

d
de B* es menor que cq (Qi) r*d donde c; es una constante que depende sélo de
r

d. Por otro lado, por la propiedad (b) de més arriba, cualquier abierto de ¢-ésima
generacién tiene volumen c;r*®. En consecuencia existe una constante ¢ > 0 que
depende sélo de z, O, r y d, tal que B* puede contener como maximo ¢ abiertos de
la (-ésima generacién. Luego B* contiene como mucho em*~* abiertos de la k-ésima
generacion, de donde se sigue que B puede contener como mucho em*~* vértices de
la k-ésima generacion. O

Teorema 3.0.9. Supongamos que Sy, ..., S, son m semejanzas separadas, todas de
razon 0 < r <1, y sea F' el correspondiente compacto autosemejante. Entonces F
tiene dimension de Hausdorff igual a logm/log(1/r).

Demostracion. La demostracién de este teorema, asi como la del lema anterior,
siguen el mismo enfoque usado en el caso del triangulo de Sierpinski.

Sea o = logm/log(1/r). Veamos primero que mq(F) < oo. Como F, = Sk(B),
donde B satisface el Lema [3.0.3, y S*(B) es la unién de m* conjuntos de didmetro
igual a r*diamB, dado § > 0, tomando k tal que r*diamB < § se satisface

H(F) < mF(rfdiamB)® = (diamB)®,

puesto que si a = logm/log(1/r), entonces mr* = 1. Como (diamB)® no depende
de 4, se tiene m,(F) < (diamB)*

Para ver m,(F) > 0, usaremos el lema anterior que a su vez usa la condicién
de separacién. Como en el caso del triangulo de Sierpinski, bastara ver que hay
algin 0 para el que existe una constante ¢ > 0 tal que para cualquier recubrimiento
finito de F', {B;}},, formado por bolas abiertas con diamB; < 4, se satisface

N
Z (diamB;)

Sea B un tal recubrimiento para un § < 1, y sea k tal que

Jj=b

rk< min diamB; < kL
1<j<N

Si N; denota el nimero de bolas B; de B tales que

rt < diamB; < rt L,
por el Lema [3.0.8 vemos que el nimero total de vértices de la k-ésima generacion
que pueden estar recubiertos por B es menor o igual que

Como los m* vértices de la k-ésima generacién pertenecen a F, forzosamente m* <

¢Sh_ Nym*F~*, de donde



o —/

pero como consecuencia de la definicion de «, r m~", asi que

k N
1
- < ZNgrm < Z(diamBj)o‘.
¢ 4 j=1

U

Corolario 3.0.10. En las condiciones del teorema anterior, dimp(F') = dimy(F).

Demostracion. Como por construccion F' C Sk(B), donde B satisface el Lema|3.0.3)
y S¥(B) es la unién de m* bolas de didmetro igual a r*diamB, se tiene que para
cada k,

:’f(iiamB/Q(F) < mkv

asi que para todo k suficientemente grande se satisface

10g N diamp /2 (F) log m*
—log(rkdiamB/2) — —log(rkdiamB/2)’

y tomando limites superiores cuando £ — oo obtenemos

T < 1 log m* logm
im fm su = .
b= k_mp —log(rkdiamB/2)  log(1/r)

Del teorema anterior y de (2.4]) se deduce el resultado. O

El siguiente teorema, a veces conocido como el teorema del collage, da una idea
de cuan buena es la aproximacién de un compacto a un conjunto autosemejante
para una cierta coleccién de semejanzas.

Teorema 3.0.11. Sean S,...,S,, semejanzas en RY, todas ellas de razon 0 < r <
1. Sea E C RY un compacto no vacio. Entonces

1
1—7r

dist(E, F) < dist(E, S(E))

donde S(E) = JI", Si(E) y F es el conjunto invariante para S.

Demostracion. Usando la desigualdad triangular para la distancia de Hausdorff,
seguida de la invariancia de F, y del apartado (v) del Lema [3.0.5]
dist(E, F) < dist(E, S(E)) 4 dist(S(E), F)
= dist(E, S(E)) + dist(S(E), S(F)) < dist(E, S(E)) + rdist(E, F).

g

Una consecuencia del Teorema [3.0.11] es que cualquier compacto de R? se puede
aproximar de forma arbitrariamente cercana por un conjunto autosemejante.

Corolario 3.0.12. Sea E un compacto no vacio de R?. Dado § > 0, existe 0 <
r < 1/2 y existen un nimero finito de semejanzas Si,...,S,, de razén r tales que
el correspondiente compacto invariante F' satisface dist(E, F') < 0.
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Demostracion. Sean By, ..., B,, una coleccion de bolas con centro en E que recubren
E y cuyos radios son menores o iguales que ¢/4. Entonces

FE C OBZ C E5/4.

=1

Para cada i existe una semejanza S; de razén r < 1/2 tal que S;(E) C B;.
Entonces

Si(E) C B; C (Si(E))s)2.
Asi que

m m m

USiE) CEs vy EC|JSi(E)s2 € (Si(E))se.

i=1 i=1 i=1
Por definicién de distancia de Hausdorff, dist(E, | J;~, S;(E)) < §/2.Y del Teorema,
dist(E, F) < dist(E, ", Si(E))l—lr <5, 0

Aproximar conjuntos por conjuntos autosemejantes tiene relacién con la compre-

sion de datos en el sentido que los conjuntos autosemejantes pueden ser codificados
con una pequena cantidad de informacién, asi que se pueden transmitir o alma-
cenar de forma muy eficiente. Es conveniente, pues, saber qué objetos se pueden
aproximar por conjuntos autosemejantes, pero también como encontrar funciones
cuyo invariante proporcione una buena representacién de un objeto dado. Lamenta-
blemente el método de aproximaciéon por conjuntos invariantes de la demostracion
anterior es bastante tosco y hace falta un enfoque mas sutil para obtener imagenes
convincentes con un nimero pequeno de aproximaciones. Es aqui donde pueden en-
trar en juego las nociones de dimension estudiadas: se puede estimar la dimension
boz-counting del objeto a aproximar. El supuesto de que las semejanzas buscadas
deben proporcionar un conjunto invariante de esta dimensién da, al menos a nivel
tedrico, restricciones en el posible conjunto de transformaciones, usando resultados
como el Teorema|3.0.9, De todas formas en la préctica, esta informacién es bastante
dificil de utilizar.
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Capitulo 4

Curvas que llenan el espacio

Una linea recta es la total negacion del plano,
mientras que una linea curva es potencialmente
el plano, en el sentido que contiene la esencia del
plano en ella misma.

W. Kandinsky, Punkt und linie zu fliche, 1926

En 1890, Peano construy6 una curva continua, hoy en dia llamada la curva de
Peano, que pasaba por todos los puntos del cuadrado unidad. Su propdsito era
construir una aplicacion continua y exhaustiva del intervalo unidad en el cuadrado
unidad. El problema que resolvié Peano es si tal aplicacién podia ser continua, es
decir, una curva que llena el espacio.

Desde entonces, han surgido muchas variantes de su construccion, a las que
también se llama de forma genérica aplicaciones de Peano. Describiremos en este
capitulo una que tiene la caracteristica de conservar la medida y que satisface la con-
dicién de Lipschitz de exponente 1/2. Se construye a partir de un proceso iterativo
que describié Hilbert en 1891, cuyos tres primeros pasos se ilustran, superpuestos,
en la Figura 4.1

_Il_IV_IJLl_II_
=L
L

_|||:_||_:|II_

[6] [5] 7

I_I

=
=

Figura 4.1: Construccién de una curva de Peano.

41



Varias observaciones ayudaran a aclarar la naturaleza de esta construccién. Su-
pongamos que F': [0,1] — [0,1] x [0, 1] es continua y exhaustiva. Entonces:

(a) F' no puede ser Lipschitz de exponente v > 1/2, puesto que si lo fuera, por
el Lema [2.4.7], se tendria

1
2 = dim F([0,1]) < > dim[0,1] < 2.

(b) F' no puede ser inyectiva. En efecto, si lo fuera, entonces la inversa G de F
existirfa y serfa continua. Dados dos puntos a # b de [0, 1], y considerando dos curvas
distintas en el cuadrado que unieran F'(a) y F'(b), se tendria que las imdgenes de
estas curvas por G contendrian forzosamente el intervalo [a, b], con lo que se llegaria
a contradiccion. De hecho, dado cualquier disco abierto D en el cuadrado unidad,
existe x € D tal que F(t) = F(s) = x pero t # s.

Estudiaremos primero un tipo de aplicaciones que asocian subcuadrados de
[0,1] x [0, 1] a subintervalos de [0, 1].

4.1. Intervalos cuarticos y cuadrados diadicos

Los intervalos cudrticos surgen cuando el intervalo [0, 1] es sucesivamente sub-
dividido por potencias de 4. Asi, la primera generaciéon de intervalos cudrticos son
los intervalos cerrados

1 11 13 3
[1_ |:071:|7 ]2_ |:Za§:|7 -[3_ |:§7Z_l:|’ -[4_ |:Zal:| .

La segunda generacién se obtiene dividiendo cada intervalos de la primera gene-
raciéon en 4. Luego hay 4% = 16 intervalos cudrticos de la segunda generacién. En
general, hay 4% intervalos cudrticos de la k-ésima generacién, cada uno de longitud

¢ (41
E’I—k]’ donde ¢ es entero y 0 < ¢ < 4%,

Una cadena de intervalos cudrticos es una sucesion decreciente de intervalos

1
R de la forma [

r'-ro...orrs...
donde cada I* es un intervalo cudrtico de la k-ésima generacién.

Proposicion 4.1.1. Las cadenas de intervalos cudrticos satisfacen las siguientes
propiedades:

1 1 €S una caaena ae miervatos cuarticos, entonces exriste un unico €
) Si {I* dena de interval irticos, ent jst inico t
0,1] tal quetEﬂ]k.
k

(ii) Dado t € [0,1], existe una cadena {I*} de intervalos cudrticos tal que t €

ﬂ[’f.
k
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(iii) El conjunto de puntos t para los que la cadena del apartado (ii) no es uni-
ca, tiene medida de Lebesque en R igual a cero (de hecho, es un conjunto
numerable).

Demostracion. El apartado (i) se sigue del hecho que {I*} es una sucesién decre-
ciente de compactos cuyos diametros tienden a cero.

Para ver los apartados (ii) y (iii), fijado ¢ observamos que para cada k existe al
menos un intervalo cudrtico I* tal que t € I*. Si para algin k, ¢ es de la forma

l . .
ok con 0 < ¢ < 4, entonces hay exactamente 2 intervalos cudrticos de la k-
ésima generacion que contienen a t. En caso contrario, la cadena es tnica. Luego el
conjunto de puntos para los que la cadena no es tinica es precisamente el conjunto

de racionales diadicos

donde 1 <k, y 0< /<4

Ea
. 4 :
Observemos que estas fracciones se pueden poner como % Este conjunto es nu-
merable, luego tiene medida 0. U

l
Observacion 4.1.2. Sea t de la forma 75 para algin k£ y con 0 < ¢ < 4*. Para

cada uno de los dos intervalos cuarticos de k-ésima generacién que contienen a t,

(-1 7 ¢ 0+1
IF = { } y JF = [ L}, y para cada n, existe un tnico intervalo

Ak 4k 4k’ gk
e (e y o [
cudrtico de (k + n)-ésima generacién, respectivamente = | | Y
4rn 4" + 1
Jktn — = 419—:1 , tal que t € I*™ C I* y t € J¥™ C J*. Luego para cada

punto ¢ del apartado (iii) de la proposicién anterior, hay exactamente dos cadenas
de intervalos cuarticos {I¥}, {J*} tales que t € ", I* y t € N, J*.

Los cuadrados diadicos se obtienen subdividiendo el cuadrado unidad [0, 1] x
[0,1] en el plano a partir de dividir sus lados sucesivamente por la mitad. Asi, los
cuadrados diddicos de la primera generacion surgen cuando dividimos los lados del
cuadrado unidad por la mitad. Se obtienen cuatro cuadrados cerrados Si,Ss,S3 v
Sy, cada uno de lado 1/2 y area 1/4.

Los cuadrados diddicos de la segunda generacién se obtienen dividiendo por la
mitad cada lado de cada cuadrado diadico de la primera generacién, y asi sucesiva-
mente. En general, hay 4 cuadrados diddicos de la k-ésima generacién, cada uno
de lado 1/2F y drea 1/4F.

Una cadena de cuadrados diddicos es una sucesion decreciente de cuadrados
Stos?2H...o8F ...,

donde cada S* es un cuadrado diddico de la k-ésima generacion.
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Proposicion 4.1.3. Las cadenas de cuadrados diddicos tienen las siguientes pro-
piedades:

(i) Si {S*} es una cadena de cuadrados diddicos, entonces existe un tnico x €
[0,1] x [0,1] tal que = € ﬂSk.
k

(ii) Dado x € [0,1] x [0,1], existe una cadena {S*} de cuadrados diddicos tal que

xGﬂSk.
k

(11i) El conjunto de = para los que la cadena del apartado (ii) no es tnica, tiene
medida de Lebesque en R? igual a cero.

Demostracidn. La demostracién de (i) y (i) es andloga a la de la Proposicién [4.1.1]

Para probar (iii), observemos que en este caso el conjunto de puntos que no tienen
representacion unica esta formado por todos los puntos (x1,x2) donde una de las
coordenadas es un racional diddico. Geométricamente, este conjunto es la unién
(numerable) de segmentos horizontales y verticales en [0, 1] x [0, 1] determinados
por la cuadricula de racionales diadicos. Este conjunto tiene medida cero. U

Observacidn 4.1.4. De forma andloga a la Observacién4.1.2} dado = € [0, 1] x[0, 1]
se prueba que hay como mucho cuatro cadenas de cuadrados diddicos {S*} tales

que = € ﬂSk.
k

4.2. Correspondencia diadica

Introducimos primero un resultado que vamos a necesitar para demostrar el
teorema central de este apartado.

Teorema 4.2.1. Cualquier abierto O C R¢, d > 1, se puede escribir como unién
numerable de cubos cerrados cuyos interiores son disjuntos.

Demostracién. Como primer paso, consideramos la malla en R¢ formada por todos
los cubos cerrados de lado 1 cuyos vértices tienen coordenadas enteras. En otras
palabras, consideramos la malla generada por la red Z¢. Usaremos también las
mallas formadas por los cubos de lado 1/2" obtenidos dividiendo sucesivamente los
lados de los cubos de la malla original por la mitad.

Aceptaremos o rechazaremos a los cubos de la malla inicial como parte de Q de
acuerdo con la siguiente regla: si () estd completamente contenido en O, entonces
aceptamos a (). Si () interseca a O y a O¢, entonces aceptamos provisionalmente a
Q. Si @ estd completamente contenido en O entonces le rechazamos.

El segundo paso consiste en dividir por la mitad cada lado de los cubos provisio-
nalmente aceptados en el paso anterior obteniendo para cada uno 2¢ cubos de lado
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1/2. Repetimos entonces el procedimiento, aceptando los pequefios cubos si estan
completamente contenidos en O, aceptandolos provisionalmente si intersecan a O
y a O° y rechazandolos si estan contenidos en O°¢. La Figura |4.2|ilustra estos pasos
para un abierto de R2.

Paso 1 Paso 2

Figura 4.2: Descomposicion de O en cubos de interiores disjuntos.

Este procedimiento se repite indefinidamente y, por construccién, la coleccion
Q que resulta es numerable y esta formada por cubos de interiores disjuntos. Para
probar que O = U @, bastard ver que Q es un recubrimiento de O. Observemos

QeQ
que si x € O, existe un cubo S suficientemente pequeno (obtenido a partir de dividir

sucesivamente la malla original por la mitad) tal que x € S C O. Asi que, o bien
S e Q,o0bien SC S, conS € Q. O

Una correspondencia diadica es una aplicacién ¢ de los intervalos cuarticos
en los cuadrados diadicos que satisface:

(1) ® es biyectiva.
(2) ® respeta las generaciones.

(3) @ respeta las inclusiones.

Por (2), nos referimos a que si I es un intervalo cudrtico de la k-ésima genera-
cién, entonces ®(I) es un cuadrado diddico de la k-ésima generacién. Por (3), nos
referimos a que si I C J, entonces ®(I) C (J).

14
Sea D = {E 1<k O0<l< 4’“} el conjunto de puntos representados por mas

de una cadena cuartica. Dada una correspondencia diddica ®, la correspondencia
inducida ®* hace corresponder a cada punto de [0, 1]\ D un punto de [0, 1] x[0, 1}, de
la siguiente manera. Si {t} = () I* donde {I*} es una cadena de intervalos cudrticos,
entonces, como {®(7*)} es una cadena de cuadrados diddicos, parece natural definir

*(t) =a =[|2(I").
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Observemos que ®* : [0,1] \ D — [0, 1] x [0, 1] estd bien definida.

Denotaremos de ahora en adelante por m; y my las medidas de Lebesgue en R
y en R? respectivamente.

Teorema 4.2.2. Dada una correspondencia diddica ®, existen conjuntos Z; C [0, 1]
y Zs C [0,1] x [0,1], ambos de medida cero, tales que:

(i) ®* es una biyeccion de [0,1]\ Z; en [0,1] x [0,1] \ Zs.
(1) E C [0,1]\ Z1 es medible si y sdlo si ®*(E) C [0,1] x [0,1] \ Z es medible

(respecto de la medida de Lebesgue en una y dos dimensiones respectivamente).

(11i) mi(E) = mo(P*(E)).

Demostracion. Denotamos por N la coleccién de cadenas de intervalos cudrticos
tales que los puntos de I = [0, 1] que representan no tiene representacién tnica, es
decir, tales que corresponden a un punto de D. Anédlogamente, denotamos por N, la
coleccion de cadenas de cuadrados diadicos para las que los puntos correspondientes
del cuadrado I x I no tienen representacion tnica.

Como P es una biyeccion de cadenas de intervalos cuarticos en cadenas de cua-
drados diddicos, es también una biyeccién de N U ®~H(N3) en ®(N;) UNs, y en
consecuencia también es una biyeccién entre sus complementarios. Sea Z; el con-
junto de puntos de I representados por las cadenas de Ny U ®~H(N5), v sea Z, el
conjunto de puntos de I x I representados por cadenas de cuadrados diadicos de
®(N1) U N;. Observemos que D C Z;. Entonces ®*, la correspondencia inducida,
estd bien definida en I\ Z; y da una biyeccién entre I\ Z; y I x I\ Zs.

Veamos ahora que Z; y Z, tienen medida cero. Por el apartado (iii) de la Proposi-
cién [£.1.3] el conjunto de puntos representados por las cadenas de N3 es numerable.
Para cada uno de ellos, por la Observacién [£.1.4] hay como mucho cuatro cadenas
diferentes de cuadrados diddicos que lo representan. Asi que N3 es numerable y
d~1(N5) también. Luego el conjunto D’ de los puntos representados por cadenas de
d~1(N5) es también numerable. Como por la Proposicién m, D es también nu-
merable, se satisface que Z; = D U D’ tiene medida cero. Andlogamente se obtiene
que Zs tiene también medida cero.

Queremos probar ahora que ®* conserva la medida. Veamos primero que si I’ es
un intervalo cudrtico de k-ésima generacién, entonces ®*(I'\ Z;) es medible y

ma(O*(I'\ Z1)) = ma (I'). (4.1)

Sea x € ®*(I'\ Z,). Existe t € I' \ Z; tal que ®*(t) = z. Observemos que
t corresponde a una sola cadena {[’} ¢ N U ®'(N3), con I* = I', de donde
v =), ®(I) € D(I')\ Z».

Sea ahora z € ®(I') \ Zy. Existe una cadena {S’} ¢ ®(N;) U N, de cuadrados
diddicos con S* = ®(I') tal que = = ﬂ S7. Luego existe una cadena {I’} ¢ Nj U

J
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“1(N3) de intervalos cudrticos con I* = I’ tal que S7 = ®(I7) para todo j.
Consideremos ¢t = () I’. Se satisface que t ¢ Z;, t € I', y ®*(t) = z. Asi que
x € ®*(I'\ Z1). Acabamos de ver

O (I'\ Z1) = ®(I') \ Za, (4.2)

y como mo(P(I")) = my(I'), queda demostrada la relacién (4.1)) entre la medida de
un intervalo cuartico y la de su imagen por ®*.

Para continuar con la demostraciéon, usaremos el Teorema {4.2.1] segun el cual

cualquier abierto O en el intervalo unidad I se puede poner como unién nume-
o

rable U I; de intervalos cerrados con interiores disjuntos. Es mds, un anélisis de
=1

la denjqostracién muestra que los intervalos I; se pueden tomar diddicos, esto es,
de la forma [¢/2¢, (¢ + 1)/2'] para enteros i, ¢ apropiados. Observemos que si i es
par, ¢ = 2k, un tal intervalo es de hecho un intervalo cuértico, mientras que si
i = 2k — 1 es impar, es unién de dos intervalos cudrticos, [(2¢)/2%%, (20 + 1)/2%] y
(20 4+ 1)/2%F (20 + 2)/2%k]. En consecuencia, cualquier abierto de I se puede poner
como unién de intervalos cudrticos con interiores disjuntos. Analogamente, cual-
quier abierto del cuadrado I x I es unién numerable de cuadrados diadicos cuyos
interiores son disjuntos.

Sea F C I\ Z; un conjunto de medida cero, y sea € > 0. Podemos recubrir £ C
U; £; por intervalos cudrticos I; tales que Z ([j) < e. De hecho £ C |J;(1;\ Z1),

asi que ®*(E) C U; ®*(J; \Z1) luego por
) <D ma(P(L\ Z1)) =Y ma(l;) <e. (4.3)

Asi que ®*(F) es medible y my(®*(E)) = 0. Andlogamente, (®*)~! envia conjuntos
de medida cero en I x I\ Z5 a conjuntos de medida cero en I.

Sea ahora O C [ un abierto. Por el argumento anterior, O = U I; con I;
intervalos cudrticos de interiores disjuntos de donde ®*(O\ Z;) = |, o+ ( \ Z1)
es medible. Ademas, usando ) v observando que como ® es una blyecmon que
respeta generaciones e 1nclu51ones los cuadrados ®(I;) también tienen interiores
disjuntos, se tiene

ma(®*(O\ 7)) m2U<b )\ Zy) =
ng 1)\ Z2)) :Zmluj):ml(oy

(4.4)

Esta identidad se extiende a los conjuntos G € G (conjuntos que son interseccién
numerable de abiertos) tales que G C (0, 1). Dado un tal G, podemos suponer, sin
pérdida de generalidad, que G = (1; O;, con O; C I abiertos. G\ Z1 = [1;(0;\ Z1),
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y (4.4) garantiza que (G \ Z1) = [, ®*(O; \ Z1) es medible, y que se satisface

me(®*(G\ 21)) = hm ma( 0;\ Z1))

\Dz

(4.5)

Dz

lim m2
N—oo

N
)\ Z1))) = hm my ﬂ

J=1

Para terminar, sea £ C I\ Z; un conjunto medible. Consideremos E' = E'\
{0,1} € (0,1) \ Z;, también medible. Entonces existe G C (0,1), G € Gs, tal que
G = FE'WZ, donde my(Z) = 0. Luego G\ Z; = E' W (Z \ Z;1). En consecuencia,
y aseguran que ®*(E’) es medible y que

ma(P*(E')) = ma(®7(G\ 21)) = ma(G) = ma (E).

Luego ®*(FE) también es medible y mo(®*(F)) = my(E).

Argumentos analogos se pueden aplicar a (®*)~!, y esto completa la demostra-
cién del teorema. O

La variante de la aplicacion de Peano que describiremos en el siguiente subapar-
tado, la obtendremos como ®* para una correspondencia diadica particular &.

4.3. Construccion de una aplicacién de Peano. La
curva de Hilbert

La correspondencia diadica que presentamos a continuacién proporciona los pa-
sos a seguir para trazar las aproximaciones de nuestra curva de Peano. La idea
principal que hay tras su construccién es que cuando vamos de un intervalo cuarti-
co de la k-ésima generacion al siguiente intervalo cudrtico de la misma generacion,
avanzamos de un cuadrado diddico de la k-ésima generacion a otro cuadrado de la
k-ésima generacion con el que tenga un lado en comun.

Maés concretamente, decimos que dos intervalos cuarticos de la misma generaciéon
son adyacentes si tienen un punto en comun. De la misma forma, dos cuadrados
de la misma generacion son adyacentes si comparten un lado.

Lema 4.3.1. Hay una unica correspondencia diddica ® que satisface:

(i) Sil yJ son dos intervalos adyacentes de la misma generacion, entonces (1)
y ©(J) son dos cuadrados adyacentes de la misma generacion.

1) En la generacion k, st I_ es el intervalo que estd mds a la izquierda y I, el
g CAEES
que estd mds a la derecha, entonces ®(1_) es el cuadrado que estd mds abajo
y a la izquierda mientras que ®(1.) es el que estd mas abajo y a la derecha.
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Figura 4.3: Correspondencia diddica particular.

La parte (ii) del lema se ilustra en la Figura [4.3]

Demostracion. Dado un cuadrado diddico S'y sus cuatro subcuadrados inmediatos,
una travesia aceptable es una ordenacion de los subcuadrados S, Ss, S3 y Sy tal que
S; vy Sj4+1 son adyacentes para j = 1,2, 3. Con una ordenacion tal, observemos que si
pintamos S; de color blanco y luego alternadamente negro y blanco, el cuadrado S3
es también blanco, mientras que Sy y Sy son negros. Lo que es importante recordar
es que si el primer cuadrado de una travesia es blanco, entonces el iltimo es negro.
Es mas, los dos cuadrados de una travesia adyacentes al primero son negros.

La observacion clave es la siguiente. Dado un cuadrado S y un lado o de S. Si
S1 es cualquiera de los subcuadrados inmediatos de S, existe una tnica travesia S,
So, S3, Sy tal que el tltimo cuadrado Sy tiene un lado en o. Con el cuadrado inicial
S1 en la esquina inferior izquierda de S, las cuatro posibilidades que corresponden
a las 4 elecciones de o, se ilustran en la Figura [£.4]

Ya tenemos todo lo que necesitamos para comenzar la descripcién inductiva de
la correspondencia diddica ® que satisface las condiciones del lema. A los intervalos
cuarticos de la primera generacion les asignamos los cuadrados S; = ®(7;) de la
forma en que esta representado en la Figura 4.5

Supongamos que ® esta definida para todos los intervalos cuarticos de generacién
menor o igual que k. Escribimos los intervalos de k-ésima generacion en orden
creciente como Iy, ..., Ix, y ponemos S; = ®(/;). Entonces dividimos I; en cuatro
intervalos cudrticos de generaciéon k£ 4 1 y los denotamos por Iy 1, 12, Ii3 vy 114,
donde los intervalos estan tomados en orden creciente.

Ahora asignamos a cada intervalo [ ; un cuadrado diadico ®(I; ;) = Sy, de
generaciéon k + 1 contenido en S; de forma que:

(a) Si. es el subcuadrado inferior izquierdo de S;.
(b) S14 tiene un lado sobre el lado que S; comparte con Ss.

(c) Si1, Si2, S13y Si4 es una travesia.
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Figura 4.5: Etapa inicial de la correspondencia.

Esto es posible, puesto que la hipdtesis de induccién garantiza que Sy es adyacente
a S7. Como hay una tnica travesia que satisface (a), (b) y (c), las asignaciones para
los subintervalos de I; quedan fijadas.

Sean Iy 1, Io9, I3y I 4 los intervalos cudrticos de generacion k+1 en Iy, escritos
en orden creciente. Primero tomamos como Sy ; = ®(/1) al subcuadrado de Sy que
es adyacente a S 4. Como S5 es adyacente a Sy, podemos encontrar una travesia

So.1, 52,2, Sa23, S2.4 en los subcuadrados de S5 tal que Sy 4 tiene un lado tocando a
Ss3.

Observemos que salimos de S; desde un cuadrado negro (5} 4, adyacente a S 1)
y entramos en Sy en un cuadrado blanco (S 1, adyacente a Sy 4). Asi que en S5 los
subcuadrados blancos y negros estaran dispuestos como en Sj.

Podemos repetir este proceso en cada intervalo I; y cuadrado S;, j = 3,...,4F—1.
Observemos que en cada paso el cuadrado S;; es blanco mientras que S; 4 es negro.
Ademaés, para j = 1,...,4F — 2, si en S; los subcuadrados blancos y negros estan
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dispuestos como en el cuadrado central de la Figura , entonces en Sj;41, que por

| i
| |

Figura 4.6: Disposiciéon de subcuadrados blancos y negros.

la hipdtesis de induccién es adyacente a S;, forzosamente deberan estar dispuestos
del mismo modo.

Para el dltimo paso, de nuevo la hipdtesis de induccion asegura que Sy« es el
cuadrado de generacion k situado en la esquina inferior derecha y que Syx_; esta
justo encima de él o justo a su izquierda. Como, por el razonamiento anterior,
la disposicion de cuadrados blancos y negros en S;x_; es también como la de la
Figura , Sye_14 es el subcuadrado inferior derecho de Syx_;. Tomando Sy el
subcuadrado de Syx adyacente a Syx_; 4, existe una tnica travesia Sy 1, Sk 2, Sy 3,
Syr 4 tal que Sy 4 es el subcuadrado inferior derecho. Asi que para las asignaciones
de la generacién k + 1 que acabamos de construir también se cumplen las hipotesis
del lema. O

Empezaremos ahora propiamente la descripcion de la curva de Peano que queriamos
presentar. Para cada generacion k, construimos una linea poligonal que consiste en
segmentos horizontales y verticales conectando los centros de cuadrados consecuti-
vos. Mds concretamente, sea ® la correspondencia diddica del Lema [£.3.1] y sean
S1,...,5k los cuadrados de la k-ésima generacion ordenados segin @, es decir,
®(1;) = S;. Sea t; el punto medio de 1,

-3
4k 7

Y sea z; el centro del cuadrado S;. Definimos

t; = parajzl,...,élk.

Pk(t]) =Ij.
Asignamos también
Pr(0) = (0,1/25"") =2y donde t, = 0,
Pe(1) = (1,1/25"Y) = 240y donde ty,, = 1.
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Extendemos entonces P (t) al intervalo unidad 0 <t < 1 por linealidad entre los
subintervalos determinados por los punto de divisién ¢y, ..., 4 1.

Observemos que para 1 < j < 4% la distancia |z; — 21| = 1/2F mientras que
|t; — t;11] = 1/4F. También

1
|$1 - $0| = |$4k - $4k+1| = m>

mientras que
1

2. 4k°
En consecuencia Py (t) = 4%/2F = 2% salvo cuando ¢ = ¢;. De forma anéloga a la

demostracion del apartado e) de la Proposicién se prueba que para cualquier
t,s € [0,1],

|t1 - t0| = |t4k - t4k+1| =

1PL(t) — Prl(s)| < 25|t — s]. (4.6)

Por otro lado,

Pt (t) — Pr(t)] < V2/2F, (4.7)

puesto que cuando £/4% <t < (€ + 1)/4%, entonces Pyy1(t) v Pi(t) pertenecen al
mismo cuadrado diddico de generaciéon k.

En consecuencia, el limite

k—o0

P(t) = lm Py(t) = Pi(t) + Y (P (t) — Py(1))
j=1
existe, y define una funcién continua por ser Py (t) continua para todo k y converger

uniformemente a P.

Observacién 4.3.2. Directamente de nuestra construccién se tiene que si t € I*,
con ¥ un intervalo de generacién k, entonces para cada j > k, P;(t) € ®(Iy), y
como ®(1) es cerrado, P(t) = lim;_,o, P;(t) € ®(1y).

El siguiente lema es, de hecho, una generalizaciéon del Lema [2.4.8|

Lema 4.3.3. Supongamos que {f;} es una sucesion de funciones continuas en el
intervalo [0, 1] que satisface

£(8) = fi(s)| < Alt—s|  para algin A > 1,

1 fi(t) = fi(t)] < B~ para algin B > 1.

Entonces el limite f(t) = lUm f;(t) existe y satisface
j—00

|f(t) = f(s)| < Mt — 5|7,

donde v = log B/ log(AB).
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Demostracion. La funcion limite f, que es continua, viene dada por las series uni-
formemente convergentes

_'_Z fk+1 t))7
k=1

asi que
1F(t) = £ < | fra () — <Y B*<eBV, cone> L.
k=j k=j

Por la desigualdad triangular, junto con la desigualdad que acabamos de obtener y
la que esta en el enunciado del lema, se tiene

[F@) = F(s) <15 = Fi(s)[ + [F (1) = f5;0)] + 1F(s) = f3(s)]
< At — 8| +2¢B™7 < 2e(Al|t — 5|+ B7Y), para cada j > 1.

Fijados t,s € [0,1], t # s, elegimos j de manera que minimice la expresién
AJ|t—s|+ B77. Esto se consigue tomando j de manera que los dos términos A7 |t — s|
y B~7 sean comparables. Mas concretamente, elegimos j tal que satisfaga

1 < (AB)|t — s| < AB. (4.8)
, log [t — s|
Basta tomar j = |1 — —————|, donde [z] denota la parte entera de xz. Como
log AB

|t —s| <1y AB > 1, entonces 1 < j, asi que un tal j debe existir.
De la segunda desigualdad de (4.8)) se sigue que

AB
dly -
Allt s|<B],

mientras que elevando a 7y la primera desigualdad y usando el hecho de que (AB)Y =
B, se obtiene

) 1
1< B|t—s|", esdecir — <|t—s]|.
Bi
En consecuencia,

AB+1
Bi

1f(s) — f(t)] < 2c(A|t — 5|+ B™) < 2¢( ) <2c(AB +1)|t — s|".

O

Teorema 4.3.4. Eziste una curva t — P(t) del intervalo unidad en el cuadrado
unidad con las siguientes propiedades:

(i) P:[0,1] — [0,1] x [0,1] es continua y exhaustiva
(i1) P satisface la condicién de Lipschitz de exponente 1/2, es decir,

[P(t) = P(s)| < M|t — s["/2.
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(i1i) La imagen por P de cualquier subintervalo [a,b] es un compacto de del cua-
drado con medida de Lebesque (en R?) igual a b — a.

La tercera conclusion se puede desarrollar mas a fondo.

Corolario 4.3.5. Euxisten subconjuntos Z; C [0,1] y Zs C [0,1] x [0, 1], ambos de
medida cero, tales que P es biyectiva de

0,1\Z  en (0,1 x[0,1]\ Zs

y conserva la medida. En otras palabras, E es medible si y sélo si P(E) es medible,

y
my(E) = my(P(E)).

Demostracion Teorema. Consideremos la funcién P(t) = limy_, Px(t) definida re-
cientemente. Como se satisfacen (4.6)) y (4.7]), estamos bajo las hipétesis del Lema
(notemos que el hecho de que en ([&.7) /2 esté multiplicando a 27* no afecta

al resultado). Luego concluimos que

() = P(s)] < Mt — 5|2

Ademss, dado un cuadrado S* de generacién k, S* = ®(I*) para algtn intervalo
I* y tomando t € I*, por la Observacién P(t) € S*. Asf que para cada k, P(t)
pasa por todos los cuadrados de generacién k cuando t recorre el intervalo [0, 1].
Luego P es densa en el cuadrado unidad, puesto que si x € [0, 1] x [0, 1], para todo
e >0, B(x,e)NP([0,1]) # 0. Por continuidad P([0, 1]) es cerrado, asi que t — P(t)
es exhaustiva.

Finalmente, para demostrar que P conserva la medida, basta probar que para
todo 0 < t < 1, P(t) = ®*(¢), donde ®* es la correspondencia inducida de la
correspondencia diddica ® del Lema extendida al intervalo [0, 1].

Primero observemos que podemos extender naturalmente ®* a todo el intervalo
unidad. Sea D = {6/4’c 1<k O0<l< 4’“} es el conjunto de puntos representados
por mas de una cadena de intervalos. Entonces ®* esta univocamente determinada
para cada t € D. En efecto, supongamos que t € [, I*yte Ne J* son dos cadenas
diferentes de intervalos cudrticos. Entonces I* y J* serdn adyacentes a partir de un
cierto k. Luego ®(I*) y ®(J*) también lo serdn, asf que

eI*) =2k
k k
Sea t € 0,1], ¢ € ), I*. Por la Observacién ,
P(t) €[ ®(I*)
k

y se demuestra P(t) = ®*(t).

Sea I’ un intervalo cuartico de la generacion k. De la Observacién también
se deduce P(I') C ®(I'). La otra inclusién ®(I") C P(I') se demuestra igual que
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se ha hecho para (4.2) pero ahora sin restricciones, puesto que P estd definida en
todo el intervalo unidad. Asi que

Recordemos ahora que cualquier intervalo (a, b) puede ser escrito como [ J ; 1j, donde
I; son intervalos cudrticos con los interiores disjuntos. Luego los P(1;) = ®(/;) son
cuadrados diddicos con los interiores disjuntos. Como P((a,b)) = [J; P(I;), se tiene

ma(P((a,0))) = 3 ma(P(5)) = > ma(@(1) = 3 mi(L) = ma((a.b)).

Esto prueba la conclusién (iii) del teorema. O

Demostracion Corolario. Basta considerar el Teorema teniendo en cuenta que
Z1 v Zs tienen medida cero. O

Como resultado concluimos que ¢ — P(t) es una aplicacién de [0, 1] en [0, 1] %[0, 1]
que conserva la medida.

Claramente, como P([0,1]) = [0,1] x [0,1] tiene medida de Lebesgue en R?
positiva y finita, por el apartado c) de la Propiedad 2.1.7, ma(P([0,1])) es también
positiva y finita, asi que

dimg (P([0,1])) = 2.

En consecuencia, usando la Proposicion m junto con (2.4 se deduce que

No cuesta imaginar que esta construcciéon se puede generalizar a curvas que llenen
un cubo en R
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Conclusiones

Este trabajo me ha aportado conocimientos no sélo relativos a las matematicas
sino también relacionados con la documentacion y la ediciéon de articulos cientificos.
Los conocimientos previos que he necesitado fueron estudiados en la asignatura
Analisi real i funcional, optativa del Grado de Matematicas. Otros conceptos los he
aprendido a lo largo del desarrollo del proyecto. He hecho un esfuerzo por tratar de
completar o mejorar las demostraciones tomadas de las referencias.

Durante el proceso de realizacion, por ejemplo mirando los comentarios publica-
dos en [I0], he podido constatar que las diferentes ramas de las matematicas no son
campos excluyentes sino que se solapan, se complementan e incluso se necesitan.
A otro nivel, he comprendido que la dimensiéon de Hausdorff y la dimensién boz-
counting también se complementan, especialmente si se trabaja con conjuntos sobre
los que éstas dimensiones coinciden, puesto que la primera es matematicamente mas
solida al estar definida a partir de medidas, mientras que la segunda es mas facil de
estimar empiricamente.

Un aspecto interesante que se podria haber incluido en las referencias seria un
ejemplo de un conjunto cuyas dimensiones de Hausdorff y Minkowski no coincidan.

En relacién con los usos y aplicaciones de estas dimensiones, la mayoria los he
encontrado en el ambito de las matematicas puras. Por ejemplo en la conjetura de
Kakeya, que se enuncia como sigue:

Sea B un conjunto de Besicovitch en R™ (es decir que B contiene un segmento
unidad en cada direccion). Entonces la dimension de Hausdorff y la dimension de
Minkowski de B son iguales a n.

Aunque también hay aplicaciones en la compresién de imagenes, comentadas en el
Capitulo 3, o incluso en el campo de la ingenieria, ver [4].

Como futuras lineas de trabajo, se podrian estudiar los conjuntos de Besicovitch
y el problema de Kakeya. También podria resultar interesante trabajar con el resul-
tado de este articulo [§], que sostiene que si I, denota un cubode R y F': I} — I,
es una curva que llena el espacio, entonces si X C I es tal que existe dimpg(X),
se satisface que dimp(F 1 (X)) también existe y dimg(X) = ddimp(F~!(X)). Este
resultado permite estimar la dimensién box-counting de objetos multidimensionales
a partir de procesos unidimensionales.
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