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Abstract

Arnold’s conjecture asserts that every Hamiltonian diffeomorfism of a compact sym-
plectic manifold has at least as many fixed points as a function on the manifold must
have critical points. What’s more, if the fixed points are all non degenerate, then
the number of fixed points is at least the minimal number of critical points for a
Morse function on the manifold. In this project we will give meaning to all the
concepts mentioned in the conjecture’s statement and we will study a very speci-
fic known result: the case in which the manifolds are 2-dimensional tori and the
diffeomorfisms are close enough to identity. We will also generalize some results to
2n-dimensional tori to study the general case for every Hamiltonian diffeomorfism.

Resum

La conjectura d’Arnold assegura que tot difeomorfisme Hamiltonia d’una varietat
simplectica compacte té com a minim tants punts fixos com una funcié en la varietat
té punts critics. Si, a més, tots els punts fixos soén no degenerats, aleshores el nombre
de punts fixos és com a minim el minim nombre de punts critics d’una funcié de
Morse en la varietat. En aquest treball donarem significat a tots els conceptes que
pertanyen a l’enunciat de la conjectura i demostrarem un cas molt concret resolt:
el cas en que les varietats son torus de dimensié 2 i els difeomorfismes sén propers
a la identitat. A més, generalitzarem alguns resultats a torus de dimensio 2n per
estudiar el cas general per a qualsevol difeomorfisme Hamiltonia.
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1 Introduccid

El projecte

La topologia simplectica és I'estudi dels fenomens globals de la geometria simplectica.
L’estructura local d’una varietat simplectica és, pel teorema de Darboux, equiva-
lent a 'estructura simplectica estandard de 'espai euclidia. Aquesta caracteristica
ens mostra un important contrast entre la geometria simplectica i la geometria
riemanniana, ja que la curvatura ens ofereix un invariant local de la dltima.

La geometria simplectica neix principalment de la formulacié amb principis vari-
acionals de la mecanica classica. En aquesta visio de la mecanica, les equacions del
moviment surten de principis basats en la maximitzacié o minimitzacié de quanti-
tats com el temps que es triga en recérrer un cami entre dos punts (com per exemple
el principi de Fermat, que diu que la llum, considerada com un feix de particules,
es mou d'un punt a un altre per el cami que implica el menor temps possible per
recérre’l) o 1'acci6, com el principi de minima accié de Hamilton, del qual surten
basicament les equacions diferencials de Hamilton. Comengada i estudiada per
grans matematics de la historia com Newton, Lagrange, Euler i moltissims més, la
mecanica classica aporta una estructura nova a ’espai euclidia que el 1833 formula
William R. Hamilton. Aquesta nova visié de la mecanica 'anomenem mecanica
Hamiltoniana, i la nova teoria no requereix que els sistemes estudiats sorgeixin de
problemes de mecanica classica. Aquesta desconnexié amb el mon fisic és el que
doéna peu a la seva versié matematica moderna que és el que anomenem actualment
geometria simplectica.

Seguint amb el lligam a la mecanica classica, les equacions del moviment porten
a que les aplicacions simplectiques siguin una part important de les teories de siste-
mes dinamics, com els sistemes descrits per Hamiltonians. Henri Poincaré, en el seu
estudi dels sistemes planetaris, va formular el seu famés ultim teorema geometric.
Aquest teorema esta basat en una aplicacié que preserva l’area en un anell de dimen-
si6 dos, pero la visio de Poincaré anava més enlla i la limitacio a la segona dimensié
només era fruit de la complicada demostracié donada per G. D. Birkhoff, i en els
posteriors intents de generalitzar el teorema a dimensions superiors rapidament es
va arribar a que la preservacié del volum no era suficient, siné que es requerien
les caracteristiques de les aplicacions simplectiques que, en particular, preserven el
volum. Una part molt important també, d’on sorgeix el teorema mencionat, sén les
aplicacions de Poincaré, de gran importancia en sistemes dinamics, que també es
demostra que sén aplicacions simplectiques.

No és fins al segle XX que es déna nom a tots els conceptes de la topologia
simplectica i neixen moltes noves preguntes i teoremes, com les relatives als punts
fixos de les aplicacions entre varietats simplectiques: els simplectomorfismes. Un
dels grans exemples de problema global de punts fixos és la conjectura d’Arnold, for-
mulada per V. I. Arnold la decada de 1960. Aquesta conjectura déna un important
resultat sobre 'existencia de punts fixos de simplectomorfismes Hamiltonians, que
son un cas concret d’aplicacions simplectiques, i en dona una cota inferior. Aquesta
conjectura ha estat demostrada en molts casos particulars i amb petites variacions



del seu enunciat. Un resultat molt concret que ha estat demostrat és el cas en que
les varietats involucrades sén torus 2n-dimensionals, i és aquest cas al voltant del
qual s’estructura el nostre treball.

Estructura de la Memoria

Primer de tot fem una breu passada per l'origen de la geometria simplectica. Plan-
tegem un problema general de mecanica classica amb la formulacié Lagrangiana i
Hamiltoniana i veiem com sorgeixen alguns dels conceptes que, en el segon apartat,
es generalitzaran a varietats diferenciables arbitraries i formaran una introduccié al
que anomenem geometria simplectica.

En el segiient apartat parlem del teorema de Poincaré-Birkhoff, que és una pri-
mera versié concreta d’un teorema sobre punts fixos d’aplicacions simplectiques en
una situacio especifica en dues dimensions i que es pot considerar el primer exemple
de resultat global de geometria simplectica i que té un gran nombre d’aplicacions
en sistemes dinamics.

Tot seguit, per a la generalitzacié de teoremes de punts fixos, dediquem tot un
apartat a I’estudi de les funcions generatrius, eina que sera un dels pilars fonamen-
tals per al desenvolupament de ’objectiu del treball: el cas concret de la conjectura
d’Arnold que ens parla de punts fixos de difeomorfismes Hamiltonians en torus de
dimensi6 parella arbitraria. Aquest és el contingut de I'iltim apartat, en que ens
centrem una mica més profundament en l'estudi dels difeomorfismes del torus i
mostrem tota una construccié de la demostracié del cas concret de la conjectura
que estudiem. Donem demostracions explicites del cas dos dimensonal amb sim-
plectomorfismes suficientment propers a la identitat, i en tots els casos enunciem
el resultat general. Finalment, relacionem el cas concret de la conjectura amb el
teorema de Poincaré-Birkhoff i veiem que n’és una conseqiiencia.



2 De la mecanica classica a la geometria simplectica

2.1 Mecanica Hamiltoniana

Les equacions del moviment en mecanica classica surten de solucions de principis
variacionals. Per un sistema mecanic general que té energia cinetica i energia po-
tencial minimitzem una quantitat que és el valor mitja de ’energia cinetica menys
la potencial. A aquesta quantitat se 'anomena accid, i és la base de tota la teoria
simplectica.

Veiem com trobem aquesta teoria a partir de la minimitzacié de I'accié. Con-
siderem un sistema descrit per punts x en R™ que es mouen en trajectories x(t).
Sigui L = L(t,x1, ..., Tp, vy, ..., v,) una funcié C?-diferenciable en les 2n + 1 varia-
bles (t,x1, ..., Tn, V1, ..., 0,), on v € R" = T, R™ és el vector tangent al punt =z € R”
que representa la velocitat . Considerem el problema de minimitzar la integral
d’accio "

I(z) = / L(t, 2, 4)dt (2.1)
to

sobre el conjunt de camins € C([to, t1], R") que satisfan les condicions de contorn
x(tg) = xo, x(t1) = x1.
A la funci6 L se 'anomena Lagrangia del problema variacional. Un cami C'-
diferenciable x : [to, t1] — R™ es diu que és minimal si
I(z) < I(x +¢§)
Per a qualsevol variaci6 & € C*([to, t1], R™) amb £(tg) = £(t1) = 0.

Lema 2.1. Tot cami minimal x : [to,t;] — R™ és solucid de les equacions de

Euler-Lagrange
doL 0L

dtdv 9z
Aqui usem la notacid vectorial OL/0v = (OL/0vy, ...,0L/0v,) € R™ i similarment
per OL/Ox.

(2.2)

Demostracio. Si x és minimal, totes les derivades direccionals de I a x han de ser
0. Per tant,

0 I(x + €€)

e=0

b (S~ 0L , " OL N

- /t;) (]-Zl 8_%@7‘1'71.)5]' +;8_%<t,$,x)£]) dt
bW~ (0L doL

-, 2 (5 o

per a cada £. En I'iltima igualtat hem utilitzat integracié per parts i les condi-
cions de contorn. O

T de



Observacié 2.2. La forma de les equacions de Euler-Lagrange depen sensiblement
de les condicions de contorn.

Sota la condicié de Legendre

0L
2.
det ((%j@vk) #0, (2.3)

I'equacié (2.2) defineix un sistema regular d’equacions diferencials ordinaries de
segon ordre en les n variables x4, ..., x,,. La transformacié de Legendre produeix
un sistema d’equacions diferencials de primer ordre en 2n variables. Introduim les
noves variables

Y = g—i(x,v), k=1,..n. (2.4)
Observacié 2.3. En la terminologia classica, es diu que tenim un problema amb n
graus de llibertat. Quan introduim les noves variables y, parlem de ’espai de fase
R?*" que esta format per (z1,...,,) com les n primeres variables i (yi,...,¥,) com
les n tdltimes, encara que en molts casos no tinguin el sentit fisic que els donem en
aquest apartat.

Aleshores
d oL 0L

T dtou, O
Ara, se segueix de la condicié (2.3) i del teorema de la funcié implicita que v es pot
expressar localment com a funcié de t, x, i y que denotem per

Vi = Gk<t7 x, y)
Definim el Hamiltonia .
H=> yjuv—L (2.5)
j=1

i el considerem una funcié de t, x, i y. Aleshores

OH _ oL 0H _,
8xk n 8xk’ 8yk -k

Per tant, les equacions de Euler-Lagrange (2.2) es transformen en les equacions
diferencials de Hamilton

OH OH
[ = — = ——, 2.
v dy’ Y or (2:6)

Aix0 prova el lema segiient.

Lema 2.4. Siguin x : [to,t1] — R™ un cami C*-diferenciable iy : [to,t1] — R" les
noves variables donades per (2.4). Aleshores, x és una solucid de les equacions de
FEuler-Lagrange (2.2) si, i només si, les funcions x iy satisfan el sistema Hamiltonia

(2.6).

U



2.2 Accié simplectica

Considerem un Lagrangia L que satisfa la condicié de Legendre (2.3) i sigui H (¢, z, y)
el corresponent Hamiltonia definit per (2.5). Donada una corba z : [to,t;] — R”
C?-diferenciable, siguin y : [to, t;] — R™ les noves variables donades per (2.4) amb
v = &, 1 denotem z(t) = (x(t),y(t)). Aleshores, la integral I(z) definida per (2.1)
coincideix amb la integral d’accié ®y(z) definida per

Dir(z) = / () — H(t,z,y)) di 2.7)

to

on (-,-) denota el producte escalar habitual. Aquesta expressié coincideix amb la
integral I(z) sempre que y vingui donada per (2.4), pero ®4(z) esta ben definida per
a qualsevol cami z en I'espai de fase R?" i per a qualsevol funcié Hamiltoniana H.
Podem veure amb un lema que les equacions de Euler-Lagrange de la integral d’accio
(2.7) sén les equacions de Hamilton (2.6). Per tant, les equacions de Hamilton es
poden expressar directament a través del principi de minima accio.

Lema 2.5. Una corba z : [ty, 1] — R*™ és un punt critic de @y (respecte variacions
amb els extrems fixos) si, i només si, satisfa les equacions de Hamilton (2.6).

Demostracid. Sigui z; = (zs,Ys) : [to, t1] — R?" una familia 1-parametrica de corbes
i denotem les derivades en s = 0 per

o
C9s ¢ n_ﬁsys

A 0
) Oy = —(I)H(Zs)

¢ 0s

7
s=0 s=0 s=0

Si derivem sota el signe integral i integrem per parts obtenim
. t1 t1
oy = / (n, & — 0, H)dt — / (9 + 0. H,§)dt + (y(to), £(t1)) — (y(to), & (to))
to to

Com que considerem variacions amb els extrems fixos, tenim £(ty) = £(¢;) = 0 i
els dos tltims termes desapareixen. Aleshores, les equacions de Euler-Lagrange que
asseguren que les integrals s’anul-len per tot £ i 1 s6n les equacions (2.6). U

2.3 Fluxos Hamiltonians

En les coordenades z = (21, ..., Tn, Y1, -, Yn) € R?*" el sistema Hamiltonia (2.6) es
pot escriure com

Joi = VHy(2),
on Hy(z) = H(t,z), VH,; denota el gradient de Hy, i Jy denota la matriu 2n x 2n

Jo = (1?1 _gd) . (2.8)

Xy, = —JVH; : R — R™

El camp vectorial



s’anomena camp vectorial Hamiltonia associat a la funci6 Hamiltoniana H; o
bé gradient simpleéectic de H;. Donada una funcié Hamiltoniana suau que depen
del temps R x R?" — R : (t,2,y) + Hy(x,y), denotem per ¢%° I'operador solucié
de (2.6). Esta definit com ¢%°(z) = 2(t), on z(t) és la tnica solucié de (2.6)
amb condici6 inicial z(ty) = z. El domini de definicié de ¢%° és el conjunt obert
Q.+ de tots els zg € R?™ pels quals la solucié existeix en l'interval de temps [to, t]

(respectivament [t, to] quan t < tg). Els difeomorfismes gb?}“ : Qur — 4y, satisfan

t,to X t,to
a3 =Xy, 00
ot H ¢ H
1 també

t2,t1 ti,to __ 4t2,to to,to __
g °Pg =% i =d.

71 . t.t . RN
La familia de difeomorfismes ¢;;° s’anomena flux Hamiltonia generat per H,.

2.4 Simplectomorfismes

Un difeomorfisme v : R?® — R?" s’anomena simplectomorfisme si

d(O)" Todyo(Q) = Jo

per tot ¢ € R?". Com el nom suggerix, aquests seran els difeomorfismes que preser-
varan l’estructura simplectica, pero aqui sorgeixen del fet que son els difeomorfismes
que preserven les equacions diferencials de Hamilton (2.6).

Lema 2.6. Sigui v : R — R*™ un simplectomorfisme i suposem que ((t) és una
solucio de l'equacio diferencial de Hamilton

¢ = Xnop(C)-
Aleshores, z(t) = 1¥(((t)) és una solucio de (2.6).
En la literatura classica de mecanica Hamiltoniana, els simplectomorfismes s’a-

nomenen normalment transformacions canoniques. A més, els difeomorfismes
generats per sistemes Hamiltonians d’equacions diferencials son simplectomorfismes.

. . . . .o t,t , .
Lema 2.7. Sigui on sigui que es defineixi, ¢;;° €s un simplectomorfisme.

Les demostracions d’aquests dos lemes les podem trobar a [4], pagines 18 i 19.



3 Fonaments de geometria simplectica

Acabem de veure tots els conceptes que surten dels problemes de mecanica classica.
Aquests conceptes que hem estudiat a R?" els podem generalitzar a varietats ar-
bitraries i desenvolupar tota una teoria que s’anomena geometria simplectica.

3.1 Geometria simplectica lineal

Definicié 3.1. Un espai vectorial simpléctic és una parella (V,w) que consisteiz
en un espai vectorial real de dimensio finita V' 1 una forma bilineal antisimeétrica
no degenerada w : V XV — R. Aizo vol dir:

1. (antisimétrica) Per tot v,w € V,

w(v,w) = —w(w,v).

2. (no degenerada) Per totv € V
wv,w)=0,Yw eV =v=0.

Observacié 3.2. Notem que l'espai vectorial V' ha de ser necessariament de di-
mensié parell, ja que sind la forma tindria nucli no trivial.

Exemple 3.3. L’exemple estandard d’espai vectorial simplectic és ’espai euclidia
R?" amb la forma bilineal antisimetrica no degenerada

Wy = Zdl'] A dyj
j=1

Com a lapartat 2.3, aquesta forma es pot associar a la matriu (2.8). Si z =
(o, 21),y = (Yo, y1) € R*™ amb xq = (xg1..., 7o) € R i similarment per z1, yo i y1,
tenim

wo(x,y) = <x07y1> <y0,x1) = (950 96’1) (Id 0 ) (y1) = —x" Joy (3'1)
Definicié 3.4. Un simplectomorfisme lineal de [’espai vectorial simpléctic (V,w)
és un isomorfisme d’espais vectorials W : V. — V que preserva ’estructura simpléctica
en el sentit

V'w = w,
on Vw(v,w) = w(Wv, Yw) per v,w € V. Els simplectomorfismes lineals de (V,w)
formen un grup que denotarem per Sp(V,w).

Exemple 3.5. En el cas de 'estructura simplectica estandard de l'espai euclidia
usem la notacié Sp(2n, R).

Es convenient veure que tots els espais vectorials simplectics de la mateixa di-
mensié son isomorfs, i és suficient, per tant, estudiar el cas euclidia estandard.

7



Teorema 3.6. Sigui (V,w) un espai vectorial simpléctic de dimensio 2n. Aleshores,
existeir una base uy, ..., Uy, V1, ..., U, tal que

w(uj, ug) = wvj,vE) =0,  wluj,vg) = 0j;.

Tal base s’anomena base simpléctica. A més, existeix un isomorfisme d’espais
vectorials ¥ : R*™ — V tal que
Urw = wo-

Demostracio. [4], pagines 39 i 40. O

Un cop vist aquest resultat, podem estudiar el grup de simplectomorfismes line-
als, i ens podem centrar en Sp(2n,R). En aquest cas, podem escriure els elements
de Sp(2n,R) com matrius ¥ reals 2n x 2n que satisfan

T JU = Jp,
que usant (3.1) podem veure que és equivalent a
\I]*wo = Wp-

A aquestes matrius les anomenarem matrius simpléctiques. Prenem la matriu
simplectica del simplectomorfisme lineal ¥ com

A B
‘I’:(C D>€Sp(2n,R)

escrita per blocs amb A, B,C, D € M,,,(R). Aleshores, les condicions perque W
sigui simplectomorfisme lineal son

ATC - CTA =0, (3.2)
ATD - CTB =1d, (3.3)
B'D - D"B =0. (3.4)

Aquestes seran condicions importants per quan estudiem els simplectomorfismes en
varietats simplectiques i les funcions generatrius en el capitol 5.

Lema 3.7. Tota matriu simplectica té determinant 1.

Demostracio. [4], pagina 21. O

3.2 Geometria en varietats simplectiques
3.2.1 Conceptes basics

Sigui M una varietat C'°°-diferenciable, o suau, que, si no s’especifica el contrari, és
sense vora i compacte.



Definicié 3.8. Una estructura simplectica en una varietat C*°-diferenciable és
una 2-forma w € Q*(M) tancada i no degenerada.

La no degeneracié diu que qualsevol espai tangent (7,M,w,) és un espai vectorial
simplectic. La varietat M és necessariament de dimensié parell i orientable.

Exemple 3.9. L'exemple estandard de varietat simplectica és R?" amb la forma
simplectica estandard

Wo = Zdﬂf] N dy]
j=1

Una forma simplectica compleix dos requisits: que sigui no degenerada i que
sigui tancada. La no degeneracié es tradueix en que hi ha un isomorfisme canonic
entre els fibrats tangent i cotangent

TM —-T'M: X — «(X)w =w(X,).

Definicié 3.10. Un simplectomorfisme en una varietat simpléctica (M,w) és un
difeomorfisme ¢ € Dif(M) tal que preserva la forma simpléctica

w =Y w.
Denotem el grup de simplectomorfismes per Symp(M,w) o bé Symp(M).

Com w és no degenerada, tenim un isomorfisme Ty M — T M : v = 1(v)w,. Per
tant, tenim una correspondencia un a un entre camps vectorials i 1-formes via

X(M) = QY (M) : X 5 o(X)w.

Definicié 3.11. Un camp vectorial X € X (M) es diu que és simpléectic si t(X)w
és tancada. Denotarem [’espai de camps vectorials simpléctics per X (M,w).

La segiient proposicié ens mostra la relacid entre els els simplectomorfismes i
els camps vectorials simplectics, i la podem trobar demostrada en una versié més
extensa a [4], pagines 83 i 84.

Proposicié 3.12. Sigui M wuna varietat tancada. Sit — 1y € Dif(M) és una
familia suau de difeomorfismes generada per una familia de camps vectorials X; €
X (M) via

d .
%wt - Xt © wta ¢0 = Zda

aleshores ¢, € Symp(M,w) per a cada t si, i només si, Xy € X(M,w) per a cada t.



3.2.2 Fluxos Hamiltonians

Per a qualsevol funcié suau H : M — R, el camp vectorial Xy : M — TM

determinat per la identitat
U Xp)w=dH

s’anomena el camp vectorial Hamiltonia associat a la funcié Hamiltoniana
H. Si M és tancada, el camp vectorial Xy genera un grup uniparametric suau de
difeomorfismes ¢4, € Dif(M) que satisfa

d .
%Qﬁq = Xpody, oy=id

i se 'anomena flux Hamiltonia associat a H. Aquest flux, per la proposicié 3.12,
és un simplectomorfisme, ja que la 1-forma prové de la diferenciacié d’una funcié i
és, per tant, tancada. La identitat

ens mostra que el camp vectorial Xy és tangent als nivells H = constant, que
anomeranem nivells d’energia.

3.2.3 Isotopies Hamiltonianes

Considerem una aplicacié suau [0,1] x M — M : (t,q) — ¥(q) tal que ¢ €
Symp(M,w) és un simplectomorfisme de M i 1)y = id és la identitat. A tal familia
de simplectomorfismes se I’anomena una isotopia simpléectica de M. Qualsevol
isotopia simplectica esta generada per una unica familia de camps vectorials X; :
M — TM tal que

d
Ewt = Xy oy

Com que 9, és un simplectomorfisme per a tot t, els camps vectorials X; son
simplectics i, per la proposicio 3.12,

du(X)w = 0.

Si totes aquestes 1-formes son exactes, aleshores existeix una familia suau de funci-
ons Hamiltonianes H; : M — R tal que

L(Xt)w = dHt

Aixo vol dir que X, és el camp vectorial Hamiltonia associat a H; per a cada t. En
aquest cas, la familia H; s’anomena un Hamiltonia que depén del temps i a 1),
se I’anomena una isotopia Hamiltoniana.

A un simplectomorfisme ¢ € Symp(M,w) se I'anomena simplectomorfisme
Hamiltonia si existeix una isotopia Hamiltoniana v, € Symp(M,w) de ¢y = id a
11 = 1. Denotarem 1’espai dels simplectomorfismes Hamiltonians per Ham (M, w)
o bé per Ham(M).
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3.2.4 Teorema de Darboux

Teorema 3.13. (Darboux) Tota forma simpléctica w en M és localment difeo-
morfa a la forma simpléctica estandard wy a R*™.

Demostracio. [4], pagines 93-95. O
Com totes les varietats simpléctiques es poden relacionar amb R?*" i wj, podem

estudiar els simplectomorfismes de R?® a R?". En aquest cas, la condicié perque 1
sigui simplectomorfisme es pot traduir a

dy” Jodp = Jo,

és a dir, diy ha de ser una matriu simplectica, i les condicions que ha de complir el
diferencial del simplectomorfisme si I’escrivim com

w= (e )

sén les condicions (3.2), (3.3) i (3.4).
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4 Teorema de Poincaré-Birkhoff

En el seu estudi de solucions periodiques en problemes de mecanica celeste, Henri
Poincaré va construir un model molt simple que contenia les dificultats basiques
del problema. Aquest model consisteix en una aplicacié d’un anell pla en si mateix
i que preserva 'area. Aplicacions d’aquest estil sorgeixen de 'estudi de sistemes
dinamics amb dos graus de llibertat (o espai de fase 4-dimensional).

Gran part del treball inicial en la dinamica Hamiltoniana va estar motivada
per l'intent d’entendre la mecanica celeste com, per exemple, el sistema planetari.
Una pregunta important és si un sistema té orbites periodiques i també la propia
dinamica a prop d’una orbita periodica. Poincaré estava interessat en estudiar
les solucions més senzilles de les equacions del moviment dels planetes (o altres
sistemes) perque pensava, i encertadament, que conformarien una mena d’esquelet
del sistema al voltant del qual s’organitzaria la dinamica del mateix.

Aquesta dinamica es pot descriure en termes de simplectomorfismes locals ano-
menats aplicacions de Poincaré, que sén aplicacions de retorn sobre un nivell d’ener-
gia, i el problema de trobar orbites periodiques passa a ser un problema de trobar
punts fixos de simplectomorfismes. Un cas concret és el model de Poincaré i és el
que estudiem en aquest capitol.

Sigui H : M — R una funcié Hamiltoniana en una varietat simplectica (M, w)
2n-dimensional i considerem l’equaci6 diferencial de Hamilton

p(t) = Xu(p(t)). (4.1)

Denotem per ¢t; : Q; — M el corresponent flux Hamiltonia i sigui p(t) = p(t+7) =
¢4 (p(tg)) una solucié peridvdica no constant de (4.1) sobre la superficie d’energia
H = 0. Prenem una funci6 suau G : M — R qualsevol tal que

G(p0> =0, {G7 H} # 0

amb py = p(to) 1
{G,H}Y = —(VG)' [,VH

el claudator de Poisson, que es pot relacionar amb la derivada d’una funcié compo-
sada amb el flux:

%G ol = —(VG)" JZ2WWH = {G,H}.
Considerem el conjunt
Y={pe M| H(p)=Gp) =0}

Si U és un entorn de pg suficientment petit, aleshores > N U és una hipersuperficie
suau de H71(0). A més, existeix una tinica aplicacié suau 7: XN U — R tal que

o’ (p)ex, T(po) =T.

Per veure-ho, hem de resoldre I'equacié G(¢%;(p)) = 0 per ¢ = 7(p) en un entorn de
p = po. Aix0 és possible pel teorema de la funcié implicita si

06 ) = (G, HYp) £ 0.
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que és una de les condicions que hem imposat a G en py. Ara definim el difeomor-
fisme local
Y:SNU =3 pes ¢ (p).

Aquesta és I'aplicacié de Poincaré i ¥ és la seccié de Poincaré.

Lema 4.1. La seccio de Poincaré ¥ NU és una subvarietat simpléectica de M i
laplicacio de Poincaré 1 : X N U — X és un simplectomorfisme.

Demostracio. [4], pagines 267 i 268. O

En el cas de 2 graus de llibertat, la seccié de Poincaré ¥ és una superficie 2-
dimensional, i una aplicacié simplectica és equivalent a una aplicacié que preserva
I’area, és a dir, 'aplicacié de Poincaré 1 preserva la forma d’area w. L’aplicacié de
Poincaré sobre la superficie es pot entendre a la seccié de Poincaré com a cada punt
p de la superficie s’envia al segiient punt en el qual la corba de I'espai de fase que
s’origina en p interseca de nou la superficie. D’aquesta manera, una corba tancada
en l'espai de fase es correspon amb un punt fix de l'aplicacié o a una potencia
d’aquesta. Reciprocament, un punt fix de ’aplicacié o d’una potencia d’aquesta
determina una corba tancada a ’espai de fase.

Y

Figura 1: Seccié de Poincaré en el cas de dos graus de llibertat.

Pel teorema de Darboux, en qualsevol superficie existeixen coordenades locals
tals que la forma d’area coincideix amb la forma estandard wg = du A dv. Per tant,
podem identificar un entorn del punt fix py en la superficie ¥ amb un entorn obert
de 0 en R? de manera que la forma d’area w correspongui amb la forma estandard
wo = du A dv.

En aquestes coordenades, ’aplicacié de Poincaré és un homeomorfisme que pre-
serva ’area d’un entorn obert de 0 € R? amb un punt fix en 0. Si existeix un
cercle invariant a prop del 0, aleshores aquest talla un disc invariant. Qualssevol
dos cercles tallen un anell. Aquesta sera la situcié del teorema d’aquest apartat.
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Tal anell es pot identificar amb 1’anell estandard
A= {(u,v) € R*a <u®+v? <b}

a través d’una transformacio que preservi 'area. L’tltim teorema geometric de
Poincaré assegura que qualsevol homeomorfisme que preservi I’area

v:A— A

que preservi les dues components de la vora i les faci girar en direccions oposades
ha de tenir minim dos punts fixos.

Es convenient introduir coordenades polars x € R/Z iy > 0 tal que

u=,/ycos(2rx), u=./ysin(2rx).

Aleshores
du N\ dv = —mdx N\ dy

i 'homeomorfisme ¢ continua preservant ’area en les coordenades z i y. En aquestes
coordenades, 'anell és la tira a < y < b i ’homeomorfisme ¢ pren la forma

Y(z,y) = (f(2,9),9(x,y)),

fle+1Ly) = f(z,y) +1, glz+1,y)=g(z,y). (4.2)

Assumim que 9 preserva les dues components de la vora de A

g(x,a) =a, g(x,b) =0, (4.3)
i satisfa la condicié de twist

flz,a) <z, f(z,b) >z (4.4)

Dos punts (z,y) i (z/,y') direm que sén geometricament diferents si bé iy # y
obéx—2' ¢ 7.

Teorema 4.2. (Poincaré-Birkhoff) Sigui v un homeomorfisme de l'anell A =
{(z,y) € R*la <y < b} que preserva Udrea, essent ¥(x,y) = (f(z,y),9(z,y)) que
satisfa les condicions (4.2), (4.3) i (4.4). Aleshores i té al menys dos punts fixos
geometricament diferents.

Demostracio. Demostrarem l’existencia d’un punt fix. Assumim que ) no té punts
fixos. Per a qualsevol cami 7 : [0,1] — A amb v(0) € R x ai7y(1) € R x b definim
I’aplicacio




Prenem qualsevol aixecament «., : [0, 1] — R tal que
py(t) = el ),

Aleshores a,(1) — a,(0) = (2k + 1) per algun enter k. Ara bé, qualssevol dos
camins g i ;1 s6n homotops per una homotopia ~,, i també ho sén els correspo-
nents aixecaments a., i .. Pero 'expressi6 ., (1) — a, (0) és independent de A.
Aleshores, 0 bé ., (1) —a,(0) és positiu per qualsevol v o bé és negatiu per qualsevol
. Definim aleshores

() = sign(a,(1) — o, (0)) € {+1, =1}

Aquesta expressio esta ben definida sempre que v sigui una aplicacié continua que
satisfa la condicié de twist (4.4) i no té punts fixes. En el cas que 1 preservi 'area,
veure que (1) ha de ser tant +1 com -1, donant la contradiccié buscada.

Extenem 1) a un homeomorfisme de R? fent f(z,y) = f(x,a) pery < a, f(x,y) =
f(z,b) pery > b,1g(x,y) = y en ambdds casos. Notem que 1) preserva I’area només
a I'anell A. Assumim que 1 no té punts fixos a l'anell i, per tant, tampoc en té a
R2.

Definim ara la translacid
7.:R* 5 R*: (z,y) — (z,y +¢)

Aleshores I'aplicacié . = 7. o ¢ és un homeomorfisme de R? que preserva l'area a
I’anell A i no té punts fixos per € > 0 suficientment petit. Considerem la tira

Dy ={(z,y) €R*|la <y < a+e}.

Com I'homeomorfisme 1. porta y > a ay > a+e¢, tenim que la cinta Dy no interseca
les seves imatges D; = 1I(Dy) sota els iterats de ). per qualsevol j > 1. Per tant,
les cintes D; sén disjuntes dos a dos. Notem també que la clausura de Dy interseca
Dy eny = a+e¢e. Com 9. preserva 'area, cada cinta D; té area €. Per tant, ha
d’existir un enter k > 2 tal que Dy ¢ A. Per tant, existeix un punt xo € R tal
que

yr 2 b, (2, yk) = VE(30,a).

Prenem k el primer enter amb aquesta propietat. Ara definim el cami vy : [0, k+1] —
R? conectant primer el punt (zy,a) amb la seva imatge sota 1. per una linia recta
en Dy

v(t) = (1 —t)(xo, a) + tp-(zg,a) € Dy, 0<t<1

i després iterant aquest cami sota ).
Y+t =vI((t)eD;, 0<t<1.

Aleshores, y(t) € Aper 0 <t < k—11~(k) = (z,yx) amb y, > b. Sigui
T € [k — 1, k| el primer temps tal que v(¢) € R x b i definim

(1) () A1) = (1)
= .0 =0 - her =A@ CStsT
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‘7\(-3%, Yk)

(.Io,a)

Figura 2: Les cintes D; i el cami 7.

Com els conjunts D; son disjunts dos a dos, veiem que y(s) # y(t) per s # t. Per
tant, p és homotop al cami

A(2141)-4(0)
po(t) = {'ﬁiﬁf i psr=Tr
ey 1/2St<T

Ara, v(0) e R x a, v(T) e Rx b, iv(t) € Aper 0 <t <Ti, per tant, py(t) esta en
el semipla superior per a qualsevol ¢. Prenem un aixecament oy(t) € R tal que

po(t) = e 1/2 < ap(0) < 7.

Aleshores, 0 < ag(t) < m per 0 <t < T i, en particular

ao(T) < /2.

Notem de fet que ag(t) decreix des d’aproximadament 7 cap a aproximadament 0
quan ¢t va de 0 a 7. Prenent el limit ¢ — 0, obtenim p(¢) = —1. Un argument
similar amb 7_. ens porta a una corba ~y(t) per a la qual py(t) queda al semipla
inferior i el corresponent aixecament ag(t) creix des d’aproximadament —7 fins a
aproximadament 0 quan ¢ va de 0 a 7', donant la contradiccié p(¢)) = +1 i, per
tant, 1) ha de tenir algun punt fix.

t

Aquest teorema va ser enunciat per Poincaré no gaire abans de la seva mort, i
va ser demostrat més tard per G. D. Birkhoff. L’argument de Poincaré per arribar
al model del teorema pot ser aplicat a molts altres problemes, pero la complica-
da resolucié de Birkhoff no porta a una possible facil generalitzacié a dimensions
superiors.

Encara que aquest teorema sigui aplicat al cas d’'una aplicacié de Poincaré en una
superficie 2-dimensional i estigui basat per tant en una aplicacié que preserva l’area,
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les aplicacions de Poincaré, com hem vist, son en general aplicacions simplectiques i,
per tant, aquest teorema es pot considerar un dels primers resultats de la geometria
simplectica i motiva l'exploracié en la generalitzacié de resultats en aquesta branca
de les matematiques.

En els segiients capitols veurem simplectomorfismes que compleixen certes con-
dicions i que podrem estudiar en dimensions superiors per tal de trobar possibles
generalitzacions a problemes de punts fixos i, per tant, aplicacions com per exemple
a orbites periodiques de sistemes dinamics amb més graus de llibertat i la dinamica
propera a aquestes.
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5 Funcions generatrius

A vegades els simplectomorfismes es poden descriure a través de funcions escalars,
que seran les que anomenarem funcions generatrius. Sobretot ens centrarem en dues
que sén les més classiques per a simplectomorfismes de R?": les de tipus S i les de
tipus V. La funcié generatriu de tipus S existeix només per a simplectomorfismes
que satisfan una certa condicié de no degeneracié. Per altra banda, les de tipus V'
existeixen per a qualsevol que sigui suficientment proper a la identitat.

5.1 Funcions generatrius de tipus S

Sigui ¢ : 2 — € un simplectomorfisme definit en un obert simplement connex
Q C R?". Escrivim l'equaci6 (x1,4;) = ¥(xo, o) com
z1 = u(To,%), Y1 = v(To,Yo)-

Notem aqui que z¢ = (xo1, ..., Ton) € R™ és un vector, i similarment per 1, yo 1 y;.
Denotem per U C R?" el conjunt de tots els vectors de la forma (g, u(zo, yo)) € R*"
amb (zg,yo) € 2 1 assumim que I'aplicacié

Q= U : (zo,v0) — (zo,u(zo,y0))

és un difeomorfisme amb la seva imatge U. Pel teorema de la funcié implicita, un
simplectomorfisme v : Q — R?" satisfa aquesta condicié en un entorn d’un punt
20 = (X0, Yo) si, 1 només si,

d¢<z0):(g‘ g), det(B) 0. (5.1)

Lema 5.1. Amb les condicions esmentades, existeir una funcic S : U — R tal que
per a qualsevol (zg,v0) € Qi (x1,y1) € R®*™ amb (z9,71) € U tenim

oS oS
(901791) = ¢($0,yo) < Yo = _8_3:0(%’361)’% = a—xl(l‘o,%)

A qualsevol funcid S amb aquestes propietats se [’anomena funcié generatriu de
tipus S de .

Demostracio. Primer de tot, recordem que per hipotesi es compleix (5.1) i, per tant,
la matriu B és invertible. Considerem el graf

Ly = {(w0, yo, 21, 91) | (21,91) = ¥(0,%0) }

i I'aplicacio
m: Iy — R : (20, Yo, 1, 1) — (2o, 1)

Per hipotesi, aquesta aplicacié és un difeomorfisme amb la seva imatge en U. Per
tant, existeixen funcions F, G : R*" — R", F = F(x¢, 1), G = G(x0, 1), tals que

Fw = {((L’Q, F(l’o,l’l),fL‘l,G(l’o,ZEl))}.
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Voldrem escriure els diferencials de F'i G en termes de les variables xg i 19, és a
dir, en termes de les matrius A, B, C'i D de (5.1). L’espai tangent del graf en un

punt és
i

)

. l"() . xz
T(zO,F(mg,ml),ml,G(xo,wl))rw = {(l’o,DF (351) » L1, DG (le

o To To
T(zo,F(zo,z1),x1,G’(xo,x1))Fw - {(x07y07 DU <y0) 7DU (yO

i, per altra banda, també és

Tenim
# = Du <5?0) — (A B) <5?0) — Ao+ Bijo = 5o = B\ — B~ A
Yo Yo
Per tant,

. _ _ T . _ _
T(xo,F(ﬂfoﬂfl)ﬂfl7G(I0’$1))Fw = {(xo’ (_B ‘A B 1) <£U(1)> 1 (C —-DB™'A DB 1) (

)y

1 aconseguim

DF— (—B-4 B—1>
pG= (C—-DB'A DB*1>

Veiem ara que la 1-forma

(y1,dz1) — (Yo, dwo) = (G(xo, x1), dx1) — (F(x0, 21), do)
és tancada. Si la derivem, ens surten els termes

oG, OF;  0G,

. - OF,  OF,
8:1:’()]- &cli ’ (?xlj

Oxo: Oz’
05 0

i # 7.

Definim en primer lloc les matrius v, ® i M amb les entrades

(-5,
o-(-12)
e (52)

Veiem que aquestes matrius es poden escriure en funcié de les matrius de (5.1) com

0G:  9G,
8:151]-

Oy
OF,  OF,
al’oj 6$0i

0G;  OF,

0x0j 6x1i

v = DB—I . (B—I)TDT
P = AT(B—l)T . B—lA
M=C—-DB'A+ (B H)!
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Utilitzant les condicions (3.2), (3.3) 1 (3.4) veiem que totes tres matrius soén 0 i, per
tant, la 1-forma (y;, dz1) — (o, dzo) és tancada. A més, com que U és simplement
connex, la forma és exacta. Per tant, existeix una funcié S : U — R tal que

oS 0S
dS = <a—x0,d$0> + <a—$1,dllf1> = —<y0,d$o> + <y1,dx1>
= ——a—s(x x1) —8—S(x x1)
Yo = 974 0,T1), yl_@xl 0,21)-
U
Veiem ara que si un simplectomorfisme 1) = E’to generat per una familia de

funcions Hamiltonianes que depén del temps H; : R*® — R admet una funcié
generatriu de tipus S, aleshores aquesta funcioé generatriu ve donada per la integral
d’accié .
1
B2) = [ (l.8) ~ H({t.,) de 5:2)
to
introduida a la secci6 2.2. La nostra assumpci6 sobre v és que per a cada (xg, z1) en
un domini convenient U = Uy, ¢, hi ha uns tnics yo 1 y; tals que ¥(xo, yo) = (1, y1).
En aquest cas la corba

z2(t) = (x(t),y(t)) = ¢5° (w0, o)
és la tnica solucid del sistema Hamiltonia

. O0H . 0H

SU—a—y, y:_ﬁ_x (5.3)

amb condicions de contorn x(tg) = o, i (1) = x1. Aix0d determina una aplicacié
suau

U— Coo([to,tl],RQR) : (ZL‘O,ZEl) = Z.
Definim

Su(z0,71) = Pu(2)

per (zg,x1) € U on ®(z) ve donada per (5.2).
Lema 5.2. La funcio Sy és una funcio generatriu de ¢ = qﬁt;to.
Demostracio. [4], pagina 283. O

Una funcié generatriu per ¢ esta determinada llevat d’una constant additiva.
Per distingir la funcié generatriu del lema 5.2 I’anomenarem la funcié generatriu
determinada per H en linterval [to,t;]. Si fixem (tg,z9) € R x R™ i sigui S(¢, x)
la funcié generatriu determinada per H en [to,t] evaluada en (zg, ), aleshores S
satisfa 'equaci6 de Hamilton-Jacobi

Per més informacié sobre I'equacié de Hamilton-Jacobi veure [4] pagines 283, 284 o
bé [1] pagines 255-270.
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5.2 Problemes variacionals de temps discret

Aixi com podem pensar en una aplicacié com 'analeg en temps discret d’un flux,
podem pensar en un simplectomorfisme com l’analeg en temps discret d’un flux
Hamiltonia. En la secci6 2.1 haviem introduit els fluxes Hamiltonians com la solucié
d’un problema variacional. De manera analoga, els simplectomorfismes sorgeixen
naturalment de problemes variacionals de temps discret. Aquests estan relacionats
amb la funcié S del lema 5.1. Veiem com.

Assumim que ¥ : Q — R?" és un simplectomorfisme amb funcié generatriu
S : U — R i sigui '
(xjayj) :W(l’myo)» 1 S] Sla

una orbita sota 1. Pel lema 5.1 aquesta orbita esta iinicament determinada per la
seqiiencia
x = (xo, 21, ..., T7).

Notem que donada una seqiiencia x amb (z;, z,;+1) € U per a tot j aquesta correspon
a una orbita (z;,y;) = ¥’ (20, yo) de ¥ que comenga a (zg,yo) € 2 1 acaba a (;,y;)
si, 1 només si,

02 S(wj-1, ;) + 015(xj, wj41) = 0 (5.4)
perj=1,....l—11ion 0,5 denota el vector gradient respecte les n primeres variables
i 055 respecte les n ultimes. Si x satisfa (5.4) aleshores la seqiiencia y = (yo, ...y)
pot ser rebcoberta per x via

yj = 025(xj-1,25) = —015(x;, j41).

Ara bé, (5.4) sén les equacions de Euler-Lagrange per el problema variacional de
temps discret

1) = Y (e 500

subjecte a variacions x + &, on & = (&, &1, ..., &) amb & =& = 0.

5.3 Mecanica Hamiltoniana discreta. Funcions generatrius
de tipus V

Hem vist que les orbites d’un simplectomorfisme 1) : R?" — R?" es poden expressar
com les solucions d’un problema variacional discret donat que v admeti una funcié
generatriu de tipus S. A més, aquesta condicié és analoga a la condici6 de Legendre
en el cas de temps continu. Ara bé, en el cas de temps continu 'accié simplectica
donava lloc a una formulacié variacional alternativa dels sistemes Hamiltonians que
no requeria la condicié de Legendre. Similarment, en el cas de temps discret, hi
ha una formulacié variacional per les orbites de v fins i tot quan ¢ no admet una
funcié generatriu de tipus S.
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Perqué aixo funcioni, un ha d’assumir que ¢ és C'-proper a la identitat. Pero
qualsevol isotopia simplectica pot ser descomposada per espais de temps suficient-
ment petits en una seqiiencia de simplectomorfismes que satisfan aquesta condi-
ci6. Per tant, en contrast amb la condicié (5.1), aquesta no suposa una restriccié
molt forta. Com a resultat, obtindrem una versié discreta del funcional d’accié
simplectica, que sera una peca important per ’objectiu del treball.

Sigui ¢ : R?™ — R?" un simplectomorfisme global i, com a l'apartat anterior,
escrivim l'equaci6 (z1,y1) = ¥(xo, yo) com

Ty = U(x07y0)7 v = U<ﬂ70,yo)-

Si les primeres derivades de v satisfan

|ldip(2) = 1d]] < (5.5)

| —

per tot z € R*"  aleshores la condici6 (5.1) no cal que se satisfaci. No obstant, la
matriu A en (5.1) ha de ser necessariament no singular i se segueix que hi haura un
altre tipus de funcié generatriu. L’aplicacié R?*™ — R?*" : (x¢,40) — (u(z0,%0),Yo)
té ara una inversa global i per tant podem utilitzar les coordenades z1 = u(xg, yo)
i 99 com a variables independents substituint xq i .

Lema 5.3. Si ¢ satisfa (5.5), aleshores ezisteiz una funcio suau V = V(x,y) en
R tal que (z1,y1) = ¥(z0,y0) i, © només si,

oV ov
1 — o = a—y(iﬂl,yo% Y1 — Yo = —%(ﬂil,yo)-

Reciprocament, si V : R?™ — R és una funcié C* amb segones derivades suficient-
ment petites, aleshores aquestes equacions determinen un simplectomorfisme

R* — R*™ : (20,Y0) — (z1,91) = (20, Yo)-

A qualsevol funcio amb aquestes propietats se l’anomena funcié generatriu de
tipus V.

Abans de fer la demostracié del lema veiem un lema previ.

Lema 5.4. Sigui f : R™ — R" una funcio diferenciable que compleix

\df () — 1] < 5

per a tot v € R™. Aleshores, f té una inversa global diferenciable.

Demostracio. Veiem que f és exhaustiva. Sigui y € R", volem veure si existeix
x € R tal que f(x) =y. Per veure-ho, escrivim

y+az—flr)==z
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i plantegem el problema de punt fix segiient

ple) =z, o) =y+z—f(z)
Aquesta funcié compleix

1

ldel| = [ldf (z) - 1d| < 5.

Veiem que ¢ és contractiva. Conectem dos punts xg i x1 per la funci6

g9(t) = ¢(xo + t(z1 — 0)),

que compleix
9(0) = @(xo), g(1) = @(x1).

Tenim doncs

liten) = an)ll = lla() = 9O} = 1| | o(0)it] < 5lla2 = ol

Com ¢ és contractiva, pel teorema del punt fix de Banach [6], existeix un tinic punt
p tal que p(p) = p. Es a dir, per a cada y € R" existeix un unic x € R" tal
que f(z) = y. Per tant, hem demostrat que f és tant exhaustiva com injectiva i
és, per tant, bijectiva i té una inversa f~!. Hem de veure ara, a més, que f~! és
diferenciable i, per tant, és un difeomorfisme. Tenim

ldf () ]| <

Per tant,
df =ld+ X, ||X]] < %
Podem escriure la inversa df ~! com
A l1=Id-—X+X? - X3+ X' — X"+ ..
i convergeix, ja que || X*|| < || X||F < 5.
O

Demostracio. (Lema 5.3) Com hem anunciat, podem veure per la condicié (5.5) que
la matriu A de la condicié (5.1) és no singular. Suposem que ho és. Si det A = 0,
tenim que existeix un vector unitari u = (u,0) € R*" tal que

Per altra banda, tenim

i e
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Pero veiem que aconseguim la contradiccio

[ (dep = 1d) (w)[| = [[ul].

Per tant, A és no singular. A més, la funcié f : R* — R?" : (zg,y0) — (71,%0) té
una inversa global diferenciable, ja que

ldf —1d|| < [|dy —1d| <

N —

i apliquem el lema 5.4. Analogament al lema 5.1, considerem el graf

Ly = {(z0, o, 71, 91) | (x1,91) = ¥ (w0, %0)}

i ’aplicacio
Ty — R : (%0, Yo, 1, 41) — (21,%0)-

Hem vist que aquesta aplicacié és un difeomorfisme. Per tant, existeixen funcions
F,.G:R*™ 5 R" F = F(x1,y), G=G(z1,y0), tals que

Ly = {(F(71,90), o, 71, G(T1,%0)) }-

Voldrem escriure els diferencials de F'i G en termes de les variables xg i 19, és a
dir, en termes de les matrius A, B, C'i D de (5.1). L’espai tangent del graf en un
punt és

.. Zo Zg
T(F(ﬂﬁl7y0),y07$17G(l’1,y0))P¢ = {(x07y07 Du (yo) , Dv <y0>)}

i, per altra banda, també és

T(F(931,yo)vyo,th(Il,yO))Fw = {(DF (yé) Yo, 41, DG <yé> )}

Tenim

) T T . . . _1. 1.
21 = Du (y.s) = (A B) (y.s) = Aig+ Byy = i9 = A dy — A7 By,

Per tant,

_ _ T L _ _ T
T(F(xhyo),yo,u’m7G(901»y0))r¢ = {((A ! —A IB) (y;) » Yo, X1, (CA ! _OA lB + D) <y;>)}

1 aconseguim
DF = (A —A—lB>
DG = (CA'! —CA-'B+ D>

Veiem ara que la 1-forma

(Y1, dx1) + (w0, dyo) = (G(z1,90), dx1) + (F(21,40), dyo)
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és tancada. Si la derivem, ens surten els termes
oG, B OF; oG, B 0G, oy oF; B OF;
dyo; Oxy;  Oxyy  Oxyy S dyo;  Oyoi

UFE ]
Definim en primer lloc les matrius v, ® i M amb les entrades

( oG, an)
ij

a$1j 89512-
<8F,~ B aFj)

e <8Gi aFj>
ij

% B 0x1;
Veiem que aquestes matrius es poden escriure en funcié de les matrius de (5.1) com
y=CAT — (A HTCT
o =BT(A Y — A8
M=D-CA'B— (A

Utilitzant les condicions (3.2), (3.3) i (3.4) veiem que totes tres matrius sén 0 i, per
tant, la 1-forma (y;, dz1) + (zo, dyo) és tancada. A més, com que R?*" és simplement
connex, la forma és exacta. Per tant, existeix una funcié W : R?® — R tal que

oW oW
dW = <_8:c1 ,dry) + <a—y0, dyo) = (y1, dz1) + (o, dyo)
= 35 = _(9W (x ) = —8W (x )
0_6yo 1, Y0), yl_@xl 1,%0)-

Aleshores, la funcié V' definida com

V(z1,90) = (w1,90) — W(21,%0)
és la funcié buscada. O

Observacié 5.5. Notem que els punts fixos del simplectomorfisme venen donats
pels punts critics de la funcié generatriu V. Els donarem més importancia al capitol
6.

Es interessant veure com s’assemblen les equacions de diferencia del lema 5.3 amb
les equacions diferencials de Hamilton (2.6). Tenim les derivades @ i y reemplacades
per les diferencies x1 — xg i y; — yo respectivament. La funcié generatriu V' juga un
paper similar en la mecanica discreta de Hamilton al que jugaria el Hamiltonia H
en el cas continu.

Ara bé, hi ha maneres per relacionar sistemes Hamiltonians de temps continu
amb sistemes de temps discret. Sigui H(¢,x,y) = H;(z,y) un Hamiltonia que depén
del temps de classe C? tal que

sup sup (Hdth(z)HRzanzn + \dHt(z)\Rzn) < 00.
teR zeR2n
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Aixo implica que els operadors soluci gbg’to del sistema Hamiltonia (5.3) estan

globalment definits per tot tg i t;. Fixem ty < t; i un enter N suficientment gran i
definim

Y=g ahy =gt Tj:to_’_%(tl_tO)v

per j =0,..., N — 1. Aleshores
Y =1vn_10---01p

i, si N és suficientment gran, cada simplectomorfisme 1); satisfa el requisits del
lema 5.3. Tenim doncs que per a cada j existeix una funci suau V; : R*” — R que
genera el simplectomorfisme (z,41,y;+1) = ¥;(z;, y;) via les equacions diferencia
de Hamilton

ov; ov;
Tjr1 — Tj = a—y](%ﬂ,yj), Yji+1 —Y; = _a_;($j+1vyj)' (5-6)

Reciprocament, pel lema 5.3 se segueix que per a qualsevol funci6 V; : R** — R amb
primeres i segones derivades suficientment petites les equacions (5.6) determinen un
simplectomorfisme ;.

5.4 Accid simplectica discreta

Les solucions de (5.6) poden ser descrites per un problema variacional tal com
en el cas de temps continu. Denotem per P = R?"V*7" ¢l conjunt dels camins
discrets z = (2o, ..., TN, Yo, .-, YyN—1) O ; 1 y; s6n n-vectors reals. Definim 'accié
simplectica discreta

O:P—-R

per la formula

P

®(z) = > (Y, w1 —75) — Vi1, 5)) - (5.7)

.
Il
o

Considerem primer el cas de condicions de contorn fixes amb valors zq, . Alesho-
res, pensem en  com una funcié de z1, ..., ty_1, Yo, ..., yn_1. Denotem les variacions

per C = (507 "'angn[b "'777]\7—1)'

Lema 5.6. Un puntz € P és critic per ® respecte a variacions de la forma z+( € P
amb & = En = 0 si, © només si, z satisfa les equacions de diferéncia de Hamilton
(5.6) (la primera equacio per 1 < j < N —1 i la segona per 0 < j < N —1).

Demostracio. Les derivades de @ son

od 8‘/]-,1
O_xj =Yj—1 —Y; — W(%‘,yj—l),

0P ov;

by L T a—y(%ﬂ, Yj)

per 1 < j < N — 1. La segona funciona també per j = 0. U
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Com en l'observacid 5.5, els punts fixos d’un simplectomorfisme que hem partit
en N parts estan relacionats amb els punts critics d’'una funcié. En aquest cas,
la funcié és 'accié simplectica discreta. Considerem ara el cas de condicions de
contorn periodiques xo = xy. El subespai dels camins discrets z € P que satisfan
aquesta condicié es poden identificar amb el conjunt Ppe, de totes les successions
periodiques z = {z,};ez que satisfan z;.y = z; per tot j € Z. L’acci6 simplectica
discreta

D Pper -+ R

encara ve donada per (5.7). En aquest cas, extenem Vj i ¢; periodicament per tot
Jj € Z via
Vien =V, Yjun =95

Lema 5.7. Una successio periodica z €s un punt critic de ® : Ppe, — R s1, 1 només
si, 20 = (o, Yo) €s un punt fix de V¥ i 211 = V;(2;) per tot j € Z. A més, z és no
degenerat com a punt critic de ® si, © només si, zg €s no degenerat com a punt fix

de .

Demostracio. Les identitats del lema 5.6 segueixen essent valides per a tot j € Z.
Per tant, z € Py és punt critic de ® si, i només si, zj41 = 1;(z;) per tot j € Z i
20 = (0, yo) és punt fix de 1.

Per veure ara la relacié de degeneracié, veiem que el hessia de ® en z com a
operador lineal ¢ — (' és

0%V, 0%V,
§}+1 =1 — Nj+1 — WQJ&H - 3:E—E);;nj’

, 02V, 02V,
n;=E&+1—& — Wa;fﬂl - W;W

on totes les derivades parcials de V; estan evaluades a la parella (x;,1,y;) € R*.
Per altra banda, podem veure que una successié ¢ = {(;}; esta al nucli del hessia
si, 1 només si,

G1 = dpj(25)G

per a cada j. Per les condicions de contorn periodiques (ny = (p, trobem

Co = d(20)Co

Per tant, el nucli del hessia en z és isomorf al nucli de Id — d¥(zp), que sén les
condicions per a que un punt critic d'una funcié i un punt fix d’'un difeomorfisme
respectivament siguin no degenerats (veure apartat 6.1). U
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6 Conjectura d’Arnold

Una generalitzacié natural del teorema de Poincaré-Birkhoff implica 'existencia de
punts fixes d’un simplectomorfisme en una varietat simplectica compacte. Aquesta
pregunta ja va ser formulada per Birkhoff el 1927, en que va escriure sobre el teorema
de Poincaré-Birkhoff fins ara no s’ha pogut trobar una generalitzacio adequada del
teorema a dimensions superiors, i la seva aplicacio queda restringida a sistemes
dinamics amb dos graus de llibertat.

6.1 Punts fixos de simplectomorfismes i conjectura d’Ar-
nold

Quan volem estimar el nombre de punts fixos de difeomorfismes és important dis-
tingir els casos de punts fixos degenerats i el cas de punts fixos no degenerats. Un
punt fix d’un difeomorfisme ¢ : M — M es diu que és no degenerat si el graf de
¢ interseca la diagonal en M x M transversalment en (x,z). Equivalentment,

det(de(z) — Id) # 0,

és a dir, cap valor propi de d¢(x) ha de ser 1. Si la condicié no se satisfa, el punt
fix es diu que és degenerat.

Aquesta distincié correspon a la nocié habitual de degeneracié de punts critics
d’'una funcié. Per exemple, si el simplectomorfisme ¢ té una funcié generatriu F,
com hem vist en 'observacié 5.5, els punts fixos p de ¢ es corresponen amb punts
critics de F' i la degeneracio de p com a punt fix coincideix amb la de p com a punt
critic de F'.

Definicié 6.1. Una funcid es diu que és una funcié de Morse si tots els seus
punts critics son no degenerats i son aillats.

En general no podem esperar que els simplectomorfismes d’una varietat simplectica
compacte tinguin punts fixes. Per exemple, una rotacio en el torus 2-dimensional
T? és un simplectomorfisme sense cap punt fix. Pero, si un simplectomorfisme és
suficientment proper a la identitat i si prové d’un flux Hamiltonia, aleshores els
punts fixos es corresponen amb els punts critics de funcions generatrius. Basat en
aquesta observacio i el teorema de Poincaré-Birkhoff, V. I. Arnold va formular en
la decada de 1960 la seva famosa conjectura:

Conjectura 6.2. (Arnold) Sigui v : M — M un simplectomorfisme Hamiltonia
d’una varietat simpléctica compacta (M,w). Aleshores, 1 ha tenir com a minim
tants punts fizos com una funcio en M té punts critics. Si els punts fixos son tots
no degenerats, aleshores el nombre de punts firos é€s com a minim el minim nombre
de punts critics d’una funcio de Morse en M.

En general és molt dificil estimar el nombre minim de punts critics d’'una funcié
en una varietat arbitraria M, encara que un es restringeixi a funcions de Morse.
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Tanmateix, aquesta conjectura esta demostrada en molts casos particulars i amb
petites variacions amb condicions més febles per a varietats simplectiques compactes
arbitraries. Exemples sén els treballs de Fukaya-Ono [2] i Liu-Tian [3]. Dos casos
concrets més son els difeomorfismes Hamiltonians propers a la identitat ([4], pg.
344) i per al torus T?" estandard. En aquest treball estudiarem aquest ltim, amb
demostracions explicites dels casos en que el simplectomorfisme és suficientment
proper a la identitat i del torus 2-dimensional T?, i amb una construccié final per a
la demostracié del cas general del torus T?" estandard.

6.2 Conjectura d’Arnold per a torus

La prova de la conjectura en el cas del torus T?" esta basada en ’existéncia de funci-
ons generatrius de simplectomorfismes C!-propers a la identitat. Podem identificar
el torus T?" amb lespai R?"/Z*" i, gracies a aquest fet, podem fer una construccié
basada en la del lema 5.3. Explicitament, només demostrarem rigorosament el cas
T2, tant en el cas degenerat com el no degenerat, perd enunciarem el cas general.
Abans pero, hem de fer un estudi dels simplectomorfismes del torus.

Proposicié 6.3. Si identifiquem el 2n-torus T?" amb el quocient R*" /Z*", qualsevol
difeomorfisme 1) del 2n-torus que sigui homotopic a la identitat es pot escriure com

Y(x,y) = (x+plr,y),y +q(z,y)),

on les funcions p i q son de periode 1 en totes les variables x,y € R™. A més, si

és Hamiltonia,
/ p dady = / q dzdy =0 (6.1)
T2n T2n

Demostracid. Sigui ¢ : R*"/Z*" — R*"/Z?" un difeomorfisme. Comencem veient
que si 1 és homotop a la identitat, aleshores I'aplicacié f : R?"/Z*" — R*" /72"
definida com f(0) = ¥(0)—6 és homotopa a una aplicacié constant. Si ) és homotop
a la identitat, aleshores existeix una homotopia

H:1xR™/Z*" — R*/7*",
amb I = [0,1], tal que H(0,0) =61 H(1,0) = ¢(f). Definim ara '’homotopia
G: I xR* /7" — R*" /2"

definida com
G(t,0) = H(t,0) — 0.
Es continua i compleix G(0,60) = 01 G(1,0) = f(). Per tant, f és homdtopa a una
aplicacié constant.
Sigui * : R?"/Z*" — R?" una aplicacié tal que cada § € R?"/Z*" 'envia a a € R*"
tal que [a] = @, on [-] indica 7(-), amb 7 : R?™ — R?"/Z?" la projeccié. A aquesta
aplicaciéo I'anomenarem aixecament. Notem que la definicié d’aquesta aplicacio
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conté una ambigiitat, que és que en general hi ha infinits a que representen un
mateix # a R?". Distingirem les diferents aplicacions dient que sén aixecaments
diferents.

Definim aleshores les derivades parcials de f com

af’L (0) _ hm fi(ela 76] + €7 7971) - fi(@l, ...,9]', 7077,)
(99]' e—0 c

€ER, i,j=1,..2n.

Per I'ambigiiitat en la tria de I'aixecament, aquesta expressié en general no estaria
ben defninida i dependria de 'aixecament * que prenguessim. Ara bé, fixats f;,
01, ...,09,, si e és prou petit i definim

g = fi(Ql, ...,6]-, ...,92n) < R/Z,

g- = fi(01,....0; + &, ....,00,) € R/Z,

podem veure que per a qualsevol aixecament § € R*" de g existeix un tinic aixeca-
ment §. molt proper a g i, a més,

ga_geR

és independent de 'aixecament §. En efecte, com les funcions f; son continues, si €

X X 1(0)
/
62 x X
///
e //
e S
— Bz A
T / o —
S / ,/ ™
/ e h
( o / ~ ~ )
\ T
AN f#+e) ¢ s S

Figura 3: Equema de la proximitat de I'aixecament en dimensié 2.

és prou petit, les imatges ¢ i g. sén arbitrariament properes. Definim una distancia
en R?"/Z?" com
d([a], [b]) = inf [la—b— Al

)\EZQn

on a,b € R*" i [a], [b] € R*/Z* els representants de a i b respectivament. Si g i g.
son arbitrariament properes, en particular

1
d(g7g£) < g

Sigui \g € Z el valor amb qual es calcula la distancia entre g i g. i sigui A € Z,
A # Xg. Aleshores, tenim que

1
Hg_gs_>‘|| 2 Hg_gs_/\0||+§7
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ja que

1 2
o= g = Al =llg =g =X+ do = Al 2 1o = M~ llg =g = Noll 21— 5 = =.
Per tant, existeix un unic enter \g € Z pel qual s’assoleix la distancia. Aleshores,
sigui quin sigui l'aixecament ¢ de g que prenguem, existira un unic aixecament g,
de g. prou proper.

Per tant, les derivades parcials estan ben definides i podem definir I'aixecament
d’'una funcié f : R?*"/Z*" — R*"/Z?" com la funcié f : R® — R" que en cada
component f; de f es defineix com

ald) afz
fm+2/(] . ae oo [85])s oo [0]) ds;

amb a = (i, ...,a2,) € R al) = (ay,...,0;,0,...,0) i a® = (0,...,0), f;, és tal
que 7(fi,) = fi(0) (veure figura 6). Veiem que aquest diagrama commuta, és a dir,

A

= RZn f ]RQn =) fO

| - |

[0] c RQn/an R2n/22n > f([0])

Figura 4: Aixecament de l'aplicaci6 f.

es compleix )
mof=form. (6.2)
Sigui a € R* i § € R*"/Z*" tal que 6 = [a]. Tenim

A M gt ) gr
fila) = fi, +/ agl([s]) dsy + ... +/ / ([s]) dsan

a0) a2n—1) a@zn

:fio+fi([a1]’07"'v0)_fi(0707“"0>+fi([al] [042] ) fZ([al] 0)+
= fillea], ..., [ovzn])

i, per tant, R
m(fila)) = fi(x(a)).

L’aixecament f factoritza a través d’'una funcié g tal com s’indica al diagrama de
la figura 5 si, i només si, f és de periode 1 en totes les seves variables, és a dir,

fila+1) = fi(a) =0, Vo, i =1, ..., 2n,

on a + 1 indica que sumem 1 en les components de o € R?" que vulguem. Per una
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/

RQn R2n
|
s T
RQn/ZQTL RQn/z2n

Figura 5: Aixecament que factoritza per g.

banda, per la condicié (6.2) tenim que
fila+1) = fila) =k, k € Z.

Com tenim una funcié ﬁ(oz +1)— fi(a) que és un enter que depén continuament de
«, aleshores I'enter k és independent de . Ens centrem doncs en el valor concret
a =01 tenim el valor R R

fi(1) = fi(0).

Prenem una homotopia com la familia de funcions {f;; : R* — R*'},cyy. Pel
mateix argument anterior, tenim que f; (1) — f;+(0) és una funcié continua de ¢ i
pren valors enters. Per tant, fi,t(l) — fiyt(O) no depen de t. Tenim doncs, que si f
és homotopica a una funcié constant, també ho és f i, per tant, es compleix

fila+1) = fi(a) =0

i f factoritza per la funcio g, que és de periode 1 en totes les seves variables. Tenim
doncs que podem escriure el difeomorfisme v com

»(0) = [0+ g(0)].
Un cop veiem que es pot escriure de la manera enunciada, tenim que ¢ és Hamil-

tonia si, i només si, existeix una homotopia Hamiltoniana ¢, amb ¢y = id i ¥y = ¢
i que compleix

d
%wt = Xt e} djt, L(Xt)u} = dHt

amb H la funcié Hamiltoniana que la genera, que en aquest cas és de periode 1 en
les seves variables. Ho podem reescriure en termes de la funci6 Hamiltoniana com

d
%% = —JoVH; 0,

Ara, tenim

1
d
(/Tznp dzdy, /qudxdy) ZAzn(¢1(x,y)—(x,y)) dﬂrfdyz/w/0 Etﬁt(ﬂc,y) dtdzdy

1 1
= —JO/ ( VH, oz, y) da:dy) dt = —JO/ ( VH(z,y) dmdy) dt =0,
0 T2n 0 T2n

32



on a la segona igualtat hem utilitzat que (z,y) = ¥o(x,y) i el final és 0 ja que hem
fet un canvi de variables i el jacobia era 1, per ser ¢ un simplectomorfisme (lema
3.7), 1 la funcié H esta definida sobre el torus. O

Observacié 6.4. La condici6 (6.1) es tradueix a vegades com que el difeomorfisme
preserva el centre de gravetat.

Definicié 6.5. Un simplectomorfisme del torus (T?",wy) es diu que és exacte si
admet un aizecament ¥ : R*® — R?" tal que

v+ k) =)+ k[ @) —w)de =

amb w € R?", k € 72",

Observacié 6.6. Es pot veure que un simplectomorfisme del torus (T?",wg) és
Hamiltonia si, i només si, és exacte i isotopic a la identitat. En molts dels casos
que veiem pero, 'exactitut és suficient en el cas dels torus.

Demostrarem un lema previ que utilitzarem per al segiient.

Lema 6.7. Sigui h : R® — R wuna funcio tal que les seves derivades parcials son
periodiques de periode 1. Aleshores podem escriure la funcic h com

h(z) = (a,z) + f(z)
amb x = (x1,...,x,), a € R™ constant i f és de periode 1 en totes les variables.
Demostracio. Tenim

oh oh

on x + 1 indica que sumem 1 en les variables que vulguem. Per tant, podem deduir

(), i=1,...,n,

h(z +1) — h(z) = a
amb a € R” constant. Escrivim
hz) = (a,z) + (h(z) — (a, 7)) = (a,7) + f(z)
Veiem ara que f és periodica de perfode 1:
fla+1) - f&) = h(z +1) — (a,x + 1) — h(z) + {a,2) = h(z + 1) — h(z) —a =0
O

En els segiients resultats ens centrarem en el cas del torus 2-dimensional T2.
Mirarem tant el cas en que els punts fixos poden ser degenerats i el cas en que la
funcié és de Morse. Tot i no donar una demostracié explicita, pero, els segiients
resultats es poden generalitzar al torus 2n-dimensional T?". Al final, mostrem la
construccié de la demostracié de la conjectura en el cas dels torus T?", el teorema
de Conley-Zehnder, que utilitza els enunciats generals.
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Lema 6.8. Sigui v : R? — R? un aizecament d’un simplectomorfisme exacte de
T? suficientment C*-proper a la identitat. Aleshores, existeiz una funcidé suau V :
R? — R que satisfa

Vie+k,y+1)=V(x,y)

per v,y € R i k,l € Z i genera el simplectomorfisme v en el sentit (x1,y,) =
(o, yo) Si, © NOMES i,

oV ov
T — To = a—y(iﬁbyo), Y1 — Yo = —%(37172/0)- (6.3)

Demostracio. Com hem vist a la proposicié 6.3, un aixecament d'un difeomorfisme
del 2-torus que és homotopic a la identitat es pot escriure com

Y(z,y) = (v +plz,y),y + q(z,9)),

on les funcions p i ¢ sén de periode 1 en totes les variables x,y € R. Com que el
difeomorfisme és exacte, tenim

/ pda:dy:/ q dxdy = 0.
T2 T2

A més, com que 1 és suficientment C'-proper a la identitat, pel lema 5.3 tenim que
existeix una funcié generatriu V : R* — R tal que (21, y1) = ¥(xo,yo) és equivalent

’ m—m—a—v(x ) - __G_V(x )
1 0_8y 1,%), Y1 — Yo = or 1, Yo)-

Per tant, tenim

plz,y) = %—‘y/(ﬂc +p(z,v),y), qlr,y) = —g—‘;(w +p(z,9),9).

Hem de veure que V baixa a una funcié del torus. Com que p i ¢ baixen a funcions
del torus, tenim que també ho fan 9V /dz i 0V /0y. Per tant, pel lema 6.7, tenim
que existeixen nombres a,b € R tals que

V(z,y) = ax + by + W(x,y),

on W és de periode 1 en totes les variables. Diferenciem la identitat respecte z iy
i obtenim

ow

a+ %_v;/($ +p(,y),y) = —q(z,y), b+ a—y(x +p(z,y),y) = p(z,y).

Utilitzem que ¢(x,y) té valor mig zero i obtenim

o=, %—V;(ﬂc +p(z,y),y) dedy
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Fem el canvi de variables
= x+p(z,y)

y=9
i tenim
/ /_1
ow, , ,ox |5 & o
= — e :D, / d d
S S Ak AT T LA B
ow , , 0 [82\ "
— _ e e d/d/
T2 0$’<x’y)8m Ox vy
ow

T T2 Ox' («,y) da'dy’ = 0,

ja que W és periodica en les seves variables. De manera semblant, veiem que b = 0.

g

Observacié 6.9. Es possible generalitzar aquest lema al cas 2n-dimensional amb
V:R™ 5 R, x,y € R"ik,l €Z"iles equacions (6.3) formalment iguals, pero la
dificultat en la demostracié és substancialment més gran.

Veiem ara que una funcié del torus T? té com a minim 3 punts critics diferents
i com a minim 4 punts critics diferents en el cas de ser una funcié de Morse.

Teorema 6.10. Sigui f : T> — R una funcid del torus 2-dimensional. Aleshores,
f té com a minim 3 punts critics diferents. En el cas que f sigui una funcio de
Morse, com a minim té j punts critics diferents.

Demostracié. Mirem primer el cas d’'una funcié qualsevol. Sigui f : T?> — R una
funcié del torus 2-dimensional. Com T? és un compacte, la funcié f tindra com a
minim un maxim i un minim, que denotarem x, i x_ respectivament. Suposarem
que aquests son els dos tnics punts critics.

Per una banda, el grup fonamental del torus 2-dimensional T? = S! x S* és
7(T?) = Z x Z. Com és no trivial, prenem un camf no trivial del torus que passi
pel maxim. Per altra banda, prenem el camp vectorial gradient de f, és a dir, V f.

—

- /

Figura 6: Cami no trivial en el torus T? que passa pel maxim.

— i —

Sigui &, el flux de Vf, és a dir,
0P,

W - Vf(CI)t).
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Sigui p un punt de T?. Tenim

O FBD) = (VI@l)), 2 p)) = (V@) T F(@ulp) = IV 7@ )*

Tenim doncs que, si no hi ha cap punt critic més, Ve > 0, dc > 0 tal que Vq €
T2\ (B:(z4)UB.(z_)), ||V f(q)|| > c. Aixi doncs, el gradient de punts fora d’entorns
arbitrariament petits dels extrems esta acotat inferiorment i la funcié f en els
punts del flux originat en ¢ és creixent. Per tant, existeix un 7 tal que el flux en
aquest 7 esta dins d’un entorn del punt maxim de radi §. Pel teorema de Cauchy

Figura 7: El gradient de f porta tots els punts no critics en un entorn del maxim
en un temps finit.

d’existencia i unicitat de solucions d’equacions diferencials i continuitat respecte
condicions inicials [7], tenim que existeix un entorn de g en que existeix un temps
en que arriben a l'entorn del maxim x,. Si prenem un entorn compacte de q i
el recobrim per una col-leccié d’oberts, en podem extreure un recobriment finit
Ui, U; i, si cada obert tenia un temps d’arribada a ’entorn del maxim 7;, prenem
T = max;—y, {7 }. Aleshores, tots els punts del compacte entraran a l’entorn de
Ty

Recobrim ara amb un compacte el cami no trivial de I'inici. Aplicant aquest
raonament, tenim que existeix un temps 7" tal que tots els punts del cami entraran
dins d’un entorn de radi § arbitrariament petit de z, . Pero aixo és una contradiccio,
ja que si 0 és prou petit el cami no trivial no es podria contraure. Per tant, ha
d’haver-hi minim un punt critic més, és a dir, la funcié f té com a minim 3 punts
critics.

Mirem ara el cas en que f : T? — R és una funcié de Morse del torus 2-
dimensional. Acabem de veure que com a minim una funcié del torus T? té 3 punts
critics. Suposarem que aquestst son els tnics que té. Prenem f : R? - R un
aixecament de f i el seu gradient V f : R? — R2% Seguirem denotant f com f. Si
q € R? no és un punt critic de f, aleshores tenim V f(q) # 0 i, per tant,

Vi)
[V F(a)ll

Pel lema de Morse [5], existeixen coordenades locals tals que una funcié de Morse
a Pentorn d’un punt critic p = (p,, p,) € R? es pot escriure com

fpe + 2,0y +y) = 222 £4* + O(|| (2, v)|*)
= +a® + 9 + g(z,y).

Sl
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Figura 8: Els tres punts critics suposats en una cel-la de R?/Z? i els camins presos
per a calcular els graus.

Tenim [|g(z, )| = O(/[(z, »)I*), |[Va(z,9)I| = Ol (z,)|[?). Per a cada punt critic
p = (pz,py) € R? ens restringim als valors de la circumferéncia de centre p i radi e
Se(p) 1 definim

v .
= LS (p) > SN
IV s. )

Prenem ara una homotopia com la familia de funcions { f; = £2?+y*+tg(z, y) }reo.1,
per la qual tenim

'

fo=x2* £y fi=1,
1 definim
oy = V fi
t— .
IV fell s )

Si € és prou petit, per ser f; funcié de Morse V¢, V fi|s.(») no s’anul-la enlloc, Vt.
Aleshores, el grau de I'aplicacié g respecte p sera el mateix que per 'aplicacié
p1. Podem calcular doncs, el grau de l'aplicacié ¢y respecte p. En les quatre
combinacions possibles dels signes, les tiniques possibilitats per al valor dels graus
son 1 o —1.

Prenem ara el cami que ressegueix el contorn d’una cel-la de R?/Z?* que tanca
els punts critics (veure figura 8). El grau d’aquesta aplicacié és 0, ja que les contri-
bucions oposades del cami es cancel-len. Ara bé, la suma dels graus de l'interior ha
de ser igual al grau del cami exterior, i no pot ser que una combinacié de sumes de
tres 1 i —1 sumin 0. Trobem una contradiccié i, ja que hem vist que com a minim
hi ha 3 punts critics, tenim que ha d’haver-hi com a minim un quart punt critic
més.

O
Proposicié 6.11. Sigui 1) : T?*® — T?" un simplectomorfisme exacte suficientment

C'-proper a la identitat. Aleshores, 1 té com a minim 2n + 1 punts fizos. Si els
punts firos de 1) son tots no degenerats, aleshores 1) té com a minim 2*™ punts fizos.

Demostracié. Com hem vist al lema 6.8 (observacié 6.9), ¢ admet una funcié suau

V : T?" — R que genera el simplectomorfisme v en el sentit (z1,y1) = ¥(x0, o)
si, 1 només si, compleix (6.3). Per tant, els punts fixos de 1 son els punts critics
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de V. En el cas n = 1, tenim la situacié del teorema 6.10 en que la funcié V' té
com a minim 3 punts critics diferents i, en el cas que V sigui una funcié de Morse,
com a minim té 4 punts critics diferents, coincidint amb ’enunciat del teorema.
Pel resultat T?", utilitzant teoria de Morse, es pot veure que una funcié V té com
a minim 2n + 1 punts critics diferents ([4], pagines 351-353) i, si és una funci6 de
Morse, té com a minim 22" punts critics diferents ([4], pagina 356), que en ambdds
casos es corresponen amb els punts fixos del simplectomorfisme. O

Teorema 6.12. (Conley-Zehnder) Un simplectomorfisme Hamiltonia del torus
estandard T?" té com a minim 2°" punts fizos geométricament diferents donat que
siguin tots no degenerats. En el cas degenerat, el nombre de punts fizos és com a
minim 2n + 1.

Demostracio. Sigui 1%° : R?™ — R?" un aixecament d’un flux Hamiltonia de T2"
que depen del temps generat per una familia suau de funcions Hamiltonianes H; =
Hiy : R*™/Z* — R. Veiem que considerem que el Hamiltonia H; és 1-periodic en
t ([4], pg. 346). Prenem un enter N suficientment gran i denotem

i+1)/N,j/N
v=uis v =l

de manera que

Y =19YN_109N_20 0y
Per un N suficientment gran, tots els simplectomorfismes ¢, satisfan els requeri-
ments del lema 6.8. Per tant, per a cada j existeix una funcié suau V; : R*"/Z*" — R
tal que genera el simplectomorfisme (41, y,41) = ¥;(z;,y;) a través de les equaci-
ons diferencia de Hamilton

ov; )%

Tjr1 — Tj = a—yj(-ﬁjﬂ,yj), Yji+1 —Y; = _a_;($j+17yj)-

Pel lema 5.7, els punts fixos de 1 es corresponen amb els punts critics del funcional
d’accié simplectica discreta de la manera segiient. Denotem per X ~ R?"Y ’espai
de les successions z = {z,};cz en R*" que satisfan

Zj = Zj+N

per a cada j € Z. La xarxa Z*" actua en l'espai X fent {z;}; — {z; + k},; per
k € Z*. Considerem la funcié d’accié simplectica discreta ® : X — R definida per

N-1
(z) = ) (W, w1 — x5) — Vilwjs,y5))
j=0
Aquesta funcié és invariant sota laccié de Z** en X, perque zy = xo i V; és

Z?" invariant. Per tant, baixa al quocient X/Z?". Pel lema 5.7, una successié z
és un punt critic de ® si, i només si, zj11 = ¥;(z;) per j = 0,..,N — 1. Per
tant, hi ha una correspondéncia d'un a un entre els punts critics de ® en X/Z*"
i els punts fixos de ¢». A més, un punt critic z de ® és no degenerat si, i només
si, el corresponent punt fix z; de ¥ és no degenerat. Dos punts critics z i 2z’ de
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® es diuen geometricament diferents si no estan relacionats per I'accié de Z*", o
equivalentment, zj i 2 representen diferents punts fixos de 1) en T?".

Falta veure que si ® és una funcié de Morse ha de tenir com a minim 22" punts
critics a X/Z?" i, en el cas general, la cota és 2n+ 1. Per a la conclusié del teorema
referenciem [4], pagines 346-356, on s’estudia teoria de Morse i I'index de Conley
per al cas en que la funcié és de Morse i teoria de Ljusternik-Schnirelmann per a la
cota del cas general.

g

6.3 Relacié entre la conjectura d’Arnold per a torus 2-
dimensionals i el teorema de Poincaré-Birkhoff

De la conjectura d’Arnold aplicada al cas del torus 2-dimensional en podem deduir
el teorema de Poincaré-Birkhoff. Podem construir un torus a partir de dues copies
del nostre anell amb les condicions del teorema 4.2 i conectant-les amb dos anells
al llarg dels cercles de la frontera que anomenarem anells de connexié.

Figura 9: Els dos anells amb les condicions del Teorema de Poincaré-Birkhoff (teo-
rema 4.2) units pels anells de connexié i formant un 2-torus T=.

Aleshores, podem extendre la nostra aplicacié de l'anell a un difeomorfisme
simplectic del torus tal que en els dos anells inicials el difeomorfisme coincideixi
amb D'original, en els anells de connexié el difeomorfisme no tingui punts fixos i el
centre de gravetat quedi fix (observacié 6.4). Per aconseguir totes aquestes condici-
ons, la construccié d’aquest difeomorfisme del torus es basa en la propietat que els
cercles de la frontera roten en direccions oposades. En cada anell de connexié tots
els punts son traslladats en la mateixa direccié que els dos cercles que tenen com
a frontera, aconseguint aixi que no tinguin punts fixos. A més, com que les trans-
lacions en els diferents cercles de connexié sén en direccions oposades, modificant
I’amplada d’aquests i la intensitat i direccié de les traslacions podem aconseguir
que el difeomorfisme preservi el centre de gravetat (figura 10).

En aquestes condicions, el difeomorfisme del torus té quatre punts fixos, que s’han
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Figura 10: Torus T? desplegat amb el difeomorfisme de 'anell exteés. Veiem en
els dos cercles ampliats com podem modificar la translacié en intensitat (ampliacié
superior) i en direccié (ampliacié inferior) per preservar el centre de gravetat del
difeomorfisme.

de repartir en dos punts fixos per a cada anell original, obtenint aixi el resultat del
teorema de Poincaré-Birkhoff a partir d’un resultat de la conjectura d’Arnold.
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7 Conclusions

Aquest treball esta basat en I'estudi del comportament geometric dels simplecto-
morfismes i, tot i que no és poc, podriem dir que recull només la demostracié d’una
petita part d’un cas concret d’una conjectura: la conjectura d’Arnold.

Com hem dit al llarg del treball, localment I'estructura d’una varietat simplectica
és, pel teorema de Darboux, equivalent a la de 'espai euclidia. El més interessant
és doncs l'estudi global de les varietats simplectiques, la topologia simplectica, i la
conjectura d’Arnold és de gran importancia perque és un primer exemple d’aquesta
globalitzacié.

Tot i ser una petita part, no li treiem gens de merit. Actualment la conjectu-
ra esta resolta en molts casos particulars, pero el cas concret dels torus estandard
va ser un pas molt important. Va ser el segon cas demostrat, després de la de-
mostracié de Eliashberg per superficies de Riemann 2-dimensionals (1979). Les
caracteristiques especials del torus fan que es pugui demostrar amb 1'itilitzacio de
funcions genertrius (Conley-Zehnder, 1983) i de maneres alternatives (Chaperon,
pel metode de les geodesiques trencades, 1984; Givental, 1987) i va ser una de les
primeres i pioneres en el cami a la demostraciéo completa, portant al desenvolupa-
ment de noves teories com Floer i la seva nova aproximacié a la teoria de Morse de
dimensi6 infinita (homologia de Floer).

En resum, la conjectura d’Arnold neix de la geometria simplectica i dels sistemes
dinamics i agrupa una gran quantitat de teories matematiques com teoria de Morse,
homologia i cohomologia (encara que no han estat estudiades per a la realitzacié
del treball), geometria diferencial, equacions diferencials i sistemes dinamics, i ha
portat al desenvolupament de noves teories. I és encara actualment una branca de
les matematiques en constant investigacio.

Per al desenvolupament d’aquesta memoria han estat fonamentals les assigna-
tures Geometria Diferencial de Corbes i Superficies, impartida a l'autor pel tutor
del treball, i Topologia i Geometria Global de Superficies, estudiades al grau de
matematiques de la Universitat de Barcelona, i el gran interes personal per la geo-
metria i per la mecanica classica en la versié Lagrangiana i Hamiltoniana, estudiada
al grau de fisica de la Universitat de Barcelona.
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