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SOBRE EL N(JMERO DE EXTENSIONES DE GRADO DADO DE UN CUERPO LOCAL
Artur Travesa i Grau

Dept, d'Algebra i Fonaments. Fac. de Matemitiques. Univ. de Barcelona

ABSTRACT.- In {1] and [4] M. Krasner and J.-P. Serre obtained, by two es
sentially different methods, formulas about the number of sepa
rable totally ramified extensions of given degree and discrimi
nant of a local field. In this work we prove the equivalence
between these two formulas, deducing the Krasner's ones from the
Serre's ones, Moreover, we extend the Serre's formulas in order

to include the not totally ramified case.

RESUMEN.- En [1} y [4] M. Krasner y J.-P. Serre obtuvieron, por métodos
esencialmente distintos, férmulas que dan el niimero de extensio
nes separables, totalmente ramificadas, y de grado y discrimi-
nante dados de un cuerpoilocal. En este trabajo se demuestra la
equivalencia de ambas fdrmulas, deduciendo las de Krasner a par
tir de las de Serre. Asimismo, se extienden las fdrmulas de Se-

rre a fin de incluir en ellas el caso no totalmente ramificado.

l, NOTACIONES." Sea K un cuerpo ldcal con cuerpo residual de q elementos
y caracteristica p. Sea A el anillé de la valoracidn y sea p el ideal ma-
ximal de A. Normalizamos la valoracidn de K de manera que vK(H)=1 para un
pardmetro uniformizante Il de A. Sea Ks una clausura separable de K,

En todo lo que sigue L serd una extensidn finita de K, IKZKS; B, la
clausura entera de A en L, y P, el ideal maximal de B. Los cuerpos resi-
duales de K y L los denotaremos respectivamente por K vy E, Yy VL serd la
valoracién (normalizada) de L.

Dados nilmeros naturales n, e, ¢, con =2 y e'n, escribiremos:

Z(n,K)=conjunto de las extensiones de K, U:KS, de grado [L:Kl=n;

X(n,e,K)=conjuntb de las extensiones de K, LCKS, de grado n y con iﬁ
dice de ramificacidn e(P|p)=e;
Z(n,e,c,K)=conjunto de las extensiones de K, LCK , de grado n, iIndice

Py . ~1+cC
de ramificacién e, y diferente U(LlK):Pe .

2. LAS CONDICIONES DE URE,- Sea L€Z(n,e,K). La diferente de L sobre K




puede escribirse en la forma
-1+ K
v(L]K)=P® etz )
donde c=c(L|K) es un nimero natural que vale cero si y sdlo si p*e.

Se tiene, en general, el siguiente resultado:
LEmA (G}E).- Z(n,e,c,K)¥¢ si y sdlo si c satisface las condiciones:
m e.vx(l)<c<e.vx(e),
donde £ es el Gnico natural 1<f<e, con c=£ (x3d.e).

Observaciones: 1.- En el caso equicaracteristico, si ple resulta que vK(e)=
=+»; Entonces las condiciones (1) se reducen a pfc. En efec-
to, si plc entonces vK(£)=+°°, de manera que c=+®, y LlK no
seria separable.

2,- En particular, se deduce de este lema que si p*e, enton
ces Z(n,e,c,K)¥¢ si y sblo si c=0.

Demostracidn.- Descomponiendo la extensién L]K en su parte no ramificada

KOIK y su parte totalmente ramificada LIKO, Y puesto que vk Vg podemos
0

limitarnos al caso totalmente ramificado (e=n). En este caso, las condicio

nes de Ore se escriben en la forma:
(1) n.vK(£)<c'<n.vK(n) ’

donde 15f<n y cZ£ (mdd.n),
sea L€ Xn,n,c,K) y sea Il un uniformizante de B. Entonces Il satisface
una ecuacidn de Eisenstein £(I)=0, donde

2 £(X)=a_+a n-1,

n 2
oa Kt emta X X, aiep, aoep\p .

~1
ademds, B=Allll y la diferente viene dada por ([sl cap.1ID)

v (£' (1))

=P'L
n=1 U(LIK) P .
Hn_1-1, y las valoraciones de los sumandos

pero £ (M=nl""'+ 2 (n-i)a
i=1 n-i

son
n—1+vL(n) ’ n-1-1+vL(n—i)+vL(an__i) , 1Ki<n-1.

Ademds, al ser £'({ll)¥0, alguna de ellas es finita. Puesto que vL=n.vK

resulta que las que corresponden a sumandos no nulos son todas distintas

(reducir médulo n) y, por lo tanto,

v (£' ()= inf {n-1+v_(n); n-1-i+v_(n-i)+v_(a. ,)}.
L 1< i%0-1 5 L L n-i

Esto nog dice que VL(f'(H))=n—1+c si y sdlo si



c=  inf {v (n), =~itv_(n-i)+v_(a_ .)}.
1<i<n1 L L n-i

Si c=0 (mdd.n), entonces f=n y c=vL(n)=n.vK(n), de modo que las con-
diciones (1') son vélidas. Si c}0 (mdd.n), entonces c=-i+vL(n-i)+vL(an_i)
para alglin i, 1<iS<n-1, y c<vL(n)=n.vK(n). Pero, en este caso, f=n-i, y
vL(an_i)—£>O; por tanto, c>vL(n-i)=vL(K)=n.vK(£) y tambidn se verifican
las condiciones (1°'}.

Reciprocamente, si ¢Z0 (m&d.n), entonces £=n y c=n. Vg (n), de manera

que cualquier polinomio x -a_, con a G;ﬁp genera una exten51on L tal que

0o
L€Z(n,n,c,K). En el caso en que c$0 (mdd.n) observemos que, por (1'), el
entero c+n-f-n. Ve (£) es un multlplo no nulo de n; de modo que existe por

lo menos un aLEA tal que v (az)-n ! (ctn~L-n. Ve (£))=1. asi, azep y cual

quier polinomic £(X)=X +a£X£+a
que L€Z(n,n,c,K).

or €on a&Ep\p , genera una extensidp L tal

COROLARIO,— En el caso equicaracteristico, y si p]e, vemos que hay cuer-
pos con valor de Ore ¢ para cada ¢ no divisible por p; en con-

secuencia, Z{n,e,K) es infinito.

NDTA,— En los dem3s casos, el conjunto de los valores de Ore es finito, y,
por tanto, para demostrar la finitud de Z(n,e,K) basta con demostrar
la finitud de Z(n,e,c,K) para todo valor de Ore c (cf. §3, férmulas
(5) y (6) y §4, £6rmula (7)).

3. Masa DE UNA EXTENSION LOCAL, FORMULAS DE SERRE,- Sea LEZ(n,K). Consi

deremos la diferente
D(L|K)=Pe-1+c(nlx)

de la extensidn LIK, Yy sea f=f(Plp) el grado residual. El cuerpo residual

L es finito con qf elementos. Definimos la masa de la extensibn LIK como

" (L,K)=q—f.c(1.lx) ;

es decir, F(L|K) es el valor absoluto P-idico (normalizado) de la compo-
nente dafvaje de la diferente de la extensidn,

Puesto que c{L{K)=0 si y s8lo si pfe, se tiene que M(L(K)=1 si y s&-
1o si la extensidn es moderadamente ramificada. Para el caso totalmente

-c(L|K)

ramificado, es f=1, y entonces p(L]K)=q es la masa introducida por

Serre en [4].

En este orden de ideas, Serre obtiene una interesante fdrmula de ma-



sa que permite "contar” las extensiones separables totalmente ramificadas

de un cuerpo local. Concretamente, Serre demuestra que

(3) Z H(L[K)=n,

12 (n,n,K)

En particular, para el caso moderadamente ramificado (pkn) resulta
que #Z(n,n,K)=n.

Teniendo en cuenta que las extensiones “Z(n,n,K) vienen definidas
por polinomios de Eisenstein (2), y en virtud del lema de Krasner ([3],
cap.lI), Serre identifica el conjunto de tales polinomios c¢on un subes-
pacio abierto compacto de Kn. Considerando una base de B sobre A y medi
das de Haar en L y en K, convenientemente normalizadas, calcula la medi
da del conjunto de los polinomios que definen un cuerpo fijo L¥Z(n,n,K)
y la del conjunto de todos los polinomios separables de la forma (2)., A
través de la aplicacidn norma expresa el conjunto de los uniformizantes
. de B como un recubrimiento K-analitico &tale del conjunto de los polino
mios que definen L, de manera que consigue relacionar las medidas de es
tos dos conjuntos, Comparando 8stas obtiene la férmula (3).

Esta férmula de masa de Serre admite la siguiente generalizacidn:

ProposIcIAN, Con las notaciones anteriores se tienevque

o

12 (n,e,K)

En particular, para el caso moderadamente ramificado, se ob-

tiene que #Z(n,e,K)=e.

Demostracidén.- Dado L€Z(n,e,K), podemos considerar L de manera que K,

es no ramificado sobre K y L es totalmente ramificado sobre K.. Los gra

0
dos respectivos son [L:K0]=e y [KO:K]=f=e-1.n. Pero, extensiones KolK
no ramificadas, incluidas en K_, y de grado f, sBlo hay una (cf. (5],

cap., II1), de manera que se obtiene la igualdad

E(n,e,K)=E(e,e,K0).
—f.c(LlKo)

=_ f
Por otra parte se tiene que u(L|K0)=q » puesto que #Ko=q

=41 y £(L]K )=1. Pero c(L|k)=c(L|K), ya que DL|K=D(LIK) . DK K, ¥
D(k, |K)=1. Luego M(L'KO)=;:(L1K)=q-f.c(LlI().

En virtud de la fdrmula de Serre (3) se tiene, por tanto, que

w— —

/., kwlp= /. n(L|K0)=e,
1£2(n,e,K) DEE(e,e,KO)
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como se trataba de demostrar.

Después de (3), Serre calciila la medida del conjunto de los polino—
mios de la forma (2) que definen un cuerpo fijo LEX(n,n,c,K), y utilizan
do los c8lculos anteriores, obtiene que si ¢ es un valor de Ore, entonces

(5) #2(n,n,c,K)=n.a(c) . F ()

donde @(c) y B(c) vienen dados por las expresiones

1 si &=n 7 oti
(6) afe)= a1 si L% y 5(C)=1<1<Jn_15up{0'[T]—Vk(n_l)}'

En particular, Z(n,n,c,K) Siempre es finito.

4, Férmnas D KRASNER.- Por otra parte, Krasner obtiene también en [i]

una fdrmula para el cardinal de Z(n,n,c,K). Si c es un valor de Ore Y po

nemos

c—p.n.vK(p)]

(o]
= = -1 -P —_—
p= [n.vK(p)] y ‘Y(C)‘-—n.vx(p) .(p +otp )+ [ ppﬂ

entonces la fdrmula de Krasner se puede escribir en la forma

™ $Z(n,n,e,K)=n.a(c).q S,

Cuando K es un cuerpo p-adico, el conjunto de los valores de Ore es
finito; sumando las expresiones anteriores para todos los valores de ¢ se
obtiene que

(8) #Z(n,n,K) =n. ps.(qg(s) 'VK(p)—qE(s_”'vK(P)) ,

0<s<vp(n)
donde €(0)=0, £€(-1)=-», y €(S)=l’l.(p-1+...+p-s). A partir de esta formula,
y descomponiendo cada extensidn en una parte no ramificada y una totalmen

te ramificada, se obtiene la fétmula final

(9) #E(n,K)= S a i /J (p-1)a!(ps+1+vp(n)_p28).(qE(S)VK(p)_q€(5—1)VK(p)) .

ptd §vp(n)

Para demostrar (7), Krasner se basa en el lema que lleva su nombre
(loc. cit.). A partir de una metrizacidn conveniente del conjunto SK de
los polinomios unitarios e irreducibles de k{x], vy con el uso de subespa
cios adecuados de SK’ establece una relacidn entre el cardinal del conjun
to X(n,n,c,K) y el niimero de circulos de cierto radio contenidos endichos
subespacios. Después, debe calcular el niimero de estos circulos y compa-

rar con la relacidn antes obtenida.



5. - EQUIVALENCIA DE LAS FORMULAS DE KRASNER Y DE SERRE,- Puesto que las

condiciones de Ore no dependen de n, sino {nicamente de e, las fdrmulas

de Serre (5) y de Krasner (7) pueden escribirse, respectivamente, en la

forma
(10) #E(n,e,c,K)=e.a(e,c).qf'(c-ﬁ(e’C)),
(1 #z(n,e,c,x)=e.a(e,c).qf'V(e'C) s
-1
donde f=e .n,
1 si L=e - c+i
a(e,c)= ¢ ' , Ble,0)= /z) sup{0, [ < ]—vK(e—i)},
a-1 sl 1< i< a1
c - _ c-p.e.vy (p)
p= ¢+ Yle,e)=v (p) .e.(p L P4
e.vK(p) pp+1

'y c satisface las condiciones (1) de Ore.
En efecto, descomponiendo L[K en una extensidn no ramificada y una to

talmente ramificada, se tiene que 2(n,e,c,l()=2(e,e,c,1<o), #E0=qf, VK0=VK ,
y podemos aplicar entonces las férmulas (5) y (7) para el caso n=e.

Es interesante demostrar la equivalencia de las fdrmulas (10) y (11),
puesto que ésto permite recbtener las fdrmulas de Krasner (7), (8) y (9),
a partir de la férmula (5) de Serre.

NoTA:El mismo Krasner, en (2], demostrd que su f£8rmula sobre #X(n,n,c,K)
implica la férmula de masas (3) de Serre.

Para ver la equivalencia de (10) y (11) probamos el siguiente:

TE()REMA,— Si ¢ es un niimero natural que satisface las condiciones de Ore

{1}, entonces se tiene que
(12) c=y(e,c) B (e,c).
Para la demostracidn de este teorema se utilizard el siguiente:

LEMA l,— Sea n=pm.h un niimero natural, con p primo, m0, y (h,p)=1. En

tonces, la valoracidn p-adica de n! viene dada por

—
v (n!)=n.(p~‘+.‘.+p_k)+ ZJ sup{0,(v_(1)-k)},
P 1<i<n P

donde OSk<m es un natural arbitrario.

Demostracidn del lema.- El nimerc de naturales i tales que 1<i%n, y con

v. {(i)=3j es exactamente l——;‘-l— l-]%il, para todo natural j.
P | p p

-6 -



Por tanto, v (nl )= )y j.([n.p-j]-[n.P_(j”)] )= 2 [n-P_j] .
p =1 =1

Si 0<k<m=vp(n), podemos escribir [n.p-kl =n.p—k, y por tanto
S o9 - -
v _(nl)=n.(p +..+p k)+ 3 In.pll.
p k41
De forma que el problema queda reducido a demostrar la igualdad

2. [n.p_j]= 2. sup{o,v_(i)-k},
k1 1<i<n P

para OSkS<m.
Pero sup{O,vp(i)-k}=s>0 si y sblo si vp(i)=k+s; es decir, si y sdlo

. k+s) . k+s+1y,
sip liyop b

i; el nfimero de naturales i, 15iSn, en estas condicio

nes es exactamente [n.p-“ﬂs)]-[n.p_(k+s+”] , de manera que

2 sup{0,v_(i)-k}= s (lnp ¥ [ p  OFSH D 5 [y pm(K¥S))
1<is<n =1 =1

que es lo que se queria demostrar,

Demostracidén del teorema.~ En virtud de las consideraciones anteriores,

podemos limitarnos al casc totalmente ramificado (e=n), y basta con demos
trar que si c es un natural que éatisface las condiciones (1'), se tiene
que

~ _ c=p.n.v, (p)
(13) c=n.vK(p).(p ]+...+p p)+ [ K

J)-H

+ {O ct+i ( )}
Z sup{0,|=={-v (n-i) },
1<i<n-1

& )
con p=j—mm——I|.
n.vK(p)
Hagamos la divisidn entera de ¢ por n.vK(p), Yy pondamos

(14) C=k.n.vK(p)+j, con O<j<n—.vx(p) y Kl&vp(n).

c—p.n.vK(p) i
Entonces, p=k y |——————]=—"—

IPH k+1] 7

p
De manera que para probar (13) basta probar que

(13) k-"-VK(P)+j=vK(p).n.(p_'+...+p‘k)+[j,p'”‘”)l+

J+i _ s
+ Z_) sup{0, [—?‘—li-k.vx(p) VK(n ir}.
1€i<n-1
Teniendo en cuenta las condiciones de Ore (1'), se tiene que j=0,

=0 (méd.n), €=n, y k=vp(n) son propiedades equivalentes, Pero para j=0

. j _ j+i
se tiene que ka+1 0. n 1=0 (15iS<n-1), y puesto que k=vp(n) Y Ve (n)=

vp(n).vK(p)=k.vK(p), se tiene que




e
v (p).n.(p—1+-.-+p~k)+ ZJ sup{0,k.v_(p)-v_(n-i)} -k.n.v_(p)=
K 1< i%nm K K K
SiSn-1

=VK(p) .n. (p—1+... +p-k)+ Z sup{-k.vx(p) ,—vK(n—i) }=
o< isSn-1
-~

=vK(p).n.(p_1+...+p_k)+ )__J S“p{o'vx(n_i)_vx(p)'k}- /J v (n-i)=

0<iSn-1 i<n-1 ¥

=vK(p).<n.(p"+...+p"‘)+ /, suplo,v (n—i)-k)})-vx(p).v (n!)=0,
oS iSn-1 p p

la @ltima igualdad en virtud del lema 1,

El problema queda, pues, reducido a demostrar (15) con las condici(_)_
nes

(16)  c=k.n.v (p)+3, 1<3<n.v (p), 340 (mdd.n), =K< () .

Sumando Z VK(i)= Z vx(n—i) , Y restando (n-1).k.vK(p) a
1Sis<n-1 1Ki€<n-1

los dos miembros de (15), hay que demostrar que

L -1 ~k J

(17) k.v_(p)+ 4 v (i)Y+j=v_(p).n.(p +--4p )+ |71+

K X K K k+1
1<isn-1 r

y -+-
+ /. sup{vK(n~i)—k.vK(p) . _3_1]},
1< 1€n1 n

Puesto que vK(n)=sup{0,vK(n)—k.vK(p) }+k.vK(p) , sumandc a los dos la

——

dos /<.J sup(O,v

K(n—i)-k.vx(p)}, y simplificando v (n! ), basta demos-
1<i<n-1 P

trar que

(18) /. suplo, v (n=1)-k.v, (p) }+j= 1J<+1 +
1<i<n-1 — P

+ /J sup{vK(n—-i)—k.VK(p) ,[.Jl}. }
1< i<n-1 n

i i
Pero J*1

. Cei
<vx(p)+—:;—, de manera que [—J—n—]'] <vK(p) , ¥<i<n-1, para

Vp(n-—i)>k, resulta que vK(n—i)—k.vK(p)>vK(p)> J—:-]-'l y por lo tante, los
supremos correspondientes al sumando i en los dos miembros de la igual-

dad coinciden, Para vp(n—i)<k, el supremo de la izquierda vale 0 y elde

j+1 : PR :
la derecha [—JH—J']. Simplificando, demostrar (18) equivale a demostrar que

(19 sl 2 l}_:i]
P 1<i<n-1

vp(n-—i)<k

-8 -



para k, j, en las condiciones (16).

Hagamos ahora la divisidn entera de j por n en la forma j=a.n#. Las
condiciones (16) para j y k equivalen a las condicicnes, para a, f§,
(20) j=an#, 1<p<n, o<oz<vK(p).

y substituyendo j en (19}, el problema queda reducido a demostrar que

(21) Ol.n+ﬁ'—'04n.p_(k+‘)+m.p—(k+”]+ /J (°l+[ﬁ—:-j—']) ' k<vp(n).

1<i<n-1
v _(n-i)<k
p
Pero v_(n-i)<k equivale a vp(i)gk, puesto que k<vp(n). Entonces, el
nimero de sumandos ® que aparecen en el segundo miembro coincide con el né
: N cos s + .
mero de naturales i, 1SiSn-1, no divisibles por pk 1; puesto que n es di-
k+1] -(k+1)

+ Py R ces
visible por pk 1, este niimero vale n- (n/p =n-n.p . Simplificando,

(21) equivale a demostrar que

(22) B=18.p~ ¥}, [ﬁ“l
1<1\n_

v (n-i)Sk
p
para k<vp(n) y B en las condiciones (20).

Pero

[ﬁ+1 l si 15i<n-$
] si 150-iSf  (n-<i<n-1),

Por tanto, el sumatorio de (22) coincide con el niimero de naturales n-~i,

+
con t<n-i<f, y n-i no divisible por pk 1: es decir, es exactamente

B
B-I7=
P
con lo cual queda demostrada la fdrmula (22) y, en consecuencia, la (12}.

COROLARIO,- Las férmulas (10} y {11) son equivalentes. En particular (11}

se obtiene a partir de (10).
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