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Abstract

Fuzzy logic is a logic that studies the vague reasoning. In this work we introduce
fuzzy logic and we develop it as multivalued logic. We choose to build semantically
and syntactically the MTL logic, the most basic of fuzzy logics, and prove the most
important completeness theorems.
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Introduccid

La logica és 'estudi del raonament. La logica matematica és I’estudi matematic del
raonament. Quan es parla de logica, normalment es pensa en la ciéncia que estudia
els raonaments correctes partint dels conceptes certi fals, és a dir la logica classica.
Estem acostumats a raonar conscientment en aquests termes, pero inconscientment
raonem frases i pensaments que involucren més qualitats que cert i fals: “ No
tinc gaire gana, menjaré una mica”, “si tens molt de fred abriga’t”, “porta’m un
pastis que no sigui molt gran”,... Cada dia parlem, pensem i actuem segons noms,
adjectius i advervis que interpretem amb multiples valors. La logica classica no pot
tractar aquests conceptes a la lleugera, ja que pot trobar-se amb paradoxes. Provem
d’aplicar la logica de cert i fals en el segiient exemple, la paradoza dels Sorites:

Suposem que la segiient sentencia és certa i la segiient regla és valida

“Un home adult que pesa 40 kg és prim”
“Un home prim que s’engreixa un gram segueix sent prim”

Aleshores aplicant la regla 100.000 vegades tenim una altra senténcia certa
“un home adult de 140 kg és prim”

Ja veiem que en aquest exemple, seguint el metode de la logica classica, hi ha
raonaments que no es controlen. A partir de quin punt un home passa de ser prim a
no ser-ho? Els limits d’aquest conjunt sén confusos o borrosos, per aquest motiu va
néixer la logica fuzzy. Queé és la logica fuzzy? Es la logica que estudia el raonament
basat en sentencies imprecises o incertes, és a dir, que estudia el raonament a partir
de frases i nocions que no podem classificar només com a certes o falses.

En aquest treball farem una introduccié a la logica fuzzy, o logica borrosa, i
I'estudiarem com a logica multivalorada. En el primer capitol veurem el naixement
d’aquesta logica i diferents punts de vista des d’on es pot estudiar. En el segon,
definirem que entenem com a logica modelada matematicament, que entenem per
logica multivalorada i quines tenim en particular. En el tercer i quart capitol,
construirem i desenvoluparem eines de la logica multivalorada MTL, proposicional
i de predicats, fins arribar a veure els teoremes de completesa de cadascuna de les
parts.

Motivacio

Fent l'assignatura de Modelitzaci6 Matematica de Formes de Raonament em va
sorprendre veure que es podien crear i estudiar tantes logiques diferents a la classica.
En particular, la logica fuzzy va destacar per ser tant general, en el sentit que moltes
logiques multivalorades també son logiques fuzzy. A més la logica fuzzy té una
connexié molt forta amb la investigacié en intel-ligencia artifical, que és un altre
ambit que m’interessa. Aixi doncs, després de informar-me’n més, vaig trobar molt
adeqiiat dedicar el treball a la logica fuzzy, i en particular a desenvolupar MTL,
“Monoidal T-norm Logic”, la més basica de les logiques multivalorades fuzzy.



1 Introduccié a la Logica Fuzzy

1.1 Origen de la logica fuzzy

Des del naixement de la logica com a ciencia formal, alguns pensadors han treballat
amb sentencies i raonaments que s’escapen de l'abast de la logica classica, per
exemple, que no satisfan el principi de bivalencia (¢ V —p). Els primers intents els
trobem en Aristotil que ens va deixar el segiient exemple:

“ Dema hi haura una guerra naval i
dema no hi haura una guerra naval.”

En aquest exemple trobem una sentencia que sabem que és falsa, pero que consta
de dues parts que no sabem classificar ni com a veritat ni com a fals, depenen del
temps. La millor manera d’interpretar-les seria amb el terme de possibilitat: és
possible que “dema hi hagi una guerra naval”, és possible que “dema no hi hagi una
guerra naval”.

Aquest i molts altres problemes, on intervenen la modalitat o el temps, han es-
tat estudiats des de 'antiga Grecia fins al segle XIX, pero sense exit a 1’hora de
trobar una fonamentacié per estudiar aquests tipus de raonaments. No va ser fins a
principis del segle XX que no va néixer la primera logica multivalorada, a les mans
de Jan Lukasiewicz (1878-1956) [1]. Va introduir la logica trivalorada (que ara s’a-
nomena logica trivalorada de Lukasiewicz) durant la decada del 1920. Lukasiewicz
va inspirar-se en les taules de veritat de la logica classica, desenvolupades unes
decades abans, per construir les seves propies taules pero utilitzant tres valors de
veritat, que es poden interpretar com cert, fals i incert. En els segiients anys es
van desenvolupar generalitzacions de la logica trivalorada: les logiques n-valorades
o infinit-valorades de Lukasiewicz [2].

Amb el naixement i desenvolupament dels ordinadors a la segona meitat del
segle XX, va comencar una nova area d’investigacio: la intel-ligencia artificial. Per
aconseguir que els ordinadors resolguessin problemes o actuessin com els humans es
necessitaven eines per simular el pensament huma. En aquest ambit van encaixar
perfectament les logiques no classiques i es va potenciar la seva investigacio.

La logica fuzzy comenca la seva historia el 1965 amb l'article titulat “Fuzzy
sets” de Lofti Zadeh [3]. En aquest article es presenta la idea fonamental de la
logica fuzzy, que consisteix en modelitzar les propietats o conceptes com a conjunts
borrosos, on cada element de l'univers té un grau de pertinenca especific. Lofti
Zadeh i altres van fonamentar i desenvolupar la logica fuzzy durant la decada del
1970 centrant-se en la seva utilitat per establir metodes de raonament aproximat
per ordinadors.



1.2 Bases de la logica fuzzy

En aquesta seccié, veurem breument diferents maneres de desenvolupar la logica
fuzzy seguint l'article [4]. Recordem que la nostra intencié és poder estudiar aquells
conceptes o raonaments que tracten amb la vaguetat i la incertesa. En farem una
modelitzacié matematica.

Conjunts i connectives fuzzy

Les matematiques utilitzen els conjunts per tal de caracteritzar quins elements
compleixen una propietat i quins no. Si designem per U el nostre univers amb tots
els elements possibles podem definir un conjunt classic o matematic A utilitzant
una funcié caracteristica

ca: U — {0,1}
u = ca(u)

de tal manera que un element w pertany al conjunt A si ¢(u) = 1, i no pertany
al conjunt A si ¢(u) = 0. Observem que en aquest tipus de conjunt es delimiten
molt bé els elements que hi pertanyen i els que no. Canviem el tipus de conjunt,
imaginem que volem carateritzar els elements d’'un conjunt imprecis o borrds, com
per exemple el conjunt de la gent alta. No podem utilitzar una funcié caracteristica
tan restrictiva, una persona no es pot classificar segons “és alta” o “no és alta”,
sind segons “és més alta que” o “menys alta que”.

Aixi doncs, definim un conjunt fuzzy generalitzant la idea de conjunt classic.

Definicié 1.2.1. Sigui U el nostre univers. Un conjunt fuzzy F' és una aplicacio,
que associa a cada element z de U un element de [0, 1].

Anomenem funcié de pertinenca de F' a pup, i donat un element u, up(u) el seu
grau de pertinenca a F'.
HE . u — [0, 1]
u = pp(u)

Entendrem que un element u pertany absolutament a F' si up(u) = 11 que abso-
lutament no hi pertany si pp(u) = 0. En qualsevol altre cas, u pertany parcialment
a F. Fixem-nos que si tots els elements tenen grau de pertinenga 0 o 1, aleshores
F actua com un conjunt classic.

Hem d’entendre que en el moén no tenim una referencia fixada i, per tant, que
un mateix conjunt fuzzy es pot expressar utilitzant diferents funcions de pertinenca
segons el context on s’apliqui. Per exemple, una persona de 80 anys i una de 20 anys
valoren diferent el concepte de “jove”, i encara es veu més la diferencia si “jove”
s’aplica a arbres o a persones. La idea més important dels conjunts fuzzy és que ens
permeten saber quins elements compleixen més una propietat que altres. Es més
important saber que “u és més alt que v”, que no pas saber exactament el grau de
pertinenca de cadascun.



Una altra manera de veure els conjunts fuzzy és utilitzant una familia de sub-
conjunts (classics) de 'univers on cadascun té els elements amb grau de pertinenga
superior a un llindar.

Definicié 1.2.2. Sigui « € (0, 1], definim a-nivell de tall, F,, d'un conjunt fuzzy
F' com el conjunt de tots els elements de U que tenen grau de pertinenca a F
superior o igual a o, F, ={u e U | pup(u) > a}.

Anomenem nucli de F' al conjunt Fi, i suport de F' a la unié de la familia
{F,|0<a<1}.

Proposicié 1.2.3. Donat «, 5 € (0, 1], es compleix que

(i) Si o < B aleshors Fg C F,.

(i) Siuwel, pr(u) =sup{a | v e F,} .

També podem definir els conjunts fuzzy interseccid, unié i complementari utilit-
zant operacions sobre I'interval [0,1]. Si A i B sén conjunts fuzzy

pans(u) =
NAUB(U) =
frae(u) = n(pa(u))

Al principi Zadeh [3] va definir aquests conjunts utilitzant la fincié minim per la
interseccid, el maxim per la unié, i la involuci6é n(u) = 1 —wu per la negacié. Després
d’estudiar-ho es va arribar a unes definicions generals per aquestes operacions.

Definicié 1.2.4. Una norma triangular *, abreujadament t-norma, és una operacio
binaria * : [0, 1]*> — [0, 1] que per tot x,y, z € [0, 1] compleix les segiients propietats:

(i) Es associativa: x x (y % z) = (z * y) * 2.

Es creixent en cada component: si x < y aleshores x x z < y * 2.

)
i) Bs commutativa: z 1y =y *
(ii) y=y
(iii)

)

(iv) 1 és neutre i 0 és absorvent: x 1 =x,ix %0 =0.

Una t-norma * és la operacié que s’utilitza per la interseccio. Es forca raonable
que la commutativitat i 'associativitat siguin propietats de la intersecci6. L’taltima
propietat es pot entendre com ANU =A1 AND = 0.

Definicié 1.2.5. Una conorma triangular L, o t-conorma, és una operacié binaria
U : [0,1]* — [0, 1] que per tot x,y, z € [0, 1] compleix les segiients propietats:

(i) Es associativa: z U (yUz) = (z Uy) U 2.

(i) Es commutativa: z Ly =y



(iii) Es creixent en cada component: si x < y aleshores z Ll z <y L 2.

(iv) 1 és absorvent i 0 és neutre: z U1 =1,12U0 = =.

Una t-conorma LI és 'operacié que associarem a la unié. Fixem-nos que 1'inica
propietat que canvia és la referent a 'l i el 0, que interpretant-la diu AUU = U
i AU = A. Diem que una t-norma (o bé una t-conorma) és continua si és una
aplicacié continua del [0, 1] sobre [0, 1].

Per 1ltim tenim la negacié n que s’associara amb el complementari.

Definicié 1.2.6. Una negacid n és una operacié unaria sobre l'interval [0, 1] que
satisfa

e Siz <y n(y) <n(z)

e z < n(n(x)).
S’anomena negacié forta si n(n(z)) = .

Fixem-nos que les operacions definides per Zadeh: min, max i n(u) = 1 — u
compleixen, respectivament, les propietats de t-norma, t-conorma i negacié (en
aquest cas negaci6 forta). A continuacié veiem un resultat que relaciona fortament
les t-normes i les t-conormes.

Proposicié 1.2.7. Si * és una t-norma i n una negacio forta aleshores ’'operacio L,
definida U,y = n(n(x)*n(y)) és una t-conorma, i viceversa, si LJ és una t-conorma
i n una negaci6 forta aleshores #_, definita x *, y = n(n(z) Un(y)) és una t-norma.

Tota t-norma prové d'una t-conorma i una negacié forta, i viceversa, tota t-

conorma prové d’una t-norma i una negaci6 forta.

Exemple 1.2.8. Les segiients tres t-normes, amb les corresponents t-conormes
utilitzant la negacié forta n(x) = 1 — z, seran els nostres exemples més importants
a partir d’ara.

T-norma de Lukasiewicz: z *, y = max{0,z +y — 1},

y T-conorma de Lukasiewicz: x Uy, y = min{l,z + y}

. T-norma de Godel: z ¢ y = min{x, y},
T-conorma de Godel: = Ug y = max{z,y}

. T-norma del Producte: x gy =x -y,

T-conorma del Producte: z Upy=ox4+y—x-y

Una propietat interessant de les t-normes continues és que totes es poden carac-
teritzar a partir d’aquestes tres t-normes anteriors [5].



Definicié 1.2.9. Sigui una familia de t-normes {%; | ¢ € I} on I és un conjunt
numerable totalment ordenat amb primer element. Considerem la familia d’intervals
tancats {A4; = [a;,b;] € [0,1] | i € I} que compleix

® Uie[ A = [07 1}
e Si ¢ < j aleshores per tot a € A;itot b€ Aj, a <b.

e Sii<jiA;NA;#0 aleshores a; = b;.

Per cada A; designem f; I'isomorfisme natural de [0, 1] a [a;, b;]:

fi: [071] — [ai,bi]
v o ) = 4t o — a)

Definim la suma ordinal de {*;};c; com la segiient operacid, si z,y € [0, 1],

_ fl(fz_l(x) * fi_l(y))a si x>y€Ai
x(@ *i)Y = { min{z, y}, altrament
(2
Proposicié 1.2.10. Per qualsevol familia de t-normes continues {x;|i € I} la seva
suma ordinal @, *; és una t-norma continua.

Teorema 1.2.11 (Mostert-Shields[5]). Sigui * una t-norma continua, aleshores
* =P, ¢ *i on cada *; és t-norma de Godel, del producte o de Lukasiewicz.

La logica fuzzy es pot veure com una logica on les sentencies s’interpreten sobre
conjunts fuzzy, de manera que els valors de veritat de la sentencia sén els graus de
pertinenca. Seguint aquesta idea, la conjuncio i la disjuncié es defineixen utilitzant
les t-normes i les t-conormes, respectivament.

L’inica operacié que ens falta és l'associada a la implicacié. Hi ha diverses
operacions que ens serveixen per la implicacié, aqui en veurem tres concretes: les
implicacions residuades, fortes i reciproques. Cadascuna busca complir una propi-
etat diferent de la logica classica.

Veiem com deduir la implicacié residuada. En la logica classica, si la implicacio
p — 1) és certa aleshores 1) sera veritat sempre que ¢ ho sigui, i ¢ sera fals sempre
que Y sigui fals. En altres paraules, la implicacié ¢ — 1 sera veritat sempre que
el valor de ¢ sigui menor o igual que el valor de ). Aprofitem la intuicié classica
per trobar una operacid, que designarem per =, per la implicacid fuzzy. Com més
gran és el grau de veritat ¢ respecte el grau de 1, més petit ha de ser el grau de
veritat de ¢ — 1. Aquest idea la podem traduir fent que la operacié z = y sigui
decreixent sobre x i creixent sobre y.

Una altra caracteristica que podem imitar és el Modus Ponens: si ¢ és veritat i
p — 1 és veritat, aleshores 1) és veritat. Es pot traduir de la seglient manera: si x
és un grau de veritat per ¢ i z és una cota inferior de x = y (z < z = y) pel grau
de ¢ — 1, el grau de veritat de ¥ no pot ser menor que aquestes dues cotes, si y és
el grau de v podem expressar-ho amb z % z < y. Per una altra banda, volem que el



valor de x = y sigui tan gran com pugui, aixi doncs, sempre que z * z < y també
z< T =y.

Ajuntant totes les propietats desitjades, sembla que I'operacié = ha de complir
que
siz<z=y, llavors xx 2z < y
sixxz <y, llavors z <z =y

Proposicié 1.2.12. Una t-norma * és continua per ’esquerra si, i només si, existeix
una tdnica operacié = que compleix la propietat de residuacid: x,y,z € [0,1] es
compleix (x % z) < y sii 2 < (xr = y). Aquesta operaci6 és © = y = sup{z €
0,1] | 2% 2z <y}

Definicié 1.2.13. Sigui * una t-norma continua per I'esquerra, 1'opercié
r=py=sup{z| x*xz <y}
s’anomena R-implicacio o residu de la t-norma .

Exemple 1.2.14. Les tres t-normes que hem vist com a exemple sén continues,
aqui presentem la t-norma continua per ’esquerra, no continua, més coneguda. La
T-norma del Nilpotent Minim (NM):

~f min{z,y} z+y>1
VINMY = { 0 altrament

Exemple 1.2.15. Per cadascuna de les t-normes particulars definides anteriorment
tenim els segiients residus:

vy y=14 1 =Y rogy—=d 1 TSV
EYV7V1-a+y 2>y VT y 22y

I 1 z<y N ] 1 r <y

rTeny = Lox>y TNM Y= max{l —z,y} z>y "’

Una altra propietat basica de la logica classica que seria desitjable per una im-
plicacié és la igualtat ¢ — ¥ = = V 9, que es pot llegir: ¢ implica ¢ és cert si, i
nomeés si, és cert ¥ o no .

Definicié 1.2.16. Sigui U una t-conorma i n una negaci6 forta, definim una impli-
cacid forta, o S-implicacid, com x =gy =n(x) Uy

Proposicié 1.2.17. La R-implicacié i la S-implicacié compleixen les segiients pro-
pietats en comu:

e Decreixent en la primera component: six < 2/, x =y > 2’ =y
e Creixent en la segona component: siz <z',x =y <z’ =y

e 1 és neutre en la primera component i absorvent en la segona: 1 = y =y i
r=1=1.



e r=(y=2)=y=(r=2).

La diferencia entre aquestes implicacions resideix en dues propietats: la propietat
de contraposicid, amb una negaci6 forta n

r =y =n(y) = n(x),

que es compleix per les S-implicacions pero no per les R-implicacions, i la propietat
de definir un ordre
r <y, siix=1y=1,

que compleixen les R-implicacions pero no les S-implicacions. Aquesta diferencia
permet la definicié d’una tercera implicacié que compleix les dues propietats ante-
riors, pero deixa de complir la propietat de neutralitat de I’element 1.

Definicié 1.2.18. Sigui = una R-implicacié i n una negacid, definim una R-
implicacio reciproca, C-implicacio, com © =¢ y = n(y) =g n(x).

Tanquem aquest apartat dedicat a les connectives assenyalant que, com que es
vol que la logica disposi de 'equivalencia &) — x = ¢ — (b — x) (s’associa el
simbol & amb la conjuncié de férmules), les logiques que es treballen més sovint es
basen en una t-norma i la R-implicacié residu de la t-norma.

Teoria de la possibilitat

Comencem una teoria nova, desenvolupada inicialment per Lofti Zadeh, com a eina
per treballar el raonament aproximat. Ens situem en el moén on el coneixement
és incomplet o imprecis i hem d’utilitzar restricciéns sobre els nostres objectes per
tal d’expressar aquesta falta de coneixement. Utilitzarem la nocié de variable per
fer referencia a parametres o atributs que descriuen una situacié amb coneixement
incomplet. Per exemple, la variable x pot ser temperatura, altura, pressio,...

Per cada variable considerem una aplicacié que associara un possible valor de
la variable amb la possibilitat que realment tingui aquest valor. Si U és el nostre
univers en un context fixat i x és una variable, el que coneixem del valor de la
variable ho representem amb una distribucio de possibilitat 7,. Per cada valor u
del nostre univers, m,(u) ho entendrem com el grau de possibilitat que la variable
x sigui el valor u. Aix{ doncs, 7,(u) = 0 significa que és impossible que u sigui el
valor de z, i 7, (u) = 1 vol dir que no tenim cap informacié que prohibeixi el valor
u per x, pero hem de tenir en compte que pot haver-hi altres elements amb grau de
possibilitat 1.

Per expressar cada porcié de coneixement que posseim utilitzarem els conjunts
fuzzy. Per exemple, si F' representa un atribut i només disposem d’una sentencia
com a informacié “x és F”, el conjunt fuzzy F' s’interpreta com la distribucié de
possibilitat que expressa la fiabilitat de cada valor de I'univers de ser el valor de z.
En aquest cas la distribuci6 de possibilitat és m,(u) = pup(u), per tot u € U. Aixi
doncs, per sentencies tniques que involucren un sol conjunt fuzzy es pot utilitzar
la funcié de pertinenca com a distribucié de possibilitat. Pero aixo no vol dir que



siguin el mateix, la igualtat m, = pr s’ha d’entendre com: ja que I"inic coneixement
que tinc de = és “x és de F”, el grau de possibilitat de x = u sera el mateix que el
grau de pertinenca. Si disposessim de més coneixement la igualtat entre distribucio
de possibilitat i funcié de pertinenca no tindria perque mantenir-se.

Si disposem de dues distribucions de possibilitat per una sola variable x, m, i
7. tals que 7, < 7., es diu que 7, és més especific que 7, ja que si té graus més
petits significa que té més restriccions i per tant més informacié sobre x. En aquest
cas, escollim quedar-nos amb 7, ja que 7, no aporta més informacié sobre z. En
el cas de tenir més d’una font d’informacid, utilitzem la distribucié de possibilitat
que especifiqui menys el grau de possibilitat, sempre satisfent les restriccions que

aporta la informacié. Aixo s’anomena el principi de minima especificitat.

Quan involucrem dues variables x i y amb dos dominis diferents U i V', una
relacié fuzzy R entre elles es pot expressar a partir d’una distrbucié de possibilitat
Tzy = [Lr quUE expressa una restriccié sobre el domini U x V. Més generalment, es
pot treballar amb relacions que involucrin més de dues variables.

Sigui S una sentencia “z és E”, i 7, la seva corresponent distribucié de possibi-
litat. La consistencia entre S i una altra sentencia “z és un element de A” on A és
un subconjunt classic de U, es calcula a partir de

[1(A) = sup m,(u)

u€A

Entendrem aquest valor com la possibilitat que el valor de x estigui a A sabent
que “x és E”. Per remarcar la diferencia entre “possibilitat” i “probabilitat”, notem
que pot existir un conjunt A tal que II(A) = 1 = II(A°), és a dir, que el valor de
x estigui a A és tant possible com que no hi sigui. Hem definit la possibilitat d’un
conjunt A, també podem definir la necessitat d’'un conjunt A de la segiient manera

N(A)=1-1I(A°) = igg 1 — 7y (u)

Podem entendre-ho com z necessariament és de A amb grau N(A), o x no sera
de A¢ amb grau N(A).

Un cop vist com podem treballar amb distribucions de possibilitats veiem per
sobre com podem organitzar la inferencia, o deducci, amb raonament aproximat.
Donada una informaci6 dividida en diferents sentencies St, . . ., .S, repartim el procés
d’inferéncia en quatre passos:

(i) Representacié
Per cada sentencia S; traduim la informacié en una distribucié de possibilitat
7 restringint els valors de les variables involucrades. En particular, si S; ="«
és 7 utilitzem 7° = pp.

Sigui z = (x1, ..., Z,,) el vector amb totes les variables involucrades en Sy, . . . , Sy,.
Siguin x1,...,x les variables involucrades en una sentencia S;, aleshores de-
finim 7% = (uy, ..., U, Ugs1,- - Upy) = T (U1, ..., u). Es a dir, fem que el



grau de possibilitat dels valors possibles per les variables 1, ...,z segons 5;
no depengui de les altres variables xgi1, ..., Zp.

(i) Combinacié
Un cop tenim les distribucions 71, ..., 72, utilitzem alguna operacié que re-
presenti la conjuncié per obtenir una distribucié global, per exemple utilitzant
I'operacié minim
7z = min{xl,... 0}
(iii) Projeccié
Projectem la distribucié obtinguda 7; sobre el domini correspoent a cada va-
riable de la qual en volguem obtenir informacié. Per exemple, si hem obtingut
una distribuci6 , , involucrant les dues variables z i y sobre els dominis U i
V', la projeccio sobre V' és

7, (v) = sup 7., (1, v)
ueU
. Utilitzant el suprem estem satisfent el principi de minima especificitat, ja
que es calcula tenint en compte totes les possibles parelles i s’escull el grau de
possibilitat menys especific.

(iv) Interpretacié
En aquest pas s’extreu una interpretacio lingiiistica del resultat obtingut en
el pas anterior. Seguim amb l'exemple anterior on teniem la distribucié .
S’obté una propietat F' com a millor aproximacio lingiifstica tenint en compte
que F ha de formar part d’algun conjunt fuzzy sobre el domini V' de y, ha de
mantenir que m, < pp i ha de ser tant especific com es pugui, per tal de tenir
un resultat util.

Graus de veritat

Una altra manera d’encarar ’estudi del raonament aproximat és utilitzant conjunts
fuzzy de graus de veritat [6]. Tractarem la certesa d’una afirmacié com la compatibi-
litat entre I’afirmacié i la informacié disponible, suposant que és informacié correcta
de 'actualtiat. Aixi doncs, es defineix un wvalor de veritat fuzzy d’una sentencia S
"x és A” tenint-ne en compte una altra, D "z és B”, que suposem certa. La infor-
macié sobre el grau de veritat de S tenint D es descriura utilitzant un conjunt fuzzy
7(S; D) sobre I'univers [0,1] de graus de veritat. Es a dir, 7(S; D)(a) s’interpretara
com el grau de possibilitat, respecte la informacié disponible D, que existeixi una
interpretacié que fagi S certa amb grau «. Tenint en compte els conjunts fuzzy A
i B es pot descriure la funcié de pertincenga de 7(5; D) com

o) = { prptrall pat) = ek H3'(a) # 0

0, altrament

Tenint en compte aquesta relacié entre la sentencia a avaular, S, i el context on
ens trobem, D, ens podem trobar amb sis situacions diferents [7].

10



(a) Sentencia classica avaluada sota informacié completa.
(b) Sentencia fuzzy avaluada sota informacié completa.

Sentencia fuzzy avaluada sota informacié no fuzzy incompleta.

(c
(d

Sentencia classica avaluada sota informacié no fuzzy incompleta.

(S

(e) Sentencia classica avaluada sota informacié fuzzy.

)
)
)
)
)
)

f) Sentencia fuzzy avaluada sota informacié fuzzy incompleta.

En aquest treball desenvoluparem el cas (b), dedicat a la logica fuzzy multivalo-
rada amb funcions sobre [0, 1].

11



2 Modelitzacié matematica de la logica i
introduccié a la logica multivalorada

En els tres primers apartats d’aquest capitol definim matematicament que ente-
nem per una logica proposicional i veiem diferents maneres de desenvolupar-la. En
I"iltim apartat definim la logica multivalorada i veiem com s’organitzen diferents
logiques fuzzy com a logiques multivalorades.

2.1 Definicié formal de logica proposicional

Primer de tot, definim les férmules d’'un llenguatge, que representaran les frases
sobre les quals treballa la logica.

Definicié 2.1.1. Un llenguatge proposicional L esta format per un conjunt d’atoms
A = {ay,az...} 1 un conjunt de connectives C = {cy,¢2. ..}, cadascuna amb un
natural associat n;, que anomenem arietat (les constants sén connectives d’arietat
0). Definim el conjunt de formules F d’un llenguatge L:

e Els atoms son férmules, A C F.

e Per cada connectiva ¢; € C amb arietat n;, si ¢i1,...,¢,, € F aleshores
Ci(@l,...,@ni) e F.

Entenem els atoms com els objectes més basics que podem utilitzar per raonar, en
el cas de les logiques proposicionals sén les variables proposicionals. Les connectives
les entenem com les eines que permeten construir senténcies més complexes a partir
d’anteriors més simples, com per exemple les connectives proposicionals A, V, —

y Ty

A nivell intuitiu, les férmules sén totes les frases ben formades (amb subjecte
i predicat), que poden ser veritat amb un cert grau. En la logica classica només
poden ser veritat o fals, pero en altres logiques poden prendre més valors.

Definicié 2.1.2. Anomenem raonament a qualsevol element (3, ) € P(F) x F.
Direm que X sén les premisses i ¢ la conclusio.

A continuicié definim la relacid de conseqiiéncia, que ens permetra definir que és
un raonament correcte i per tant el concepte de logica.

Definicié 2.1.3. Sigui A el conjunt de féormules d’un llenguatge £. Sigui > C
P(A) x A, escriurem X 1> ¢ en lloc de (X, p) € >. > és una relacio de conseqiiéncia
si compleix les segiients condicions:

(i) Reflexivitat: {¢} > ¢, per qualsevol ¢ € A.

(ii) Monotonia: siguin X, A € P(A) tals que ¥ C A. Per qualsevol ¢ € A, si
3 > ¢ aleshores A > .
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(iii) Tall: siguin ¥,A € P(A) i, € A. Si A>piXU{p}>1 aleshores AUX>1.

Definicié 2.1.4. Sigui F el conjunt de formules d'un llenguatge £. Una substitucio
és una aplicacié ¢ : F — F tal que per qualsevol connectiva ¢ amb arietat n,

a(clprs -5 n)) = clo(@1), - 0 (n))-

Definicié 2.1.5. Diem que l'estructura (F,>) és una ldgica, si > és una relaci6
de conseqiiencia sobre F i per qualsevol substitucié o es compleix que, si ¥ > ¢
aleshores o[X] > o(¢) (propietat estructural), on o[X] = {o(¥)|v € L}.

Un raonament (X, ) és correcte en la logica (F,>) si 3> .

Traduint, la primera condicié de conseqiiencia ens diu que una sentencia és con-
sequiencia d’ella mateixa; la segona, que si una férmula és conclusié d’un conjunt
de premisses, aleshores ho és de tot conjunt més gran; i la tercera, és una especie
de transitivitat de raonaments.

La definicié de substitucié és molt importat perque ens permet veure facilment
que, si un raonament és correcte aleshores tots els raonaments que conservin la
mateixa forma (respecte les connectives) també seran correctes.

Exemple 2.1.6. Suposem que tenim una logica (F,IF) on el segiient raonament és
correcte: {p} IF 1) — ¢, llavors també seran correctes els ranomaents: {¢} IF ¢ —
v{o Ax}IF (x V(= a)) = (¢ Ax), 1molts altres. Per cada subsitucié o que
canvii o i ¢ per altres formules, el raonament sera correcte.

Generalment, hi ha dues maneres de definir una logica: definint una relacié de
conseqiiencia utilitzant el concepte de demostracié o el concepte de veritat. Aixi
diferenciem la part sintactica i part semantica d’una logica.

2.2 Sintaxi

La part sintactica d’una logica defineix la conseqiiencia de manera “algoritmica”,
és a dir, es veu si un raonament és correcte o no seguint uns passos establerts fins a
arribar a un resultat. El conjunt de passos que es segueixen per determinar un rao-
nament correcte I’anomenarem demostracio, i cada pas sera una regla de deduccio.
Utilitzarem el simbol = per les relacions de conseqiiencia definides sintacticament.

Definicié 2.2.1. Sigui F el conjunt de férmules d'un llenguatge L.

e Una regla de deduccid és una parella (3, ¢) on 3 és un conjunt finit de férmules
i ¢ és una férmula. Una regla s’anomena azioma si ¥ = ().

e Un sistema axiomatic o calcul sintactic C' és un conjunt de regles de deduccié.

e Una demostracio en un calcul C' de ¢ respecte X és una n-epla de formules
< Q1, ..., >, per un cert n € N, que compleix:

- Pn =@
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— Per cada férmula ¢;, 0 p; € X 0 bé ¢; s’obté d’anteriors a partir d’'una
regla de deducci6 (A, ). Entenem aquesta iltima condicié aixi:

existeixen ¢;,,...,¥;,, %; < 1, 1 una substituci6 o tal que

U[A] = {901'1’ S 790%} 1 U(w) = ¥i.

Definicié 2.2.2. Direm que ¢ es dedueix de ¥ en la logica (F,F¢g), ¥ Fo ¢, si
existeix una demostracié en C' de ¢ a partir de X.

Observacié. Tot i que les regles de deduccio sén férmules, i per tant sén combina-
ciéns d’atoms i connectives, per detallar les regles d’un calcul sintactic s’utilitzen
unes “metavariables” per indicar que utilitzant substitucions moltes formules com-
pleixen les regles. Les regles amb metavariables s’anomenen esquemes. Per exemple,
una regla p — p utilitzant la metavariable ¢ és I'esquema ¢ — ¢, que indica que
o(p) — o(p) és una regla, per tota substitucié 0. Podem veure un exemple d'un
calcul definit amb esquemes en el segiient exemple.

Exemple 2.2.3. Un calcul sintactic per la logica classica proposicional és el calcul
de tipus Hilbert, que esta format per les segiients regles de deduccio:

(A1) Fo—= (@ —9)
(A2) F(p—=> @ —=>x) = ((p—=9) = (v —=X)
(A3) F—p—=(p—1)
(Ad) F(mp =)=
MP {p,o =}

Veiem que el raonament - ¢ — ¢ és correcte, donem una demostracié:

L F=>{(p=9)=9) = (p=(p—=9) = (0—9) (A2)
2. Fo—=>(p—=9)—p) (A1)
3. Flp—=(p—=9)—(¢— ) MP 1,2
4. Fo—=(p— ) (A1)
5. Fo—=op MP 3.4

2.3 Semantica

Una logica és semantica si es modelitzen els raonaments correctes utilitzant inter-
pretacions sobre les formules per tal de dotar-les de significat de veritat.

Definicié 2.3.1. Sigui A un conjunt. Una interpretacio de férmules sobre A és una
aplicacio i : F — A que a cada féormula ¢ li fa correspondre un element de A.

Nosaltres considerarem les interpretacions amb funcionalitat de veritat, és a dir,
que per cada connectiva ¢ amb arietat n, i(c(¢1,...,¢n)) = c(i(e1), ..., i(pn)).

Aixi doncs, una interpretacié assigna valors de veritat a cada férmula. Utilitzem
aquests valors de veritat per determinar els raonaments correctes.
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Definicié 2.3.2. Sigui A un conjunt i D C A. Una logica semantica sobre una
estructura (A, D) (que anomenem matriu de veritat) és una logica (F,=a,py), on
¥ =(a,p) ¢ si per tota interpretacié i sobre A tal que i[X] C D aleshores i(yp) € D

G[X] = {i(¥)ly € X}).

A representa els valors de veritat i D representa els valors de A que prendrem
com a certs. Per tant hem definit un raonament correcte seguint la idea que si les
premisses sén certes aleshores la conclusié ha de ser certa.

Exemple 2.3.3. En la logica classica proposicional els conjunts de valors sén
A ={0,1} i D = {1}. Un raonament és correcte si, per tota interpretacid si
les premisses sén 1 (veritat) la conclusié també. En aquest cas les taules de veritat
ens serveixen per definir la interpretacié d’una férmula amb connectives a partir
dels valors assignats a les variables proposicionals.

o Y|l —=9P o YlpAY o YleVY
@ | - 0 0] 1 0 0] 0 0 0| 0
0] 1 0 1 1 0 1| 0 0 1] 1
1] 0 1 0| 0 1 0| 0 1 0] 1

1 1 1 1 1] 1 1 1] 1

Normalment, una logica primer es construeix semanticament ja que és la manera
més intuitiva de concebre-la. Un cop es té la part semantica es busca un calcul
sintactic per aquesta logica, per tal de tenir un altre metode més facil i metodic per
demostrar nous raonaments, correctes per les dues logiques.

Per comprovar que les dues logiques tenen els mateixos raonaments correctes es
demostren els teoremes de completesa. Siguin (F,F) i (F, =) dues logiques. Tenim
tres tipus de teoremes de completesa:

- Completesa Forta. Sigui ¥ U {¢} un conjunt de férmules qualsevol, ¥ F ¢
si, i només si, ¥ = .

- Completesa Forta Finita. Sigui ¥ U {¢} un conjunt finit de férmules
qualsevol, 3 = ¢ si, i només si, 2 = .

- Completesa Feble. Sigui ¢ una férmula qualsevol, F ¢ si, i només si, = ¢.

Com veiem, només es diferencien en les premisses. Es veu clarament que si dues
logiques tenen completesa forta aleshores tenen els altres dos tipus de completesa,
i si tenen completesa forta finita aleshores tenen completesa feble. El cami invers
no és cert.

En els segiients capitols veurem exemples de diverses logiques fuzzy i els seus
teoremes de completesa.
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2.4 Logica fuzzy com a logica multivalorada

El principi de bivaléncia: tota senteéncia és o veritat o és falsa (¢ V =), constitueix
la base de la logica classica. Una logica multivalorada és una logica que no satisfa el
principi de bivalencia, i generalment, té una semantica basada en matrius de veritat
(A, D) on A té més de dos valors de veritat.

A partir d’ara estudiarem la logica fuzzy com a logica multivalorada on els graus
de veritat s’entenen en l'interval [0,1]. Aixi doncs, treballem la part semantica.
Com hem vist en el capitol anterior, tenim diverses operacions per associar a les
connectives d’'una logica fuzzy. Com que podem trobar una t-conorma a partir
d’una t-norma, i viceversa, escollint una t-norma en tenim prou per definir la resta
de connectives. Desenvolupem la logica fuzzy com a logica multivalorada basada
en t-normes.

Donada una t-norma * tenim la seva R-implicacié =, i definim la negacié —
utilitzant la implicacié (—z) = =, 0. Com que estem en el [0,1] escollim du-
es connectives extraordinaries A i V que corresponen al minim i al maxim. Aix{
doncs, tenim una estructura [0, 1], = ([0, 1], *,=, A, V, =) on interpretar el nostre
llenguatge.

Com que una t-norma * ens proporciona una estructura [0, 1], també tenim una
logica, sobre una matriu de veritat ([0,1],,{1}), amb la relacié de conseqiiencia
=(0,1].,{1})> que escriurem abreujadament = 1, .

Per exemple, amb les tres t-normes continues anteriors, *g,, *¢g i * obtenim les
seglients tres logiques amb nom propi:

e Logica de Lukasiewicz: (F, Fp,., )-
e Logica de Godel (F, Fpl.,,)-
e Logica del Producte (F, ., )

(S’abreugen les notacions utilitzant =, F¢ 1 =, respectivament).

Buscant una logica en comu a totes les logiques basades en t-norma continua
trobem la logica BL [8], “Basic fuzzy Logic”, sobre el [0,1]. Es defineix la relacié
de conseqiiencia de BL:

Y EprLe sil, ¥ Epa. ¢, per tota x t-norma continua

Un raonament és correcte a la logica BL si, i només si, és correcte a qualsevol
logica basada en una t-norma continua. Per tant, totes les logiques [0, 1], sén
particularitzacions de BL.

Al principi, es creia que BL era la més basica de les logiques fuzzy basades en
t-normes amb residu. Considerem la t-norma del Nulpotent Minim, NM:

~f min{z,y} xz+y>1
TINMY = { 0 altrament
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Es una t-norma que no és continua, només és continua per l’esquerra. Per tant,
la logica NM basada en la t-norma NM no és una particularitzacié de BL ja que
sy N0 és continua, per tant BL no és la més basica. Per tenir una logica [0, 1].
només necessitem que la t-norma * sigui continua per l'esquerra per tal de tenir
una implicacié residuada.

La logica fuzzy més basica, i la que tenen en comu totes les logiques basades en
una t-norma amb residu, és la logica MTL, “Monoidal T-norm Logic”. La logica
MTL és sobre [0,1] i té la relacié de conseqiiéncia

Y Eurr @ osil, X 1, ¢, per tota * t-norma continua per 'esquerra

Aquesta és la logica fuzzy més basica, si un raonament és correcte a MTL també ho
és a qualsevol logica [0, 1], amb t-norma amb residu. En particular si un raonament
és correcte a MTL també ho és a les logiques vistes fins ara: BL, L, G, IT i NM.

A partir d’ara ens centrarem en desenvolupar la logica MTL.
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3 Logica proposicional MTL

A partir d’ara desenvoluparem la logica MTL semanticament i sinacticament, fins
arribar a veure que sén equivalents amb els teoremes de completesa. En aquest
capitol desenvoluparem la logica MTL com a logica proposicional, i en el segiient
com a logica de predicats.

En el primer apartat comencarem desenvolupant l'estructura semantica sobre
I'interval [0,1], que com hem vist, apareix de manera natural per tractar la logica
fuzzy. En el segon, definim un calcul estil Hilbert per tal de desenvolupar la sintaxi
algorismicament. En el tercer, estudiarem la semantica a través d’unes estructu-
res més generals que Uinterval [0,1], les MTL-algebres. I seguidament veurem el
teorema de completesa entre les MTL-algebres i el calcul MTL. En I'iltima sec-
cié tornarem a la logica MTL soblre l'interval [0,1] i veurem quins teoremes de
completesa compleixen algunes de les extensions de MTL.

Abans de comencar, definim el llenguatge logic que utilitzarem: el llenguatge
proposicional i també la nocié de formula proposicional.

Definicié 3.0.1. El llenguatge logic proposicional esta format per un conjunt de
variables proposicionals X = {p1,ps, ...}, un conjunt de connectives &,—, A, i una
constant 0.

Les formules es defineixen de la segiient manera: cadascuna de les variables pro-
posicionals és una féormula; cada constant és una formula; si , ¢ sén dues férmules,
aleshores &1, ¢ — 1 1 @ A1 sén férmules. Denotarem per Prop(X) el conjunt

de totes les formules que es poden formar a partir de les variables proposicionals de
X.

Altres connectives que es defineixen a partir de les anteriors:

VY s ((p—=9) =) A((Y =) = @),
¢ és =0,

p=v & (p—= V)& — ).

Observacié. Per tal de no carregar la notacié escrivint férmules utilitzarem el
seglient sistema de precedencies entre connectives. Les connectives segueixen el
segiient ordre: Primer {—}, segon {&, A,V =}, i per ultim {—}. Per exemple la
seglient féormula

()& =x)) = (e V(W AX) = @)

es pot reescriure aixi

&Y =x) = eV AX = p)
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3.1 Logica proposicional MTL en el [0, 1]

Recordem que la logica MTL és la logica en comu per totes les logiques [0, 1], amb
t-norma continua per ’esquerra. Recuperem les definicions de t-norma i implicicio,
i construim la logica MTL en [0,1], pas a pas, amb els conceptes vistos al capitol
anterior.

Definicié 3.1.1. Una t-norma *, és una operacié binaria * : [0, 1]> — [0, 1] que per
tot x,y, z € [0, 1] compleix les segiients propietats:

(i) Es associativa: x  (y* 2) = (@ % y) * 2.

(ii) Es commutativa: z %y =y * x
(i
)

iii) Es creixent en cada component: si a < b aleshores x x z < y * 2.
(iv

1 és neutre i 0 és absorvent: xx1=x,ix%x0=0.

Proposicié 3.1.2. Sigui * una t-norma continua per ’esquerra. Existeix una tinica
operacié x = y tal que per qualsevols z,y,z € [0,1] es compleix (z * z) < y sii
z < (z = y). Aquesta operacié és x = y =sup{z € [0,1] | z* 2z < y}.

Demostracio. Per cada z,y € [0, 1], considerem (z = y) = sup{z | z * z < y}.
Fixem un z, la funcié f(x) = x % z és continua per I'esquerra i creixent, per tant

zx(x=y)=xzxsup{z| xxz <y}l =sup{z*xz|lzxz<y} <y

. Per tant, si z < (x = y) per monotonia x * z < z * (r = y) < y. Reciprocament,
sixxz <y, comquexr=y=sup{z| x*z <y} clarament z < (x = y). O

Definicié 3.1.3. Sigui % una t-norma continua per I'esquerra, 'operacié x = y =
sup{z| z *x z < y} s’anomena el residu de la t-norma x*.

Definicié 3.1.4. Siguin z,y € [0, 1], definim l'operacié z Ny = min{z, y}.

Definicié 3.1.5. Sigui * una t-norma continua per 'esquerra, denotem per [0, 1],
'algebra formada pel conjunt [0, 1] amb les operacions *, =, N. A partir d’aquestes
definim les operacions disjuncié, negacié i equivalencia:

Disjuncié: zUy = ((z=y) =y) N ((y = z) = ).

Negacié: (—z) = (z = 0).

Equivalencia: z &y = (x = y) * (y = ).

Proposicié 3.1.6. Per qualsevol t-norma, a I’algebra [0, 1], es compleix:
i) e <ysii (z=vy) =1

i) (1=12)=u.
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iii) Siy < x, aleshores z % (x = y) <y. Si x <y aleshores x * (v = y) = x.
iv) 2 Uy = max{z,y}
Demostracio. 1) Si x <y aleshores x * 1 =z <y per tant x = y=1.
i) l=z=sup{z | 1l*xz<z}=rx.
i) Siy <z
rx(x=y)=axsup{z |r*x2z<y} <y
Sizx <y
rx(x=>y)=zxl=2x

iv) Suposem que x < y, aleshores x = y = 1 i per tant ((x = y) = y) = y. Com
que y*(y = z) < z aplicant la propietat de residuacié y < (y = z) = z. Ajun-
tant els resultats i per la definicié de N, ((z = y) = y) N ((y = z) = z) =y,
que és el maxim. De la mateixa manera es fa suposant que y < x.

]

Definicié 3.1.7. Una assignacid de variables proposicionals és una aplicacié a que
assigna a cada variable proposicional p un valor de veritat a(p) € [0,1]. Es pot
extendre el concepte fins a obtenir una interpretacio de férmules, que denotem 17
(amb funcionalitat de veritat), seguint aquestes regles:

Observacions.

- Podriem fer explicit el pas de féormula a valor de veritat per les altres connec-
tives -, V, =, pero no cal, s’obtenen per definicié a través de les anteriors.

- S’ha de diferenciar entre les connectives i les operacions. No és el mateix & que
x, ni els altres casos. La connectiva & relaciona férmules i % és una operacié
entre elements de [0, 1]. Tgualment, 0 és una férmula, i 0 és I'element minim
de [0, 1], no s6n el mateix. Per aquest motiu tenen una notacié diferent, per
poder diferenciar I'estructura on es treballa.

Definicié 3.1.8. Una férmula ¢ és una 1-tautologia de la logica proposicional MTL
si i(p) = 1 per qualsevol interpretacié ¢ i per qualsevol algebra [0, 1], .

Ja tenim un metode per saber quines formules son certes dins MTL. En el proper

exemple ensenyem la manera de veure que una férmula és una 1-tautologia, i també
com veure que no ho és.
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Exemple 3.1.9. Les segiients formules sén 1-tautologies:

s v = (V=9
S’ha de veure que donada qualsevol interpretacié i, i(p — (¥ — ¢)) = 1.
Designem i(¢) = z i (1)) = y i ho veiem utilitzant reiteradament la propietat
de residuacié. Primer interpretem la férmula:

L<i(p = (¥ =) , sii
1<i(p) = (1(v) = i(p)) , sii
1<z=(y=2x) , sii

I ara utilitzem residuacio
1<z= (y=2x) , sii
r=xx1<(y=ux) ,si
rxy <z , sii
y<(z=z)=1
[ y <1 per qualsevol y € [0, 1], per tant, ¢ — (¢» — ¢) és una 1-tautologia.

° p&ip =
En aquest cas, utilitzem dues vegades residuacio:

1<(zxy)=z ,sii
rxy <z , Sil
y<(z=ux)=1

i veiem que &) — ¢ és 1-tautologia.

Ara demostrem que una férmula ¢ V —¢ no és una 1-tautologia. Per veure-ho hem
de trobar una algebra [0, 1], 1 una interpretacié i sobre [0, 1], tal que i(¢ V —p) < 1.
Utilitzant que la disjuncié U és el maxim i amb la definici6 de la negacié tenim que
per qualsevol interpretacio i:

i(p V) =2U(—z) =max{r,r = 0}

Veiem queé passa si triem una interpretacio i tal que i(x) = 0.5 dins de I'algebra
[07 1]L
max{0.5,0.5 = 0} = 0.5 # 1

Aixi doncs, dins l'algebra [0, 1], amb la t-norma de Lukasiewicz, hem trobat una
interpretacio ¢ on ¢V -y no és certa, per tant no és 1-tautologia de MTL. Observem
que en aquest cas concret, hem demostrat que ni MTL ni la logica L. compleixen el
principi de bivalencia.

Definicié 3.1.10. A partir d’ara un conjunt de férmules 3 C Prop(X) I'anomenem

teoria. Sigui [0, 1], una algebra i ¥ una teoria, diem que una interpretacié ¢ és un
[0, 1],-model de ¥ si per tota férmula ¢ € 3, i(¢)) = 1.

Definicié 3.1.11. Sigui ¥ una teoria. Diem que una férmula ¢ és conseqiiencia
logica de ¥ dins de MTL, que escriurem > =y, ¢, si per tota algebra [0, 1], 1 per
tota interpretacié ¢ [0, 1].-model de ¥, i(p) = 1.

Aixi, hem acabat de construir la logica semantica MTL= (Prop(X), EmrL)-
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3.2 Sintaxi de la logica proposicional MTL

En aquest apartat definirem un calcul per la logica MTL. No tractem de trobar una
logica diferent, sind la mateixa, pero per un altre cami.

Hi ha diversos tipus de calculs que podriem desenvolupar, nosaltres utilitzarem
el calcul estil Hilbert, que es forma a partir d'un conjunt d’axiomes i una regla de
deduccio.

Definicié 3.2.1. Les segiients férmules sén el sistema axiomatic o axiomes de la
logica MTL:
Al (= ¢) = (v = x) = (¢ = X))

A2)  p&yp =

A3) &) — &y

Ad) oA =

AD) AUV =Y Ap

A6)  p&(p =) = oA

ATa) (¢ = (Y = X)) = (P&t = x)

ATb)  (p&h = x) = (¢ = (¥ = X))
QS; ((p=9) = x) = (= ¢) = x) = x)

00—

La regla de deduccio de MTL és el Modus Ponens, MP: de ¢ i ¢p — 1 se’n dedueix
.

Observacions.

- Els axiomes anteriors no han estat triats a 'atzar, cadascun busca satisfer
una propietat basica. L’axioma (A1) ens proporciona la transitivitat de la
implicacié. (A2) ens diu que la conjuncié amb & implica el primer element,
(A3) reflexa la commutativitat de &, i (A4) i (A5) el mateix per la A-conjuncié.
L’axioma (AG6) relaciona la &-conjuncié amb la A-conjuncié, (A7a) i (A7b)
expressen la propietat de residuacié entre & i —, i (A8) ens proporciona
una manera per fer demostracié per casos. Finalment, (A9) ens diu que la
contradiccid, 0, implica qualsevol cosa.

- Els axiomes i totes les férmules que es demostren a MTL les expressem se-
gons altres férmules. Per exemple I'axioma (A2) és una férmula que invo-
lucra altres formules ¢ i ¢. En les demostracions utilitzarem “instancies”
de formules vistes anteriorment canviant cadascun dels termes per formules
més complexes. Seguint amb l’exemple, una instancia de (A2) podria ser

(0 = V)& AY) = (p = ¥).
Tornem a definir una demostracio, pero ara, especifica del calcul MTL.

Definicié 3.2.2. Una demostracio de ¢ a partir de ¥ és una n-epla de formules
< 1,...,0n >, n € Ntal que ¢, = picada férmula p; és un axioma de MTL, una
férmula de X, o es dedueix de dues féormules anteriors ¢, ¢; — ¢; (j < ¢) a partir
la regla del Modus Ponens.
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Definicié 3.2.3. Sigui X una teoria. ¢ es dedueix de X, i escriurem X Fyrp, @, si
existeix una demostracié de ¢ a partir de X.

Per tant, també tenim la logica MTL=(Prop(X), FyrL)-

Observacié. Si la teoria és un conjunt buit, en comptes d’escriure () - ¢ escriurem
F . Observem que es compleix la propietat de monotonia d'una relacié de con-
seqiiencia. En particular, si una férmula es dedueix només a partir dels axiomes,
aleshores també es dedueix a partir de qualsevol teoria (la mateixa demostracié ens
serveix), per tant, si - ¢ aleshores ¥ F .

Definicié 3.2.4. Una férmula ¢ és un teorema de MTL si - ¢, és a dir, ¢ es
dedueix a partir del conjunt buit.

Les relacions entre les anteriors logiques fuzzy, particularitzacions de MTL (BL,
L, NM,...), es poden veure molt clarament utilitzant el calcul de MTL i axiomes
especifics que s’han d’afegir per tal s’aconseguir cadascun dels calculs de les exten-
sions. Posem nom a les segiients formules:

Divisibilitat: ¢ A Y — p&(p — 1) (Div)
Involucio6: Rz (Inv)
Contraccié: ¢ — & (Con)
Cancel-lacié:  —¢ V ((p = &) — ¢) (Can)

NM feble: (p&tp — 0) V (o A — p&1p)  (NMF)

Cadascun dels calculs es forma afegint els axiomes anteriors d’aquesta manera:

NM = MTL + (Inv) + (NMF)
BL = MTL + (Div)

L = BL + (Inv)

G = BL + (Con)

II = BL+ (Can)

En concret, la logica classica és 'extensio més especifica de les logiques fuzzy.
Fent el segiient calcul trobem la logica classica (CP).

CP = BL + (Inv) + (Con)

Per poder demostrar el teorema de completesa en la segiient seccié necessita-
rem haver demostrat els segiients teoremes de MTL. Les demostracions d’alguns
d’aquests lemes es troben a 'apendix B.

Lema 3.2.5. Les segiients formules relacionades amb la connectiva — sén teoremes

de MTL:

(1) o= (¥ =)
2) (p=>@W—=x) = @ —=(p—x)
(B3) p =
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Lema 3.2.6. Les segiients férmules relacionades amb la connectiva & sén teoremes
de MTL:

(4) (P&l =) = ¢

(5) ¢ = (v = (p&y))

(6) (¢ =) = (p&x = V&)

(7) (o1 = ¥1)&(p2 = 2)) = ((p1&p2) = (P1&en))
(8) (p&t)&ex — ple(vpdex), (p&e(h&ex)) = ((p&erp)&ex)

Lema 3.2.7. Les segiients férmules relacionades amb la connectiva A sén teoremes
de MTL:

(9) (p&tp) = (A Y)

(10) (¢ = ¥) = (¢ = (@ AY))

(11) ((p = ¥) Alp = X)) = (¢ = (Y A X))
(1) (e = ¥) = (¢ = x)) = (¢ = (¥ A X))

Lema 3.2.8. Les segiients formules relacionades amb la connectiva V sén teoremes
de MTL:

(12) (e V) = WV ), ¢ = (Y V)
(13) (¢ =) = (¢ V) = ¥)
(14) (p =)V (¥ = ¢)
(15) (

) (

15) (g =)A= x) = (¢ VX) = x)

(o = x)&(W — x)) = (g V) = Xx)

Lema 3.2.9. Les segiients férmules relacionades amb la connectiva — sén teoremes
de MTL:

(15"

(16) ¢ = (mp = ¥)

(17) (¢ = (P&—)) = —p
(o = (V&) = —¢
(o =) = (=0 = —p)

(18)
(187)
(187) (¢ = ) = (Y = —p)

Definicié 3.2.10. 1 =0 — 0.
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Lema 3.2.11. Les segiients férmules amb la constant 1 sén teoremes de MTL:

(19) 1
(20) ¢ — (L&)
(200) (I =)=

Lema 3.2.12. Les segiients formules que relacionen A i V sén teoremes de MTL:

(21) Associativitat de A :(@ A (P A x)) = (( AY) A X),
(e AP)AX) = (P A (P AX))

(22) Associativitat de V

(23) ¢ = @A (p V)
(eV(pAY)) =

Lema 3.2.13. Les segiients férmules relacionades amb la connectiva = sén teoremes

(24) o=, (p=v)=>W=9), (p=v)&W=X)) = (¢=X)
(25) (p=9) = (e =), (p=v) = (¥ =)

(26) (¢ =) = ((p&x) = (V&x))

27) (p=v) = (¢ = x) = (W = X))

(28) (¢ =v) = (¢ Ax) = (W AX))

(29) (p=9) = (x = ¢) = (x =)

(B0) (p=v) = (b = V)A (¥ = ¢))

Lema 3.2.14. Les segiients férmules sén teoremes de MTL:

(31) p&(v V x) = (&) V (p&x)
& (¥ A x) = (p&erp) A (p&ex)

(32) (A (VX)) =((pAY)VI(pAX))
(VW AX)=(eVY)A(p VX))

(33) (pV)&(pVy) = ((p&y) V (V&p))
(e A&l N Y) = (&) A (P&ep))

(34) (@ = )"V (¢ = )", per cada n.
(35) (mp A=) = =(p V1)
(36) (mp V=) ==(p A1)
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Un resultat important de la logica classica és el teorema de la deduccio: X+ p —
¥ si, 1 només si, XU {p} F 1; pero a MTL només podem demostrar una versié més
debil d’aquest.

Teorema 3.2.15 (Deduccié Local).
Sigui ¥ una teoria i siguin ¢, 1 dues férmules. ¥ U {¢} Fyrr ¢ si, 1 només si,

existeix un n natural tal que 3 Fyrr, " — ¥ (on " és & T & i ? = 1).

Demostracio. Primer de tot, fixem-nos que ¢" esta ben definit gracies a la commu-
tativitat i I’associativitat de &.

e Si per algun n, ¥ F ¢" — 9 aleshores ¥ U {¢} ¢

Demostrem-ho per induccio sobre n:

Cas n = 0, el resultat és directe ja que ¢ =11 1 és un teorema. Per modus
ponens amb X F 1 — 1 demostrem ¥ I 1), i per monotonia de =, SU{p} 1.

Cas n > 0, Suposem que ¥ F " — ¢ implica X U {¢} b ¢ per hipotesi
d’induccié i veiem el resultat per n + 1. Si ¥ F "™ — o) per definicié és
Y (p&e™) — 9, i utilitzant Paxioma (A7b) obtenim X F ¢ — (¢™ — ¥).
Ara, utilitzant modus ponens de X U {p} 1 X F ¢ — (¢" — 1) demostrem
Y U{p} F ¢" — 1, que per hipotesi d'induccié implica ¥ U {¢} F 1.

e Si X U {¢} F ¢ aleshores per algun n, ¥ F o™ — 1

Suposem que aj, . . ., ax és una demostracié de 1 a partir de XU {p}. Veurem
utilitzant induccié completa que per cada j = 1,...,k existeix un n; tal que
LE¥ = ay.

Si j =1, o és un axioma o una férmula de X U {p} i es compleix X F 1 — ay
(¢° =1). Sigui j > 1, per hipotesi de induccié per tota r < j X F o™ — a,.

Si a; és un axioma o una férmula de ¥ estem com en el cas j = 1.
Altrament «; resulta del modus ponens de férmules anteriors o, oy — ;. Per
hipotesis d’induccié tenim ¥ F ¢ — o; i ¥ - 9™ — (0 — ;). Utilitzant
el resultat (7) £ F (¢"&p™) = (a;&(a; — «;)), 1 per tant ¥ F (") —
(a;&(v; = ;). Segons (4) tenim ¥ F a;&(o; — ;) — «; 1 utilitzant
'axioma (A1) obtenim el resultat ¥ F "™ — .

]

Definicié 3.2.16. Una teoria ¥ s’anomena inconsistent si ¥ - 0, altrament s’ano-
mena consistent.
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Proposicié 3.2.17. X és inconsistent si, i només si, X F ¢ per tota férmula .

Demostracié. Si ¥ és inconsistent aleshores X F 01 3+ 0 — ¢ per Paxioma (A9).
Per modus ponens obtenim ¥ - ¢ per tota formula ¢. Reciprocament, com que es
demostra tota férmula ¢, en particular es demostra la férmula 0. n

Proposicié 3.2.18. Si ¥ U {¢} és inconsistent, aleshores per algun n, ¥ F =(¢").

Demostracid. Si és inconsistent tenim X U {p} F 0, aleshores, pel teorema de la
deduccié local, per algun n, ¥ F ¢" — 0, que és la definicié de —(¢"). O
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3.3 Semantica generalitzada de la logica proposicional MTL

Arribats a aquest punt ja tenim dues estructures logiques de MTL, una amb una re-
laci6 de conseqiiencia semantica i I’altra amb una relacié de consequencia sintactica.
Perd encara no podem veure que sén equivalents, és a dir, ¥ =y, ¢ si, 1 només
si, 2 Fyrr - Necessitem un cami intermig amb una semantica més general, uti-
litzarem les MTL-algebres. Per les segiients definicions recomanem coneixer els
conceptes definits a 'apendix A.

Definicié 3.3.1. Una MTL-algebra és una algebra A = (A, *,=,N,U,0,1), de
tipus (2,2,2,2,0,0), que compleix:

i) (A,N,U,0,1) és un reticle acotat.
ii) (A,x*,1) és un monoide commutatiu amb 1 com ’element unitat.

iii) Les operacions * i = formen un parell residuat, és a dir, compleixen la propietat
de residuacio:
rxz<ysiz<z=vy

iv) Compleix 'equacid de prelinealitat:

(z=y)Uy=1)=1

Una MTL-algebra s’anomena MTL-cadena si es compleix:

(xNy=2x) o (zNy=y), (ordenacié total)

Observaci6é. Com que una MTL-algebra és un reticle definim 'ordre a MTL com
r < ysixNy = x. Prenent aquest ordre es comprova facilment que per tot z,
0<z<1.

Seguidament veiem algunes propietats basiques de les MTL-algebres.

Proposicié 3.3.2. Una MTL-algebra compleix les segiients propietats:

(
(d) Siz<yaleshoreszxz2<yxz (z=2)<(z=y)i(y=2) <(r==z).
(e) z <wysi, inoméssi, (r=y)=1.

() (wUy)* 2= (zx2)U(y*2);

(&) Uy)=(z=y) =y n(y=2) =2
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Demostracio.

a) Per la propietat de residuacié x xy < z, sii, y <z =z = 1.

(
(b
(c

(d) Siguin z < y.
Per la propietat anterior x < y < z = (y*z), per tant x*z < y*z per qualsevol
zZ.
Utilitzant (1) z* (z = x) <z <y, per tant z = = < z = y.
També x % (y = 2) < y* (y = 2) < ziamb residuacié y = z <z = z.

Comencem amb z = y < x = y i aplicant residuacié z * (z = y) < y.

Utilitzant residuacié a partir de z x y < z x y tenim = < y = (z * y).

)
)
)
)

(e) z <ysi,inoméssi, 1 ¥z <ysi,inoméssi, 1 <z=y.

(f) Per la ordenacié a una MTL-algebra x < x Uy, per tant x % z < (z Uy) * 2, i
de la mateixa manera y* z < (xUy) * z. Per tant (z*x2)U(y*2) < (zUy) * 2.

Per l'altra banda zx 2z < (xx2)U(y*x2z) iy*z < (zx2)U(y*2), i per residuacié
r,y < z=[(rxz)U(yxz)]. Pertant (xUy) < z = [(x*x2)U (y*2)], 1ja
tenim (zUy) * 2z < (z*2) U (y *x 2).

(g) Utilitzem l'equacié de prelinealitat per mantenir la igualtat
(z=y)=y)N(y=2)=2)=[.]«(z =y Uy =),
apliquem la propietat distributiva de U
(z=y)=yn(y=2)=z)=(. . ]x@@=y)U({l..]*xly=21),
i per monotonia de les t-normes
(z =y) = y)N(ly = 2) = 2) <[((z = y) = Y@ = YUy = 2) = 2)x(y = 2)].

Finalment, per la propietat demostrada anteriorment, z*(z = y) < y, obtenim
la desigualtat
(z=y)=y)n(y=2)=>2)<zUy.

Per l'altra banda,
(x=y)*x(zUy)=(*(x=y)U(y*(r=y) <yUy=y.
Per tant, amb residuacié tenim
rUy < (z=y)=y.
Analogament aconseguim
Uy < (y=12) =1,
i per tant la desigualtat que voliem

Uy <((z=y) =y N(y=2)=m).
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Un cop tenim l'estructura basica, ja podem interpretar les férmules dins d’aquest
tipus d’algebres, seguint el model vist per Iinterval [0, 1].

Definicié 3.3.3. Donada una MTL-algebra A definim una A—assignacio de vari-
ables proposicionals com una aplicacio

a: X — A

que a cada variable proposicional li assigna un valor de A. Sigui a una A-assignacié
de variables proposicionals, es defineix una A-interpretacié de férmules,

i: Prop(X) — A

recursivament de la segiient manera:

Z‘X =a
i(0)=0
(&) = i) % i(¥)
il =) = ilp) = i(¢)
il NY) =i(p) Ni(y)
(o V) =ip) Ui(d)

Un cop podem assignar significat de veritat a cada férmula podem definir el
concepte de consegiiencia logica. Anomenem MTIL la classe formada per totes les
MTL-algebres i MTILC la classe formada per totes les MTL-cadenes. Més endavant
veurem que MTL és una varietat.

Definicié 3.3.4. Sigui A una MTL-algebra. Donada una teoria X, es diu que ¢
és consqiiéncia logica de ¥ dins de A, i escrivim ¥ =4 ¢, si i(p) = 1 per tota
A-interpretacié que compleix i[X] = {i(v)) | ¥ € X} C {1}.

Y FmrL ¢ st X A g per tota A € MTL.

Definicié 3.3.5. Sigui A una MTL-algebra

- Una férmula ¢ és una A-tautologia si i(p) = 1 per tota A-interpretacié i. El
conjunt de totes les A-tautologies sera Taut 4.

- Una A-interpretacié ¢ és un A-model de ¥ si i[X] C {1}.
Observem que donades aquestes definicions podem definir equivalentment con-

seqiiencia logica de la segiient manera: ¥ =y, ¢ si i(¢) = 1 per tota MTL-algebra
i tota A-interpretacié ¢ model de X.
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3.4 Completesa proposicional de MTL

Ja tenim tres estructures logiques ben definides: la semantica sobre [0,1], la sintaxi
i la semantica sobre MTL-algebres. En aquesta seccié veurem que les tres logiques
son equivalents, és a dir, si un raonament és correcte en una d’elles també ho és a
les altres.

Primer veurem la completesa entre la sintaxi i la semantica sobre MTL-algebres
i finalment el teorema de completesa entre les dues estructures semantiques.

Teorema 3.4.1 (Coherencia). Si ¢ es demostra a MTL, aleshores ¢ és una A-
tautologia per cada MTL-algebra A. Més abreujadament, si ¥ Fyrr, ¢, aleshores

2 ):MTL P-

Demostracio. El primer pas és veure que tots els axiomes de MTL sén A-tautologies.
Sigui A una MTL-algebra qualsevol, i ¢ una A-interpretacié qualsevol. Designem

i(p) = z,i(¢Y) = y,i(x) = 2.

(A1) Hem de veure que 1 < i((¢p — ¥) — (v — x) = (¢ = Xx))), que per
definici6 de interpretacié és 1 < (i(p) = i(¢)) = ((i(v) = i(x)) = (i(p) =
i(x))). Canviant-ho pels elements x,y,z € A hem de comprovar que en A
es compleix:
1<(@=y)=((y=2) = (z=2))

En els segiients axiomes prescindirem d’escriure els passos entre la interpre-
tacio de la férmula fins a I'expressio algebraica.

Utilitzem la propietat de residuacié tres vegades:

I<(z=y)= (y=2) = (xr=2)) , sii
Ilx(z=y)<(y=2) = (z=2) , sii
(x=y)*x(y=2) < (z=2) , sii

(x=y)x(y=2)xx <z

Per veure aquesta ["iltima desigualtat utilitzem la propietat (b) dues vega-
des. Amb z x (x = y) < y veiem

(v =y)*x(y=2) <y*(y=2),

i amb y % (y = z) < z acabem comprovant la desigualtat (z = y) * (y =
z)xx < z. Laxioma (Al) és A-tautologia.

(A2) S’ha de comprovar que 1 < (x * y) = x es compleix en 4. Utilitzant y < 1
iz = x = 1, propietats certes a A, es compleix y < = = x. Aplicant
residuacié, aquesta desigualtat és equivalent a x xy < x, i tornant a aplicar
residuacié obtenim el resultat 1 < z xy = x.

(A3) Per la commutativitat de la t-norma, x % y = y * x, i utilitzant propietat de
residuacié veiem que 1 < (z*xy) = (y * x).
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(A4) =Ny <z escompleix sempre, per tant Ny = x = 1.
(A5) Es la commutativitat de N.

(A6) Pel resultat de 3.3.2 Si y < z aleshores z % (r = y) < y = x Ny per tant
(xx(z=y) <zxzNuy.

Si x <y aleshores z % (r = y) <z =2z Ny per tant (z* (z = y)) <zNy.

(A7) Per la propietat de residuaci6 tenim les segiients equivaléncies que demostren
(A7a) i (ATDb):

(x*xy)=>z2<z=(y=2) ,sii,

(xxy)=2)xx<y==z , sii,

(xxy)=2)*(zxy) <z , sii,
r=(y=2)<(rxy) =z

(A8) En aquest cas podem imitar la demostracié de la propietat (g) i obtenim
(z=y)=2)*x((y =) = 2) < z2Uz =z Per tant utilitzant residuaci6
veiem

I<((z=y)=2)=(y=2)=2)=2)

(A9) Evident ja que 0 és I'infim de A.

Directament es veu que la regla de deduccié de MTL, Modus Ponens, manté les
tautologies. Six =11 x = y = 1 necessariament y = 1, ja que 1 = y = y.

Demostrem la generalitzacié, ¥ by ¢ implica Xy @, veient que cada
formula d’una demostracié és 1 per una interpretacié ¢ A-model de Y. Utilitzarem
induccié completa.

Sigui ¢ un A-model de ¥, i sigui a, . .., a, una demostracio de ¢ a partir de X.
Sij=1,i(a;) =1 jaque és axioma o férmula de X. Si j > 1, suposem per hipotesi
d’induccié que i(ay) = 1 per k < j. En el cas que a; sigui axioma o féormula de X
ja ho tenim fet, en l'altre cas, es dedueix de dues férmules anteriors oy, ar — «;
per modus ponens. Per hipotesi d’induccié i(ay) = 11 i(oy, — a5) = 1, que com
hem vist abans implica i(o;) = 1. Aix{ doncs, cada férmula de la demostracié és
una A-tautologia, i per tant, 3 by ¢ implica ¥ FyrL . O

Proposicié 3.4.2. La classe formada per totes les MTL-algebres forma una varie-
tat, MTL ( definicié de varietat a I'apendix A).

Demostracio. A I'apendix es comprova que els reticles formen una varietat i els mo-
noides commutatius amb unitat també, per tant les MTL-algebres sense la propietat

de residuacié també formen una varietat. Aixi doncs falta veure que la propietat
de residuacio es pot expressar a partir d’identitats. Proposem les segiients:

@) zN(y=(zxy)) ==
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Primer de tot veiem que aquestes identitats es compleixen en una MTL-algebra.
(a’) és equivalent a la propietat (c¢) de la proposicié 3.3.2, ja que hem definit 'ordre
segons 'operacié N, i de la mateixa manera la (b’) és equivalent a la propietat (b).

La identitat (c’) es veu a partir de la (e) utilitzant que z < zx Uy, ila (d) és la
traduccié de (z = z) < (z = (x U y)).

Per ultim, la identitat (e’) es comprova utilitzant el teorema de coheréncia i la
formula (31) del lema 3.2.13 certa a MTL.

Per altra banda, hem de veure que les identitats expressen la residuacié; primer
veiem alguns resultats previs a partir de les identitats:

(f’) Six <y aleshores x % z <y * 2.
Si x <y aleshores z = x Ny, per tant zx 2z = z*x (xNy) = (r*2) N (y * 2)
utilitzant (e’). Per tant x x z < y * .

() z<ysii,z=y=1.
Utilitzant la identitat (c¢’) i el fet que z < y implica y = x U y arribem a
x = y = 1. Suposem z = y = 1, utilitzem la identitat (b’) y = ((x =
y)xx)Uy = (1*2)Uy =aUy, per tant z < y.

(h’) Sixz <y aleshores (z = z) < (z = v).
Es veu directament a partir de (d’) ja que z Uy = y.

Veiem la propietat de residuacié: z < (z = y) sii, z % z < y.

Si z < x = y aleshores utilitzant (f’) z*x < z* (x = y) < y. Per l'altra banda,
si x % z < y aleshores utilitzant (a’) i (') tenim z < x = (r*2) <z =y. O

Definicié 3.4.3. Sigui ¥ una teoria. Defininim la segiient relacié ~x:
e~y s, XEe—=¢Y 1 XEY =
Proposicié 3.4.4. ~yx és congruencia respecte les connectives &, —, A.
Demostracio. Primer de tot observem que
Yo=Y 1 XFEY =, s, XEp=v

gracies a (5) del lema 3.2.6 i axioma (A2).
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Per veure que és relacié d’equivaléncia utilitzem les férmules de (24). I els lemes
(26), (27) (28) i (29) ens permeten demostrar:

p =Y (pkx) = (V&)

p=vE(p—=x) =@ —=x)
p=vF(x—=9) =)
p=vE(pAx) =@ AX)

]

Definicié 3.4.5. Definim l'algebra Ay = (Prop(X)/ ~g, ,%,=,N,U,0,1). Els
elements de Ay, son les classes d’equivalencia [p]y = {¢| ¢ ~x ¥}. Les operacions
es defineixen de la seglient manera:

0 = [6]27
1 = [1s,
lols * W]y = [W&]s,
ols = Wz = [¢ = Y5,
s Ny = [pAY]s,
lsU[Y]s = [pVs,

Proposicié 3.4.6. Ay és una MTL-algebra.

Demostracio. Siguin [¢]s, [¢]s, [X]s tres elements de Ayx. Veiem cadascuna de les
propietats:

Ay, és un reticle

La idempotencia de N i U es veu utilitzant 'axioma (A4) i (3),(10),(12),(13). La
commutativitat de N la tenim per l'axioma (A5) i de U per (12). L’associativitat
de cadascuna també 1'hem vist a (21) i (22). Equacions d’absorcid:

Per (A4) i (23) tenim les segiients férmules a MTL:

FoN(pV) =

Fwﬁwva¢J:>ZFwvaw%+¢

i obtenim el resultat [¢]x N ([¢]x U [¢]s) = [¢]s. Analogament es fa amb el dual
[els U (lels N [Y]s) = [¢]s.

Veiem les propietats de I'1 i el 0:

Per Daxioma (A4) tenim F ¢ A1 — ¢ i utilitzant - = 11k (¢ = 1) = (¢ —
(e A1)) que surt de (10) aconseguim - ¢ — @ A 1. Per tant [p]s N [1]s = [¢]s

Pels axiomes (A4) i (A9) automaticament tenim [p]s N [0]s = [0]s

Per la propietat (12) tenim - ¢ — ¢ V1. Amb (14) i - ¢ — 1 obtenim
oV 1—1, per tant tenim [p]s U [1]s = [1]s.

Liltima propietat es demostra analogament utilitzant les propietats anteriors.
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Monoide commutatiu amb unitat 1

La commutativitat és directa a partir de 'axioma (A3), I'associativitat a partir
de (8) i la propietat de la unitat a partir de (20) i 'axioma (A2).

x 1 & formen un parell residuat

Veiem primer com és I'ordre de Ay.

Lema.
[pls < [Yls sii, Bk — ¢

Demostracio. Si X+ ¢ — 1) aleshores X F ¢ = (p A 1)) (veient-ho a partir de (A4)
i (10) ). Aixf doncs [¢]s = [¢]s N [Y]s i [¢]s < [W]s.

Si [ply < [Y]s aleshores ¥ F ¢ = (@ A ) i utilitzant la transitivitat amb
oAt — 1 tenim X - o — . O

Veiem la propietat de residuacié a partir de les segiients equivalencies:

[X]s < [@ls = [Y]s , sil
YEx—=(p—v) ,si
Y x&ep =Y sii

(X]s * [¢ls < [¢]s

Equacié de prelinealitat

Es veu directament a partir de la propietat (14).
[

Definicié 3.4.7. Sigui A = (A, N, U, *,=,0,1) un reticle residuat. Un filtre de A
és un conjunt no buit ' C A que compleix per cada z,y € A:

e Size Fiye F aleshores xxy € F.

e Size Fix <y aleshoresy € F.
F s’anomena filtre primer si a més satisfa:

r=yekF o y=zeckF.

Observacié. Fixem-nos que 'element 1 de A sempre és element d'un filtre F, ja
que si hi ha algun element a € F', aleshores a < 11 per tant 1 € F'.
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Proposicié 3.4.8. Sigui A una MTL-algebra i sigui F' un filtre. Definim la segtient
relacio

r~py siih x=yel 1 y=xeclkF.
Aleshores,
(a) ~p és congruéncia i el quocient A/ ~p és una MTL-algebra.
(b) A/ ~p és lineal si, i només si, F' és primer.
Demostracio.

~p és congruencia

La reflexivitat i simetria sén directes a partir de la definicié. La transitivitat es veu
de la seglient manera:

Gracies al teorema de coherencia podem utilitzar que (¢ — )& — x) —
(p — x) és una A-tautologia. Per tant utilitzant residuacié obtenim (z = y)*(y =
z) < (zr = z). Ara, suposant que x ~p ¥y, y ~p z per una banda tenim
(x = y),(y = z) € F iper ser F' un filtre deduim (z = y) *x (y = 2z) € F
i (x = 2z) € F. De la mateixa manera s’obté (z = z) € F. Per tant, si
T ~py, y~p 2z aleshores r ~p z.

Com que és relacié d’equivalencia podem definir les classes d’equivalencia [z]p =
{y| © ~r y}. Per veure que és congruencia veiem que preserva les operacions.
Suposem x ~p y. Pel teorema de coherencia i el lema 3.2.13 sabem que les seglients
formules sén A-tautologies:

(o =) = ((p&ex) — (Y&X)),
(=) = ((p—=x) = (¥ = X)),
(=) = ((x = ) = (x =),
(=) = ((pAX) = (P AX))

(z=y) <((xx2) = (y*2)),
(z=y) <((r=2)=(y=2)
(z=y) <((z=2)=(z=y)
(z=y) <((zNz)=(yNz)),

I utilitzant la definici6 de filtre de F' es veu facilment que (z * z) ~p (y * 2),
(x=2)~p (y=2)i(zNz)~p (yNz2).
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A/ ~p és una MTL-algebra

Considerem ’aplicacio

f:A—>A/NF

que per cada z € A f(z) = [z]r. Com que ~p és congruencia, aquesta aplicacié
preserva les operacions entre elements, és a dir, és un homomorfisme. Pel teorema
A.4 de lapendix deduim directament que A/ ~p és una MTL-algebra, ja que les
propietats de MTL-algebra es preserven a través d’homomorfismes.

F és primer si, i només si, A/ ~p és una MTL-cadena.

Suposem que F' és un filtre primer, i siguin x,y € A. Per ser primer, x = y € F
oy=x € F, pertant [x]r < [y]r o [y]r < [z]F, és a dir, és lineal.

Si A/ ~p és una MTL-cadena aleshores o bé [z]r < [y]r iz = y € F, o bé al
revés. Per tant, I’ és un filtre primer.

]

Proposicié 3.4.9. Sigui F' un filtre, es compleix que [1]p = F.

Demostracio. Primer de tot recordem 1’observacié anterior: 1 sempre és element
d’un filtre. Sigui x € F, veilem que esta relacionat amb 1. Com que A és MTL-
algebra x = 1 =1 € F, i per altra banda 1 = x =z € F. Aix{ doncs, = € [1]r per
qualsevol € F. Per altra banda, sigui  un element de [1]p, com que x ~p 1 es
compleix que 1 = x =x € F. O

Corol-lari 3.4.10. Sigui F' un filtre, [z|r < [y]F si, i només si, x =y € F

Demostracié. Suposem [z]p < [y]p, com que A/ ~p és MTL-algebra, aleshores
[z]r = [y]lr = [1]F, 1 per tant [x = y]p = [1]p. I com hem vist en la demostraci6
anterior, [1]p = F, per tant x = y € F. Reciprocament, suposem que = = y € F
aleshores [z|r = [y|lFr =[x = y|r € [1]F, 1 en conseqiiencia [z|r < [y]F. O

Proposicié 3.4.11. Sigui A una MTL-algebra i sigui a € A, a # 1, aleshores hi
ha un filtre primer F' a A que no conté a.

Demostracio. Primer de tot observem que sempre existeix el filtre F' = {1}. Sigui
F un filtre que no conté a i que per alguns z,y € A, x =y ¢ Fiy =z ¢ F.
Veiem que existex un F’ O F que no conté a i conté x = y o y = .

Sigui z € A, definim el filtre F/ = {u | (Jv € F)(In € N)(v * 2" < u)} i
comprovem que és el menor filtre que conté F' i també z. Clarament és un filtre
que conté F'i z. Si F” D F és un altre filtre que conté z aleshores per tot v € F' i
qualsevol n també v x 2 € F”, per tant F' C .

Teniem z,y tals que x = y ¢ Fiy = x ¢ F. Considerem F; el menor filtre que
conté F'i x = y com a element, i F el respectiu amb y = x. Veiem que a ¢ F} o
a ¢ FQ.
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Suposem el contrari, a € F} i a € Fy, aleshores existeixen vy,vy € F ing,ng € N
tals que
vk (x=y™ <a
{ ve x (y = x)™ < a.
Considerem v = vy * v i n = max{nj,no}. Per la propietat (a) de la proposicié
3.3.2 tenim v < vy, v < vy i també (x = )" < (x = y)™, (y = )" < (y = x)™.
Per tant obtenim les desigualtats

vx(x=y)"<a
vk (y=2)"<a

i utilitzant les propietats de MTL-algebra i la féormula (31) del lema 3.2.14 amb el
teorema de coherencia

(vx(z=y)" ) YU@w*x(y=2)")<a
vx((z=y)"U(y=12)")<a
v<a

Veiem doncs, que imposant que a estigui contingut a Fi i F5 trobem com a contra-
diccié que a € F'. Per tant, o bé F; o bé F; és el filtre que voliem.

Aixi doncs, per cada parella z,y € A on v = y,y = = ¢ F podem trobar un
filtre F, , que contingui o bé z = y o bé y = z i no contingui a.

A partir d’ara suposem que A és numerable. Considerem Fy = {1} i {(x;,v:)}4
el conjunt de punts tals que ni z; = y; ni y; = x; pertanyen a Fjy, i construim a
partir d’aquestes parelles els conjunts Fy C Fy, C F3 C --- de tal manera que cada
F; sigui el menor filtre que no conté a i té com a element xz; = y; o y; = x;. La
unié de tots els filtres
U~

ieN
sera un filtre primer que no contindra a.

Per A no numerable, es fa similarment utilitzant el lema de Zorn. O

Proposicié 3.4.12. Cadascuna de les MTL-algebres és producte subdirecte d’un
sistema de MTL-algebres completament ordenades.

Demostracio. Sigui A =< A, *,=,N,U,0,1 > una MTL-algebra, i sigui F el con-
junt dels filtres primers de A. Considerem les segiients MTL-cadenes Ap = A/ ~p
per cadascun dels filtres F' € F. Tenim el producte directe d’aquestes MTL-cadenes

i considerem l’aplicacio
f:r A —
v > ([z]p)rer
Com que l'aplicacié preserva les operacions és un homomorfisme, i per tant només
falta veure que 'aplicacié és injectiva per veure que A és una subalgebra de A*.
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Siguin z,y € A, i suposem que x # y. Suposem el cas £ y (laltre cas és
analeg), llavors (x = y) # 1 a A. Per la proposicié anterior existeix un filtre primer
F que no conté z = y, aixi, dins de A/ ~p també [z]r £ [y]r. Per tant [z]r # [y]r

i fz) # f(y).

L’aplicacié és injectiva, i per tant, A és producte subdirecte de MTL-cadenes.
m

Teorema 3.4.13 (Completesa forta). Sigui ¥ una teoria sobre MTL i sigui ¢ una
formula. Aleshores sén equivalens:

(i) ¢ es demostra a partir de 3, ¥ by, .
(ii) Per cada MTL-cadena A, si i és un model de ¥ aleshores i(¢) = 1, ¥ =mrLe ¢
(iii) Per cada MTL-algebra A, si i és un model de ¥ aleshores i(¢) = 1, X Ey -

Demostracié. Amb el teorema de coheréncia hem vist (i) implica (iii), i per tant,
(i) implica (ii).

Per veure (ii) implica (iii) veurem el contrareciproc. Suposem que existeix una
formula ¢ que no es demostra a MTL, és a dir, que per alguna MTL-algebra A
existeix una A-interpretacié i tal que i[X] C {1} i i(p) # 1. Com que A és
producte subdirecte de MTL-cadenes, existeix una MTL-cadena Ap = A/ ~p, per
algun filtre primer, i una Ap-interpretacié 7, amb i = [i]p, tal que i[X] C {[1]p} i
i(¢) # [1]p. Per tant ¥ Fyric @, que és el que voliem veure.

Només falta veure (iii) implica (i). Suposem X Fy11, ¢, construirem una Ap;pp-
interpretacié 7 tal que i[X] C {1} ii(p) # 1. Laclasse [I]lg = {¢| X F 1 =9} =
{| £ F 9} ja que 1 — 9 es demostra per tota 1), i de ¥ = 1 — 9 se'n dedueix
Y . Definim la A7 -interpretacio

i: Prop(X) — Aure
v o— [Ys

Aleshores per cada formula ¢ € X, i(1)) = [y i i(¢) # [1]s. Es a dir, si & Fyrr ¢
aleshores ¥ Fyry, . Per tant (iii) implica (i). O

Un cop tenim la completesa entre Fyrp, 1 v només falta veure la comple-
tesa amb la semantica MTL sobre el [0,1]. Per aconseguir-ho utilitzem el segiient
teorema.

Teorema 3.4.14 (Immersid). Tota MTL-cadena numerable és submergible en una
MTL-cadena estandard a [0,1].

Demostracio. Només veurem les idees principals per demostrar aquest teorema.
Sigui A una MTL-cadena numerable (A, x, = N,U,0,1).

El primer pas es diu densificacio. Veure que existeix

f: A =(A*N,U,0,1) = B ={(0,1]NQ,*,N,U,0,1)
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un homomorfisme injectiu, imposant que per cada dos elements x,y, f(z) = f(y) =
sup{z € [0,1]NQ| zxz < y} € B. El segon pas es diu completacid. Trobar un altre
homomorfisme injectiu

g:B < C={(0,1],%n,U,0,1)

on C sigui MTL-algebra i es preserven els suprems per les implicacions residuades
d’A. Es a dir, que per z,y € A, g(f(x = y)) =sup{z € C|f(z) xz < f(y)}. Aixi
assegurem l’estructuralitat per la implicacié.

L’aplicacié fog: A — C ésla immersi6 que buscavem. m

Un cop tenim aquest teorema podem demostrar la completesa a MTL.

Teorema 3.4.15 (Completesa forta de MTL). Sigui ¥ una teoria i ¢ una férmula.
@ es dedueix a partir de X si, i només si, p és conseqiiencia logica de ¥ dins MTL.

E |_MTL 2 Sii E ):MTL 2

Demostracio. La primera implicacié, de sintactic a semantic, és directe pel teorema
de completesa anterior, ja que [0, 1], és una MTL-algebra per qualsevol t-norma x
continua per 'esquerra.

Si veiem que ¥ =y, ¢ implica ¥ FEyrLe ¢ ja haurem acabat, perque pel teo-
rema de completesa 3.4.13 implicara X Fyrp, . Demostrem-ho pel contrareciproc,
suposem que X Fyrc @, 1 per tant existeix una MTL-cadena A tal que X F 4 .

Sigui 7 una A-model de ¥ tal que i(¢) # 1. Considerem la MTL-algebra A’
generada per {i()|¢ subférmula de XU{p}}. Com que ¥ és un conjunt numerable
de férmules, aleshores i[¥ U {¢}] també és numerabe, i per tant, A" també sera
numerable. Per ser subalgebra de A, A" és una MTL-cadena numerable, complim
les hipotesis del teorema de immersié en [0,1].

Aplicant el teorema, existeix una immersio f de A’ en una MTL-algebra estandard
en [0,1], diguem-li B. Definim en B la interpretacid

i: Prop(x) — B
a  — f(i(a))

Com que f és homomorfisme, i(1)) = 1 per tota ¢ € 3, i a més, i(p) # 1. Per tant,
© no és conseqiiencia logica de X en B.

Aixi doncs, hem trobat una estructura [0, 1], on ¥ F1), ¢, per tant ¥ Eyrr, ¢ i
queda demostrat el teorema. O
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3.5 Completesa en logiques particulars

Hem vist que la logica MTL gaudeix del teorema de completesa més general, pero
no passa el mateix per totes les logiques fuzzy basades en t-normes residuades.
Tornem a les logiques particulars introduides anteriorment i veiem quins teoremes
de completesa compleixen.

Igual que MTL, les logiques de Gdodel i del Nilpotent Minim, tenen completesa
forta. La seves demostracions sén similars a la de MTL. També s’utilitzen estruc-
tures semantiques més generals com a cami que conecta la semantica en [0,1] i la
sintactica, per G tenim les G-algebres i per NM les NM-algebres.

Les logiques BL, de Lukasiewicz i del Producte no tenen completesa forta, te-
nen completesa forta finita. Cadascuna de les logiques també utilitza una algebra
generalitzada del [0,1]: BL té les BL-algebres, L les MV-algebres i II les II-algebres.

Per demostrar la completesa forta finita en cadascuna d’elles, s’utilitza un altre
teorema de immersié al [0,1]. L’enunciem per una logica L i una L-algebra la seva
estructura associada.

Teorema 3.5.1 (Immersi6 local). Tota L-cadena és localment submergible en una
L-algebra estandard a [0,1].

Definicié 3.5.2. Diem que una estructura A = (A, fi,..., fi) és localment sub-
mergible en B si per cada conjunt {aq,...,a,} C A existeix una aplicacié injec-
tiva h : {a1,...,a,} — B tal que, per tot i si fi(a;,...,a;) = a;, aleshores

fi(h(ai1)7 AR h(azk)) = h(a’L;)

Per demostrar el teorema de completesa forta finita s’actua com en l’anterior
demostracié a MTL, pero ara es fa el contrareciproc de ¢1,..., ¢, L ¢ implica
©1,- -0 EL . Es suposa que @1 ..., FL ¢, 1 utilitzant el teorema de immersi6
local es troba una interpretacié per tal de veure ¢y, ..., v, FL ¢.
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4 Logica de predicats MTLY

Com en el capitol anterior, desenvoluparem la logica MTL semanticament i sintacticamnt,
pero en un llenguatge de predicats. El canvi més important d’aquest llenguatge és

que ara treballem amb predicats, que es poden veure com relacions o propietats
entre elements d’'un mén. Cada predicat l’entendrem com un conjunt fuzzy, amb
graus de veritat, per expressar una propietat vaga entre elements. Per tal de poder
expressar correctament les frases entre elements d’'un moén i els predicats utilitza-

rem nous simbols logics anomenats quantificadors: universal (Vx) i existencial (3z).
Aquesta diferencia provocara canvis importants en els teoremes de completesa.

Definicié 4.0.3. Un llenguatge de predicats J esta format per: un conjunt no buit

de predicats P = {P,Q, R, ...}, cadascun amb la seva arietat np,ng,ng,... (un
natural positiu); i un conjunt de constants C = {c,d,e,...}.
El llenguatege logic son les wvariables ¥V = {x,y,z,...}, les connectives &, —

A, (Vz), (3z), i les constants de veritat 0 i 1.

Els termes son les variables i constants. Les formules atomiques tindran la forma
P(ty,...,t,) on P és un predicat d’aritat n i tq,...,t, son termes. A partir de les
formules atomiques, definim les féormules recursivament de la seglient manera: Si
©, 1 s6n férmules i x és una variable aleshores ¢ — 1, P&, @ A, (Vx)p, (Tx)e,
0i 1 sén férmules.

Definim altres connectives a partir de les anteriors:

VY & ((p—=9) =)A= 0) = @),
p=9 & (o= )& — ),
—p és @ —0

Observacié. Generalment, en un llenguatge de predicats s’hi defineixen funcionals
F =A{f1, fn,...}, amb arietats nj,no, ..., de manera que per cada 7 i per termes
t1, .. tn, filt, ..., tn,) també és un terme. Aqui treballarem la logica de predicats
sense funcionals.

Necessitem definir uns conceptes tecnics entre les variables i les formules.

Definicié 4.0.4. Definim el conjunt de subfdrmules de ¢, Sub(p), de la segiient
manera.

- ¢ € Sub(p) per qualsevol férmula .

- Sigp € Sub(v) o p € Sub(x) aleshores és p € Sub(v) — x), Sub(&x), Sub(pA
X)-

- Si ¢ € Sub(z) aleshores ¢ € Sub((Vx)Y) i ¢ € Sub((Ix)y).

Definicié 4.0.5. Sigui J un llenguatge i ¢ una férmula. Definim el conjunt de
variables que intervenen en ¢, V(p), com:

- Si ¢ és una constant V() = 0.
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- Si ¢ és atomica, ¢ = P(ty,...,t,) on t; pot ser constant o variable, aleshores

V(p)=A{ts,...,t,} NV
- Si p és de la forma ¢ — x, &y 0 ¥ A x aleshores V() = V(1) U V().
- Si ¢ és de la forma (Vz)y o (3x)1) aleshores V(p) = V(¢) U {x}.
Definici6 4.0.6.

(1) Sigui ¢ una férmula, es defineix el conjunt de wvariables lliures, L(p), de la
segiient manera:
- Si ¢ és una constant aleshores L(p) = ()
- Si ¢ és una férmula atomica, P(t,...,t,), L(p) =V (p)
Si @ és 1 — x, &) o ¥ A x aleshores L(p) = L(v) U L(x)
Si @ és (V)i o (Jx)1), aleshores L(p) = L(¢) — {z}.

(2) Definim el concepte de substitucié d'un terme ¢ per una variable z en una
formula ¢, Sk

- Si ¢ és una férmula atomica aleshores Sf ¢ és el resultat de canviar totes
les ocurrenices de x en ¢ per t.

-Sl0=0is1=1.

- St — ) és SLo — Sty
- Si(p&r)) és SLp&SyY

- St A1) és St ASLap
- Sil(V2)¢]

- SE(Vy) ] i SE[(Fy) ] sén respectivament (Vy)Se i (3y)S,e, per qualsevol
variable y diferent de x.

i SL[(37)¢p] es mantenen respectivament (Va)p i (3z)¢.

(3) Una variable x es pot substituir per y dins de ¢, S, si no hi ha cap subférmula
de ¢ de la forma (Vy)y tal que x € L(v).

(4) Uns férmula ¢ es diu que és una senténcia si L(p) = (), és a dir, no conté
variables lliures.
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4.1 Logica de predicats MTLY en [0, 1]

Definicié 4.1.1. Sigui J un llenguatge de predicats i sigui [0, 1], una algebra sobre
el [0,1] fixada una t-norma amb residu. Una estructura M = (M, (rp)z, (Me)z)
sobre J esta formada per un conjunt no buit M que anomenem domini, per cada
predicat n-ari P una relaci6 fuzzy n-aria rp : M™ — [0, 1], i per cada constant ¢ un
element m. de M.

Observacié. Una estructura ens servira per associar significat al llenguatge logic.
Cada relaci6 fuzzy associara una n-epla d’elements de M, (my,...,m,), a un grau
de veritat, rp(my,...,my) € [0,1].

Utilitzant el llenguatge predicats es pot veure més facilment la connexié amb
els conjunts fuzzy. Cada relacié fuzzy entre elements d’'un mén M té un grau de
veritat en el [0,1], com un conjunt fuzzy.

Definicié 4.1.2. Sigui J un llenguatge de predicats i M una estructura sobre 7.

- Una M-valoracio de variables és una aplicacio

v: Vo — M
r — ou(z)

que assigna a cada variable un element de M. Siguin dues valoracions v, v’,
es denotara v =, v’ el fet que v(y) = v'(y) per tota variable y diferent de z.

- Donada una estructura M i una valoracié v definim el valor d’un terme com
|zl pmo = v(x) 1 ||¢)|pmp = me. Definim el valor de veritat d’una férmula,

1l a0, com:

[Pty s to)ll o = re(ltlags -5 llEnllaeo)
le = Dlme = lellae = [¥lrw
le&ebl o = llllmo * [[¢lato
le Allaw = llellate V[Pl
10][m,0 =0
ITlme =1
1(V2)@llmw = inf{{lo i | v =2 v}
132)@llmw = supllellae | v =2 v'}
- Direm que una valoracié v és model de un conjunt de sentencies X, si || o[ pm.0 =
1, per tota ¢ € 3.

- El valor de veritat de ¢ en M és ||¢||m = inf{||¢||rm.0| v valoracid}.

En aquest capitol utilitzem una definicié diferent de teoria.

Definicié 4.1.3. Anomenerem teoria a un conjunt de sentencies .
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Definicié 4.1.4 (Conseqiiencia local i global). Sigui una algebra [0, 1], ¥ una
teoria i ¢ una sentencia.

e Direm que ¢ és conseqiiencia local de ¥, si per tota estructura M i tota
valoraci6 v, si v és model de ¥ aleshores ||p||rm.0 = 1.

e Direm que ¢ és conseqiiencia global de 3, si per tota estructura M, si || ||y =
1 per tota ¢ € ¥ aleshores ||¢||pm = 1.

Observacié. Més endavant veurem que pels raonaments formats només per sentencies
no hi ha diferencia entre conseqiiencia local i global, per tant només utilitzarem
només un tipus de conseqiiencia logica.

Definicié 4.1.5. Direm que ¢ és conseqiiéncia logica de ¥ en MTLY, ¥ vty ¢,
si  és conseqiiencia local de ¥ per tota algebra [0, 1],.
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4.2 Sintaxi de la logica de predicats MTLYV

L’axiomatica del calcul Hilbert de la logica classica de predicats té els axiomes de
la part proposicional afegint-hi cinc axiomes més per tal de relacionar les noves
connectives (V) i (3zx), i també afegeix una regla de deducci6 utilitzant el quanti-
ficador universal. Imitant aquest procés, per crear un calcul per la logica MTL de
predicats, MTLYV, utilitzarem els mateixos axiomes de MTL més els mateixos cinc
utilitzats en la logica classica, i també afegirem la mateixa regla de deduccio.

Definicié 4.2.1. El calcul sintacitc MTLY esta format pels axiomes

(A1) (= ¢) = (¥ = x) = (¢ = X))
(A2) @&y — ¢
(A3) &y = Y&y
(Ad) AP =
(A5) AP =Y Ap
(A6) &l =) = AP

(A7a) o — (¥ = x) = (P& — x)

(ATD) (&t = x) = (¢ = (¥ = X))
(A8) ((p =) = x) = (¥ = ¢) = x) = x)
(A9) 00—
(V1) (Vz)p — St (t es pot substituir per = a ¢(x))
(31) Sty — ) (t es pot substituir per = a p(x))
V2) (Vz)(v = ¢) = (v — (Va)p ( no lliure a v)
(32) (Vz)(p = v) = ((Bx)p — v) ( no lliure a v)
(V3) (Vz)(p V)= (Vz)p V) (2 no lliure a v)

i les segiients regles de deduccié

e modus ponens, ¢, — P F Y
e generalitzacid, ¢ = (Vz)p

Observacié. Encara que els primers deu axiomes tinguin la mateixa forma que en
la logica MTL, hem de recordar que ara fan referencia a férmules del llenguatge de
predicats.

Igual que en la part proposicional definim la nocié de deduccié i demostracio.

Definicié 4.2.2. Sigui ¥ U {¢} un conjunt de férmules.

- Una demostracio de ¢ a partir de X és una n-epla de férmules < @1, ..., ¢, >,
n € N tal que ¢,, = ¢ i cada féormula ¢;, amb i < n, és un axioma de MTLYV,
una féormula de X, o es dedueix de dues férmules anteriors utilitzant la regla
del Modus Ponens o la regla de generalitzacio.

- Es diu que ¢ es dedueix a partir de de X en MTLYV, ¥ v @, siexisteix
una demostracio de ¢ a partir de 2.
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Observacié. Veiem que una demostracié de MTL també és una demostracié de
MTLYV, per tant, tots els raonaments correctes de MTL també seran raonaments
correctes de MTLYV.

Definicié 4.2.3. Anomenem teorema a qualsevol férmula que es dedueixi a partir
dels axiomes, F ¢.

Igual que en logica proposicional, necessitem veure alguns teoremes de MTLV
per poder demostrar el teorema de completesa.

Lema 4.2.4. Siguin ¢, ¥ dues férmules qualsevols i y una férmula que no conté la
variable x lliure. Les segiients formules sén teoremes de MTLV:

(1) (Vz)(x = ¢) = (x = (Va)p)
(2) (Vz)(p = x) = (Fx)e = x)
3) Fz)(x = ¢) = (x = (Fx)¢)
(4) (Fz)(¢ = x) = (Vz)e = x)
(5) (Va)(p = ¥) = ((Va)p — (Va)ib)
(6) (Va)(p = ¥) = ((Fz)p — (x))
(7) (V) )
(8) Si la variable z es pot substituir per y dins de ¢ es demostra: (Va)p = (Vy)SYe
(3z)p = (Fy)She
(9) (Fz)(p&ex) = ((Fz)pex)
(10) (Fz)(p&yp) = ((Bz)p&(3z)¢)
(11) Bx)e = ~(Va)~e
(12) ~(Iz)p = (Va)~p
(13) Bx)(x Ae) = (X A (Fz)p)
(14) Bx)(x V) = (x V (Ez)9)
(15) (Vz)(x A p) = (X A (Vo))
(16) (Bx) (e V) = (B V (Jz)¥)
(17) (Vo) (e A ) = (Yo)p A (Vo)o)
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Teorema 4.2.5 (Deduccié local). Sigui ¥ una teoria sobre MTLV i siguin ¢,
dues sentencies. Aleshores ¥ U {¢} F 9 si, 1 només si, existeix un natural n tal que
Y — ).

Demostracié. La demostracié per la implicacié: si ¥ F @™ — 1) aleshores YU {p} F
1, és com en la part proposicional. En la implicacié inversa cal veure el cas en que
a; és demostra a partir de la regla de generalitzacié.

Suposem que per un j, «; és (Vz)o;. Tenfem que per hipotesi d'induccié, per
qualsevol j < i, es complia X - ¢ — «;. Generalitzant obtenim ¥ - (Vz)(¢™ —
a;). Com que ¢ és sentencia podem aplicar 'axioma (V2) i per modus ponens
arribem a ¥ = ™ — (Vx)a;, que és el resultat desitjat X F o™ — «;. O
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4.3 Semantica generalitzada de la logica de predicats MTLYV

Igual que en la logica proposicional, definim la logica MTLV per les MTL-algebres.
Tornem a definir els mateixos conceptes que en la part semantica del [0, 1], pero
ara sobre les M'TL-algebres.

Definicié 4.3.1. Sigui J un llenguatge de predicats i digui A una MTL-cadena.
Una A-estructura M = (M, (rp)p, (m.).) sobre J esta formada per un conjunt no
buit M que anomenem domini, per cada predicat n-ari P una relacié A-fuzzy n-aria
rp: M™ — A sobre M, i per cada constant ¢ un element m, de M.

Definicié 4.3.2. Sigui J un llenguatge de predicats i M una A-estructura sobre
J.

- Una M-valoracié de variables és una aplicacio

v: Vo — M
r — v(x)

que assigna a cada variable un element de M. Siguin dues valoracions v, v’,
es denotara v =, v’ el fet que v(y) = v'(y) per tota variable y diferent de .

- Donada una A-estructura M i una valoracié v definim el valor d’un terme
com ||| a0 = v(@) 1 [|¢]pp = Me. Definim el valor de veritat [|¢[|;,, d'una

férmulas y
[P(t1, - ta)llve = re(lltallmws - llEallvge)

le = ViR, = el = ¥R
&bl e, = lollRen = 1120

lle AR = lellRen VI IR
0], = 0

R =1

1(v2) el = mE{ [l el o | v =2 '}

132)ellRe, = sup{llelltl v =o v'}

en el cas que 'infim i el suprem existeixin a A, altrament els valors de veritat
no es defineixen.

- Direm que una valoracié v és A-model d’'un conjunt de sentencies 3, si
||S0||f4,v = 1, per tota ¢ € X.

- El valor de veritat de ¢ en M &s |||y = inf{||¢|l%;.,| v A-valoracié}.

Definicié 4.3.3. Una A-estructura M s’anomena segura si per tota férmula ¢
existeixen els fnfims i suprems [|(Va)o[| %, 1 [|(32)@]%0-
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Definicié 4.3.4 (Conseqiiencia local i global). Sigui A una MTL-algebra, ¥ una
teoria i ¢ una sentencia.

- Direm que ¢ és consequéncia local de %, si per tota estructura M i tota
A-valoracié v, si v és model de ¥ aleshores ||[7, = 1.

- Direm que ¢ és consegiiéncia global de 3, si per tota estructura M, si [|1]]%, =
1 per tota 1 € ¥ aleshores ||¢|l4 = 1.

Direm que @ és conseqiiencia logica de X2 en MTILY, ¥ |=prLy @, si ¢ és conseqiliencia
local de ¥ per tot MTL-algebra segura A.
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4.4 Completesa de predicats de MTLY

Ens disposem a demostrar el teorema de coherencia per la logica de predicats. Els
seglients lemes sén una part important de la demostracio.

Lema 4.4.1. Sigui A una MTL-cadena i M una A-estructura segura. Els axiomes
de MTLY s6n conseqiiencies logiques.

Demostracio. Primer de tot, observem que els axiomes (Al),...,(A9) son con-
seqiiencies logiques ja que la demostracié del teorema 3.4.1, canviant el concepte
d’interpretacio pel de valoracid, ens serveix per aquest cas.

Veiem que per qualsevol A-valoracié v els axiomes restants sén certs.

Suposem que la variable y es pot substituir per la variable x en . Sigui v” una

A-valoraci6 tal que v” =, v 1 v"(x) = v(y) tenim la igualtat [|SYeo[l%, = ¢l -

Per veure (V1)
I(¥2)ellNee = inf [lelher < |6l = 1SEel.

i utilitzant residuacié
1< [|(V2) el = 1540l

per tant (Va)p(z) — ¢(t) és A-tautologia. Per veure (31) raonem de manera
similar

IS2el0 = lelnner < supllelltw = 1C0)¢lR,

v'=v
i utilitzant residuacié veiem que (31) és A-tautologia.

Sigui una A-valoraci6 w tal que w =, v, prenem b, = |l¢[4; ., i a = [|V[|71., (ja
que z la considerem no lliure a v). Per veure (V2) hem de comprovar la desigualtat

inf (a = b,) < (a = inf b,)

W=gv W=gv

pero veurem la igualtat.

Per una banda, per cada w inf b,, < b,, per tant a = inf b, < a = b, 1 aixi

W=V W=V

a = inf b, < inf (a = by,).

W=gv W=4v

Ara veiem que no només és menor, siné que és exactament I'infim. Sigui ¢ una cota
inferior ¢ < (a = b,) per tot w, aleshores ¢ * a < b, i per tant ¢ x a < inf b, per

W=,
tot w. Aixi doncs ¢ < a = inf b, i es compleix

W=gv

inf (a = b,) = (a = inf b,)

W=V W=V
De manera similar es comprova que (32) és A-tautologia veient que

inf (b, = a) = (sup b, = a)

W=z v W=zv
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Per una banda, per cada w tenim b, < sup, by, i aixi doncs sup,, b, = a <
b, = a. Per tant sup,, b, = a < inf, (b, = a).
Per altra banda, suposem que tenim una cota inferior ¢ de b, = a, aleshores
cxa < b,ic*xa<sup,b,. Per tant ¢ <sup, b, = a.

Finalment, per demostrar (V3) també veurem una igualtat

inf (aUb,) < (aU inf by,)

W=4v W=gTV

Per propietats de U es veu directament que a < inf, (aUb,) i inf,, b, < inf,(aU
by) , per tant (aUinf,, b,) < inf,(aUb,). Ara, sigui ¢ una cota inferior de (aUb,),
veiem que ¢ < a U inf,, b,:

a) Sia <inf, b,, aleshores ¢ < b, per cada w i per tant ¢ < inf,, b,,. Finalment
¢ < aUinf, b,.

b) Si infb, < a, com que per algun wy by, < a tenim que ¢ < a, i per tant
c < aUinf, b,.

Lema 4.4.2. Sigui ¢ una senténcia, aleshores |[¢[4, , = ll¢lly-

Demostracio. Sigui v una A-valoracié. Com que ¢ és una sentencia, totes les vari-
ables de ¢ no soén lliures. Recordem que una variable no és lliure si esta afectada
per un quantificador. Aixi doncs, per cada variable z € V(y) i qualsevol férmula
P € Sub(y) tal que x € V(¢) existira una y, € Sub(p) tal que (Va)x € Sub(y)
o (3z)x € Sub(p). Es a dir, per qualsevol subférmula amb una variable z estara
afectada per (Vz) o ().

Per tant, per qualsevol variable z; € V(@) = {21,..., 20} l@ll%, = (V) el 4
o ||<,0||;(‘/(7v = || (3:):,~)<,0||;(‘47v. En conseqiiéncia, si {z1, . .. x,,} son les variables afectades
per V i {@pi1,...,2,} son les que estan afectades per (3), aleshores |of4,, =
[(Va1) ... (VEm) (Fmar) - - - (F2a) @4y Per qualsevol valoracié v.

Per tant [|o||4, = inf, [o]4. = el -

Observacié. Aixi doncs, donat un raonament (X, ¢), si XU{¢} una teoria, consqiiéncia
global és equivalent a conseqiiencia local.

Ara que ja sabem que tots els axiomes afegits son A-tautologies ens falta veure
que les regles de deduccio les conserven.

Lema 4.4.3. Sigui M una A-estructura segura i una A-valoracié v. Aleshores per
qualsevols ©, 1) sentencies tenim les seglients propietats:

@) llollfe lle = vz < 1l

(i) Nl = I(v2)ella
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Demostracid. (i) Denotem a, = ||| 4., bo = |¢[|%,, 1 @ = inf, a,. Volem veure

el lle — vl < Il

que per residuacio és equivalent a veure

le = Dl < llellde = llellve

i per definici6 és
inf(a, = b,) < inf a, = infb,.
v v v

Podem veure clarament la segiient cadena de desigualtats usant les propietats de
=: inf,(a, = b,) < a, = b, < a = b, ja que a, < inf, a,, per tant inf,(a, =
b,) <inf,(a = b,). En el lema anterior ja hem vist que inf,(a = b,) < a = inf, b,
per tant es comprova la desigualtat.

(i) Per definicié tenim |||l = inf, [@ll%, 1 [(V2)pll% = inf, [|(V2)e]%, =
inf, infy—, |@|l4y . = inf, |@[l4,, tenim directament la igualtat de les dues ex-
pressions.

]

Corol-lari 4.4.4. Sigui A una MTL-cadena, M una A-estructura segura, i una
A-valoraci6 sobre M es compleixen:

(i) ¢, =Y Emry ¥
(i) ¢ FEmry (Vo)p
Demostracido. Demostracié immediata utilitzant els lemes 4.4.2 1 4.4.3. ]

Teorema 4.4.5 (Coherencia). Sigui ¥ una teoria. Si ¥ Fyrry ¢ aleshores 3 Fyrpy
©.

Demostracio. La demostracié és similar a la vista pel cas proposicional 3.4.1 utilit-
zant els resultats anteriors 4.4.1, 4.4.2 i el corol-lari 4.4.4 O

Definicié 4.4.6. Sigui ¥ una teoria sobre MTLYV. Definim els seglients termes:

(1) 3 és consistent si existeix alguna férmula ¢ que no es demostri a partir de 3.
(2) 3 és lineal si per cada paralla de senténcies p, 1, X+ (¢ = ) 0 X F (¢ — ).

(3) X és Henkin si per cada sentencia de la forma (Vz)p que no es demostri a X
existeix una constant c en el llenguatge tal que S, ¢ no es pugui demostrar a .
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Proposicié 4.4.7. ¥ és lineal si, i només si, per cada parella de sentencies ¢, ¥ si
Y ¢V aleshores X F ¢ o X 1.

Demostracio. A MTLY es demostra ¥ F (¢ — 1) V (¢ — ¢), per tant directament
tenim X @ — Yo X FY — p.

Ara, suposem que ¥ és lineal i ¥ F p V). Si X F ¢ — 1 aleshores X - (V1)) —
1, 1 per modus ponens X F . En I'altre cas, ¥ ¢ — ¢, raonem igual i obtenim
Y. O

Definicié 4.4.8. Sigui X una teoria sobre MTLV. Definim Ay, I’algebra de classes
d’equivalencia de sentencies donada amb la relacié ~y, amb les operacions usuals

([els * [W]s = [p&edls, ... ).
Proposicié 4.4.9. Ay és una MTL-algebra. ]

La demostraci és gairebé la mateixa que per logica proposicional.
Lema 4.4.10. (a) Si ¥ és lineal aleshores Ay, és una MTL-cadena.

(b) Si ¥ és Henkin aleshores per cada férmula ¢ amb només una variable lliure x
compleix

[(Vo)pls = inf.[Sgels,
[(Fz)pls = sup,.[Siels

on c recorre les constants del llenguatge.

Demostracio. (a) Com que a Ay es compleix que [p]s < [¢]y si, 1 només si X +
@ — 1, es veu clarament que la linealitat de ¥ implica 'ordre total de Ay.

(b) Per 'axioma (V1) tenim 1 = [(Vz)g]s = [Si¢]s per cada ¢, i amb residuacid
(V)]s < [Siels, per tant [(Va)els < inf[S7o]s.

Per veure que és exactament I'infim suposem que hi ha y amb x no lliure, tal

que [x]s < [SS¢]s per tot c. Si [x]s f [(Vz)p]s aleshores ¥ ¥ x — (Vx)p, i en

conseqiiencia 3 ¥ (Vx)(x — ¢). Perdo com que ¥ és Henkin existeix una constant ¢
C

tal que X ¥ x — Siy, per tant [x]s ﬁ [SSo]s.

Es a dir, que per forca si [x]z < [SS¢]s aleshores [x]g < [(Vz)g]s, per tant
[(V2)g]s: = inf[SSe]s.

Utilitzant (31) similarment obtenim sup,[St¢]s < [(Fz)¢]s.

Suposem que tenim y amb x no lliure, tal que [S{¢]s < [x]s per tot ¢ i que
[(32)¢ls £ [x]s. Com abans ¥ ¥ (3x)¢ — x 1 utilitzant (2) X ¥ (Va)(¢ — x), per
ser Henkin existeix ¢ tal que X ¥ SS¢ — x, per tant [SS¢ls £ [x]s. I ja tenim la
igualtat sup,[SSels = [(3x)¢]s.

]
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Lema 4.4.11. Per cada teoria ¥ i cada sentencia «, si X ¥ « aleshores existeix una
teoria lineal Henkin X tal que X C ¥ i ¥ ¥ «.

Demostracio. Observem que si Y és una extensié de X, si X' ¥ a1 ¢, sén dues
senteéncies aleshores X' U {¢p — ¢} ¥ a0 ¥ U{Y — ¢} ¥ a. Suposem el contrari,
pel teorema de la deducci6 local existeix una n natural tal que '+ (¢ — )" — «
1Y F (p—=Y)" = a Aixi dones X' F ((¢ = )"V (¥ = ¢)") — «, i trobem la
contradiccié X' F a.

Construim l'extensié 3. Primer extenem el llenguatge J de ¥ a J" afegint noves
constants co, ¢1, .. .. Per cada férmula (Vz)y trobarem una extensi6 de ¥ de manera
que compleixi la propietat Henkin, i per cada parella de férmules (p, 1)) trobarem
una extensié amb una de les formules ¢ — ¥ 0 ¥ — ¢ que no demostri a.

Construirem una cadena d’extensions on a cada pas tractarem o bé una férmula
(Vz)x o bé una parella (¢,1). Sigui £g = ¥ i ap = a. A partir d'un ¥,, definirem
un Y, complint que X F o, = a1 1 Xpaq B 1. Suposem que tenim X, i ay,
i ens toca construir la segiient extensié ,,.1, tenim dos casos:

Cas 1 Decidim per (¢,%). Com hem vist, o vé X, U{p = ¥} F ao X, U{y —
o} ¥ a, triem ¥, = X, U{p — ¢} en el primer cas, i ¥,,1 = X, U{p — 1} pel
segon cas; agafem ;11 = .

Cas 2 Tractem la féormula (Vz)yx. Sigui ¢ una nova constant que no estigui en
cap formula de 32,,. Tenim dos casos:

(a) 3, ¥ a, V S5y, aleshores ¥, ¥ (Vz)x. En aquest cas definim ¥, = 3, i
Qi1 = ap V (VT)X.

(b) ¥, F a, V Six. Si canviem totes les ocurréncies de ¢ de la demostracié de
ap, V S, x per la variable x obtenim una demostracié de «;, V x. Generalitzant,
Y F (Vo) (o V x), 1 utilitzant 'axioma (V3), X, F ay, V (V) x. Amb la férmula
(13) del lema 4.2.4 veiem %,, U {(Vx)x — an} F a,, per tant pel lema anterior,
Y, U{an, — (Vo)x} ¥ ay, pero si que demostra (Vz)x. En aquest cas definim
Y1 =S U{an = (Vo)x} 1 angr = e

Un cop tenim tota la cadena {%;}; definim 3 = (J, ¥;. Hem construit 3 de tal
manera que per cada parella (¢, 1), 0 bé ¢ — 1 € X 0o bé ) — ¢ € X, Per tant &
és lineal. Veiem que és Henkin.

Suposem que X ¥ (Vx)y, i sigui 7 el pas on hem tractat (Vz)y. Per tot j es té
¥; ¥ (Vx)x, i en particular per i+ 1, ¥;11 ¥ (Vx)x, és a dir, que hem construit £;
en el cas 2 (a). Per tant, ¥ ¥ ap41, 00 (ppg = ap, V SCy. Per tant X ¥ Sy, és a
dir, 3 és Henkin. O

Lema 4.4.12. Per cada teoria lineal Henkin 3 i cada sentencia ¢ que no es demostra
a partir de ¥ existeix una MTL-cadena A i M un A-model de X tal que ||| 7, < 1.
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Demostracio. Sigui Ay, la MTL-algebra del conjunt de classes d’equivalencia definit
a 4.4.8. Com que X és lineal, aleshores Ay, sera una cadena, ja que per dos elements

[pls, [Y]s, 0 bé [p = Y]s = [1]s, 0 bé [ — ]z = [1]s.

Considerem M el conjunt de totes les constants del llenguatge 7, m. = ¢ per cada
constant, i per cada predicat P del llenguatge, rp(ci,...,c,) = [P(c1,...,¢n)ls,
tenim una estructura M. Primer hem de veure que |¢|4; = [¢]s, comprovem-
ho per férmules amb quantificadors, per els altres casos es veu facilment. Siguin
(Vx)p, (F)p dues férmules tancades.

I(Va)elne = mf (IS5l = [(Va)elx

1G2)ell = sup S5l = [(Bo)¢ls

En el primer pas tenim en compte que M només conté constants. Com que la teoria
3 és Henkin, utilitzem el lema 4.4.10 pel segon pas. Ara, per cada férmula ¢ € X
tenim [|o||% = [pls = [z = 1, i com que ¥ ¥ a, [|a||iy = [a]s # 1. Per tant,
existeix una MTL-algebra, As, i un model de 3, M, tal que |a|[%, < 1. O

Teorema 4.4.13 (Completesa forta). Sigui ¥ una teoria sobre MTLY i ¢ una
sentencia, son equivalents:

(i) ¥ Fumroy @, de X es demostra .

(il) ¥ EmrLey ¢, és a dir, per qualsevol MTL-cadena A i M un A-model segur
de 2.

Demostracié. La implicacié (1)=(ii) és el teorema de coheréncia 4.4.5, i la segiient
(ii)=-(iii) és directe ja que les MTL-cadenes sén MTL-algebres.

(ii) implica (i) es veu facilment a partir dels lemes anteriors. Suposem que ¥ ¥ ¢,
pel lema 4.4.11 existeix una teoria Henkin 3 2 ¥ on ¥ ¥ ¢, i pel lema anterior,
a partir de ¥ lineal Henkin es troba una MTL-cadena i un model M de ¥ on

leplly < 1.

Falta (iii) implica (ii), es veu seguint el mateix cami que en el teorema de com-
pletesa proposicional 3.4.13. Utilitzem el contrareciproc, que tota MTL-algebra és
producte subdirecte de MTL-cadenes, .... O

Tornant a la logica en [0, 1], MTLY compleix el teorema de completesa forta res-
pecte les MTL-algebres sobre el [0, 1]. Utilitzant les immersions sobre una algebra
estandard [0, 1],, vistes a la part proposicional, es pot trobar una manera de conser-
var els infims i suprems, i per tant, preservar les interpretacions dels quantificadors a
través de la immersié. Es a dir, per una immersié h de una MTL-cadena numerable
Aen una del [0,1], h(|(Va)gll2,) = inf, [|o]
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4.5 Completesa en logiques particulars

Tal com es construeix la logica de predicats de MTL també es construeixen simi-
larment les logiques de predicats de les extensions de MTL vistes anteriorment:
BLV, LV, GV, IIV i NMV. Recordem que cadascuna d’aquestes extensions té una
varietat d’algebres generalitzades: BL, la classe de BL-algebres; MV, la classe de
MV -algebres (associades a L); G, classe de G-algebres; P, la classe de TI-algebres i
NM, la classe de N M-algebres.

Sigui L una logica i L la seva classe de L-algebres sobre el [0,1]. Diem que
la logica L té completesa estandard (feble, forta finita o forta), si es demostra el
teorema de completesa (resp. feble, forta finita o forta) entre la sintaxi de L (k) i
la seva semantica sobre el [0,1](=r).

No totes les extensions de MTLV tenen completesa estandard entre la sintaxi i
la semantica del [0, 1]. La taula 1 recull els diferents tipus de completesa estandard
per cada extensié de MTLY que hem citat.

El motiu pel qual algunes extensions no tenen completesa estandard és que al-
gunes immersions en [0,1] preserven els infims i suprems, mentre que d’altres no els
preserven. Per tant, en algunes extensions no es pot assegurar que es preservin les
interpretacions de les férmules amb quantificadors universals i existencials a través
de la immersio.

Una extensié de MTLY coneguda que si que gaudeix de completesa forta estandard
és la logica classica per predicats CPCV (“Classic Predicate Calculus”).

| CeE | CEFf | CEF |
MTLYV Si Si Si
NMVY Si Si Si
BLYV No No No
Lv, 11V No No No
GV Si Si Si

Taula 1: Completesa estandard d’algunes extensions de MTLV
(C =Completesa, E =Estandard, F' =Forta, f =Finita)

Es pot observar que si una logica no té completesa forta proposicionalment,
aleshores tampoc té completesa forta de predicats. La mateixa relacié la trobem
per completesa forta finita o completesa feble.
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5 Conclusio

Al llarg de tot aquest treball hem pogut apreciar diferents maneres d’encarar ’estudi
de la logica fuzzy modelada matematicament: representar les propietats vagues amb
conjunts fuzzy, raonant amb graus de possibilitat, i basant els conceptes logics en
els graus de veritat. I d’aquests camins hem triat desenvolupar la logica fuzzy com
a logica multivalorada interpretant-la sobre conjunts fuzzy.

Hem formalitzat matematicament la logica fuzzy basada en t-normes residua-
des i n’hem desenvolupat la logica més basica fins a obtenir els teoremes de com-
pletesa. Hem descobert que la logica MTL gaudeix de completesa forta, pero,
que augmentant la complexitat i desenvolupant-la en el llenguatge de predicats
I’hem perdut. Com més complexitat té el llenguatge base, més dificil és veure
I’equivalencia entre semantica i sintaxi.

Ens ha faltat veure metodes de raonament aproximat, que és el motiu principal
del desenvolupament de la logica fuzzy. Pero, és un tema massa extens per incloure
en aquest treball. El raonament aproximat queda com a objectiu per a un futur
treball més aplicat sobre la logica fuzzy.

Conclusié personal

Abans de comencar el treball, la meva intencié era simplement coneixer més logiques
no classiques i com es desenvolupen. M’ha meravellat veure la gran quantitat de
logiques existents i descobrir com es relacionen entre si.

Concretament, fent aquest treball he gaudit molt de la meticulositat amb que
es fonamenta i s’estudia matematicament la logica fuzzy, especialment perque m’ha
costat reflexar-la en el treball. M’he adonat que és molt facil fer una feina mal feta
i molt dificil fer-la bé.

Tot i aixi, estic content de la feina feta i encara més dels coneixements que he
adquirit fent-la, pero, encara queda molt de cami per recérrer i molta curiositat per
satisfer.
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Apendix

A Conceptes d’Algebra Universal

Definicié A.1. Una dlgebra de tipus 7, 7 una sequiencia de numeros naturals, és una
estructura de la forma (A, fi, fa,...) on A és un conjunt i cada f; és una operacié
sobre A d’arietat 7; € N.

Definicié A.2. Sigui A una classe d’algebres del mateix tipus, A és una varietat
si existeix un conjunt d’identitats Z (equacions) tal que A és la classe de totes les
estructures A que compleixen les identitats de Z.

Definicié A.3. Siguin A; i A, dues algebres amb el mateix tipus.

1. Un homomorfisme de Ay sobre Ay és una aplicacié h : A; — As que per cada
operaci6 f; amb aritat k, h(f;(aq,...,ax)) = gi(h(aq), ..., h(ag)).
2. Ay és subalgebra de Ay si Ay C Ay iper cadai = 1...,n la funcié f; amb

k
aritat k és la restriccié de g; a Ay x - ). X Aj.

3. Ay és una imatge homomorfa de Ay si existeix un homomorfisme exhaustiu
de A, sobre A;.

4. Sigui A un conjunt no buit i per cada A € A siguin Ay = (Ax, fix, -, far)
algebres. El producte directe
T4

AEA
és lalgebra A = (A, f1,..., [n) on A és el conjunt de funcions que per cada
A€ A, a(\) € Ay (sén les coordenades). I les operacions f;, amb aritat k,
compleixen per cada (ay,...,ax) € A, fi(a,...,ax) = bsiper cada A € A'i

i=1,...k b(\) = fir(@(N), ... ax(\)).

5. Una algebra A és producte subdirecte d’un sistema {Ay}rca d’algebres si A és
subalgebra del producte directe IIycp Ay 1 la projeccié natural ; : [Tyepa Ay —
A, és exhaustiva.

Teorema A.4 (Teorema de Birkoff). Una classe K és varietat si, i només si, K és
tancada per subalgebres, imatges homomorfes i productes directes.

Definicié A.5. Una algebra (A,N,U) de tipus (2,2) és un reticle si per qualsevols
elements a, b, c € A es compleix:

1. Idempotencia: aNa =a, aUa = a.
2. Commutativitat: aNb=bNa, aUb=>bUa.

3. Associativitat: aN(bNec)=(aNb)Nec, aU(bUc) = (aUb)Uc.

29



4. Absorcié: aN(aUb) =a, aU(aNb) = a.
L’algebra (A,N,U,0,1) de tipus (2,2,0,0) és un reticle acotat si Va € A:

l.anl=ai1aUl=1
2. aU0=a1an0=0

Proposicié A.6. Sigui (A, <) un conjunt amb la relacié d’ordre <. Per qualsevol
parella d’elements a,b € A existeix I'infim i el suprem si, i només si, 'algebra
A= (A,NU), on aNb=inf{a,b}iaUb=sup{a,b}, és un reticle.

Demostracid. Sigui (A, <), i suposem que existeixen els infims i suprems. Definim
anb=inf{a,b} i aUb = sup{a,b}. Veiem que (A,N,U) compleix les propietats de
reticle. Siguin a,b,c € A

- Idempotencia: és directe per definici6 a Na = inf{a,a} = aiaUa =
sup{a,a} = a.

- Commutativitat: com que I'infim i el suprems son commutatius automaticament
també ho sén N'i U.

- Associativitat: aN(bNec) = inf{a, inf{b, c}} = inf{a, b, ¢} = inf{inf{a, b}, c} =
(anb)Ne.

- Absorcié: a N (a U b)) = inf{a,sup{a,b}}, si a < b aleshores sup{a,b} = b i
inf{a,b} = a, per tant a N (aUb) = a. Si b < a aleshores sup{a,b} = a i
inf{a,a} = a, per tant a N (a Ub) = a. Analogament es veu a U (a Nb) = a.

Per tant, A amb les operacions N, U és un reticle.

Reciprocament, sigui (A,N,U) un reticle. Definim lordre a < b sii anNb = a,
veiem que (A, <) és un conjunt ordenat.

- Reflexivitat: a Na = a per idempotencia, per tant a < a.

- Antisimetria: sia < bib < a aleshoresanNnb=aiaNb=>b Com que N és
commutativa tenim la igualtat a =aNb=0MNa =0b.

- Transitivitat: si a < bi1ib < ¢ aleshores anNb =aibnNec =>. Utilitzant
'associativitat i commutativitat aNec = (aNb)Nec=an(bNc)=aNb=a,
per tant a < c.

Per definici6 tenim directament els infims i suprems: inf{a,b} = aNbisup{a,b} =
aUb. ]

Aixi doncs, donat un reticle (4,N,U) un conjunt ordenat (A, <) de la segiient

manera: a < bsiaNb=aiaUb=>b. En aquest cas 1 és I'’element maxim de A i
0 I'’element minim.

60



Proposicié A.7. La classe dels reticles forma una varietat. També formen una
varietat la classe dels reticles acotats amb 0 i 1.

Demostracio. Totes les propietats que ha de complir un reticle estan expressades se-
gons identitats, per tant directament es compleix la definicié de varietat. Igualment
afegint les propietats sobre el 01 1. O

Definicié A.8. Una algebra (A, *) és un monoide commutatiu amb unitat 1 si
compleix Va, b, c € A:

i) ax(bxc)=(axb)x*c (associativitat)
i) axb=bxa (commutativitat)
iii) axl=a (element unitat)

Proposicié A.9. La classe dels monoides commutatius amb unitat formen una
varietat.

Demostracio. Demostracio directa ja que les propietats estan expressades amb igual-
tats. O

B Demostracions a MTL

Veiem demostracions d’alguns teoremes de MTL dels lemes 3.2.5, 3.2.6, 3.2.71 3.2.8.

Lema B.1 (Regla de deduccid). (a) Sit ¢ — 1 ik ¢ — x aleshores - ¢ — x

Demostracio.

(a)

1. Fe—=v premisa
2. FyY—x premisa
3. Fle—=9¢) = (W —=x) = (¢ —x) Al
4. F@—=x) = (p—Xx) MP 1,3
5. Fp—=x MP 24
]

Demostracions del lema 3.2.5.

(1)

1. Fp&) — ¢ A2
2. F(p&p =)= (0= @ —=9)) ATb
3. Fo—= (=) MP 1,2
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= (Y& — 0&) = (&) — x) = (V&p — X))
F e — &)
F (& — x) — (P&p — x)
(= (¥ = x) = (&t — x)
(Y& — x) = (¥ = (¢ = X))
(p = (¥ = x)) = (W&p — Xx)
(=W —=x) = = (p—=x)

AR R

l_
l_
}_

Flp—= @ —=9) = @)= (=)
Fo— (¥ — )

FY— (o — )

F = Al

Fop—e

Gl W

Demostracions del lema 3.2.6.

(4)

(e =) = (¢ =)

=) = (=) = (= ((p =) = ¥))
Fo = ((p =) =)

(e = ((p =) =) = (p&(p — ) = )
Fo&(p — ) =

SAN i

—_

Fpd&ep — &)
= (p&eth = p&ib) = (0 — (P — p&y)))
3. Fo—= (Y= p&y)

o

L Fo&le =) =9
2. F¢— (x = v&y)
3. F(p&lp = ¥) =) = (v = (x = v&x)) —
(p&e(p = ) = (x = ¥&x)))
4o (W = (x = Y&x)) = (P&l = ) = (x = &)
5. F&(p =) = (x = &)
6. F (p&(p =) — (x = v&x)) =
(= ((p = ¥) = (x = ¥&x)))
7. Fo—=((¢—=1) = (x = v&x)
8. Fo—(x—= ((p—=1) = v&x))
9. F(p—=(x— (¢ =)= v&x))) —
(p&x = (¢ = V) = P&x))
10. Fo&x — ((¢ = ) = v&x)
1. (e =) = (p&x = v&x)
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(2)

MP 1,2
AT7a
MP 3.4

(3)
ATb
MP 1,2

AT7a
MP 8,9
MP 10,(2)



L F (o1 = 1) = (pr1&pr = 1&ypy)
2. F (o1 = ¥1)&(pa = o)) = (1&g — P1&epr)&(p2 — 12) MP 1,(6)
3. F (2 = o) = (V1&ps — 1&)s)
4. F (o1& = 1&pa)&(p2 — 12)] —
[(p18&ep2 — V1&e2)&(PP1&eipr — V1 &eiy)] M
5. (p1&pa — D1&pa) — ((Vrdewn — hidethy) — (p1d&epy — h1d&ethy))
6. [(p1&pr — h1&pa)&(hi&eps — P1&eihy)] — (pr1&epa — Pr1&eiy) MP 5
7. F (1 = ¥)&(p2 = P2)) = [(1&pr = P1&pa)&(P1&py — P1&ethy)]
8. F ((p1 = ¥1)&(ipa = 12)) = (pr&par — 1&)y)
]
Demostracions del lema 3.2.7.
(9) (p&rp) = (P A Y)
L FY—=(p—=v) (1)
2. F & — p&(p — ) MP 1,(6)
3. Fp&lp =) — oAt A6
4. F &y — p AU (a) 2,3
(10) (¢ =) = (= (@ AY))
L Fo&(e =) = (pAY) A6
2. F(p&(p =) = (0 AY) = (@ = (0 = ¥) = (9 AY))) ATb
3. Fo—=((g—=v)— (pAY)) MP 1,2
4 F(p—=) = (p—=(pAY)) MP 3,(2)
]
Demostracions del lema 3.2.8.
(12) F(p V) = (V)
es veu clarament de la definici6 de V i la commutativitat de A (A5).
o= (p V)
L F(p=9) = (= 9AY) (10)
2. Fo—o((g—=v) = pAY) MP 1,(2)
3. oAy = (Ad)
4. Fo— (¢ —v) =) transitivitat 2,3
5. Fo—=((¥—=¢)—9) (1)
6. Fo—=>pVY utilitzant (12)
(13) (¢ = ¥) = (¢ V) = V)
1. FeVviy—((p—v) = definicié de V 1 A4
2. Flp—=9) = (pVip =) MP 1,(2)
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(12)
(12)

MP (MP 1, A8),A8
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