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SOBRE UNA CLASE DE SISTEMAS HAMILTONIANOS
COMPLETAMENTE INTEGRABLES

Rafael Ramirez,
Departamento de Matemética Aplicada y Anélisis, Universidad de Barcelona.

Se estudia el campo vectorial hamiltoniano Xy donde H es una funcién holomorfa en el
recinto D C C?V y se establece su relacién con algunos campos hamiltonianos completa-

mente integrables.

1. Introduccién.

Designemos por medio de Z;,...,Z,n a los complejos tales que
Zk=Pk+ZQk, k:l,N,
(1.1)
Intk =Tk +ryk, 1=+-1
donde piy,...,pN; q1,...,9N son ciertas funciones.
Designemos por medio de H; y H; las funciones tales que
H = H, +1H, € Hol.(D), D c C*V (1.2),
es decir [1]
OH —_
— =0 k=1,2N 1.3),
37, (1.3)
0, lo que es lo mismo,
O0H, 0H, 0H; 0H,
Ogr  Opx’ Oyr Oz (1.4)
6H1 _ 8H2 3H1 __6H2 o
Opr Oqx. ’ Oz Oyx




Sean Li,Ls,Q;, Q2 matrices tales que

L = Ll +2 L2 ’
(1.5)
Q=0Q:1+:Q2,
satisfacen las ecuaciones p
EL“ = [L*,Q] + Ra (1.6),

e e,
donde L* = L-L-...L, L = L(Z,,...,2Z:n),Q = Q(Zy,...,Z2n), Ro son ciertas

matrices.
Vamos a exigir de que los elementos de L y @ sean funciones holomorfas en D.

Las funciones H, , que definimos como sigue
H,=spLl% a=1,N (1.7),
evidentemente que son también funciones holomorfas y tales que

J L .
E;Ha =spRy, a=1,N (1.8).

De aqui se obtiene la siguiente.
Consecuencia 1.1.

Si la matriz R4 es tal que

1) spRy =0, entonces

H, = const. (1.9)
2) spRos=1vH,, v =10, entonces

|Hq|? = const. (1.10)
De (1.9), (1.10) se desprende que

Hyy = Cla
1) { Hio = c2as

2) |H}*=H} +H}, =cl,+c3,.

Ilustraremos esta afirmacién en los siguientes casos concretos.



2. Existencia de la integral |H,|?

Previamente analizaremos las siguientes ecuaciones

Zy = 1921 + mF'(Z,) F'
Zz = thZy —wnZ,

donde g, h,n son ciertas funciones, F es una funcién holomorfa en D C C.

Designemos por medio de H, la expresion

Z242F(Zy) = (p* — ¢* +2U) + 1 (2pq + 2v) = Hyp + 1 Ha,.

Como se puede probar

d '
S Ha = (2ng 4 2hZ,F (zz))

Consecuencia 2.1.

Si se cumple que

y la funcién F es tal que

ZQF,(ZQ) = 2[1,F(Z2)

entonces |H|? es integral primera de (2.1).

En efecto de (2.2)-(2.4) se tiene que

-C%Hz = 12huH,; = spR,

es decir

d _
7 (Hy-Hy)=0.
Integrando (2.4) se deduce la férmula

F(Z))=Z2*a, a=ag+ by,

por tanto

{U:Re[(m2—y2+2zyz)“(ag+ zbo)}; TE= T, Y=Y

V= Im((:r2 — y? +2xyz)u(a0 + zbo)] .

3

= const en un caso particular.

_dF
" 4z,

(2.1)

(2.2).

(2.3),

(2.4),

(2.5),



En el caso particular cuando u = 1/2; entonces
2 2
|H,|? = (p2 -+ 2(a0:t - boy)) + (2pq + 2(a0y + box)> .

Este ltimo ejemplo se ilustra en el movimiento de un cuerpo rigido que gira alrededor
de un punto fijo en el caso de Kovalevskaia. En realidad, como es sabido la rotacion en
un campo de fuerzas ejesimétrico (el eje de simetria pasa por el punto inmdvil) se describe

por el sistema lagrangiano con L :

L= 1/2([1 (z,b sen @ sen ¢ + 9cos<p)2 + Ig(z/} sen fsenp — ésengo)z-{-

+ I3 (¢ cos 6 + 90)2) - V(97‘P,¢) )

donde 6,1, son los angulos de Euler, I, I, I3 son los momentos de inercia.

Si designamos por medio de Z;,Z,, u las siguientes expresiones

2 =02, =19+ 1la(itg8/2))
Zy =senfexp 1(n/2 - @),

I3
F'(Z3)=0,U+ 10,U =ay, ag€R,

de lo expuesto resulta la integral de Kovalesvskaia:
|H2l2 = (Pz - q2 + 2001')2 + (2pq + 2aoy)2 = const,

donde ) )
{p =1senfsenp +fcos ¢, x =senbcos(n/2— cp) ,
g=1bsenfseny — fsenyp, y = senfsen (r/2—¢).
Las ecuaciones (2.1) son de interés y en el caso cuando g¢,hyn son constantes.

Bajo estas restricciones se obtienen las igualdades (donde suponemos que 7 = 1),

{Zz = o(h+9)Zs + ¢'(Z2) 05)
¢'(Z2) = ghZy — F'(Z3), ¢=U+:1V e
Considerando que [1}

$'(Zy) = 0;U — 19,U (2.7)
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entonces de (2.6) resulta que

(2.8)
j~(h+g)t=-0,U
o, lo que es lo mismo,
E+(h+g)y=06,V
{ ! (2.9)
j—(h+g)x =0,V
ya que ¢ es holomorfa y por tanto se cumplen las condiciones de Cauchy—-Riemann.
0.U =9,V
oU = -0,V
Sin mayores dificultades se prueba la siguiente afirmacién
Lema 2.1. Sea
Hy=2%-2¢(2)=H, + 1 H, .
Si en (2.6) se cumple la igualdad
g+h=0, (2.10)
entonces
H12=.’1':2—-’g2—2U=612,
(2.11)
H22 = 2yIL‘ -2V = C29 .

Definamos el campo vectorial hamiltoniano

OHyy 0 OH,;, 0 OHy.y O OH,, 0

Xu,, = e - =
Hya apz 0x+ apy ay 61: apz ay 3py {H127}7

donde p; = i, p, = y. Se puede probar que

XH12(H22) =pz (—a— + a_
z y

o ) ()0

por tanto

Xu,(H)=0.
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Nota. Si en las ecuaciones [3]:

y=[¥ x ],
=17 x P+ 1A x 3,
donde & = col(gfi , SZ, SZ) , [x] es el producto vectorial,
7 = col O0H OH OH
Oy’ Oy’ Oy )’

que describen el comportamiento de un cuerpo en un liquido ideal, definir la funcién H

como sigue :
a
H=1/2ay(p? + p2) + —23/@ + arbsaps +c1(¥? +13),

donde aj,as, b3, c; son ciertas constantes, entonces se puede demostrar que existe la inte-
b b b 9
gral

2
|Ha? = (ay(p? — p2) — c1(7F = 43))" + (2a1p1 12 — 2¢17172)? = const.

3. Existencia de las integrales H, = ¢, en algunos casos particulares

En este apartado analizaremos algunos casos particulares interesantes de las ecuaciones

. 9 o
bi=gp, k=TW (3.1),

donde ¢ € Hol(D), por consiguiente, las funciones U y V':

deben satisfacer las ecuaciones [1] (funciones pluriarménicas)

2 2
5_%5220’ 52_6,,;/—2;:::0 (3.3)
De (3.1) se deducen las ecuaciones equivalentes
5, = ou ,
- % (34)
Yv = "'ayy >
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fiu = 3
Oy,
v (3.5)
Yo = Oz,

De estas ecuaciones se tiene que

{H12 = Z(mi—yi) —2U(z1""axn’ yl,'°-,yN)=cl2a

v
Hop =23 2,90 — 2V(21,-. ., 2N, Y1,-- - YN) = C22..

Se puede probar que para el campo vectorial

O0H,, O 6H126 OH,, O 0H,, 0O
X 12 — + - - =
H Z( Opx Ozrx  OqiOyx Oz Opx  Oyx 5qk>

={H127}, Pk'—'—ii?k» Qk=9k,

se cumple
XH12(H22) = {le, sz} =0.
Ejemplos.
1) Cadena de Toda compleja [2].
Sea
¢ = ZCXP (Ze+1 = Z4),
k
por tanto

{ U =exp(Tit+1 — k) * cos(Yk41 — Yk ),
- sen (Yk+1 — Yk) -

V = exp(zk+1 — zk)

Las ecuaciones (3.4) toman la forma

{ Tk = Pk
Pk = exp (Tr+1 — Tk ) coS(Yk+1 — Yk ) — eXp (T — Tx, ) cos(Yr — Yk—1)

{ Uk = Gk
gk = exp (Tr+1 — Tr)sen (Yr41 — Yr) — exp(Tr — a:k_l)sen(yk ~ Yk-1) -
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Como se demostré en [2], estas ecuaciones se pueden representar como un par de

Lax (1.6) (con R, = 0) si determinar las matrices L y @ como sigue

( ( Lix = Zi
1
Lk,k+1 = Lk+1,k = €exp E(Zk+l - Zk)

Qi =0
1
{ Qk,k+1 = —Qk+1,k = €Xp -(Zk+1 - Zk)-

2

Evidentemente que estas funciones son holomorfas en C¥.

Consecuencia 3.1.

Los campos vectoriales Xp,,, X#,, y €l campo de Toda
X7 =lm Xpy,,
y—0

son completamente integrables [2].

Afirmaciones analogas se pueden realizar para los casos siguientes:

a) Sistema de Calodgero complejo:

N o -/ SN -
: 2 (Zen—Z1)? )’

por tanto

_ (P3 —a}) | (Tr41 — 2x)® — (Yrs1 — vk)?
o= 30 (P804 o mf (g —ul)

2(zk+1 — 2k )(Yr+1 — Yk)
Hyy = . Q1.
“ Z (pqu " |Zk+1 — Zi)*

b) Sistema de Moser-Calodgero complejo [2]

c) Sistema con hamiltoniano:

B =5 (2 + (G - 20)

donde ¢ es la funcién Zeta de Weirstrass:

1 1 1 Z
(2)=3z +,§ [(z “0) T an,n] '
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Hacemos notar que las representaciones de Lax para los sistemas descritos son exten-

siones naturales al campo complejo de las representaciones clasicas conocidas [3].
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