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SOBRE UNA CLASE DE SISTEMAS HAMILTONIANOS
COMPLETAMENTE INTEGRABLES

Rafael Ramírez,
Departamento de Matemática Aplicada y Análisis, Universidad de Barcelona.

Se estudia el campo vectorial liamiltoniano Xjj
recinto D C C2N y se establece su relación con

mente integrables.

donde H es una función holomorfa en el

algunos campos hamiltonianos completa-

1. Introducción.

Designemos por medio de Z\,..., Z2n a los complejos tales que

í Zk = Pk + tqk , k = 1, N ,

l Zn+Ic = Xk + i yk , * = V—í

donde pi,... ,Pat; 9i, • • •,Qn son ciertas funciones.

Designemos por medio de H\ y H2 las funciones tales que

H = Hx +iH2 € Hol.(D), D C C2N

es decir [1]

o, lo que es lo mismo,

dH

dZk
= 0 k = 1,2N

dH1
_ dH2

dqk dpk
dH1

_ 3H2
dpk dqk {dH, = dH2dyk dxk

dH!
^ dH2

dxk dyk

(1.1)

(1.2),

(1.3),

(1.4).
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Sean Li,L2,Qi,Q2 matrices tales que

satisfacen las ecuaciones

L — Li 4" t L2 ,

Q = Qi + * Q21

j(l° = [r-.o] +Ra

donde La = L ■ L ■ ... L, L = L(Z\,..., Z2n)i Q — Q(Zu ■ ■ ■ ■> Z2n), Ra son
matrices.

Vamos a exigir de que los elementos de L y Q sean funciones holomorfas en

Las funciones Ha , que definimos como sigue

Ha = sp La, a = l,N

evidentemente que son también funciones holomorfas y tales que

d

dt
Ha -= spRa, a = 1,N

De aqui se obtiene la siguiente.

Consecuencia 1.1.

Si la matriz Ra es tal que

1) sp Ra = 0, entonces

Ha = const.

2) spRa — ivHq, v = v, entonces

\Ha\2 = const.

De (1.9), (1.10) se desprende que

1) Ría — ^lon

R2a — ^2ai

2) \H2\2 = H¡a + Hh = c*a + 4a .

Ilustraremos esta afirmación en los siguientes casos concretos.

(1.5)

(1.6),

ciertas

D.

(1.7),

(1.8).

(1.9)

(1.10)
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2. Existencia de la integral \H2\2 = const en un caso particular.

Previamente analizaremos las siguientes ecuaciones

{dFZi= igZ1 + tr¡F,(Z2)1 F' = —

Z2 = i hZ2 — ir]Zi,

donde g,h,rj son ciertas funciones, F es una función holomorfa en D C C1
Designemos por medio de H2 la expresión

Z\ + 2F(Z2) = (p2 -q2 + 2U)+i (2pq + 2v) = H12+i H22 .

Como se puede probar

jfH2= i(2gZ¡ + 2hZ2F\Z2))
Consecuencia 2.1.

Si se cumple que

h = h, g = hn , p € IR

y la función F es tal que

(2.1)

(2.2).

(2.3),

Z2F'(Z2) = 2p.F(Z2)

entonces \H2\2 es integral primera de (2.1).
En efecto de (2.2)-(2.4) se tiene que

d
—H2= i2hpH2 — spR2
dt

es decir

jt(H2-H2)=0.
Integrando (2.4) se deduce la fórmula

F(Z2) = Z2ti a , a = a0 + tbo ,

por tanto
/

V

U = Re

V = Im

(x2 - y2+2xyt)>i (aQ + ibo) ;

((r2 - y2 + 2xyi)* (cíq + ib0)
x = x2, y = y2

(2.4),

(2.5),
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En el caso particular cuando p = 1/2, entonces

\H2\2 = (p2 - q2 + 2(a0x - b0y)^ (2pq + 2(a0y + b0x)^ .

Este último ejemplo se ilustra en el movimiento de un cuerpo rígido que gira alrededor
de un punto fijo en el caso de Kovalevskaia. En realidad, como es sabido la rotación en

un campo de fuerzas ejesimétrico (el eje de simetría pasa por el punto inmóvil) se describe
por el sistema lagrangiano con L :

1 = 1/2 (i, (^>sen#sen<¿> -fi ¿cos<^)2 + I2 (?/> sen 9 sen ¡p — ¿sen <p)2 +
+ /3(?/>cos 9 + <¿)2) - V(9,ip,i¡>) ,

donde 9,ip,ip son los ángulos de Euler, I\, I2, Í3 son los momentos de inercia.
Si designamos por medio de Zi,Z2, p las siguientes expresiones

Z1=c^2, C = 0+*4(M/2|)
Z2 = senOexp i(tt/2 — <p) ,

h
P = l-

h
F'(Z2) — dxU + idyU — oq, ao € IR,

de lo expuesto resulta la integral de Kovalesvskaia:

|#212 = (p2 - q2 + 2a0x)2 + (2pq + 2a0y)2 = const,

donde

{p = ip sen 9 sen <p + 9 eos <p , x = sen 9 eos (7r/2 — <p) ,q = tp sen 9 sen p> — ¿sen p , y = sen 9 sen (ir¡2 — <p) .

Las ecuaciones (2.1) son de interés y en el caso cuando g,hyr) son constantes.

Bajo estas restricciones se obtienen las igualdades (donde suponemos que 77 = «),

( ¿2 — i(h + g)Z2 + <f>'(Z2)

l <t>\Z2) = ghZ2 - F'(Z2), <f> = U+iV
(2.6).

Considerando que [1]
cf>,(Z2) = dxU - idyU , (2.7)
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entonces de (2.6) resulta que

o, lo que es lo mismo,

x + (h + g)y = dxU

y - (h + g)x = -dyU

x + (h + g)y = dyV

y - (h + g)x = dxV

(2.8)

(2.9)

ya que (j) es holomorfa y por tanto se cumplen las condiciones de Cauchy-Riemann.

dxU = dyV

dyU = -dxv

Sin mayores dificultades se prueba la siguiente afirmación

Lema 2.1. Sea

H2 = Z2 -2<t>(Z) = Hi + i H2 .

Si en (2.6) se cumple la igualdad

g + h = 0 ,

entonces

H12 = x2-y2-2U = c12 ,

H22t = 2yx - 2V = c22 .

Definamos el campo vectorial hamiltoniano

dH12 d dH12 d 8Hl2 d dHu d
Hl2 dpx dx+ dPy dy dx dpx dy dPy

donde px = x , py = y. Se puede probar que

.. /rr x (dV dU\ (dU dV\ nxHí2{h22) -p*( d + dJ+Py\dx a ) “0
por tanto

(2.10)

(2.11)

XhJH)= 0.
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Nota. Si en las ecuaciones [3]:

7 = [7 Xw],

/* = [7 X $ + [/x x u],

donde w = col dH_ dH_ dH_
dni ’ 9//2 ’ ^3

, [x] es el producto vectorial,

ifi = col dH_ dH_ dH_
371 ’ 972 ’ 973

que describen el comportamiento de un cuerpo en un líquido ideal, definir la función H
como sigue

H = l/2ai(/¿i + /i|) + 3 + 016373/23 + Ci(72 + 7I) ,

donde 01,03, 63, ci son ciertas constantes, entonces se puede demostrar que existe la inte¬
gral

|#2|2 = - ni) ~ ci(7i - 71))2 + (2ai¿íi/i2 - 2ci7i72)2 = const.

3. Existencia de las integrales Ha = cQ en algunos casos particulares

En este apartado analizaremos algunos casos particulares interesantes de las ecuaciones

Ét = Wt’ k¡=T^ (3-1),
donde <j> € Hol(D), por consiguiente, las funciones U y V:

<f> = U+iV (3.2)

deben satisfacer las ecuaciones [1] (funciones pluriarmónicas)

d2U
= 0,

d2V

dZvdZp dZydZ^
De (3.1) se deducen las ecuaciones equivalentes

dU

= 0

30 1/ —

Vu =

dxv ’
dU

dyv'

(3.3)

(3.4)
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y

dV
¿i/ — o j

oyv
dV

y» = dxv

De estas ecuaciones se tiene que

#12 = ^{*1- vi) ~ 2#(xi,. • • ,xB, yx,... ,y/v) = c12 ,
1/

#22 = 2£¿„y1, -2V(®l5...,arjv, yi,. ..,yjv) = c22 •

Se puede probar que para el campo vectorial

= E
a#12 a a#a2a a#i2 a
dpk dxk dqkdyk dxk dpk

= {#i2,}, pk = xk, qk = yk,

a#12 a
ay* a9fc

se cumple

XHl2(#22) = {#12,#22} = 0.

Ejemplos.

1) Cadena de Toda compleja [2].
Sea

<t> = exP (^fc+i “ ^fc) ,

fc

por tanto
( U = exp (xfe+1 - xfc) • cos(yfc+1 - yfc),

[ V = exp(x*+i - Xk) • sen(y*+i - yk).

Las ecuaciones (3.4) toman la forma

'

j xk=pk
lPi = exp (rrjt+i - xk) cos(yfc+i - y*) - exp(xfc - xkl)cos(yk - yfe_i)

J = g¡fc
k l 9fc = exP(#fc+i - xk)sen(yk+1 - y*) - exp(x* - a:*-!)sen(yk - yk_x)

(3.5)
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Como se demostró en [2], estas ecuaciones se pueden representar como un par de
Lax (1.6) (con Ra = 0) si determinar las matrices L y Q como sigue

Lkk -- Zk

Lk,k+\ — ¿fc+ljfc = 6Xp —(Zk+1 Zk)
Qkk = 0

Qk,k+1 = = exp — [Zk+1 Zk) •

Evidentemente que estas funciones son holomorfas en CN.

Consecuencia 3.1.

Los campos vectoriales Xh12, Xh22 y el campo de Toda

Xt = lim Xh12
j/—*o

son completamente integrables [2].
Afirmaciones análogas se pueden realizar para los casos siguientes:a)Sistema de Calodgero complejo:

1

2 (Zfe+i - Zk)2 / ’

por tanto

(Pfc ~ gfc) , (gfc+i ~Xk)2 -{Vk+i -Vkf
2 + \Zk+1 - Zk)|4

ET (_ - , 2(xk+i ~ Xk)(yk+1 ~ Vk)\
( 22 ~ E («»* + IZ^-Z.1* J

b) Sistema de Moser-Calodgero complejo [2]
c) Sistema con hamiltoniano:

= E (t + C(Zi+i - •Zi))
donde ( es la función Zeta de Weirstrass:

1 ^ r i i Z
C(£) — y + 77—o—7 + o ^ 02—Z>

nm *-(■" í¿nm) ‘‘nm
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Hacemos notar que las representaciones de Lax para los sistemas descritos son exten¬
siones naturales al campo complejo de las representaciones clásicas conocidas [3].
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