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Abstract

In Algebraic Geometry numbers 27 and 28 are usually associated with two well-known
classical results. All smooth cubic surfaces contain 27 distinct lines. And all smooth plane
quartics have 28 bitangents. The aim of this work is to stablish a relation between these
two statements.

First, we have introduced the theoretical basis needed to demonstrate the two classical
results. In the final part, we have suggested a method with which the 27 lines contained
in a cubic surface can be transformed into bitangents of a plane quartic and, also from
the surface, an additional bitangent can be formed, so that we ultimately obtain the 28
bitangents.

Resum

En Geometria Algebraica, els nombres 27 i 28 s’associen de manera natural a dos resultats
classics ben coneguts. Tota superficie cibica regular conté 27 rectes i, tota corba plana
quartica regular té 28 rectes bitangents. En aquest treball se’'ns planteja el problema de
trobar una relacié entre aquests dos resultats classics.

En la primera part del treball, ens hem centrat en establir la base teorica necessaria per
poder demostrar els dos resultats. En la part final, hem proposat un metode per veure
que les 27 rectes contingudes en una superficie cibica es poden transformar en rectes
bitangents a una corba plana quartica i, també a partir de la superficie, podem construir
una darrera recta bitangent que ens permet recuperar les 28 bitangents de la corba.
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Introduccio

En aquest treball ens hem plantejat un problema que podriem anomenar 27 versus 28.
Aquests dos nombres, el 27 i el 28, en el context de la Geometria Algebraica s’associen
de manera natural als segiients dos resultats classics:

Resultat 0.1. Tota corba plana quartica regular té 28 rectes bitangents.

Resultat 0.2. Tota superficie cibica regular conté 27 rectes.

El problema que ens hem proposat resoldre és veure que aquests dos resultats classics
estan connectats. En altres paraules, volem veure que podem associar les 27 rectes con-
tingudes en una superficie ctibica a rectes bitangents d’una corba quartica i que podem
construir, també a partir de la superficie cubica, la darrera recta bitangent de la corba
per tal d’obtenir totes les 28 bitangents.

La motivacié d’aquest problema va venir donada per una solucié que se’n proposa a
[Bel+09]. Tot i aixi, la demostracié que s’hi pot trobar utilitza resultats de Teoria de
Feixos i de Geometria Algebraica que s’escapen de I'abast d’aquest treball. Per aixo hem
construit un metode per resoldre el problema plantejat de manera que no fos necessari
utilitzar moltes eines de Geometria Algebraica. Es per aixo que en algunes parts del
treball hem fet servir calculs explicits en les demostracions.

En aquest sentit, hem utilitzat fortament el fet que les hipersuperficies sén varietats
algebraiques tals que, en estar descrites solament per un tinic polinomi, les seves propietats
se simplifiquen significativament. Aixo ens ha permes utilitzar alguns resultats sense
haver hagut de desenvolupar tota la teoria prévia de varietats algebraiques, que hauria
fet aquest treball inabordable. No obstant, ens hem trobat que en alguns moments hem
hagut de donar alguns resultats sense demostrar-los i s’han referenciat a la bibliografia.
Aixi mateix, la solucié del problema només ’hem donat suposant que la superficie cibica
i la corba quartica sén suficientment general.

Per construir al solucié al problema hem proposat el segiient procediment: hem fixat
un punt de la superficie cibica no contingut en cap recta, hem pres un pla complementari
al punt i hem vist que els punts del pla tals que la recta que els uneix amb el punt fixat
és tangent a la superficie ctibica venen donats per un polinomi discriminant que defineix
una corba quartica. Llavors, hem demostrat que la projeccié de les rectes contingudes
a la superficie al pla dona lloc a rectes bitangents a la corba i, a més, hem vist que la
interseccié de pla amb el divisor excepcional del blow-up de la superficie al punt fixat
dona lloc a una darrera recta bitangent de la corba quartica, aconseguint aixi resoldre el
problema plantejat.

El treball esta estructurat en tres seccions.

En la primer seccid [1| desenvolupem la geometria de corbes planes necessaria per poder
demostrar el Resultat En el primer apartat definim les propietats generals de les
corbes en el pla projectiu, introduim la multiplicitat d’interseccid, que és una eina de
treball essencial en aquesta seccié, i demostrem, utilitzant la teoria de la resultant, el
resultat més important de la teoria de corbes planes, el Teorema de Bézout, amb el
qual obtenim el nombre de punts d’interseccié entre dues corbes. En el segon apartat
[I.2] estudiem les propietats locals de les corbes, com sén les nocions de singularitat, espai
tangent i con tangent, situant-nos per aixo en un obert afi del pla projectiu. A continuacid
introduim la corba polar i les seves propietats |1.3] i la corba Hessiana i seves propietats



[[.4 Finalment, en el darrer apartat [I.5] introduim la corba dual, pel que necessitem el
Teorema de Normalitzacio, i demostrem les férmules de Pliicker utilitzant el Teorema de
Bezéut i les propietats que hem vist anteriorment de les corbes polar i Hessiana. Aplicant
les férmules de Pliicker a una corba regular quartica obtenim el Resultat [0.I]que buscavem.

En la segona seccié6 [2] ens centrem en demostrar el Resultat En el primer apartat
generalitzem les propietats basiques que haviem donat per una corba plana a una
hipersuperficie algebraica d’un espai projectiu arbitrari i en el segon apartat genera-
litzem les nocions locals de singularitat, multiplicitat, espai tangent i con tangent. En el
segiient apartat utilitzant la teoria del producte exterior, introduim la Grassmaniana,
que ens permet estudiar el comportament de les varietats lineals de dimensié fixada en
un espai projectiu arbitrari. Més concretament, ens centrem en el cas de les rectes de
I’espai projectiu P3. En el quart apartat donem algunes nocions basiques de varietats
algebraiques per poder enunciar el Teorema de la Dimensié de les Fibres i el Teorema
de I’Eliminacio, els quals necessitarem més endavant. En el darrer apartat afrontem
la demostracio del resultat que busquem. En primer lloc, utilitzant la Grassmaniana de
les rectes de 1’espai projectiu P i els teoremes de 'apartat anterior, demostrem que tota
superficie cibica conté una recta. Llavors, amb un argument que utilitza el feix de plans
per la recta obtenim el Resultat esperat.

En la darrera seccio [3| construim la solucié al problema que ens hem plantejat en el
treball. En primer lloc introduim la nocié de blow-up d’una hipersuperficie en un
punt, una construccié que ens substitueix el punt de la hipersuperficie pel con tangent
en el punt, que en aquest context anomenem divisor excepcional. En Papartat final [3.2]
utilitzem aquests conceptes per establir 'equivaléncia entre les rectes contingudes a la
superficie i les rectes bitangents de la corba.

Al final del treball hem afegit dos annexes en que es desenvolupen els resultats de la
teoria de la resultant [A]i el producte exterior [B] que s’utilitzen en el treball.

Hem adjuntat algunes figures que, si no s’indica el contrari, hem obtingut de [Fis01].

Antecedents teorics

En aquest treball suposem coneguts els conceptes i definicions corresponents a una assig-
natura de Geometria Projectiva del grau de Matematiques. En general, treballarem sobre
un espai projectiu amb la segiient notacié.

Sigui K un cos. Un n-espai projectiu, o espai projectiu de dimensié n, sobre K, denotat
per P, (K), és una terna (P, F, ¢), on P és un conjunt de punts, F és un K-espai vectorial
de dimensié n 4+ 1 i ¢ és una aplicacié exhaustiva

¢: E\{0} —P
tal que si u,v € E'\ {0},
d(u) =p(v) <= INE K" :v= ).

També denotarem per P(E) a 'espai projectiu associat a l’espai vectorial E.

Anomenarem punts als elements de P. Siun punt p ve determinat per (zg, -+ ,x,) € E,
és a dir, p = ¢(xo,...,xy), direm que (zg : ... : x,) sén les coordenades homogenies del
punt p.

En tot el treball ens situarem sobre el cos dels nombres complexes C, tot i que alguns
resultats algebraics es poden donar sobre un cos arbitrari algebraicament tancat.



1 Corbes algebraiques planes

En aquesta seccié volem veure que tota corba plana quartica regular té 28 rectes bitangents
(0.1). Per provar aquest resultat necessitarem desenvolupar la geometria de les corbes
planes. La seccié s’ha desenvolupat seguint les notes de [FisO1] i [Ful69].

1.1 Corbes algebraiques projectives

Ens situem en el pla projectiu complex Po(C). Anem a definir-hi una corba algebraica.

Definicié 1.1. Una corba algebraica és un subconjunt C C Po(C) tal que existeir un
polinomi homogeni F' € C[Xo, X1, X2] amb deg F' > 1 que satisfa

C = V(F) = {(.%'0 Xy xg) S PQ(C) ’ F(xo,xl,xg) = 0}.
Anem a veure un exemple de corba algebraica. La cibica nodal és una corba definida
pel polinomi F' = XoX3 — X?(Xo + X1) i la podem veure representada a la Figura

Podem observar que el punt p = (1 : 0 : 0) és un punt doble de la corba. Més endavant
veurem que és un node simple. Al voltant del punt p veiem que la corba té dos branques.

z

EaN

Figura 1: Cidbica nodal.

Notem que cada polinomi F' € C[X, X7, X2] té una corba algebraica associada V (F') C
Py(C). Si F ésundivisor de G, és adir, G = F-H, llavors V(F) C V(G). Donat que I’anell
de polinomis C[Xp, X7, X2] és un domini de factoritzaci6 tnica, hi tenim ben definida la
divisibilitat. Anem a relacionar aquestes propietats amb les possibles subcorbes d’una
corba algebraica amb el Lema de Study.

Lema 1.2. Sigui A un domini d’integritat infinit i sigui f € A[X1,...,Xy] un polinomi
no nul. Llavors, existeizen aq,...,a, € A tals que

f(alw"aan)?éo'

Demostracio. Ho provarem per induccid. Si n = 1, el resultat s’obté immediatament
del fet que f té un nombre finit de zeros i A és infinit. Per n > 1, escrivim f com

f:brx;+"'+blxn+b07

onbg,...,b. € A[X1,..., Xp—1]1b, # 0. Per hipotesi d’induccid, existeixen aq, ..., ay—1 €
A tals que b.(a1,...,an—1) # 0. Per tant, g(x,) = f(a1,...,an-1,2,) € Alx,] és un
polinomi no nul pel qual existeix a, € A tal que g(a,) = f(a1,...,an-1,a,) # 0, com
voliem veure. [



Lema 1.3 (Lema de Study). Siguin F,G € C[Xy, X1,X2|. Si F és irreductible amb
degFF > 11 V(F)C V(G), llavors F és un divisor de G.

Demostracio. Podem assumir, si cal fent un canvi de variables, que F' conté la variable
Xy, és a dir, que F ¢ C[X1, X5]. Escrivim

F =b, X"+ -+ b1X0 + bo,

on by, # 01 b, € C[Xy, Xs]. Suposem que G no conté Xy, és a dir, que G € C[X, Xo].
Pel Lema [1.2] existeixen aj,as € C tals que

bm(a1,a2)G(ay,az) # 0.

Notem que F'(Xp,a1,a2) € C[Xp] és un polinomi no nul no constant pel qual, en ser
C un cos algebraicament tancat, existeix ag € C tal que F(ag,a1,a2) = 0. Per tant,
G(ag,a1,a2) = G(ay,a2) = 0, donat que per hipotesi V(F) C V(G), el qual és una
contradiccié. Aixi doncs, G és un polinomi de Xj. Escrivim

G=c, X+ +aXo+ co,

on ¢, # 01i¢, € C[Xy,Xs]. Suposem que F' { G per arribar a una contradiccié. Con-
siderem el domini d’integritat A = C[X7, X3] i la resultant entre els polinomis F' i G,
Rpc € A. Com que F és irreductible a C[X, X1, X»], no té cap factor a part d’ell ma-
teix i elements de C, per tant com a element de A[X(] tampoc té cap factor a part d’ell
mateix, que té grau més gran que zero. Aixi doncs, si F'{ G, pel Teorema obtenim
que Rr g # 0. Ara considerem els elements o, @ € C, donats pel Lema tal que

b (a1, a2)cp (a1, ao) Rpg(ar, az) # 0.

Notem que F(Xy,a1,a2) € C[Xp] és un polinomi no nul no constant pel qual, en ser
C un cos algebraicament tancat, existeix oy € C tal que F(ag,ai,a2) = 0. Per tant,
G(ag,a1,a2) = 0, donat que per hipotesi V(F) C V(G). Per tant, ag és un zero comu de
FiG, i Xg— ag és un factor comu dels dos polinomis

F(Xo,a1,02),G(Xo, a1, a2) € C[Xo].

Conseqiientment, la resultant d’aquests dos polinomis es nul-la. Pero aquesta resultant
no és res més que el resultat de considerar X; = a1 i X9 = a2 en Rpg, per tant
Rpc(ai,az) =0, el qual suposa una contradiccié. Per tant, F' | G. =

Corol-lari 1.4. Si F € C[Xy, X1, Xo] no és una unitat, llavors V(F) # ().

Demostracié. Suposem que V(F) = (). Si H és un factor irreductible de F, llavors
V(H) = (. Pel Lema H divideix qualsevol G € C[Xy, X1, X2], que és impossible. m

Una de les conseqiiencies del Lema d’Study (|1.3) és la descomposicié d’una corba
algebraica en components. Anem a donar-ne una descripcié precisa.

Definicié 1.5. Sigui C C Py(C) una corba algebraica. Diem que C és reductible si
existeizen corbes C1 i Cy tals que C1 # Co 1 C' = C1 U Cs. Si una corba no és reductible
diem que és irreductible i per cada descomposicio C' = C1UCy es dedueiz que C1 = Cs.

Lema 1.6. Sigui C =V (F) C Py(C) una corba algebraica. C' és irreductible si, i només
si, existeiz k € N* i existeiz G € C[X1, Xa] irreductible tal que F = G*.



Demostracio. Sigui C irreductible i prenem F' = FyF5, on Fi, F5 sén coprimers i no
unitats. Si H és un factor irreductible de Fi, llavors H també divideix F5, donat que
V(H) C V(F1) = V(F3), i amb pel Lema arribem a una contradiccio.

D’altra banda, considerem C' = V(F') reductible, és a dir, V(F) = V(F) UV (F3) i
V(F1) # V(F3). Per tant, existeixen factors irreductibles H; de F; no associats entre si.
Per tant, com V(H;) C V(F;) C V(F), pel Lema [1.3 obtenim que F' té com a minim dos
factors irreductibles diferents. [

Teorema 1.7. Qualsevol corba algebraica C C C? admet una representacio
C=CiU---uUCy,

on C1,...,C, son corbes algebraiques irreductibles. Aquesta representacio €s unica llevat
de l'ordre. Les corbes C; s’anomenen components irreductibles.

Demostracio. L’existencia la deduim a partir de la factoritzacié en factors irreductibles
del polinomi F' que defineix la corba i del Lema[I.6] Per provar la unicitat hem de veure

que qualsevol corba irreductible C’ C C estd present entre les corbes Ci,...,C,. Ara
bé, si C' = V(F’), on F’ és irreductible, llavors pel Lema F’ ha de ser un factor
irreductible de F'i C’ estd en la representacio. [

Veiem doncs que les components irreductibles d’una corba algebraica estan univocament
determinades. Pel Lema [I.3] aixd també ens determina els factors irreductibles del poli-
nomi de la corba.

Corol-lari 1.8. Sigui C = V(F) C Py(C) una corba algebraica i sigui

F=FM.. gk
una factoritzacid en factors primers. Si C = V(QG) per un altre polinomi G, llavors

G =\F' - Flr,
onAeCril, € N*.

Amb aixo obtenim la descripcié completa de les possibles equacions d’una corba C.

Definicié 1.9. Sigui C = V(F) C Py(C) una corba algebraica i sigui

F=Ff.. .k
una factoritzacié en factors primers. Anomenem a

F=F . F

el polinomsi reduit de la corba C. Anomenem a l’ideal generat pel polinomi reduit ideal
de la corba C.

Notem que el polinomi reduit d’una corba és tnic, llevat d’'una unitat, com a con-
seqiiencia del Corol-lari [[.8] Finalment utilitzarem el polinomi reduit per definir la pro-
pietat invariant més rellevant d’una corba algebraica, el grau.



Definicié 1.10. Sigui C = V(F) C P3(C) una corba algebraica i sigui F' un polinomi
reduit de la corba C, llavors

deg C :=deg F’
és el grau de la corba C'.

El resultat més important de la teoria elemental de corbes planes és el Teorema de
Bézout, que ens dona el nombre de punts d’interseccié entre dues corbes algebraiques.

En primer lloc, considerem el segilient lema que necessitarem més endavant.
Lema 1.11 (Teorema Fonamental de I’Algebra en forma homogenia). Sigui K un cos

algebraicament tancat. Tot polinomi homogeni no nul F € K[X,Y] té una descomposicid
en factor lineals. Cada factor és tunic, llevat del producte per un escalar no nul.

Demostracid. Sigui F' un polinomi homogeni tal que deg F' = n, que podem escriure
com

n
F=> XY,
i=0
on ¢; € K. Sigui e la potencia més gran de X que divideix F', de manera que podem
escriure F = X¢G i G = > ¢; X" °Y™". Deshomogeneitzant el polinomi G respecte
X obtenim

n—e
g= Z aH_eYnfefz'
=0
Pel Teorema Fonamental de l’Algebra, existeixen be41,...,bp € K zeros de gic € K*

tals que podem escriure

g=c [ v -

i=e+1

Homogeneitzant de nou el polinomi g, obtenim el resultat que buscavem

n n n
G=c [[ ¥ -b:X) = F=XG=X% [[ (v -bX)=]](a:V - b:X)
i=e+1 i=e+1 i=1
ona;,be Kiay=---=a.=0. m

Abans d’enunciar el Teorema de Bézout, anem a estudiar la interseccié entre una corba
i una recta.

Sigui C' = V(F) C P2(C) una corba de grau n > 1 i sigui L una recta. Podem escollir
les coordenades de manera que L = V' (X3). Llavors, els punts d’interseccié entre la corba
i la recta corresponen als zeros del polinomi G(Tp,T1) = F(Ty,T1,0).

Si expandim F' en termes de X, obtenim
F(Xo, X1, X2) = Fo X3 + Fng_l + o+ ),

on F), € C[Xo, X1] sén polinomis homogenis i deg F' = p si F), # 0. Notem que G = F,.



Si F,, = 0, llavors F' és divisible per Xo, per tant L C C. En cas contrari, tenim que
deg G = n, per tant, pel Lema existeix una factoritzacio

G = (blT() — aoTl)kl RN (meO — amTl)km,

on (a, : b,) € PY(C), amb u € 1,...,m, sén punts diferents unfvocament determinats
i k, € N*. Notem que els valors k, no depenen de l’eleccié de coordenades, doncs una
transformacio lineal només canviaria ’expressié dels factors lineals deixant-los inalterats.

Llavors, podem definir la multiplicitat d’interseccié de C'i L com
mult,(C N L) :=k,

on k =k, per p=(ay:0b,:0)ik =0 per tots els altres punts p € Po(C). Com que
ki1 + -+ 4+ ks, = n, obtenim el segiient resultat.

Proposicié 1.12. Si C C Py(C) és una corba algebraica amb degC' > 1 i L una recta no
continguda a C, llavors el nombre total de punts d’interseccic entre C i L, comptats amb
multiplicitat, és n. Per a casi totes les linies L, els punts d’interseccio C'N L son simples,
és a dir, hi ha exactament n punts d’interseccio.

La darrera part de la proposicié és una conseqiiencia del Corol-lari que veurem
més endavant.

Ara anem a determinar el nombre de punts d’interseccié entre dues corbes algebraiques
Cy =V (Fy)1Cy =V(Fy) aPy(C). Per fer aixo, escollim les coordenades per tal que les
corbes no passin pel punt ¢ = (0 : 0 : 1). Per cada punt = (x¢ : z1 : 0), considerem
L, =2V qla recta que conté z i q.

Expandim F} i F5 en termes de X

F1 :angn—l—alX;”_l—i—---—i—am,
Fy=boX3 + b1 X3+ + by,

on ay,b, € C[Xp,X1] sén polinomis homogenis i dega, = p,degb, = v si a,,b, # 0,
respectivament. Com ¢ € C; i ¢ € Ca, llavors tenim que ag # 0 1 by # 0.

Considerem la resultant entre entre els polinomis Fj i Fo
G = RFI,FQ € (C[Xo,Xl].

Pel Teorema G € C[Xy, X1] és un polinomi homogeni de grau mn.

Si C7 i C5 no tenen cap component comuna, llavors G # 0 pel Teorema A més,
G(xg,21) = 0 si, i només si, C; 1 Co tenen un punt d’interseccié a L,. Per a cada z
només hi ha un nombre finit de punts d’interseccid, perque en cas contrari L, seria una
component comuna de C7 i Cy. Per tant, Cq N Cy és finit.

Anem a comptar el nombre de punts d’interseccié6. Com que hi ha un nombre finit
de punts d’interseccid, hi ha un nombre finit de rectes que els connecta. Escollint les
coordenades de manera que el punt g no estigui contingut en cap d’aquestes rectes podem
obtenir que hi ha com a molt un punt d’interseccié per a cada recta L,. En altres paraules,
en total hi ha com a molt tants punts d’interseccié com zeros té la resultant G. Per tant,
obtenim el segiient teorema.



Teorema 1.13 (Teorema debil de Bézout). Si Cy,Cy C Po(C) son dues corbes algebrai-
ques sense cap component comuna, llavors el nombre total de punts d’interseccio entre Cq
i Cy satisfa la desigualtat

#(C1 N Cy) < deg Cy - deg Cs

Per assolir la igualtat, necessitem comptar els punts d’interseccié amb la seva multi-
plicitat, que la podem definir de la segiient manera.

Definicié 1.14. Siguin C; = V(F1),Cy = V(Fy) C Py(C) corbes algebraiques sense cap
component comuna i tal que satisfan la segiient propietat: no passen pel puntq = (0:0: 1)

i tota recta que passa per q conté com a molt un punt d’interseccio entre C1 i Ca. Sigui
G € C[Xy, X1] la resultant de Fy i Fy. Si

p=Po:p1:p2) €C1NCsy i P = (po:p1),
llavors, definim la multiplicitat d’interseccio de Cy i Cy en el punt p com
mult,(C1 N Ca) := ord,y (G),

és a dir, l'ordre del zero de G al punt p'.

Aquesta definicié no sera 1til per calcular la multiplicitat d’interseccié de dues corbes
a la practica, doncs donades unes coordenades no podem saber si hi ha dos punts d’in-
tersecci6 alineats en una recta que passi pel punt ¢ = (0 : 0 : 1). Per aixd necessitem
enunciar algunes propietats de la multiplicitat d’interseccid, que podem trobar en [Ful69).
Ho enunciarem més endavant en la proposicio doncs necessitem algunes definicions
més.

Finalment, combinant la definicié de la multiplicitat d’interseccié que hem donat i el

teorema [L.13] obtenim el Teorema de Bézout.

Teorema 1.15 (Teorema de Bézout). Per corbes algebraiques Cy,Cy C Po(C) que no
tenen cap component comuna,

> mult,(Cy N Cy) = deg C - deg Cy
peC1NCy

1.2 Tangents i singularitats

Hem vist com el Teorema de Bézout té implicacions locals i globals, doncs la multiplicitat
d’intersecci6 esta determinada pel comportament local de la corba, pero s’ha de tenir en
compte tots els punts d’interseccié de la corba. En aquest apartat ens centrarem més en
detall en les propietats locals d’una corba algebraica.

Per aixo, ens hem de situar en un obert U C P3(C) del pla projectiu, que podem dotar
d’una estructura de pla aff i denotarem per C?. Anem-hi a definir una corba afi.

Definicié 1.16. Una corba afi és un subconjunt C C C? tal que existeiz un polinomi
f € C[Xy, Xo] amb deg f > 1 que satisfa

C=V(f) =A{(z1,22) € C*| f(z1,22) = O}.



Notem que tota corba algebraica C' = V(F) C Py(C) esta associada a unica corba
afi donada pel polinomi f(X7, X2) = F(1, X1, X2). D’aquesta manera, podem dotar una
corba afi de les propietats que hem definit per a una corba algebraica.

Definicié 1.17. Sigui C = V(f) C C? una corba afi definida per un polinomi reduit
f € C[Xy, Xs]. Diem que C és regular al punt p € C si

VW) = (5 0 52 0)) # 0.0

Si un punt no és reqular direm que és singular. Denotem per SingC' el conjunt de punts
singulars d’una corba. Diem que la corba C és reqular si SingS = (). Si C' és regular al
punt p, definim la tangent de C' al punt p com

of

_ 2.
T,C = {(Xl,Xz) € o

S (p) X1+ ) X = e}

onc e C és tal que p € T,C.

Veiem, en primer lloc, una propietat sobre el nombre de punts singulars d’una corba.

Proposicié 1.18. Sigui C C C? una corba afi. Llavors SingC' és un conjunt finit.

Demostracié. Sigui C = V(f), on f € C[X7, X3] és un polinomi reduit, i sigui C; =
V(0f/0X;). Llavors tenim que

SingC = CNCyNCo.

Assumim que deg C' > 2, doncs una recta no té punts singulars. Per tant, per algun ¢
tindrem que deg df/0X; > 1; podem suposar que ¢ = 1 sense perdre generalitat. Llavors,
C1 és una corba algebraica i SingC' C C' N Cy. Aixi doncs, és suficient provar que C' N Cy
és finit i1 aixo ho podem veure amb el Teorema de Bézout .

Només queda provar que C'i C] no tenen cap component comuna. Suposem que f i
0f /0X1 tenen un factor irreductible comi g. Llavors tindrem
of dg oh

=g-h i ——=g-N=h- +g :

F=g-h i Hx =9 ox; 7 ox,
Per tant, g també és un divisor de H - 9g/0X;. Si 0g/0X; # 0, llavors g també divideix
h, ja que no pot dividir dg/0X; perque degdg/0X1 < degg. Llavors g2 és un divisor de
f, el qual contradiu el fet que f sigui un polinomi reduit. Per tant, dg/0X; = 0, és a dir,
g = X9 —a, amb a € C. Pero podem escollir les coordenades de manera que la corba C'
no conté cap recta paral-lela als eixos de coordenades. u

Anem ara a caracteritzar les singularitats d’una corba.
Definicié 1.19. Sigui C = V(f) C C? una corba afi i siqui f € C[X1, X2] el polinomi de

la corba. Sigui p = (p1,p2) € C? un punt. Considerem el desenvolupament de Taylor del
polinomi f entorn el punt p

p v 1 oy
=D Fi oon Fyo= ) au(Xi—p)" (X2 —p2)” i au = mm(ﬁ)
k putv=k



Si prenem p = (0,0), llavors el desenvolupament de Taylor del polinomi f entorn el punt
p coincideiz amb la seva descomposicio en formes

=Y F
k=1
on Fy € C[X1, Xa| és polinomi homogeni de grau k que correspon als monomis de grau k
del polinomi f. Definim l’ordre del polinomi f al punt p com
ord,(f) := min{k | F}, # 0}.
Si f és un polinomi reduit de la corba C C C2, llavors la ordre de la corba C al punt p
és
ord,(C) = ordy(f).

Observacié 1.20. Podem veure facilment les seglients propietats:

a) 0 < ordy(C) < degC;

b) pe C <= ord,(C) > 0;

c) C ésregular en p <= ord,(C) = 1;

d) C és singular en p <= ord,(C) > 1.

El cas extrem ord,(C) = degC = n equival a tenir f = F,,, en tal cas la corba C

consisteix en n rectes que passen pel punt p.

Podem esperar que la multiplicitat d’interseccié entre dues corbes en un punt dependra
de l'ordre de les corbes al punt d’interseccié. Anem a estudiar, en primer lloc, la interseccié
d’una corba i una recta.

Sigui C' = V(f) una corba afi, sigui f € C[X7, X3] un polinomi reduit de la corba i
considerem la seva descomposicié en formes

f=>_F
k=m

on m = ord,(C) i n = deg f. Si considerem una recta qualsevol L = V(aX; — bX>),
que podem parametritzar segons ¢(T') = (bT,aT), llavors els punts d’interseccié entre la
corba C'1i la recta L corresponen als zeros de la funcié

9(T) = f(e(T) = ) Fi(b,a)T*
k=m

D’altra banda, com hem vist, la multiplicitat d’interseccié es defineix com

mult,(C' N L) = ordy(g).

Notem doncs que la multiplicitat d’interseccié entre la recta i la corba és més gran que
m si, i només si, Fy,(b,a) = 0. A partir de Lema podem escriure la forma F,,, que
és un polinomi homogeni de grau m, segons

m

Fm = H(ain - bZXQ)
=1

Amb aquest resultat podem definir el con tangent d’una corba en un punt.
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Definicié 1.21. Sigui C = V(f) C C? una corba aff tal que f és un polinomi reduit,
sigui p € C' un punt i considerem la descomposicié en formes

de manera que m = ord,C. Definim el con tangent de la corba C' al punt p com la corba

TC,C =V (EFy).

Notem que, en la notacié anterior, el con tangent T'C},C' esta format per la unié de les
m rectes L; = V(a; X1 — b;X3). A la Figura 2| podem veure un exemple del con tangent
d’una corba en un punt singular.

z;

Z,

Figura 2: Con tangent T'C,C de la ciibica nodal al punt doble p = (1:0:0).

Amb tot aix0, tenim el seglient resultat sobre el con tangent.

Proposicié 1.22. Sigui C = V(f) C C? una corba afi, sigui L C C? una recta, sigui
p € CNL un punt. Llavors

mult,(C' N L) > ord,(C),

i TCpC és la unid de les rectes L tals que mult,(C N L) > ordy(C).

Anem a generalitzar la definicié de recta tangent a una corba en un punt singular.

Definicié 1.23. Sigui C C C? una corba aff, sigui L C C? una recta i siqgui p € C N L
un punt. La recta L s’anomena tangent de C al punt p si

mult,(CNL)>2.
El conjunt de rectes tangents de C' al punt p s’anomena l’espai tangent ’pr de C' en p.

Notem que si C és regular en el punt p, només hi ha una recta tangent. Llavors el con
tangent T'C},C de la corba i 'espai tangent T,C' coincideixen i consisteixen en la recta
tangent 7,C, de manera que aquesta definicié és compatible amb la Definici6

Per acabar, caracteritzem les rectes tangents en un punt regular de la corba.

Definicié 1.24. Si T és la recta tangent de la corba afi C' en un punt reqular p de la
corba, llavors T s’anomena

una tangent simple, si mult,(CNL)=2;

una tangent d’inflexio, si mult,(C' N L) > 3.
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En el cas d’una tangent d’inflexio, el punt p s’anomena punt d’inflexio. Un punt
d’inflexio s’anomena simple si mult,(C N L) = 3. Aizi mateiz, una recta s’anomena
bitangent si és tangent a una corba en dos o més punts regulars.

Situem-nos de nou al pla projectiu Py(C). Podem observar-hi totes les propietats locals
que hem enunciat gracies a la formula d’Euler.

Lema 1.25 (Férmula d’Euler). Sigui F' € C[Xo, ..., X,] un polinomi homogeni tal que
deg F' = d, llavors

n
oF oF oF
X =X oo+ X, ——=d- F.
; X, ax, T T ax,
Demostracio. Com que el polinomi F' és homogeni, se satisfa que F(AXp,..., \X,,) =
MNF(Xg,...,X,). Siderivem la igualtat respecte A, obtenim
oF oF
Xo=—(XXo,..., \X v Xy (M\X0, .. AX,) = d- AT F(Xo, . X
OaXO( 0 ; TL) + + naXn( 0 ) TL) ( 0 ) n)a
i considerant A = 1, obtenim el resultat que buscavem. [

Proposicié 1.26. Sigui C = V(F) C Po(C) una corba algebraica tal que F' € C[Xo, X1, X2]
n’és un polinoms reduit i sigui p € Po(C) un punt. Llavors

a) C és regular al punt p si, i només si,

VE) = (00 - 0. s ) # (0,0.0)

b) si C és reqular al punt p, llavors la tangent projectiva T,C al punt p ve donada per
lequacido lineal

oF oF oF

Xo— X1 —— Xo—
0 (p) + X1 (p) + 9%,

X, 09X, (p) =0.

Demostracid. Per provar (a), prenem p = (pg : p1 : p2), podem assumir sense pérdua
de generalitat que pg # 0. La part aff de la corba C' ve descrita pel polinomi f(X1, Xo) =
F(1, Xy, X2) i tenim, per i = 1,2, que

of
X1, X9) = —(1, X1, Xo).
8X1( 1 2) GXZ( s <21, 2)
Per tant, V f(p) # 0 implica VF(p) # 0. Per contra, si Vf(p) = 0, per la férmula d’Euler
obtenim que

of

oF

R = F =
Py, (P) = nF(p) =0,
per tant, VF(p) = 0.

Per provar (b), notem que la tangent projectiva té el mateix pendent que la tangent
afi i passa pel punt p, doncs utilitzant la férmula d’Euler veiem que

oF oF oF
poﬁ(p) +p18—X1(p) +pr=(p) =n-F(p) =0.

Finalment, podem enunciar les propietats de la multiplicitat d’interseccié entre dues
corbes algebraiques. Se’n pot trobar la demostracié a [Ful69).
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Proposicié 1.27. Siguin C; = V(Fy) i Co = V(F3) dues corbes algebraiques i sigui
p € C1 N Cy un punt d’interseccio entre les dues corbes. Llavors, se satisfan les segiients
propietats:

Direm que les corbes C1 1 Co es tallen en sentit estricte al punt p si Cv i Cy no
temen cap component comuna que passi per p.

A) mult,(C1 N Cy) és un enter no negativ si Cy i Cy es tallen en sentit estricte en p i
mult,(C1 N Cy) = oo si Cq i Cy no es tallen en sentit estricte en p.

B) mult,(C1 N Cy) = 0 si, i només si, p € C1 N Co, i mult,(C1 N Cy) només depén de
les components de C1 i Co que passen per p.

C) Si T és una transformacid lineal de coordenades i denotem V(T (F;)) = CF, llavors

mult,(CY N CT) = mult,(Cy N Cy).

D) mult,(Ci N C2) = mult,(Ce N Cy).

Direm que les corbes Ch ¢ Cy es tallen transversalment si p és un punt reqular
de C1 i Cy i la recta tangent de C1 en p és diferent a la recta tangent de Cy en p.
Tindrem que mult,(C1 N Cy) =1 quan Cy i Cy es tallin transversalment en p. De
forma més general, també tenim la segiient propietat:

E) mult,(C; N C2) > ord,(Ch) ordy(Ce) i la igualtat s’assoleiz si C1 i Cy no tenen
rectes tangents comunes en p.

F) SiC) = UiCﬁ- 1 Cy = UjC;fj, llavors mult,(Cy1 N Ca) = ), - risymult,(Ch; N Co ;).

2
G) mult,(V(F1) NV (F)) = mult,(V(F1) NV (Fy + AF1)), per qualsevol polinomi ho-
mogeni A € C[Xo, X1, X2, €s a dir, mult,(C1NCy) només depén de lideal (Fy, F5).

Aixi mateix, de les anteriors propietats es dedueix el segilient:

Situem-nos en un obert afi C*> C Po(C) del pla projectiu. Les corbes afi C1,Ca venen
definides pels polinomis fi, fo € C[X1, Xs], respectivament. Sigui p un punt regular
de C1. Pel Teorema de la Funcidé Implicita existeizen dos oberts Vi,Vo C C i una
funcid g : Vi — Va tals que C1 N (Vi x Vo) = {(X1,9(X1))}. Amb tot aizo:

H) Sip és un punt regular de C1, llavors mult,(Cy N Cy) = ord, fa( X1, g(X1)).

1.3 Corba Polar

En aquest apartat estudiarem el nombre de tangents d’una corba que passen per un punt
fixat fora de la corba. Per aixo0, utilitzarem la corba polar.

Definicié 1.28. Sigui C' C P3(C) una corba algebraica i sigui F' € C[Xo, X1, Xa] un
polinomi reduit de la corba tal que deg F' > 2. Considerem un punt arbitrari ¢ = (qo : q1 :
q2) € P2(C) i considerem el polinomi

2

OF oF  OF  OF
DyF = ZQjan ~ 9%, Thox, T 2oxy

Si deg DyF > 1, llavors Py,C := V(D,F') és la corba polar de C respecte el punt q.
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Notem que si p € C' és un punt regular de la corba tal que p € F,C, llavors ¢ € T,,C.
Podem veure un exemple de la corba polar d’una conica en la Figura [3] que en aquest cas
és una recta.

Figura 3: Corba polar P;C d’una circumferencia.

Proposicié 1.29. Sota les condicions de la Definicid amb n = deg F, tenim les
seglients propietats

a) La corba polar P;C és independent de la tria de coordenades;

)
b) DyF =0 si, i només si, C' consisteix en n rectes que passen pel punt q;
c) deg DyF' =n —1 sempre que DyF # 0;
d) C i P,C tenen una component comuna si, i només si, C conté una recta que passa
pel punt q;

e) sipe€ C és singular i g € Po(C) és un punt arbitrari, llavors p € P,C.

Demostracié. Per provar (a), considerem una transformacié lineal de coordenades
qualsevol Y; = Z =0 @i 7X;, on a] € C. En aquest nou sistema de referéncia tindrem que

2

q=1(q0: ¢ : Zao% Zalqj Z%‘b

Per veure que la corba polar és independent de I’eleccié del sistema de coordenades hem
de veure que

Zqﬂ an

Anem a veure-ho

2. 9F » LoF (&K 2 oF
j;oqjaX ZQJ (l 1 j) = pa 8Y jzzoagqj = ;a}/z

2

OF

g = Zqﬁ‘aT/
j=0

Per provar (b) prenem ¢ = (1 : 0 : 0). Llavors DyF = 0 és equivalent a que F' sigui
independent de Xy, és a dir, el polinomi f(X;, X2) = F(1, X1, X2) és homogeni de grau
n. Aixo és equivalent a que f = F},, que ja hem vist que correspon a que C' consisteixi en
n rectes que passen pel punt p.
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Per provar (d) prenem també ¢ = (1 : 0 : 0). Llavors tindrem que DyF = 0F/0X).
Suposem que C' i P,C tenen una component comuna, és a dir, que F' i 0F /90X tenen un
factor comu irreductible G. Llavors

. OF , oG OH
F=G-H i 8X0—G-H—H-8XO+G-8XO.
Per tant, G també és un divisor de H -0G/0Xy. Si 0G/0X( # 0, llavors G també divideix
H, ja que no pot dividir 0G/9X perque deg dG /90Xy < deg G. Llavors G2 és un divisor
de F', el qual contradiu el fet que F' sigui un polinomi reduit. Per tant, 0G/0Xy = 0, és
a dir, G € C[X1, X2]. Pel Lema G té una descomposicié en factors lineals, perd com
G és irreductible tenim que G = aX; 4+ bXy, amb a,b € C, que és una recta a Po(C). Per
tant, C' conté una recta que, efectivament, passa pel punt q.

Per altra banda, si C' conté una recta L = V(G) que passi pel punt ¢ = (1 : 0 : 0),
llavors

F=G-H i G=aXo+ a1 X1+ asXo,

on a; € C. Com que q € L, llavors G(q) = ag = 0, per tant G = a1 X1 + a2 Xs. Llavors,
la corba polar P,;C vindra donada pel polinomi

2
oF oF oH oG oH
DqF:E Gay = =G +H =G
j=0 J

8X0 8X0 8X0 aXO ’

On hem usat, en la darrera igualtat, que el polinomi G no depeén de Xjy. Per tant, observem
que G és un divisor de Dy F', és a dir, L és una component comuna de C' i P,C.

Les propietats (c) i (e) es dedueixen directament de les definicions. [

Podem resumir totes les propietats que hem vist de la corba polar en el segiient teo-
rema.

Teorema 1.30. Sigui C = V(F) C Py(C) una corba algebraica de grau n > 2 que no
conté cap recta i sigui ¢ € Po(C) un punt arbitrari. Llavors la corba polar P,C és una
corba algebraica de grau < n —1 que no té cap component comuna amb C. La interseccio
CNP,C consisteir en els punts de C amb tangents passant pel punt q i els punts singulars
de C.

Pel Teorema de Bézout , hi ha com a molt n(n — 1) tangents de C' que passen
pel punt g, perd aquest nombre es redueix si existeixen bitangents, punts d’inflexié i
singularitats. Per aconseguir un recompte més precis dels punts d’interseccid, veiem la
segiient proposicié.

Proposicié 1.31. Sigui C C Py(C) una corba algebraica que conté una tangent simple T
al punt p, és a dir, mult,(T'NC) =2. Siqe T és un punt diferent de p, llavors la polar
P,C interseca C transversalment, és a dir,

mult,(C N P,C) = 1.
En particular, la corba polar és reqular en el punt p.

Demostracié. Prenem p = (1:0:0) 17 = V(X2). Prenem també un punt qualsevol
gq=1(go:q:0) €T, amb q; # 0. Hem de veure que la recta tangent de C' en p és diferent
de la recta tangent de P,C en p i que p és un punt regular de la corba F,C.
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Com que p € C'iT = V(X3) és una tangent de C' al punt p, tenim que la restriccié
aff de les corbes C' i P,C' ve donada pels polinomis

f=Xot+ Fot- -+ Fpy + Fy,
OF, oF,
d,f = — 1)go X — F,_ — |-
of ((” )40 2+Q18X1>+ +<C_Io n 1+918X1>
on F; € C[X1, X3] és un polinomi homogeni tal que deg F; = i. Llavors, podem escriure
el terme F5 com

F2 = a0X12 + a1X1X2 + U/QXQZ,

on a, € C. Com que T'= V(X3) és una tangent simple de la corba C, tenim que Xz { F>,
el qual implica que ag # 0. Per veure que p és un punt regular de P,C' notem que

dyf), \ _  PF
X, (p) = Q187X12 = 2q1ap # 0.

Finament, veiem que la tangent 7' = V' (X3) de C en p és diferent que la tangent 77 = V(G)
de P,C, amb G = 2q1a0X; + (n — 1)go X2, doncs X»  G. m

Amb aquests resultats obtenim la segiient propietat.

Corol-lari 1.32. Sigui C' una corba algebraica amb degC =n i q & C, llavors casi totes
les linies que passen per q temen exactament n punts d’interseccié simples amb C.

Demostracié. La corba polar P,C només té un nombre finit de punts d’interseccié amb
la corba C. Cada recta que passa per ¢ i no passa per cap punt de C' N F,C compleix la
propietat de I'enunciat. [

1.4 Corba Hessiana

En aquest apartat volem estudiar el nombre de punts d’inflexié d’una corba algebraica.
Per aixo0, necessitarem la corba Hessiana.

Definicié 1.33. Sigui F € C[Xo, X1, X2] un polinomi homogeni tal que degF' > 2.
Definim la matriu Hesstana de F' com la matriu simeétrica

0*F
Hp = ——— M3y,
P <5Xz‘3Xj>o§i,j,§2 € M3,3(C)

Si F' és un polinomi reduit de la corba C = V(F) C Py(C) i deg(det Hrp) > 1, llavors
definim la corba Hessiana de C' com la corba H(C) := V(det Hf).

En la figura 4| podem veure una representacié de la corba Hessiana del folium de
Descartes, una corba ciibica que ve definida pel polinomi F' = X3 + X3 — 3Xp X1 Xo.
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Figura 4: Corba Hessiana H(C') del folium de Descartes.

Per calcular el polinomi de la corba Hessiana sera ttil el segiient lema.

Lema 1.34. Sigui F' € C[Xy, X1, X3] un polinomi homogeni tal que deg F' = n i sigui
F; =0F/0X; i F;j = 62F/8X2-6Xj. Llavors

n—1 Fo Fl FQ n—1 nkF Fl F2
det Hp = X Foo Fiu Fa|=—5 |((n—-1)FR Fu Fn
O |Fye Fio Fy O ln=1)F Fi Fp

Demostracio. La primera igualtat l'obtenim multiplicant la primera fila per Xj,
sumant-hi la segona i tercera fila multiplicades per X; i Xo, respectivament, i aplicant

la férmula d’Euler (1.25). La segona desigualtat I’obtenim amb el mateix procediment
aplicat sobre les columnes.
XoFoo XoFio Xokao

0*F 1
det Hrp = det () =—| Fn Iy Fy | =
0Xi0Xj ) ozijza Ko Foz Fip Fo
FO F1 F2 X()F() F1 F2 nkF F1 F2
n—1 n—1 n—1
~. [for P P = 7 XoFor Fii Fa| = 7 (n—1)F Fii Iy
O \Fpo Fio Py 0 | XoFo2 Fi2 Fo 0 [(n=1)F, Fia Fa

Proposicié 1.35. Sota les condicions de la Definicid [1.35, amb n = deg F', tenim les

segtients propietats
a) La corba Hessiana H(C) és independent de la tria de coordenades;
b) deg(det Hr) = 3(n — 2) sempre que det Hp # 0;
c) sip € C és singular, llavors p € H(C).

Demostracié. Per provar (a), considerem una transformacié lineal de coordenades
qualsevol donada per la matriu A € GL(3,C) . La matriu Hp es transformara com una
forma quadratica, per tant det Hp es multiplicard per (det A)2 # 0, donant lloc a la

mateixa corba Hessiana.
La propietat (b) es dedueix de la definicié del polinomi det Hp.
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Per provar (c), considerem un punt p = (pg : p1 : p2) € C' que sigui singular i escollim
les coordenades per tal que pg # 0. Com que F(p) = Fi(p) = Fa(p) = 0, pel Lema
deduim que det Hp(p) = 0. ]

Amb el segiient teorema veiem el significat de la corba Hessiana.

Teorema 1.36. Sigui C = V(F) C Po(C) una corba algebraica que no conté cap recta.
Llavors

a) det Hp #0;

)
b) un punt regular p € C' és un punt d’inflexid si, i només si, p € H(C);
c) C i H(C) no tenen cap component comuna;

)

d

sip € C és un punt d’inflexio simple, llavors

mult,(C N H(C)) = 1.

Demostracid. Per provar (b), escollim les coordenades per tal que p = (1: 0 : 0) sigui
un punt regular de la corba amb tangent 7' = V(X3). Sigui deg F' = n. Com que p € C,
tenim que la restriccié afi de la corba C' ve donada pel polinomi

f=Xo+Fo+-+F1+F,

on F; € C[X1, X2] és un polinomi homogeni tal que deg F; = i. Podem escriure el terme
F5 com

Fy = apX? + a1 X1 X0 + an X3,

on a, € C. Tenim que p és un punt d’inflexié, és a dir, 7" = V(X3) és una tangent
d’inflexié de C' si, i només si, Xy | Fy, que és equivalent a ag = 0. Per tant, hem de veure
que p € H(C) si, i només si, ag = 0. Amb el Lema trobem aquest resultat, doncs

0 0 1
det Hr(p) = (n —1)2]0 2a9 a1 |=—2(n—1)%a
1 a1 2a9

Per provar (a) necessitem provar que existeix un punt regular ¢ € C' que no sigui
un punt d’inflexié. Suposem que tots els punts regulars de C sén d’inflexié. Seguint la
notacié de Papartat anterior, prenem un punt p € C regular. Tenim que 9f/0Xs = ag # 0
ip=(0:0). Pel Teorema de la Funcié Implicita existeixen dos oberts U,V C C i una
funcié g : U — V tals que CN (U x V) = {(X,9(X))} i g(0) = 0. Considerem el
desenvolupament de Taylor de la funcié g entorn el punt a € U

1/
9" (a) 2
9(X) = g @)X —a) + L (X —ap 4o
Com que hem suposat que tots els punts de C' sén d’inflexid, tenim que g”(a) = 0 per
tot a € U, per tant ¢'(a) = ¢, amb ¢ € C constant. Aix{ doncs, tenim que g defineix un
segment de recta en 'entorn U. Ara bé, si una corba conté un segment d’una recta, conté
la recta, el qual contradiu la hipotesi que C' no conté cap recta.

Amb el mateix argument també provem (c), doncs si C'i H(C') tenen una component
comuna, que suposem irreductible, ha d’estar formada per punts singular, que només n’hi
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ha un nombre finit, i punts d’inflexié. Prenent l'obert U suficientment petit obtenim que
la component comuna en 'obert U és una recta, i per tant tota la component és una
recta, que de nou contradiu la hipotesi que C' no conté cap recta.

Per provar (d), escollim les coordenades com en 'apartat (b) i considerem que p és un
punt d’inflexié. Per calcular la multiplicitat d’interseccié considerem la restriccié de la
corba en un obert afi del pla projectiu, que ve descrita pel polinomi

=X+ PR+ Fs+ -+ F 1+ F,
Tenint en compte que p és un punt d’inflexid, podem escriure les formes F5 i F3 com
Fr=a4 X1 X0+ a5X22 F; = Cl(;)(i3 + a7X12X2 + G8X1X22 + ang’.

A més, tenim que p és punt d’inflexié simple, és a dir, mult,(C NT) = 3. Per tant, com
que tenim que 7' = V(X3), aixo implica que X5 1 F3, és a dir, ag # 0. Anem a calcular el
terme de menor ordre de det Hp usant el Lema [1.34

nXs + O2 a1 X2+ Oo 14+ 0,
det Hp = (n— 1) |{(n — 1)agXo + Oy 6a6X1+2a7Xo+ 0y as+0; | =
(n—1)+01 as + O1 2a5 + O

—6(n — 1)agX1 + ((2n — 3)as — 2(n — 1)ay) Xy + Os.

Com que ag # 0, veiem que H(C') és regular en el punt p i, a més, la recta tangent de
H(C) al punt p és diferent que T'= V(X3). Per tant, obtenim que mult,(C N H(C)) =1,
com voliem veure. n

Amb els resultats anteriors i utilitzant el Teorema de Bézout (|1.15]) entre les corbes C'
i H(C), podem acotar el nombre de punts d’inflexié d’una corba.

Corol-lari 1.37. Sigui C C P2(C) una corba algebraica tal que degC' > 2 i no conté cap
recta. La corba té com a molt 3n(n — 2) punt d’inflexic.

Tanmateix, el nombre maxim de punts d’inflexié només es podra assolir si no hi ha
singularitats i tots els punts d’inflexié sén simples.

Finalment, utilitzant els arguments que hem vist, podem veure en quines condicions
la corba Hessiana és degenerada.

Proposicié 1.38. Sigui C C P2(C) una corba algebraica. Llavors, C C H(C) si, i només
si, C' és la unio de diverses rectes. Més en concret:

a) Si C conté una recta L, llavors L C H(C);

b) sigui C" C C una component irreductible tal que C' C H(C). Llavors C" és una
recta.

Demostracid. Per provar (a), considerem C = V(F'), L = V(Xy), 1 F = XoG. Escrivim
Fi =5 XoGZ i Fz‘,j = XOGi,ja per Z,j = 1, 2. Pel Lemam

n— ’I’LX()G X0G1 XQGQ ’I’L(’I’L — 1)G G1 G2
det HF = ) (n — l)X()Gl XOG11 XOG21 = X() (n — 1)2G1 G11 G21 s
0 (n — 1)X0G2 X0G12 XOG22 (TL — 1)2G2 G12 G22

per tant, L C H(C).

Per provar (b), considerem una components C’ C C que no és una recta. Si escollim
un punt p en qué C' i C’ sén regulars, procedint com en la demostracié de 'apartat (c)
del Teorema veiem que C' i H(C) no poden tenir en p una component comuna. m
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1.5 Corba dual i féormules de Pliucker

Hem vist que les corbes algebraiques tenen diferents propietats invariants, com pot ser el
grau de la corba i el nombre de components, singularitats o punts d’inflexié. També hem
vist que aquests nombres generalment no sén independents entre ells. En aquest apartat
veurem que la relacié exacta entre els diferents invariants vindra descrita per les formules

de Pliicker. Finalment, aplicant aquest resultat a una corba quartica regular obtindrem
el Resultat [0.11

Abans, perd, necessitem dotar l'espai projectiu P, (C) d’una estructura d’espai to-
pologic i ho fem amb la topologia de Zariski.

Definicié 1.39. Sigui P,,(C) un espai projectiu. Definim la topologia de Zariski com
la topologia més gruizuda per la qual per cada polinomi F € C[Xy,...,X,] el conjunt de
punts on s’anul-la és un conjunt tancat.

Més endavant considerarem algunes propietats que se satisfaran en general en el con-
text d’un espai amb la topologia de Zariski. Podem formalitzar aquesta nocié de la segiient
manera.

Definicié 1.40. Sigui P,,(C) un espai projectiu dotat de la topologia de Zariski. Diem
que una propietat és general, o se satisfa en general, si se satisfa en un subconjunt dens
U cCP,(C).

A partir d’ara totes les nocions topologiques se suposaran sobre la topologia de Zariski.
Podem observar que tenim la segiient propietat sobre les corbes algebraiques.

Proposicié 1.41. Sigui P2(C) el pla projectiu dotat de la topologia de Zariski. Tota corba
algebraica C' C Po(C) és un conjunt tancat.

Per provar les formules de Pliicker hem d’introduir la corba dual i per aix0 ens hem de
situar al pla projectiu dual P5(C). Sabem que els punts de P5(C) estan en bijeccié amb
les rectes de P2(C) associant a cada punt y = (yo : y1 : y2) € P5(C) la recta

V(yoXo +11X1 +12X2) C P2(C).

Anem a definir la corba dual en l'espai projectiu dual P5(C).
Definicié 1.42. Sigui C C P2(C) una corba algebraica. Considerem el conjunt
Creg = {L € P5(C) | L és tangent a C en algun punt p € C regular }.
Llavors definim la corba dual de C' com
c* = %,
és a dir, la clausura del conjunt CY., en la topologia de Zariski.

reg

Anem a trobar el polinomi que defineix la corba dual C*. Considerem C = V(F)
isigui L = V(yoXo + y1X1 + y2X2) una recta qualsevol, que esta associada al punt
y = (yo:y1 :y2) € P5(C). Podem suposar que y2 # 0. Llavors, si deg F' = n, podem
definir el polinomi

1
G(Xo, X1) =y F (X07X17 —;(poo + y1X1)> =bo X + i X7 X+ -+ by X7,
2
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on by, ...,b, € Clyo,y1,y2] sén polinomis homogenis de grau n. Els zeros del polinomi
G corresponen als punts d’interseccié de C' i L. Situem-nos ara en un obert afi del
pla projectiu i considerem D € C[Yp, Y1, Ys] el discriminant de g(X;) = G(1,X;), que
correspon a la resultant dels polinomis g i dg/0X;. Notem que, pel Teorema D és
un polinomi homogeni de grau 2n? — 2n i, pel Corol-lari D # 0. Per tant, podem
considerar la corba algebraica

C' = V(D) C P}(C).

Notem que si la recta L, associada al punt y € P5(C), és una tangent de C' en un punt
regular, llavors existeix com a minim un punt p € L tal que mult,(C N L) > 2, per tant
G té un zero multiple. Si p = (0 : 1), llavors by(y) = 0; en cas contrari, g té un zero
miultiple. En qualsevol cas, tenim que D(y) = 0, per tant y € C’. Aixd ens demostra que
Creg CC".

Ara bé, degut a la construccié que hem dut a terme de la corba C’, també inclou
components addicionals que no sén de C*. Aixo es degut a les dues situacions segiients.

Considerem un punt z = (x : x; : x2) singular de la corba C, que podem prendre amb
xo = 1. Siel punt y € P5(C) esta associat a una recta L que passa per z, llavors G(1, X;)
té un zero multiple a X; = z1, doncs mult,(C' N L) > 2, per tant D(y) = 0. Aix{ doncs,
la recta

LY = V(%oyb + Y7 + :L'QYQ) ccC

també és un factor irreductible de la corba C’.

D’altra banda, considerem els punts de la forma x = (0 : 21 : 23) € CNV(Xp). Podem
assumir que (0:0:1) ¢ C, de manera que z; # 0. Si el punt y € P5(C) esta associat a
una recta que passa per z, llavors ha de ser de la forma y = (yo : —z2 : 1). Com que
G(0,z1) = bo(y)z} = 0, tenim que by(y) = 0, que suposa que D(y) = 0. Ara bé, com que
aixo es dona per qualsevol punt de la forma y = (yo : —z2 : 21), tenim que la recta

L .= V(x1Y] + 22Ys) C C'

també és un factor irreductible de la corba C'.

En resum, hem vist que la corba C’ conté una col-leccié de rectes del tipus L*' i
L*" que podem associar als punts singulars de la corba C' i als punts p € C' N V(Xy),
respectivament. Notem que només podem tenir un nombre finit d’aquests punts.

Considerem ara el conjunt
regaf = Creg \ 1L € P3(C) | L és tangent a C en algun punt p € C' NV (Xo)}.

Com que pel Teorema de Bézout (1.15)) tenim que el conjunt C'NV(Xy) esta format per

com a molt n punts, tenim que C, gaf 1 Crey es diferencien com a molt per n punts. Aix{
doncs,

cx =Cr C*.

reg,af reg —

Ara bé, per definicié del conjunt C*

reg,af tenim que

C'\ (LjU---UL}) =

*
reg,af7
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per tant, la clausura del conjunt C”\ (LfU- - -ULj) és la corba dual C*. En altres paraules,
traient un nombre finit de factors lineals del polinomi D obtenim el polinomi de la corba
dual C* que buscavem.

En la Figura [ podem observar el comportament de la corba dual d’una nodal cibica,
que és una cardioide.

Figura 5: Cubica nodal i la seva dual cardioide.

Amb el segiient teorema anem a veure que la corba dual esta ben definida.

Teorema 1.43. Sigui C C Po(C) una corba algebraica que no conté cap recta. Llavors
a) C* C P5(C) és una corba algebraica;
b) si C és irreductible, llavors C* és irreductible i deg C* > 2;
c) C** =C.

Hem dividit la demostracié d’aquest teorema en tres apartats diferents.

Demostracié. (apartat (a) del Teorema [1.43). Hem vist que el conjunt C* ve definit
pels zeros d’un polinomi, per tant és una corba algebraica. u

Demostracié. (apartat (b) del Teoremall.43)) Per veure aquesta demostracié necessiteu
un resultat previ. En primer lloc, donem la definicié de superficie de Riemann.

Definicié 1.44. Una superficie de Riemann és un espai topologic de Hausdorff connex
S conjuntament amb un atles complex

{i : Vi — Us}ier,

és a dir, una col-leccié de subconjunts oberts V; C C i U; C S tals que {U;}icr €s un
recobriment de S, les cartes ¢; : V; —> U; sén homeomorfismes i, per tot i,j € I, les
funcions de transicio

bij: Vig =0 (Ui NU;) — Vi = 47 1 ({U; N Ty),
son biholomorfes.

A continuacié anem a enunciar el Teorema de Normalitzacié. La seva demostracid
s’escapa de I’abast d’aquest treball, perd que es pot trobar a [Mir95].

Teorema 1.45 (Teorema de Normalitzaci6). Per cada corba algebraica irreductible C C
Po(C) existeix una superficie de Riemann compacta S i una aplicacié holomorfa

p:8—=C

tal que és biholomorfa fora de les singularitats de C.
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Farem servir ¢ : S — C per construir una parametritzacié holomorfa i univaluada en
tots els punts

* S = C*.

En primer lloc construim aquesta parametritzacié localment. Sigui o € S un punt fix i
sigui ¢t una coordenada, centrada en o, en un entorn obert suficientment petit U C S.
Existeix una aplicacié holomorfa, que anomenarem elevacid local,

¢:U — C3\ {0}
t — (¢O(t)v¢1(t)v¢2(t))
tal que @|y = (¢o(t) : P1(t) : do(t)). Sigui ¢; = dep;/dt i

_ (¢o(t) o1(t) ¢2(t)
A_<¢0(t) b1 (1) ¢2<t>)'

L’aplicacié ¢ és una immersié al punt t si, i només si, les files de A sén linealment

independents. En tal cas, la tangent T,;)C' C P(C) esta generada pels vectors ¢(t), ¢(t) €
C3. L’equacié d’aquesta tangent ve donada per

ao(t)Xo + al(t>X1 + ag(t)XQ =0,

on a;(t) = (—1)%det A;(t) i A;(t) és la submatriu de A que obtenim en eliminar la columna
i-essima. Per tant, obtenim la parametritzacié local que buscavem

" (t) = (ao(t) - ar(t) : az(t)) € P3(C)
si ¢ és una immersi6 en t. Els menors a;(t) sén holomorfs, per tant ’aplicacié

U —¢?
t — (ao(t), a1(t), az(t))

és holomorfa. Veiem amb els segilients lemes que podem estendre aquesta aplicacié als
punts on ¢ no és una immersié per poder obtenir ’aplicacié holomorfa

o U — P5(C).

Lema 1.46. Sigui 0 € U C C i sigui ¥ : U — C3 una aplicacié holomorfa tal que inic
zero de W és 0. Llavors l'aplicacio

Y :U\{0} — P3(C)
t — (Yo(t), ¥1(1),¥2(2))

admet una extensio holomorfa al punt 0.

Demostracio. Si k > 1 és el menor dels ordres dels zeros de ¥; a 0, podem escriure
U(t) = t*¥/(t), on ¥'(0) # (0,0,0).
Llavors, considerant 1(0) := (¥{(0) : ¥} (0) : ¥5(0)) obtenim 'extensié desitjada. ]

Lema 1.47. Les parametritzacions locals ¢* : U — P5(C) obtingudes son independents
de Ueleccio de Uaplicacio holomorfa local ¢ i de la coordenada local t.
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Demostracio. La independéncia de 'eleccié de la coordenada local t és deguda a la
compatibilitat de les cartes que formen l’atles complex de la superficie de Riemann S
donada pel Teorema m En [Mir95] es pot veure que canviant l’elevacié local ¢ la
parametritzacié és invariant. m

Aixi doncs, tenim una parametritzacié global, que és una aplicacié holomorfa ¢* : S —
P5(C). Ara bé, per la definicié de corba dual, ¢*(S5) = C*.

Es immediat veure que C* és irreductible. Suposem que C* = Cy U Cy, amb C; # Cs.
Considerem els conjunts S; := ©*~1(C;) € S, per i = 1,2. Com que C; sén corbes
algebraiques i p* és holomorfa, els subconjunts S; # S es poden descriure localment com
el conjunt de zeros de funcions holomorfes, que han de ser aillats. Com que .S és compacte
i connex, han de ser un conjunt finit. Pero aixo contradiu el fet que S = 51 U Ss.

Finalment, si C* és una linia, llavors un nombre infinit de tangents de C' passaria per
un punt p € Py(C), el qual contradiu el Corol-lari m n

Demostracid. (apartat (c) del Teorema Volem veure que dualitzant dos cops
una corba algebraica recuperem la corba original. Per veure aquest resultat utilitzarem
una forma local especial de la parametritzacié holomorfa exposada en la demostracié de
Papartat (b), donada pel segiient lema.

Lema 1.48. Sigui U C C un entorn obert de l'origen i sigui ¢ : U — Po(C) una aplicacio
holomorfa tal que p(U) no esta contingut en una recta. Llavors existeizen dos nombres
a1, a0 € N, univocament determinats, tals que, després d’una transformacid lineal de
coordenades de Po(C), podem escriure ¢ = (po(t) : p1(t) : pa(t)), on

= — o _ 124a1ta
wo=1 pr=t"T"4... g =TI 4L
Els nombres a1, ae s’anomenen els invariants numerics locals de la parametritzacio de ¢

al punt 0.

Demostracio. Sigui ¢ : U — C3\ {0} una elevacié local de ¢. Sigui ¢* la derivada
k-essima de ¢ respecte t. Com que ¢(U) no esta contingut en una recta, existeixen
a1, a2 € N tals que

{6(0), o' T1(0), > 1722(0)}

és una base de C3. Escollim els valors a,as minims amb aquesta propietat i adaptem
les coordenades per aconseguir el resultat desitjat. En primer lloc, amb un canvi de
coordenades podem tenir ¢(0) = (1,0,0) i ¢9 = 1. Llavors, per definici6é de a1, tenim que

(61(1), d2(1) = 7 (1(1), #5(1)),  on (61(0),65(0)) # (0,0).

Podem canviar de nou les coordenades per obtenir (¢](0), #5(0)) = (1,0). Finalment, per
definicié de ao, tenim que

Ph(t) = t'T240 (),  on ¢5(0) # 0.

de manera que ¢o(t) = 2741 T22¢4(¢). Amb un darrer canvi de coordenades podem tenir
#5(0) = 1. Aix{ doncs, obtenim el resultat que voliem. La seva unicitat es dedueix de la
tria minimal dels valors o 1 ay. ]

Sigui C' = ¢(U) un segment de corba definida en un entorn de p = ¢(0). Podem veure
facilment les segiients igualtats

1+ aq =ord,C 2+ a1 + az = mult,(CNT,C).
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En concret, obtenim el segiient resultats

p és una singularitat de C' <= a1 # 0
p és un punt d’inflexié de C' <= a1 =01ias #0

Amb aquestes coordenades, calculem els menors a; de 'apartat (b) de la demostracié per
descriure explicitament el pas d’una corba C a la seva corba dual C*. Considerem les
parametritzacions holomorfes

v : S — Py(C) S = C* CP5(C).
Peroe Sioe U C S, sigui |y = (¢o : ¢1 : ¢2), amb
¢o=1 ¢ =ttt 4... g = tPrortez 4.
Go=0 ¢1=(1+a)t* +--- ¢o=(2+ a1 +ag)t! o2 4 ...
Si calculem els menors a; obtenim
ap = (1 + ap)t?T2atoz 4.
a1 = —(2+aq + ag)tttorter 4.
ag = (1+a)t* +---

Segons el Lema m per obtenir una parametritzacié ¢*|y de Paplicacié (ag,a1,az) :
U — C? tenim que factoritzar la poténcia de major ordre de ¢, que és t*1, i obtenim
05 = (1+ ag)t* e 4.
¢y =—(2+ a1 +ag)t!to2 4 ...
d5=1+aq)+---.
Llavors, si a] i a3 sén els invariants numerics locals de ¢*, podem veure que o] = a3 i
oy = aj.
Finalment, per obtenir ¢** i, per tant, C**, hem de diferenciar ¢* i calcular els menors
de nou. Obtenim el segiient resultat
(af :a} ay) = c to2(1 4 - 1T o gfoataz oy — o200 (),

onc=(14+a)(l+a2)(2+ a3 + az). En particular,

¢ (0) =(1:0:0) = (o),
per tant, C** = C, ja que o € S I'hem escollit arbitrariament. [
Amb aix0 finalitzem la demostracié del Teorema [1.43]

A continuacié anem a definir una propietat de les corbes algébriques que necessitarem
en les férmules de Pliicker.

Definicié 1.49. Sigui C C Py(C) una corba algebraica. El maxim nombre de tangents
que podem considerar des d’un punt q € Po(C) a punts regulars de la corba C es defineix
com la classe de C.

Proposicié 1.50. Sigui C C Po(C) una corba algebraica irreductible tal que degC' > 2,
i sigui C* C P5(C) la corba dual. Llavors la classe de la corba C' és igual a deg C* = n*.
El mazxim nombre n* de tangents s’assoleix per practicament tots els punts q € Po(C).
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Demostracid. A cada punt ¢ € P2(C) 1i correspon una recta ¢* C P5(C). Per definicié
de la corba dual, a cada punt de ¢* N C™* 1i correspon una recta tangent de C' que passa pel
punt ¢. Per la Proposici6[1.12] ¢*NC* consisteix en n* punts, comptats amb multiplicitats,
i per casi totes les linies ¢* tots els punts d’interseccié sén simples. [

Finalment, les férmules de Pliicker requereixen que es consideri algunes restriccions
a les corbes sobre les quals s’apliquen, i aixo porta a definir les corbes de Pliicker. En
concret, aquestes corbes només poden tenir singularitats simples. Aixi doncs, anem a
caracteritzar els dos tipus més simples de singularitats que podem trobar en una corba
algebraica. Segons la Definicio un punt p € C és singular si ord,C' > 1. Per tant, el
cas més senzill correspon a ord,C' = 2.

Considerem una corba algebraica C = V(F) C P2(C) tal que degC = n, F €
C[Xo, X1, X2] n’és un polinomi reduit i sigui p = (1 : 0 : 0) un punt singular tal que
ord,C' = 2. Considerem la restriccié de la corba en un obert afi del pla projectiu, donada
pel polinomi f amb una descomposicié en formes

f=Fo+Fy+---+F,

on Fj € C[X1, X2| s6n polinomis homogenis de grau k. Ens centrarem en el con tangent
de la corba, donat per la forma F5 i format per dues rectes.

Definicié 1.51. Sigui C = V(F') C Py(C) una corba algebraica i sigui p € C un punt de
la corba. Diem que p és un punt doble si ord,C' = 2. En tal cas, podem considerar els
seglients casos:

a) Si el con tangent de la corba C al punt p esta format per dues rectes diferents, diem
que p és un punt doble nodal.

b) Si el con tangent de la corba C' al punt p esta format només una recta, diem que p
és un punt doble cuspidal.

Diem que un punt doble p és un punt doble simple si per tota recta tangent T de la
corba C' en p tenim que mult,(C NT) = 3.

Notem que, amb un canvi de coordenades, podem escriure el con tangent d’una corba
en un punt doble com F» = X7 X, si el punt és nodal, o F, = X3, si el punt és cuspidal.

Definicié 1.52. Sigui C C Py(C) una corba algebraica. Diem que és una corba de
Pliicker si se satisfan les segiients propietats:

i) C és irreductible i degC' > 2;
ii) les singularitats de C' i C* son punts dobles simples.

En una corba de Pliicker, considerarem les segiients propietats invariants:

d := # nodes simples de C d* := # nodes simples de C*
s := # cuspides simples de C s* := # cuspides simples de C*

Podem veure que aquestes propietats invariants estan relacionades amb el nombre de
bitangents i de punts d’inflexié de la segiient manera.
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Proposicié 1.53. Sigui C' C Py(C) una corba de Pliicker. Llavors

a) d* = # bitangents de C;

b) s* = # punts d’inflexio de C;

c) d = # bitangents de C*;

d) s = # punts d’inflexic de C*.

)
)
)
)

Demostracid. Per provar (a), hem de veure que els nodes simples de C* estan associats
a rectes bitangents de C. Sigui L* € C* un node simple associat a una recta L C Py(C),
que per definicié de corba dual és una tangent de C'. Per dualitat tenim que la tangent de
C* en el punt L* esta associada al punt en que L és tangent de C. Ara bé, per definicié
de node simple, existeixen dues tangents diferents ¢f, g5 C P5(C) de C* que passen pel
punt L*, les quals estan associades a dos punts diferents g1, g2 € C, respectivament, tal
que L hi és tangent de C. Per tant, el node simple L* de C* esta associat a una bitangent
L de C.

Per provar (b), suposem que p és una cispide simple. Tenim que ord,C' = 2 i mult,(C'N
T) = 3 per la recta tangent T' de la corba C en p. Si considerem els invariants numerics
locals d’una parametritzacié local entorn el punt p, segons els hem definit al Lema [1.48
tenim que a1 = 11 ap = 0. Llavors, tindrem que a] = 01 a5 = 1. Per tant, les cispides
simples estan associades a punts d’inflexié simples.

Les propietats (c) i (d) es dedueixen, per bidualitat, de les propietats (a) i (b). ]

Amb tot aixo, anem a veure les férmules de Pliicker.

Teorema 1.54 (Férmules de Pliicker). Sigui C' C Po(C) una corba de Plicker de grau n
1 de classe n*, llavors tenim

n* =n(n—1)—2d — 3s;

)
b) s* =3n(n —2) — 6d — 8s;
c) n=n*(n*—1)—2d* — 3s*;
)

s =3n*(n* — 2) — 6d* — 8s*.

Demostracié. Es suficient provar les férmules (a) i (b), dones (c) i (d) es dedueixen de
considerar (a) i (b) sobre la corba de Pliicker C* de grau n* i de classe n.
Per provar la férmula (a), considerem la interseccié de la corba C' amb la corba polar
P,C, on q € Py(C) és un punt escollit de manera que hi hagi exactament n* tangents de
C' des del punt g a punts regular de la corba p1,...,p,+ € C, que podem assegurar-ho
per la Proposicié [1.50]i en ser C' una corba de Pliicker és suficient considerar triar el punt
g de manera que no estigui contingut en cap bitangent o tangent d’inflexié de la corba
C' i només n’hi ha un nombre finit, doncs per la Proposicio les bitangents i els punt
d’inflexi6 estan associats a singularitats de la corba dual C*, i el nombre de singularitats
en una corba és finit. També haurem de suposar que g no esta contingut en cap tangent
de C' en un punt singular.
Per la Proposicié tenim que

mult,(C N P,C) =1 per p € {p1,...,pn+},
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per tant, pel Teorema de Bézout (1.15)),

nn—1)=n"+ Z mult,(C N P,C).

pESingC

Ens queda veure que

2 si p és un node simple,

multp(C NFC) = { 3 si p és una cuspide simple.

Prenem p = (1:0:0) i un punt qualsevol ¢ = (0 : q1 : g2). Sigui F € C[Xy, X1, Xo] un
polinomi reduit de la corba. Podem escriure els polinomis F' i Dy F' com

F=X'" R+ X3P+ + XoFp1 + Fy,

_, OF, . OF; OF,_, OF,
D,F = q(XP 22 4 X3 "2 4 ... 1 X
o = (X5 X0 g5 T Xogx T oy,
_, OF, . OF; oF,_, OF,
X’n 2Y+42 Xn 3¥Y495 X
taXo o X0 o o T X0y T ax,)

on Fj, € C[X1, X3 és un polinomi homogeni tal que deg F, = k. Considerem ara la
restriccié aff de les corbes C'i P,C, que venen definides pels polinomis

f:F2+F3+"'+Fn71+Fna

dof = @_’_ % + %_’_ % 4+t %_’_ OF,
q] = q18X1 QQ8X2 q18X1 q28X2 fhaXl QQaXQ .

Si p és un node simple podem escriure els dos terme de menor ordre del polinomi f com
Fy,=X1Xo F3:a0X§+a1X12X2—|—a2X1X22—|—CL3X§,

on a, € Ciag,as # 0, doncs en ser p una node simple tenim que mult,(C N T;) = 3 per
les dues tangents 17 = V(X1) i T = V(X2), per tant X; 1 F3 i Xy 1 F3. D’altra banda,
com que hem escollit ¢ = (0 : g1 : g2) sobre cap tangent de C' tenim que ¢, g2 # 0. Aix{
doncs, els termes de menor ordre de f i dyf sén

f=X1Xo+ ao X} + a1 Xi X2 + a2 X1X3 + a3 X3 + Oy,
dqf =q X2+ X1+ q1(3a0X12 + 2a1 X1 X9 + a2X22)
+ @2(a1 X7 + 2a2X1 X2 + 3a3X3) + Os.
Notem que p és un punt regular de P,C, doncs V(dyf)(p) = (g2, 1) # (0,0). Aixi mateix,
notem que les corbes C'i F;C no tenen tangents comunes en p, doncs la tangent de P,C
enpésT = V(g1 X2+q2X1) iles dues tangents de C' en p, per 'eleccié de les coordenades,

son Ty = V(Xy) i Ty, = V(Xa). Ara bé, X1 1 1 Xo + ¢2X1 1 Xo t 1 X2 + ¢2X1, ja que
q1 # 01 ga # 0, respectivament. Per tant, per la propietat (e) de la Proposicié

mult, (C N P,C) = ord,C - ord, P,C = 2.

D’altra banda, si p és una cispide simple podem escriure els dos termes de menor ordre
del polinomi f com

Fy, = X22 F3 = aoX? + CL1X12X2 + 6L2X1X22 + CL3X23,
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on a, € Ciag # 0, doncs en ser p una cispide simple tenim que mult,(C NT) = 3 per
la tangent doble T' = V(X3), per tant X, { F3. D’altra banda, podem escollir el punt
g =(0:0:1). Llavors tenim que els termes de menor ordre de f i dyf sén

f=X3+aoX; + a1 X{ X2 + a2 X1X3 + a3 X3 + Oy,
dof = 2X5 + a1 X? + 209X, X5 + 3a3 X3 + Os.

Notem que p és un punt regular de P,C, doncs V(d,f)(p) = (0,2) # (0,0). Considerem
el polinomi g = 2f — Xad, f, que pren la forma

g=2f — Xodyf = 2(10)(%3 + a1X12X2 — a3X23 4+ 04 = G3 + Og.

Notem que les corbes P,C' i C" = V(g) no tenen tangents comunes, doncs la tangent de
P,C enpés T = V(Xy), perd T no és una tangent de C' = V(g) en p, ja que Xs 1 Gs.
Per tant, per les propietats (e) i (g) de la Proposicié
mult,(C' N P,C) = mult,(V(f) NV (dyf)) = mult,(V(g) NV (dgf)) =
ord,C" - ord, P,C = 3.
Per provar la férmula (b), seguim un argument similar considerant la interseccié de
la corba C' amb la corba Hessiana H(C'). Com que la corba C' és una corba de Pliicker,

les singularitats de C* només sén nodes simples i cuspides simples. Per tant, C' només té
punts d’inflexié simples i, pel Teorema [1.36

mult,(C N H(C)) =1perpe CNH(C).
Aixi doncs, pel Teorema de Bézout ([1.15)) i la Proposici6 m

Bn(n—2)=s"+ >  mult,(CNHQC)).
pESingC

Ens queda veure que

6 si p és un node simple,
8 si p és una cuspide simple.

mwMCﬂHWD:{

Prenem p = (1 : 0 : 0). Sigui F € C[Xp, X1, X2| un polinomi reduit de la corba. Con-
siderem la restriccié de la corba en un obert afi del pla projectiu, que ve definida pel
polinomi

f=F+Fs5+- -+ F1+Fy,

on Fy, € C[X1, X3| és un polinomi homogeni tal que deg Fj, = k.
Si p és un node simple podem escriure els dos terme de menor ordre del polinomi f com

Fy,=X1Xy F3 = CL()X% + a1X12X2 + CL2X1X22 + CL3X23,

on a, € Ciag,az # 0, doncs en ser p una node simple tenim que mult,(C NT;) = 3 per
les dues tangents 77 = V(X3) i To = V(X3), per tant X; t F3 1 X9 1 F3. Amb el Lema
podem calcular det Hg i obtenim que

det Hp = (n — 1)(n — 2) X1 X2 — n(n — 1)(ap X3 + a3 X3)
+(TL — 1)(3n — 8)(&1X12X2 + a2X1X22) + Oy
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Considerem el polinomi h = det Hp — (n — 1)(n — 2) f, que pren la forma

h=detHp —(n—1)(n—2)f =
—2(n— 1)2(CL0)(:13 + ang’) +2(n—1)(n— 3)(a1X12X2 + CL2X1X22) + 04 = Hs + Oy4.
Notem que les corbes C' i C" = V(h) no tenen tangents comunes, doncs les dues tangents
de Cenpsén Ty = V(X1) i Th, = V(Xs), perd aquestes rectes no sén tangents de C”,
ja que X1 1 Hs i X9t Hs, doncs tenim que ag,ag # 0 i n > 2. Aix{ mateix, tenim que
ordph = 3. Per tant, per les propietats (e) i (g) de la Proposicié
mult,(C' N H(C)) = mult,(V(f) NV (det Hr)) = mult,(V(f) NV (h)) =
ord,C - ord,C" = 6.

D’altra banda, si p és una cuispide simple podem escriure els tres terme de menor ordre
del polinomi f com

Fy=X2 By = ao X} + a1 X3 Xo + aa X1 X3 + a3 X3
Fy = asX{ + as X3 Xo + ag X7 X3 + ar X1 X3 + ag X3,
on a, € Ciap# 0, doncs en ser p una cispide simple tenim que mult,(C N7T) = 3 per

la tangent T = V(X3) de C en p i, per tant, Xo t F3. De nou amb el Lema podem
calcular det Hg i obtenim que

det Hr = 4(n — 1)(n — 2)(—3ap X1 — a1 X2) X2 — 6(n — 1)(n — 3)a2 X} + --- + Os.

Considerem ara el polinomi b’ = det Hp —4(n — 1)(n — 2)(—3apX1 — a1 X2) f, que podem
escriure com

h/ = det HF - 4(n — 1)(n — 2)(—3a0X1 — ang)f =
6(1’L— 1)2(1(2]Xil—{— cee —|—O5 = Hfl +O5.
Notem que les corbes C'i C" = V(R') no tenen tangents comunes, doncs la tangent de
CenpésT = V(Xy), perd aquesta recta no és tangent de C", doncs Xy { H) perque
ap # 01n > 2. També tenim que ord,h’ = 4. Per tant, per les propietats (e) i (g) de la
Proposicio (1.2
mult,(C'N H(C)) = mult,(V(f) NV (det Hr)) = mult,(V(f) NV (h')) =
ord,C - ord,C" = 8.

Aplicant les férmules de Pliicker a una corba plana quartica obtenim el resultat que
buscavem en aquesta seccio.

Corol-lari 1.55. Tota corba plana quartica reqular té 28 rectes bitangents.

Demostracio. Sigui C una corba quartica regular, és a dir, la corba és de Pliicker i
deg C = 4. Llavors la corba no té cap punt singular, per tant d = 01 s = 0. Per la primera
férmula de Pliicker obtenim que n* = 12, i per la segona féormula de Pliicker obtenim que
s* = 24. Per tant, per la tercera férmula de Pliicker, obtenim que d* = 28, que amb la
Proposicio [1.53] ens dona el resultat que busquem. u
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En la Figura [6] podem veure un exemple en que les 28 rectes bitangents d’una corba
quartica son reals. Es el cas de la corba de Trott.

24 1 214186 28 25 432016 8 9 3

23

17—~ 1\

23 9 6 14 182 a7 26 82016 4 n 2

Figura 6: Les 28 bitangents de la corba de Trott.
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2 Superficies algebraiques de P5(C)

En aquesta secci6 volem provar que una superficie ciibica regular conté 27 rectes . Per
aixo generalitzarem els conceptes que hem introduit en la sessié anterior a una hipersu-
perficie d’un espai projectiu de dimensié arbitraria. També introduirem la Grassmaniana
i alguns resultats de la teoria de la dimensié que ens seran necessaris. La seccié s’ha seguit
de les notes [NL21]|.

2.1 Hipersuperficies algebraiques

De la mateixa manera que en hem definit les corbes algebraiques en el pla projec-
tiu Po(C), podem caracteritzar de forma equivalent les hipersuperficies algebraiques de
qualsevol espai projectiu P, (C), que podem definir de la segiient manera.

Definicié 2.1. Sigui P, (C) un espai projectiu. Anomenem hipersuperficie algebraica
a tot subcongunt H C P,(C) tal que existeiz un polinomi homogeni F € C[Xo, ..., Xy]
amb deg F' > 1 tal que

H=V(F)={(zo:...:2p) €Po(C) | F(xo:...:2,) =0}

Si dotem 1’espai projectiu P, (C) d’una estructura d’espai topologic amb la topologia
de Zariski, llavors també tenim que les hipersuperficies algebraiques sén conjunts tancats.

Notem que podem considerar el Lema de Study sobre una hipersuperficie alge-
braica, aixi com les nocions de irreductibilitat, components irreductibles, polinomi reduit
i grau. Aixo0 ens donara les eines per poder treballar amb hipersuperficies algebraiques
en espais projectius P, (C).

Més endavant en aquesta seccid ens centrarem en ’estudi de les hipersuperficies alge-
braiques de P3(C), que anomenarem superficies algebraiques.

2.2 Tangents i singularitats de hipersuperficies algebraiques

En aquest apartat ens centrarem en les propietats locals d’una hipersuperficie algebraica.
Aquestes propietats sén una generalitzacié de les nocions que hem introduit la seccid
anterior, doncs les corbes sén les hipersuperficies del pla projectiu Py (C).

Ens situarem en un obert U C P,(C) de 'espai projectiu, que podem dotar d’una
estructura d’espai afi i denotarem per C". Aixi com en hem definit una corba aff,
també tenim de forma equivalent una hipersuperficie afi de la segiient manera.

Definicié 2.2. Una hipersuperficie afi és un subconjunt H C C" tal que existeix un
polinomi f € C[Xy,...,X,] amb deg f > 1 que satisfa

H=V(f)={(x1,...,2n) € C" | f(z1,...,2,) =0}.

També podem veure que tota hipersuperficie algebraica H = V(F') C P, (C) esta asso-
ciada a unica hipersuperficie afi donada pel polinomi f(Xi,...,X,) = F(1,X1,...,X,).
Per tant, també podem considerar en una hipersuperficie afi les propietats d’una hiper-
superficie algebraica.

Anem a caracteritzar la nocié de singularitat en una hipersuperficie afi. Per aixo
necessitem definir la multiplicitat d’interseccié entre una hipersuperficie i una recta.
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Considerem una hipersuperficie afi H = V(f) C C™ tal que f n’és un polinomi reduit
i considerem un punt p € H amb coordenades afins p = (p1,...,p,). Podem escriure el
desenvolupament de Taylor del polinomi f entorn el punt p segons

;)
DI ELICEIED B) wpca e (RS TR B
i—1 7 7

i=1 j=1

Denotem per d, f la part lineal del desenvolupament de Taylor

B vm) = Y o () i~ pi).

Considerem ara una recta afi L que passa pel punt p, que podem escriure segons

p+Av=(p1, .. 0n) + ANv1,...,0),

on v = (v1,...,V,) és un vector no nul. Si substituim 'expressié de la recta L en el
desenvolupament de Taylor del polinomi f obtenim que

fp+ ) = AZ% +A2ZZ%8% PIUiv; + - = ATpr(N),

i=1 j=1

on py € C[A] és un polinomi tal que ps(0) # 0. Amb aquesta notacié podem definir la
multiplicitat d’interseccié entre una hipersuperficie afi i una recta de la segiient manera.

Definicié 2.3. Sigui H = V(f) C C™ hipersuperficie afi, sigui p € H un punt i sigui L
una recta tal que p € L. Amb la notacié anterior, definim la multiplicitat d’interseccio
de la hipersuperficie H i la recta L en el punt p com

mult,(H N L) := min{m | p¢(0) # 0}.
Amb la multiplicitat d’interseccié podem caracteritzar les rectes tangents a una hiper-
superficie.

Definicié 2.4. Sigui H C C" una hipersuperficie afi, sigui p € H un punt i sigui L una
recta tal que p € L. Diem que la recta L és tangent o la hipersuperficie H ol punt p si

mult,(HNL) > 2
Definim ’espai tangent de la hipersuperficie H al punt p com

T,H = U
mult, (HNL)>2

és a dir, la unid de totes les rectes tangents a la hipersuperficie H en el punt p.

Proposicié 2.5. Sigui H = V(f) C C™ una hipersuperficie afi i sigui p € H un punt.
Llavors Uespai tangent T,H és la superficie algebraica V (dpf).

Demostracié. Tenim que un punt ¢ = (q1,...,qn) € TpH si, i només si, la recta p V ¢
és tangent a H al punt p = (p1,...,pn). Podem escriure la recta p V ¢ com

p+APG = (p1,---,Pn) + M@ — P15+, qn — Pn)-
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Substituint ’expressio de la recta p V g en el desenvolupament de Taylor de f obtenim

38f 23382f
f@+M@:AZ;&JM@~m0+AE:Zhhﬂq@@rmM%—w%F~

i=1 i=j

Per tant, mult,(H N L) > 2 si, i només si, 3o, gi_ (p)(¢i — pi) = dpf(q) = 0. Aix{ doncs,

T,H = V(dyf). =

Notem que si en un punt p s’anul-len totes les derivades parcials df/Jz;, llavors I'espai
tangent resulta 7, H = C". Amb aquesta propietat definirem la nocié de punt singular.

Definicié 2.6. Sigui H C C" una hipersuperficie afi i sigut p € H un punt. Diem que
H és singular al punt p si, i només si,

dimT,H >n — 1.
Si un punt no és singular diem que és regular. Denotem per SingH el conjunt de punts

singulars d’una hipersuperficie. Diem que una hipersuperficie H és reqular si SingH = ().

Notem que un canvi de coordenades afins conserva el grau dels termes del desenvolu-
pament de Taylor, aixi que les rectes tangents a un punt es transformen en rectes tangents
al mateix punt sota el canvi de coordenades. Aixi doncs, les nocions d’espai tangent i de
singularitat sén invariants sota canvis de coordenades.

Aixi doncs, podem escollir les coordenades de manera que p = (0,0,0). Amb aix0
definim l'ordre d’una hipersuperficie en un punt, que generalitza la Definici6 de
l'ordre d’una corba plana en un punt, i caracteritzem el con tangent.

Definicié 2.7. Sigui H = V(f) C C" una hipersuperficie afi tal que f és un polinomi
de la hipersuperficie i sigui p € H. Escollim les coordenades de manera que p = (0,0,0).
Considerem el desenvolupament de Taylor del polinomi f entorn el punt p, que coincideix
amb la seva descomposicio en formes

n
f=Y_F,
k=1
on Fy, € C[Xy, Xo, X3] és un polinomi homogeni tal que deg Fy, = k. Definim [’ordre del
polinomi F' al punt p com
ord, f := min{k | Fy, # 0}.

Si f és un polinomi reduit de la hipersuperficie, llavors definim ’ordre de la hipersu-
perficie H al punt p com

ord,H := ord, f.

Definim el con tangent de la hipersuperficie H al punt p com la hipersuperficie TC,H :=
V(F), onm = ord,H.

Proposicié 2.8. Sigui H = V(f) C C™ una hipersuperficie afi tal que f n’és un polinomi
reduit amb una descomposicio en formes

f=Fn+ -+ Fn

Per cada recta L que passi per lorigen p = (0,0,0) tenim que mult,(H N L) > ord,H ¢
TCpH és la unic de les rectes L tals que mult,(H N L) > ord,H.
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Demostracio. Prenem una recta L qualsevol que passi per 'origen i tal que v =
(v1,...,v,) en sigui un vector director. Llavors, els punts de la recta sén de la forma

p+Av=(0,...,0) + XNvi,...,vn) = (Avi,..., Avy).
Si substituim 'expressiéo d’un punt de la recta L al polinomi f obtenim que

Fwr, .. ) = Fpy(Avg, oo o) + -+ Fy(Avg, ..o Aoy) =
APy (0) £+ AP Fp(0) = N (Fa(0) + -+ AP F(0).

Veiem doncs que mult,(H N L) > m. La desigualtat és estricta si, i només si, Fy,(v) =0,
és adir,si L C TCpH. [

Si ens situem de nou a l’espai projectiu P, (C) podem generalitzar-hi la nocié de singu-
laritat utilitzant la férmula d’Euler ((1.25) i amb un argument similar al de la Proposici6
obtenint el segiient resultat.

Proposicié 2.9. Sigui H = V(F) C P,(C) una hipersuperficie algebraica tal que F €
C[Xo, ..., Xn] n'és un polinomi reduit i sigui p € H un punt. Llavors el punt p és singular
st, 1 només si, s’anul-la el gradient de F' en el punt p

VF) = (g0 )

2.3 Grassmaniana

En el pla projectiu Py(C) tenim que les tniques varietats lineals sén les rectes. Ara
bé, en un espai projectiu P,,(C) de dimensi6 superior hi trobem varietats lineals que no
sén hiperplans, és a dir, no sén varietats lineals de dimensié n — 1. En aquest apartat
estudiarem el comportament d’aquestes varietats amb la Grassmaniana i, en concret, ens
centrarem en les rectes de P3(C).

Donat un espai vectorial £ qualsevol definit sobre un cos K de caracteristica 0, anem a
descriure un subconjunt de P( /\THE ) que parametritzi les varietats lineals r-dimensionals
de P,,(E). En ’Apendix[Bles pot trobar més informacié sobre el producte exterior d’espais
vectorials.

Lema 2.10. Siguin E un espai vectorial (n+ 1)-dimensional i siguin F,G C E subespais
vectorials (r + 1)-dimensionals. Sigui {ug, ..., u,} una base de F i sigui {vo,...,v.} una
base de G. Llavors F' = G si, 1 només st,

Uug N+ Au,=c-vgA---ANvr., amb c costant.
Demostracié. Si F = G, lavors A"'F = A"7'G i dim A"H'F = dim A"7'G = 1.
Aixi mateix, ug A --- Au,. 1 vg A--- A v, sén dues bases, per tant els dos vectors han de
ser proporcionals.

Per altra banda, completem la base de F' per obtenir una base ug, ..., Ur, Up41, - .., Uy de
E. Per cada vector v; de la base de G podem escriure v; = afug + - - - aj,uy,. Llavors

n
0:c-vo/\---/\vr/\vi:uo/\~~/\ur/\vi:uo/\~-~/\u7~/\2a§uj:
§=0

n
E QGug A Aup Auj = g = =ay = 0.
j=r+1
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Aixi doncs, v; € (ug, ..., u,), per tant G C F. Com que F' i G tenen la mateixa dimensid,
tenim que F = G. n

Definicié 2.11. Sigui E un espai vectorial. Diem que un element x € /\THE és des-
componible si existeizen vectors vy, ...,v, € E tals que x =vg A ... AN vy.

Notem que podem estendre la definicié d’element descomponible als elements de P, (E).
Amb el Lema[2.10] podem establir una bijeccié entre el conjunt de totes les varietats lineals
r-dimensionals de P, (F) i

Gr(r,n) :={x € /\THE | © és descomponible } C P (/\THE> ,

i aix0 ens porta a la definicié de la Grassmaniana.

Definicié 2.12. El conjunt Gr(r,n) s’anomena la Grassmaniana de varietats lineals
r-dimensionals en P, (E.

Definicié 2.13. Siguin E un espai vectorial (n + 1)-dimensional i sigui {eo,...,en}
una base de E. Aizo determina una referéncia projectiva en Pyp(E) i en P(NT'E), que
denotem per [er], amb #I = r + 1. Diem que les coordenades de Pliicker d’una
varietat lineal r-dimensional L = P(F') C P, (E) sén les coordenades de [vg A --- Avy] en
el sistema de referéncia [er], sent {vy,...,v,} qualsevol base del subespai F C E associat
a la varietat lineal L.

Notem quesi L = [af : ... :a2]V---V]a} : ... : a”] és una varietat lineal 7-dimensional
de P, (FE), a partir de la propietat (g) de la Proposicié tenim que les coordenades de
Pliicker de L corresponen als menors d’ordre (r + 1) de la matriu

0 ... 0
0

o o,

T

ao o e ar

n

Finalment, enunciem un resultat que ens sera tutil més endavant.

Lema 2.14. Sigui E un espai vectorial. Sigui x € /\r+1E un element no trivial. Consi-
derem aplicacio lineal

+1
neE— N E

v — v A

Llavors, x és descomponible si, i només si, dimker(n,) > r.

Demostracio. Suposem que = v1A. . .Av, és descomponible, amb v; vectors linealment

independents, doncs en cas contrari tindriem que x = 0. Llavors, (v1,...,v,) C ker(n,),
com voliem veure.

Per altra banda, considerem una base uy,...,us de ker(n;), amb s > r. Completem-la
per obtenir una base uo, ..., Us, Ust1,-.., Uy de E. Tenim que u;; A --- Aw;,, amb 1 <
i1 < --- < i, <n,és una base de /\THE. Sidenotem I = {i1,..., 0} iur = uyy A---Auy,,

podem escriure z = Y ayus. Llavors, tenim que per i < s

OZUZ'/\I':UZ'/\ZOC]U]:U/i/\ZOé[U/].
il
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Per tant, els coeficients oy no nuls satisfaran que {1,...,s} C I, el qual implica que s = r.
Aixi doncs, només hi ha un coeficient no nul i podem escriure x = aq._,uq A - -+ A Uy, per
tant x és descomponible. u

Anem ara a estudiar la Grassmaniana Gr(1, 3) que parametritza les rectes de Ps.

Tenim que Gr(1,3) C P (/\2E>, amb dim F = 4. Sigui {ep, e1, €2, e3} una base de E.

Llavors, {e; Ae;j} amb 0 < i < j < 3 és una base de /\QE. Volem saber quan un punt
T € /\2E, amb coordenades de Pliicker [z : @o2 : o3 : 12 : T13 : T23] esta contingut a
Gr(1,3). Considerem ’aplicacié

3
N E—>/\ E
V—>UVANT=0VA (injei/\ej).
Si fixem la base {eg A ej Aea,eg Aer Aes,eg Aea Aeg,er Aeg Aes) de /\3E, podem

representar l'aplicacié 7, amb una matriu. En primer lloc, calculem les imatges dels
elements de la base de E

nw(eo) =eg N\ (Z Tijeq N\ ej) = x12eg9 N ey N eg + x13e9 A e1 Aes+ xazeg N e A es,

nx(el) =e1 N\ ( E Tije; N\ ej) = —xp2¢e0 N\ e1 N\ eg — Tp3eg N ey N\ es + xozer Aea A es,
) = xp169 N e1 N\ ea —xp3eg N\ ea A ez —x13e1 N\ eg N es,

77;,;(62) = e A\ (Z Tij€; A €;
Nz(eg) = es A (Z Tijeq N\ ej) = xg1e9 N ey N es3+ xgeeg A ea Aeg + x12e1 N ex N es.
Aixi doncs, la matriu de I'aplicacié 7, pren la forma

T12 —To2 X0l 0
13 —wxo3 0  xo1

Ne =
x23 0 —mo3 o2

0 723 —T13 712

Volem imposar que z sigui un element de Gr(1, 3), que pel Lema és equivalent a
que rang(n,) < 2. Podem veure que tots els menors no nuls d’ordre 3 sén de la forma

25 (201723 — 02713 + T03712)-
Aixi doncs, la Grassmaniana Gr(1,3) és una hipersuperficie algebraica irreductible de

P (/\2E> definida pel polinomi

G = 201223 — L2713 + To3T12-

2.4 Varietats algebraiques. Teoria de la dimensié

En aquest apartat introduirem alguns resultats de la teoria de la dimensié que utilitzarem
més endavant. Algunes demostracions s’escapen de ’abast d’aquest treball, pero es poden
trobar en [Har92|, [Shal3] i [NL21].

Per comencar necessitem definir una varietat algebraica, un concepte que generalitza
la nocié de hipersuperficie algebraica en un espai projectiu P, (C).
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Definicié 2.15. Sigui P,,(C) un espai projectiu dotat de la topologia de Zariski. Anome-
nem varietat algebraica als tancats de P, (C), és a dir, a tot subconjunt X C P,(C)
tal que existeiz un conjunt finit de polinomis homogenis Fi, ..., F € C[Xy,...,X,] amb
deg Fj, > 1 tals que

X={(zo:...:2n) €Pp(C) | Fu(zo :...:2,) =0 Vpu}.

Podem definir la nocié d’irreductibilitat d’una varietat algebraica de la segiient manera.

Definicié 2.16. Sigui P, (C) un espai projectiu dotat de la topologia de Zariski i sigui X C
P,.(C) una varietat algebraica. Diem que X és irreductible si no existeizen subconjunts
propis tancats X1, Xo C P, (C) tals que X = X1 U Xo.

A continuacié anem a veure diverses propietats d’una varietat algebraica.

Definicié 2.17. Sigui X C P,(C) una varietat algebraica. Una cadena de varietats
algebraiques de X és una successio tal que

D#X1CXoC--C Xg1 C Xy,

on X C X son varietats algebraiques irreductibles diferents. Definim la dimensio dim X
d’una varietat algebraica X com la mazxima longitud de les cadenes de X.

Si X és una varietat algebraica amb diverses components irreductibles X;, X = U; X,
definim la dimensid de X com

dim X = maxdim X
K3
Si totes les components de X tenen la mateiza dimensid, diem que X té dimensié pura.

Amb aquesta definicié podem generalitzar les nocions de corba i superficie en un espai
projectiu P,,(C) de la segiient manera.

Definicié 2.18. Sigui P,,(C) un espai projectiuv. Diem que C C P,(C) és una corba
algebraica si és una varietat algebraica de dimensié 1. Diem que S C P,(C) és una
superficie algebraica si és una varietat algebraica de dimensid 2.

Podem veure que una hipersuperficie de P,,(C) té dimensié n—11iP,(C) és una varietat
de dimensié n. Un punt p € P,,(C) té dimensi6 0. Aixi mateix, la dimensié d’una varietat
lineal L C P,,(C) és la dimensié que es defineix en la teoria de varietats lineals.

Definicié 2.19. Siguin X C P,(C) i Y C P, (C) dues varietats algebraiques. Diem
que f: X — Y és un morfisme de varietats algebraiques si existeix una aplicacio
polinomica

F : Po(C) —s P,y (C)
i se satisfa que F|x = f.

Definicié 2.20. Siguin X C P,(C) ¢ Y C P, (C) dues varietats algebraiques, sigui ¢ :
X — Y un morfisme de varietats algebraiques i sigui p € @(X) un punt. Diem que el
conjunt tancat o~ ({p}) C X és la fibra de ¢ al punt p.

A continuacié anem a enunciar dos teoremes que no demostrarem, ja que les seves
demostracions s’escapen de 1’abast d’aquest treball, pero es poden trobar a [NL21].
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Teorema 2.21 (Teorema de la Dimensié de les Fibres). Siguin X C P,(C) i Y C P,,(C)
dues varietats algebraiques irreductibles i sigui ¢ : X — Y un morfisme de varietats
algebraiques erhaustiu. Llavors

a) dimY < dim X;

b) per cada punt p € o(X), totes les components irreductibles de la fibra de ¢ al punt
p tenen dimensio més gran o igual que dim X —dimY;

c) existeiz un conjunt obert no nul U C ¢(X) tal que per tot punt p € U la fibra de ¢
al punt p té dimensio pura dim X — dimY .

Teorema 2.22 (Teorema de I'Eliminacié). Siguin X C P,,(C) 1Y C P,,(C) dues varietats
algebraiques i sigui ¢ : X — Y un morfisme de varietats algebraiques. Llavors p(X) és
un conjunt tancat.

Amb aquest teorema podem obtenir la segiient proposicio.

Proposicié 2.23. Siguin X C P,(C) i Y C P,,(C) dues varietats algebraiques tal que Y
és irreductible i sigui ¢ : X — Y un morfisme de varietats algebraiques exhaustiu. Si
totes les fibres de p son irreductibles, llavors X és irreductible.

Demostracié. Provarem aquest resultat per reduccié a ’absurd. Suposem que X és
reductible, és a dir, existeixen dos subconjunts propis tancats X1, Xo C P,(C) tals que
X = X1 U Xs. Per tot element y € Y, podem escriure la fibra de ¢ en y com

e Hy) = (¢ Hy) N X1) U (¢ y) N Xa).

Ara bé, com que per hipotesi tenim que totes les fibres de ¢ sén irreductibles, doncs o bé
0 Y(y) € X1 o bé o~ Y(y) C Xa. D’aquesta manera, podem considerar els conjunts

Vi={yeY|o'ycXit=0p(X1) i Ya={yeY | '(y) CXo}=0p(Xa)

Com que tenim que Y = Y] U Ys, Y] # Y5 i, pel Teorema de I’Eliminacié (2.22)), Y7 i Y>
sén dos conjunts propis tancats, arribem a la contradiccié de que Y no és irreductible. m

2.5 Rectes en una superficie algebraica de P3(C)

En aquest apartat estudiarem l’existéncia de rectes contingudes en una superficie de P5(C)
d’un grau fixat. Ens centrarem en les superficies ciibiques per provar el Resultat

Podem parametritzar el conjunt de totes les superficies de P3(C) de grau d amb un
espai projectiu de dimensié N(d) = (dgg) — 1, doncs qualsevol superficie vindra donada
per un polinomi F' € C[Xy, X1, X2, X3] de grau d, format per (ng3) termes univocament

determinats llevat del producte per un factor no nul.
Considerarem el segiient conjunt, que anomenarem conjunt d’incidéncia,
I;= {(l,S) S Gr(1,3) X PN(d)(C) | [ C S} C P5(C) X PN(d)((C)-
Podem dotar I'espai P5(C) x P (4)(C) d'una estructura de varietat algebraica en I'espai
projectiu Psn(4)4n(a)+5(C) a partir de 'embedding de Segre, com podem veure en [Shal3|.

Amb aquest resultat també podem dotar el conjunt Gr(1,3) x Py(g)(C) d'una estructura
de varietat algebraica. Anem a estudiar el conjunt d’incidencia Ig.
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Proposicié 2.24. El conjunt d’incidéncia I; és una varietat algebraica irreductible de
dimensio N(d) —d + 3.

Demostracié. En primer lloc, anem a veure que I; és una varietat algebraica de
Gr(1,3) X Py(q)(C). Es suficient provar que la restriccié

131 ((Gr(1,3) N{xij # 0}) x Pyg)(C))

és una varietat algebraica en (Gr(1,3)N{z;; # 0}) X Py(4)(C) per qualsevol 0 < i < j < 3.
Aixo és degut al fet que els conjunts oberts (Gr(1,3) N {x;; # 0}) X Py(4)(C) sém un
recobriment de tot I'espai Gr(1,3) x Py(4)(C) i la nocié de conjunt tancat és equivalent
a ser tancat en la topologia subespai de cada obert del recobriment. Ho veurem per
1 =0,7 =1, doncs la resta de casos sén equivalents.

Tenim una bijeccié entre en el subespai Gr(1,3) N {xg; # 0} i el conjunt de rectes de
P53 que no intersequen la recta Xg = X7 = 0. Efectivament, si la recta L interseca la recta
Xy = X1 =0, llavors podem escriure

L=1[0:0:a2:a3]VI[by:by:bg:bs.

D’aquesta manera, la coordenada zg; és

D’altra banda, si L no interseca la recta Xg = X7 = 0, llavors interseca els plans Xg =0
i X7 = 0 en dos punts diferents, de manera que podem escriure la recta L com

L=[1:0:a2:a3)V[0:1:by:bs],

per tant, les coordenades de Pliicker de la recta L sén [1 : by : b : —ag : —as : agbs — agba],
doncs zg1 # 0. Aixi doncs, si tenim una recta L € Gr(1,3) N{zo1 # 0}, podem obtenir-ne
una parametritzacié a partir de les seves coordenades de Pliicker segons
L:[12330221‘03:56121:E132(L’23] —
L=[1:0:—x12:—x13]VI[0:1:zp2:mo3] =[A\: p: —Axi2 + pxoz : —Ax13 + pxos).

Considerem ara una superficie algebraica de P3(C) de grau d, que vindra donada per un
polinomi F' € C[Xy, X1, X2, X3] que podem escriure segons

F(X07 X17 X27 X3) = Z Ai077:17’52,i3X(i]0Xi1X§2X§3 .
Tenim que L C S si, i només si, FI(A: p: —Az1a + pxoz 1 —Ax13 + pxeg) = 0, és a dir,
Z Aig s in,is N (= Az12 + pwoz)? (—Awis + paos)™ = Z Prs(Tij, Aig i in,is) N 1° = 0.

Per tant, el conjunt d’incidencia I ve donat pels zeros dels polinomis Py.s(zij, Aig i1 io,iz)
que so6n lineals homogenis en els coeficients Ajg i, iz ,i5-

Com que estem treballant en un espai Gr(1,3) x Py (4)(C) amb una estructura de vari-
etat algebraica induida per I’embedding de Segre, la nocié de varietat algebraica hi canvia
lleugerament passant a ser les solucions dels polinomis bihomogenis, respectivament, en
les coordenades dels dos espais inicials, en el nostre cas en les coordenades de Pliicker
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de P'espai Gr(1,3) i en les coordenades de Py (4)(C). Ara bé, en estar treballant en una
restriccié afi de l'espai Gr(1,3), no esperarem homogeneitat en aquestes coordenades.
Aix{ doncs, com que el conjunt d’incidéncia I; ve donat per la solucié de polinomis en les
coordenades de Gr(1,3) i de Py4)(C) i, en aquestes darreres, sén homogenis, tenim que
14 és una varietat algebraica.

Per provar que I és irreductible i poder-ne calcular la dimensid, considerem la segiient
projeccid

m : Ig — Gr(1, 3).

Com que podem expressar la projeccié com una aplicacié polinomica, tenim que w1 és un
morfisme de varietats algebraiques.

Sigui L € Gr(1,3) una recta qualsevol. Suposem que la fibra 7 (L) és isomorfa
a IP’N(d)_d_l((C). Tenim que 7; és exhaustiva, doncs per cada recta podem trobar un
superficie que la contingui. Com que Gr(1,3) és irreductible i totes les fibres de m; sén
irreductibles, en ser isomorfes a PN(d)_d_l(C), pel Teorema m tenim que I; és una
varietat algebraica irreductible. Aixi mateix, pel Teorema de la Dimensié de les Fibres

obtenim que
dim Iy = dim Gr(1,3) + dim7~*(I) =4+ N(d) —d — 1 = N(d) — d + 3.

Només ens queda veure que 7} '(L) és isomorf a P N(d)—d—1(C). Escollim les coordenades
de manera que la recta L tingui equacié X9 = X3 = 0. Sigui S una superficie qualsevol
de grau d, que ve donada pel polinomi F' € C[Xy, X1, X2, X3]. Tenim que la superficie S

conté la recta L si, i només si, els coeficients dels termes Xf)l, Xg_le, el Xf sén nuls.
Aix0 s6n d + 1 equacions linealment independents, per tant la fibra és una varietat lineal
de Py (4)(C) de co-dimensié d + 1, doncs és isomorfa a Py 4)—q—1(C). m

Centrem-nos ara en les superficies cibiques de P3(C).

Proposicié 2.25. Tota superficie algebraica cibica de P3(C) conté una recta.

Demostracio. Considerem la projeccio
o @ I3 — PN(3)(C)

De la mateixa manera que abans, com que podem expressar la projeccié com una aplicacié
polinomica, tenim que my és un morfisme de varietats algebraiques. Per la Proposicié
m tenim que dim I3 = N(3) — 3 + 3 = N(3), per tant tenim que I3 i Py(3)(C) tenen
la mateixa dimensié. Volem veure que ’aplicacié w5 és exhaustiva, doncs llavors tota
superficie S € P 3)(C) conté una recta. Suposem que I'aplicacié no és exhaustiva.

Pel Teorema de I’Eliminacié tenim que 72(I3) =Y C Py3)(C) és un conjunt
tancat i, com que I3 és irreductible i ¢ és un morfisme de varietats algebraiques, també
és irreductible. També tenim que dimY < dim Py 3)(C), perque en cas contrari podriem
completar la cadena de varietats algebraiques amb Y C Ppy3)(C) i arribarfem a una
contradiccié. Llavors, pel Teorema de la Dimensié de les Fibres tenim que totes
les fibres tenen dimensié més gran o igual que dim I3 — dimY > 0. Per tant, si provem
I'existencia d’una fibra de dimensié zero haurem arribat a una contradiccié i, per tant
tindrem que el morfisme 7o és exhaustiu.

Anem a provar, doncs, l'existéncia d’una superficie amb un nombre finit de rectes.
Considerem la superficie S donada pel polinomi F' = Xy X X5 — Xg’. La interseccié de
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la superficie S i el pla IT amb equacié X3 = 0 consisteix exactament en tres rectes. Per
altra banda, les rectes contingudes en S pero no al pla Il podem trobar-les considerant
X3 = 11 estudiar la restriccié afi de la superficie S, que vindra donada pel polinomi
f = XoX1X5 — 1. Sigui L una recta qualsevol, que podem parametritzar segons

(ap, a1, a2) + A(vp,v1,v2), amb X € C
Si L C S tenim que
(ap + Avo) (a1 + Avr)(ag + Ave) =1, VA €C,
per tant, obtenim el segilient sistema d’equacions

ajasaz — 1
viaz2a3 + a1v2a3 + ajazvz = 0
V10203 + v1a203 + a1v2v3 = 0

V10VV3 = 0.

Per la primera equacié obtenim que tots els termes a; # 0 i per la quarta equacié obtenim
que algun terme v; = 0. Ara bé, per la tercera equacié obtenim que hi ha un segon terme
v; = 0. Finalment, per la segona equacié obtenim que tots els termes v; = 0. Per tant,
com que la recta L es redueix al punt (ag,a1,a2), no hi ha més rectes contingudes a la
superficie S. ]

Havent provat la existéncia de com a minim una recta continguda en qualsevol su-
perficie ctibica de P3(C), anem a estudiar les superficies ctiibiques regulars. Enunciem, en
primer lloc, un lema que utilitzarem més endavant.

Lema 2.26. Sigui S C P3(C) una superficie algebraica regular cibica. Llavors

a) no existeizen tres rectes independents L1, Lo, Ls C S i un punt p € S tals que les
tres rectes L1, Lo, Ly passen pel punt p;

b) no existeiz un un pla I C P3(C) que intersequi la superficie S en una recta doble i
una tercera recta.

Demostracié. Per provar (a) suposem que Ly, Lo, L3 C S sén tres rectes contingudes en
S tals que existeix un punt p € S pel qual p € L1NLoNL3. Siles rectes séon independents,
no estan contingudes en un mateix pla i, per tant, generen tot ’espai projectiu P3(C).
Aixi doncs, I'espai tangent TPS té dimensio 3, el qual contradiu el fet que p sigui un punt
regular.

Per provar (b) suposem que la superficie S ve descrita pel polinomi F' € C[ Xy, X1, X2, X3].
Suposem que el pla II, amb equacié Xy = 0, interseca la superficie S en 2L + L', on
L,L’" C S sén rectes. Podem escollir les coordenades de manera que les equacions de la
recta L siguin Xg = X; = 0 i de la recta L’ siguin Xy = X5 = 0. Llavors, el polinomi F
pren la forma

F(Xo, X1, X2, X3) = X7 X + XoQ(Xo, X1, X2, X3),
on @ € C[Xp, X1, X2, X3] és un polinomi homogeni tal que deg G = 2. Llavors tenim que

oQ X7+ Xo—t %9 XOaQ)

0X 0X3

0
VF = (Q-i—Xoa;g 2X1X2+X06X
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Ara bé, en la interseccié de la recta L amb la superficie quartica S” = V(Q) hi ha
necessariament punts singulars de la superficie S, el qual contradiu que S sigui regular. m

Prenem una superficie ctbica regular S = V(F) C P3(C) i sigui F' € C[Xo, X1, X2, X3]
un polinomi reduit. Com hem vist anteriorment, podem assumir que existeix una recta
L C S. Escollint les coordenades adequadament tenim que la recta L ve descrita per les
equacions Xg = X7 = 0. D’aquesta manera, el polinomi F' pren la forma

F(Xo, X1, X2, X3) = A1(Xo, X1) X3 + B1(Xo, X1) X3 + 2D1 (X0, X1) X2 X3+
+ 2E2(X0,X1)X2 + 2F2(X0,X1)X3 + Og(X(), Xl),

on Ay, By, D1, Es, Fy, C3 sén polinomis homogenis i el seu subindex denota el seu grau.

Considerem ara el pla I, donat per 'equacié X; = AXj, de manera que L C II,. La
interseccié S NIIy resulta en la linia L i una conica residual . Volem estudiar per quins
valors del parametre A\ aquesta conica @)y esdevé dues rectes diferents. Veiem aquest
resultat amb el segiient lema.

Lema 2.27. En la notacio anterior, hi ha exactament 5 valors del parametre A pels quals
la conica Q) esta formada per dues rectes diferents. En particular, hi ha exactament 10
rectes diferents contingudes a S que intersequen la recta L.

Demostracio. Si substituim X; = AXg en 'expressio del polinomi F' obtenim

F =X (Al(l, )\))(22 + Bl(l, )\)Xg + 2D1(1, )\)X2X3+
2XOE2(1, )\)XQ + 2X()F2(1, )\)X3 + ch;g(l, )\)

Per tant, podem escriure la matriu de la conica ) en les variables X, X2, X3 com

Co(1LA) Fa(LA) Es(1,\)
My= [ B(1,N) Bi(1,A) Di(1,))
Ex(1,A) Di(1,A)  Ai(1,0)

Notem que p(A\) = det M) € C[A] és un polinomi tal que degp(A) < 5. Podem assumir
que p(A) # 0, doncs llavors per qualsevol valor de A la interseccié S NIIy dona lloc a tres
rectes, perd hem vist que en general el nombre de rectes contingudes a la superficie S és
un nombre finit. Tenim que per les arrels d’aquest polinomi la conica @) és degenerada.
Podem assumir que A = 0 és una arrel del polinomi p()), el qual correspon al cas en que
el pla Iy té equacié X1 = 0 i interseca la superficie S en tres rectes, L, L1 i Lys. Notem
que aquestes rectes sén necessariament diferents per ’apartat (b) del Lema m

A continuacié anem a veure que A = 0 és una arrel simple del polinomi p(A). Amb el
mateix raonament aplicat a qualsevol de les altres arrels obtenim que en la superficie S
hi ha exactament 5 coniques @ degenerades. Considerem els segiients casos:

Si L1 N Ly & L. Podem escriure el polinomi F' com
F =2XoXo X3 + X1Q(Xo, X1, X2, X3),
on @ € C[Xy, X1, X9, X3] és un polinomi homogeni amb deg G = 2 de la forma

aXg +bX? +cX2 +dX3 4+ 2eXoX1 + 2f Xo X2 + 29X X3 + 2h X1 Xo + 21 X1 X3 + 27 X2 X3.
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Si substituim X; = AXj, la matriu de la conica ) en les variables Xg, X2, X3 és

aX+2eX? + X3 fFA+AAZ gh +iN?
My = FA+hA? cA 1+ 5
g\ + )2 144\ d\

Aix{ doncs, el polinomi p(\) pren la forma

a+2eX+bA2 fA+RhAZ gh 42 a 0 0
p(A) =X\ f4+hA cA L+4A [=A[f 0 1] +0(\) = —aX+0(\?).
g+ 144X X g 1 0

Ara bé, necessariament tenim que a # 0, doncs en cas que a = 0 obtenim que el punt
qg=(1,0,0,0) € S és singular, ja que

9Q

X
8 7Q+ 159~v

,2X0X3+ X ,2X0Xo + X
X, 0X3 + 18X 0X2 + 18X3
i, per tant, VF(q) = (0,0,0,0). Aixi doncs, A = 0 és una arrel simple del polinomi p(\)
i aquest polinomi no és trivial. Per tant, existeixen plans que intersequen la superficie S
en la recta L i una conica no degenerada, i podem assumir que el pla Il n’és un.

Finalment, de I'expressié que hem provat anteriorment del polinomi p(A) obtenim que
el coeficient del terme de grau 5 és

e
Il
S~
.0
Q. =

Ara bé, notem que p = 0 si, i només si, la conica Q(0, X1, X2, X3) = 0 és degenerada,
pero aixo suposa que el pla Iy interseca la superficie S en tres rectes, arribant aixi a una
contradiccié. Per tant, tenim que degp(\) = 5.

Si L1 N Ly € L. En aquest cas podem escriure el polinomi F' com
F=2X0X3(Xo — X3) + X1Q(Xo, X1, X2, X3)
on @ € C[Xy, X1, X2, X3] és un polinomi homogeni amb deg G = 2 de la forma
aXg +bX? +cX3 +dX5 4+ 2eXoX1 + 2f Xo X2 + 29X X3 + 2h X1 Xo + 21 X1 X3 + 27 X2 X3.
Si substituim X7 = AXj, la matriu de la conica ) en les variables X, X5, X3 resulta

aX+2eX? +bX3  FA+RAZ gh+idZ+ 1
M, = fA+ hA? ) JA
gA+id2 +1 JA dx—1

Aixi doncs, el polinomi p(\) pren la forma

aX+2eX2+bX3 fHhN gA+iN2+1 0 f 1
pA) = A fA+RN c A =A0 ¢ 0]+00)=—-cA+0N).
gA+iX2 41 j d\—1 1 5 -1

Ara bé, necessariament tenim que ¢ # 0, doncs en cas que ¢ = 0 obtenim que el punt
qg=(0,1,0,0) € S és singular, ja que

9Q
9Xo

oQ oQ

’Q+X16X XlaX

0
VF = <2X3(2X0 — X3) + X = 2X0(Xo — 2X3) + X) —o @ >

0X3
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i, per tant, VF(q) = (0,0,0,0). Aixi doncs, A = 0 és una arrel simple del polinomi p(\) i
aquest polinomi no és trivial. Podem veure que degp(A) = 5 amb un argument identic a
I'altre cas. u

Finalment, obtenim el resultat buscat en aquesta seccio.

Teorema 2.28. Tota superficie cibica regular conté 27 rectes.

Demostracié. Sigui S C P3(C) una superficie ctibica regular. Fixem un pla II que
interseca la superficie S en tres rectes L1, Lo, L3, 'existencia del qual ens ve donada pels
arguments exposats en el Lema Tota recta L continguda a la superficie S interseca
el pla I, per tant interseca alguna de les rectes L;, i només una per l'apartat (a) del Lema
Aix{ doncs, totes les rectes contingudes a la superficie S o bé intersequen una de les
rectes L; o bé son les rectes L; contingudes al pla II.

Pel Lema [2.27] hi ha 10 rectes diferents contingudes a la superficie S que intersequen
L1, pero dues sén Ly i Lg. Per tant, hi ha 8 rectes diferents fora del pla II que intersequen
L;. Podem assegurar el mateix de les rectes Lo i L3. Per tant, el nombre total de rectes
contingudes en la superficie S és 3 - 8 + 3 = 27, com voliem veure. [

En la Figura [7] podem veure una representacié de la superficie de Clebsch, una su-
perficie ctbica regular per la qual les 27 rectes es poden definir sobre els nombres reals.

Figura 7: Les 27 rectes de la superficie de Clebsch. Font: |[Ega22]
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3 27 rectes i 28 bitangents

En aquesta darrera seccié volem trobar una relacié entre les 27 rectes inscrites en una
superficie cibica regular de P3(C), que hem vist en el Teorema m i les 28 rectes
bitangents d’una corba plana quartica regular, que hem vist en el Corol-lari [I.55]

Aquest resultat es pot trobar a [Bel+09], en que s’utilitza diversos resultats de Teoria
de Feixos i de Geometria Algebraica. Proposarem una solucié que eviti utilitzar moltes
eines que s’escapin de 'abast d’aquest treball.

3.1 Blow-Up o Esclatament

En aquest apartat introduirem el blow-up o esclatament, un resultat que necessitarem per
solucionar el problema que volem resoldre. Anem a definir-lo.

Definicié 3.1. Sigui P,(C) un espai projectiu i sigui p € P,(C) un punt. Definim el
blow-up de l’espai P,(C) al punt p com el subconjunt de P,(C) x P,_1(C) tal que

By (Pn(C)) := ({p} X Pn1(C)) U{(2, L) € (Pn(C) \ {p}) X Pr1(C) |z € L},

on P,_1(C) denota el conjunt de rectes de P,(C) que passen pel punt p.

Podem interpretar el blow-up B,(P,(C)) com el conjunt d’elements (x,L) € P,(C) x
P,,—1(C) tals que L és una recta que passa pel punt p i conté el punt z. Notem que tots els
elements de la forma (p, L) estan continguts al blow-up B,(IP,,(C)). Més endavant veurem
que aquest elements formen el divisor excepcional del blow-up.

Considerem ara un punt qualsevol p € P,,(C) . Amb ’eleccié adequada de coordenades
podem assumir que p = (1:p; :...: p,). En aquestes coordenades podem veure que un
element ((zo:x1:...:2,),(21:...:2,)) € Py(C) x P,,_1(C) esta contingut al blow-up
B,(P,(C)) si anul-la els polinomis

(Xs —pi)Z; — (X —pi)Zi, amb 1 <1i,j <n.

Aixi doncs, podem dotar el blow-up B,(P,(C)) d'una estructura de varietat algebraica.
Considerem ara la projeccio

7 : By(Pr(C)) — P, (C)
(x,L)=((zo:21: ..t xn),(21:...:2p)) —x=(T0:21:...:Ty).

Com que podem expressar la projeccié com una aplicacié polinomica, tenim que 7 és un
morfisme de varietats algebraiques. Aquest morfisme ens permet definir formalment el
divisor excepcional.

Definicié 3.2. Sigui P,,(C) un espai projectiu, sigui p € Pp,(C) un punt i sigui B,(IP,(C))
el blow-up de lespai P,,(C) al punt p. Anomenem divisor excepcional del blow-up
B,(P,,(C)) al conjunt

E =7 ({p}) C By(Pu(C)).

En la Figura 8 podem veure una representacié conceptual del blow-up B, (P2(C)).
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Figura 8: Blow-up del pla P2(C) al punt p. Font: [Maul§]

A continuacié anem a generalitzar la definicié de blow-up en una varietat algebraica.

Definicié 3.3. Sigui P,,(C) un espai projectiu, sigui X C P,(C) una varietat algebraica
i sigui p € Pp(C) un punt. Definim el blow-up de la varietat algebraica X al punt
p com

By (X) := 71X\ {p}),

és a dir, la clausura de 71X \ {p}) en B,(P,(C)) amb la topologia de Zariski.
Anomenem divisor excepcional del blow-up B,(X) al conjunt

E = (nlg,x) " ({p}) C By(X).

Anem a interpretar el blow-up B,(H) d’una hipersuperficie algebraica H C P, (C).
Notem que la projeccié 7 és un isomorfisme quan en considerem la restriccié a B, (P, (C))\
7~ (p). Aixi doncs, B,(H) \ 7~ 1(p) és isomorf a H \ {p} i tenim que 7~ 1(H \ {p}) esta
format pels elements (x, L) tals que x € H i L és una recta que passa pel punt p i conté
el punt z.

Amb la segiient proposicié anem a donar una representacié com a conjunt del blow-up
B,(H) d’una hipersuperficie algebraica H.

Proposicié 3.4. Sigui P,(C) un espai projectiu, sigui H C P,(C) una hipersuperficie
algebraica i sigui p € P, (C) un punt. En la notacid anterior, podem expressar el blow-up
B,(H) de la hipersuperficie algebraica H al punt p com

By(H) =n""(H\{p}) U ({p} x TC,H).

Demostracié. Hem de veure que B,(H) N E = ({p} x TCpH). En primer lloc, si

escollim un sistema de coordenades de manera que p = (1 : 0 : ... : 0) tenim que els
punts de la forma ((zg: 21 :...: @), (21:...:2,)) € 7 Y(H \ {p}) anullen la familia de
polinomis

XZ'Z]' — XjZi, amb 1 < i,j <n.

Aix{ doncs, tenim que 7 ((zo @1 : ... @) = (o w1 1 ... i mp), (21 ... 2 ).
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Fixem ara un obert aff C" de P,,(C). Podem identificar els elements L € P,,_;(C) amb
les classes modul producte per un escalar k € C dels vectors v € C™ \ {0} de manera que
v és un vector director de la recta L, considerant en C™ una estructura d’espai vectorial.
Situem-nos en l'espai C" x P,,_1(C).

Per veure que ({p} x TCp,H) C B,(H) N E prenem un punt ¢ ¢ TC,H i una recta
L € TCpH, que sera una recta tangent a la superficie S al punt p. La interseccié del pla
II = q v L amb la hipersuperficie H forma una corba plana continguda al pla II. Podem
considerar una parametritzacié local d’aquesta corba en un entorn del punt p, que vindra
donada per una col-leccié de funcions analitiques x;(s) tals que

x(s) = (x1(8),...,zp(s)) 1 x(0)=p.

En cas que p sigui un punt singular, podem prendre una parametritzacié local d’una
branca de la corba per la qual la recta L sigui tangent al punt p. Si calculem ’antiimatge
per la projeccié w de qualsevol punt diferent de p de 'entorn en qué hem definit la
parametritzacié local obtenim que

7 (2(s)) = ((21(s), -, 2n(9)), (21(5), - -, 2n(s))) =
<(:B1(s), o zn(8)), (xls(s),...,w”f)>> ,

on hem usat que els vectors (z1(s),...,zn(s)) 1 (

Aixi doncs, veiem que

lim W_l(x(s)) = ((931(0), ...,z (0)), (x'l(()), e ,ac,:l(()))) = (p,L),

s—0

on (27(0),...,2},(0)) correspon al vector tangent de la corba al punt p en la parametrit-
zaci6 local. Aixi doncs, el punt (p, L) esta a I’adheréncia de 7=*(H \ {p}), com voliem

veure.

D’altra banda, anem a veure que B,(H) N E C ({p} x TC,H). Com que els punts
(p,L) € B,(H) N E es troben a l'adheréncia 7~ 1(H \ {p}), ens hi podem aproximar
a través d’una successié d’elements (z, L,), amb z punts d’una corba continguda a la
hipersuperficie H, que podem prendre sobre un pla. Ara bé, com que fora del divisor
excepcional E la projeccié 7w és un isomorfisme, també podem considerar la successio
d’elements 7(x, L;). Tenim que el limit de les dues successions ens han de portar al
mateix lloc i ja hem vist que, amb aquesta construccio, el limit ens porta a un element

de la forma (p, L), amb L € TC,H. n

Finalment, considerem la segiient projeccid, que utilitzarem més endavant

on : By(H) — Pr1(C)

(z,L)=((zo:21:...:xn),(21:...02n) —> L=(21:...:2p).

De nou, com que podem expressar-la en termes de polinomis, tenim que @y és un morfisme
de varietats algebraiques.
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3.2 De 27 rectes a 28 bitangents

En aquest apartat final construirem un metode per transformar les 27 rectes inscrites en
una superficie algebraica ciibica regular de P3(C) en les 28 rectes bitangents d’una corba
plana quartica regular. Aquest resultat només el provarem per a una superficie cibica
regular general. Anem a donar un esquema del procediment que seguirem.

En primer lloc, prendrem una superficie ctibica regular S C P3(C) general, fixarem
un punt p € S no contingut en cap recta de la superficie i fixarem un pla II C P3(C)
complementari al punt p.

Llavors, considerarem 'aplicacié que projecta els punts x € S\ {p} a la interseccié de
la recta = V p amb el pla II

S\{pt — 1
x — (zVp) NIL
Aquesta aplicacié l'estendrem a través del blow-up B,(S) de la superficie S al punt p.

Per aix0, considerarem la projeccié ¢g del blow-up B,(S) a P2(C), el conjunt de rectes de
P5(C) que passen pel punt p, i n’intersecarem la imatge amb el pla II, obtenint

p:S\{p} — B,(S) —1I
x— (z,L) — LNII = (zVp) NII,
on l'aplicacié S\ {p} — B,(S) ve donada per l'isomorfisme S\ {p} — B,(S5) \ E.

Podem veure que la fibra d’aquesta aplicacié en un punt y € II general esta formada
per dos elements. Aix0 es deu al fet que la recta yV p interseca la superficie S, en general,
en tres punts, 1, x2 i el punt p. Llavors, la fibra general consisteix en els elements x7 i
xZo.

Veurem que podem definir una corba plana quartica C continguda al pla II a partir
del conjunt de punts pels quals la fibra de ’aplicaci6 esta formada per només un element,
és a dir, quan la recta L és tangent a la superficie cubica S. Aix{ mateix, també veurem
que la projeccié amb D'aplicacié anterior dels punts de qualsevol recta continguda a la
superficie S dona lloc a una recta del pla II que és bitangent a la corba C.

Finalment, demostrarem que el divisor excepcional E del blow-up B,(S) intersecat
amb el pla II també dona lloc a una nova recta del pla II bitangent a la corba C.

Anem a veure-ho en detall.

Sigui S C P3(C) una superficie cibica regular. Pel Teorema la superficie S conté
27 rectes. Podem escollir les coordenades de manera que dues d’aquestes rectes, Ly i Lo,
vinguin donades per les equacions

L1:X0:X1:0 LQ:X2=X3=0.
Amb tot aixd, podem associar a la superficie S un polinomi F' € C[Xy, X7, X2, X3]
que podem escriure segons
F = XoGo + X1Gq,
on Gy, G; € C[Xy, X1, X2, X3] s6n polinomis de grau 2 de la segiient forma

Go = a22X3 + azz X3 + 2a02 X0 X2 + 2a03 X0 X3 + 2a12X1 X2 + 2a13X1 X3 + 2023 X2 X3
G1 = boa X3 + b33 X35 + 2b02 X0 X2 + 2bo3 X0 X3 + 2012 X1 X2 + 2b13X1 X3 + 2b23 X2 X3
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Fixem un punt p € S que no estigui contingut en cap de les 27 rectes de la superficie
S. Escollint les coordenades adequadament podem escriure p = (1 :0: 1 :0). Com que
el polinomi F' s’ha d’anul-lar en el punt p, obtenim que ass + 2ags = 0.

Fixem també un pla II C P5(C) qualsevol que no contingui el punt p. En particular,
podem prendre el pla donat per I’equacié Xy = 0.

Sigui B, (.5) el blow-up de la superficie S al punt p. Considerem I’extensi6 de ’aplicaci6
S\ {p} — 1II a través de B,(S), que tal com hem vist abans podem escriure com
@ : S\ {p} — By(S) —1I
x— (z,L) — LNII = (zVp) NIL

Notem que un element = = (z¢ : x1 : x2 : x3) € S\ {p} qualsevol es projecta a

((ko:x1:xo:x3)V(1:0:1:0)NII=(0:21: 22 —x0: T3).

Anem a veure que podem construir una corba quartica regular al pla II a partir de
I’anterior aplicacié.

Proposicié 3.5. Amb la notacic anterior, si la superficie cubica S és suficientment
general, el conjunt de punts del pla II pels quals la fibra de Uaplicacid ¢ esta formada per
només un punt formen una corba plana quartica.

Demostracié. Prenem un punt y € II del pla, que és de la forma y = (0: a : 3 : 7).
Podem escriure un punt qualsevol de la recta L = y V p segons la segiient parametritzacié

(A, po, A+ pfB, pry), amb A, p € C.

Per poder calcular la fibra de ’aplicacié ¢ en el punt y anem a calcular la interseccié de
la recta L i la superficie S. Si substituim la parametritzacié d’'un punt qualsevol de la
recta L al polinomi F' de la superficie obtenim que els punts d’intersecci6é de la recta L i
la superficie S satisfaran la segiient equacié

)\(CLQQ()\ + Hﬂ)2 + a3372,u2 + 2a02)\()\ + /L,B) + 2a03)\u’y +
2a19u0(A + pfB) + 2a13p’ay + 2as3(A + pB)py) +
pce(baa (A + pB)? + bazy* 11 4 2boa M(A + pB) + 2bos Ay +
2b1op(A + p1f3) + 2bizpary + 2baz(A + pfB)py) = 0
Si tenim en compte que ags + 2agz = 0, obtenim que el terme A3 s’anul-la. D’aquesta

manera, podem treure un factor comui p i podem escriu I'anterior equacié de la segiient
manera

n (020)\2 + Crip+ COQMZ) )
on els coeficients Cy, C11, Co2 € Cla, 8,7] venen donats per

Coo = agef + 2ap37 + 2a120 + 2a937 + baaax + 2bp20v,

C11 = anfB? + aszy? + 2a12a3 + 2a130y + 2a23 87 +
2bagaf + 2bgaaB + 2bgzary + 2b12a% + 2ba3ry,

Co2 = basaB% + byzay? + 2b120° B + 2b13a%y + 2baza By,
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Notem que la solucié p = 0 de I'anterior equacié esta associada al punt p = (1:0:1:0)
d’interseccio6 de la recta L i la superficie S.

Volem buscar els punts y € II tals que la fibra de ’aplicacié ¢ en aquests punts
estigui formada per només un element, és a dir, tals que la recta L interseca la superficie
S en només un punt diferent de p. Aquesta condicié és equivalent a que el polinomi
CooA? + Cri A + Coop® només tingui una solucié, per tant hem de considerar els punts y
del pla II en que s’anul-la el discriminant d’aquest polinomi, que podem escriure com

D = 0}, — 4CCo2 € Cla, 8,7

Notem que el conjunts de punts en que s’anul-la el polinomi discriminant D defineix una
corba plana quartica C' = V(D) continguda al pla II, com voliem veure.

Ens queda veure que, si la superficie S és suficientment general, aquesta corba és
regular. Podem parametritzar el conjunt de totes les corbes planes quartiques de Py(C)
amb Despai projectiu P14(C), ja que qualsevol corba plana quartica vindra donada per
un polinomi homogeni F' € C[Xy, X;, X5] de grau 4, format doncs per 15 coeficients
Unicament determinats llevat del producte per un factor no nul. D’altra banda, hem vist
que podem parametritzar les superficies cibiques regulars de P3(C) amb 13 coeficients tals
que dos dels coeficients estan repetits i que de nou tots els coeficients estan univocament
determinats llevats d’'un producte per un escalar no nul. Per tant, la parametritzacié
de les superficies ciibiques de P3(C) ve donada per l’espai projectiu P1o(C). Aixi doncs,
tenim que amb la familia de superficies ciibiques no podem obtenir totes les quartiques,
siné només la imatge de l'espai P1o(C) en lespai P14(C) de les quartiques, que és un
tancat per Teorema de I’Eliminacié .

Dins de lespai P14(C) considerem el conjunt de les quartiques regulars, que és un
obert en la topologia de Zariski perque les quartiques singulars sén aquelles a les quals
se’ls anul-la el gradient i, per tant, defineixen un conjunt tancat, que no és el total perque
tenim quartiques no singulars.

Finalment, necessitem veure que el conjunt tancat imatge de I’espai P1¢(C) i I'obert de
les quartiques regulars es tallen. En tal cas, com que els conjunts oberts en la topologia
de Zariski s6n densos en tots els subconjunts, tenim que ’obert de les quartiques regulars
és dens en el subconjunt tancat imatge de 'espai P1o(C), amb la topologia de Zariski
induida per ser un subespai tancat, per tant obtenim que, en general, la quartica que
obtenim a partir d’una superficie ctibica regular de P1o(C) és regular. Aix{ doncs, només
ens falta veure que els dos subconjunts es tallen, és a dir, que existeix una cubica regular
associada a una quartica també regular.

Considerem la superficie cubica donada pel polinomi
F=XoX3 - X2Xy + XoX2 + X1 X5 + X7 X3,

que correspon a considerar age = 1, age = —%, aszz = 1, boo =11 b3 = % Per veure que
aquesta superficie és regular considerem el gradient del polinomi F'

VF = (X3 —2XoXo + X2, X2 +2X1X3,2X0 Xy — X2 +2X1X2,2X0X3 + X7)

i veiem que no s’anul-la en cap punt p € P3(C). Si X; = 0 obtenim la solucié trivial, que
no és possible en P3(C). Per contra, prenent X; = 1, obtenim que Xg, X2, X3 # 01 el
problema es redueix a provar que els polinomis

fi=X>+4X3-38 fo=2X"+2X% -1
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no tenen cap arrel comuna. Com que la resultant Ry, s, # 0, pel Teorema [A.2] obtenim
el resultat que busquem.

Utilitzant I’expressié analitica que hem trobat anteriorment, podem associar a aquesta
superficie cubica la corba quartica que ve donada pel polinomi
D = 8* + 4 4+ 40892 + 28292 — 4028y — 4a°y.

De nou, per veure que la corba és regular considerem el gradient del polinomi D

VD = (487* — 8afy — 1207y,48° + 4ay® + 487° — 4a’y,
493 + 8afy + 48%y — 4028 — 40°)
i veiem que no s’anul-la en cap punt de la corba quartica amb un argument similar al que
hem fet servir per provar que la superficie era regular. Si v = 0 obtenim la solucié trivial,

que no és acceptable, i si prenem v = 1 obtenim que « # % i el problema es redueix de
nou a provar que els polinomis

g1 =27X*—19X3 +11X%2 - 5X +1 go=2X*—4X34+9X? —5X +1
no tenen cap arrel comuna. Com que la resultant Ry, g, # 0, amb el Teorema[A.2) obtenim

el resultat esperat. [

Amb la segiient proposicié trobem la relacié entre les rectes inscrites a la superficie S
i les rectes bitangents de la corba C.

Proposicié 3.6. Amb la notacid anterior, la projeccid de qualsevol recta inscrita a la
superficie S dona lloc a una recta al pla Il bitangent a la corba C.

Demostracio. Per provar aquest resultat sera suficient estudiar la projeccié de la recta
Ly C S, donada per les equacions Xo = X3 = 0, doncs aquesta recta s’ha escollit amb tota
generalitat. Si prenem un punt qualsevol d’aquesta recta, ¢ = (z¢ : 1 : 0 : 0), obtenim
que es projecta al punt (0 : x; : x2 : 0). Per tant, la projecci6 de la recta Ly dona lloc a
una recta del pla IT que, en les coordenades locals (0 : « : 5 : v) del pla, té equacié v = 0.

Considerem la interseccié d’aquesta recta amb la corba plana quartica C. Podem
trobar els punts d’interseccié prenent v = 0 en 'expressié del polinomi de la corba C i,
d’aquesta manera, obtenim el segiient

(Cll(aa B) O))2 - 4020(Ol, Ba O)COQ(O" 57 O) =0 =
a358* + dagar2a® + dasnboraf® — dagnbina®f? + dajpa®f® +
+ 8@12[)02&252 — 8CL12[)120¢3,8 + 4b32042ﬁz — 81)02[)12&3,8 + 41)%2044 =0.
Si fem el canvi ags = —2age, podem obtenir la segiient factoritzacio
4a,B* — 8ageaiaa B — 8ageboaa® + 8agebiza® B2 + dajea’B? +
+ 8(112[)02042,32 — 8@12[)12&35 + 4[)(2)2042,32 — 8[)02[)12&35 + 45%2044 =0 =
4 (ag2/* — (a12 + bo2)a + b120z2)2 =0 =

4o/ (51204 — (a12 + bgg)ﬁ)2 =0, siage =0
4 (20008 — azy)? (20028 — ax_)? =0, siagy # 0

on x4 = a2 + bo2 + v/ (a12 + bo2)? — dagabiz i 2— = a1z + boz — /(@12 + bo2)? — dapzbia.
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D’aquesta manera, obtenim que la interseccié de la corba plana quartica C' i la recta
obtinguda de la projeccié d’una de les rectes contingudes a la superficie .S consisteix en
dos punts diferents amb multiplicitat d’interseccié 2 en cadascun. Aixi doncs, la recta és
una bitangent de la corba C. [

Per acabar, anem a trobar la darrera recta bitangent de la corba quartica.

Proposicié 3.7. Amb la notacié anterior, la interseccié del divisor excepcional E del
blow-up B, (S) amb el pla II dona lloc a una altra recta bitangent de la corba C.

Demostracié. Escollim les coordenades de manera que p = (1 : 0 : 0 : 0), el pla II
vingui donat per 'equacié Xg = 0 i el pla tangent de la superficie ctibica S al punt p sigui
TCpS = V(X1). Notem que la interseccié de E = T'C,S i el pla II dona lloc a una recta
del pla II definida per les equacions

LZXO:X1:0.

Hem de veure que aquesta recta L és una bitangent de la quartica C. Pel Teorema de
Bezéut ((1.15)), una recta L i una corba C plana quartica es tallen en 4 punts, comptats
amb multiplicitat. Anem a veure el comportament d’aquests quatre punts d’interseccio.

En el sistema de coordenades que hem escollit tenim que la superficie cibica S ve
descrita per un polinomi F' € C[Xy, X1, X2, X3] que podem escriure com

F= X3X1 + Xo (a22X22 + a3 X2 X3 + a33X§ + XlGl) + I3,

on Gy, F5 € C[Xy, Xy, X3] sén polinomis homogenis de grau 1 i 3, respectivament. Si
intersequem la superficie ctibica S amb el pla tangent T'C},S de la superficie al punt p
obtenim una corba plana ctibica C’ continguda al pla X; = 0 i definida pel segiient
polinomi

F' = Xo (a22X22 + a93 X2 X3 + CL33X§) + F3.

Podem assumir que el punt p és un punt doble nodal de la corba C’; que és equivalent a
suposar que hem escollit la superficie ctibica S de manera suficientment general perque
se satisfaci la condicid a§3 — 4dagsags # 0. Llavors tenim que ord,C’ = 2 i el con tangent
TC,C' de la corba C” al punt p esta formada per dues rectes diferents.

D’aquesta manera, si considerem la interseccié d’una recta L’ qualsevol del pla tangent
TC,S amb la corba C’, que pel Teorema de Bezdéut (|1.15)) es tallen en 3 punts comptats
amb multiplicitat, podem trobar-nos amb el segiient:

oo wHu{p} ambmulty(L'NCY) =2 i multy (L'NCY) =1,
{r} amb mult, (L' N C") = 3.

En el primer cas, la recta L’ talla la corba cibica C’ en els punts p i p’, pero no és tangent
en cap d’aquests punts, doncs mult,, (L' N C") # ordy, (C’) per p; € {p,p'}. Aixi doncs,
el punt de la recta L en que s’intersequen el pla II i la recta L’ no esta contingut a la
corba quartica C. En el segon cas, la recta L’ talla la corba ctibica C’ en el punt p i, com
que mult,(L' N C") > ord,(C’), tenim que la recta L’ és tangent al punt p. En aquest
cas, doncs, tenim que el punt de la recta L en que s’interseca el pla II i la recta L’ esta
contingut a la corba quartica C.
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Ara bé, com que p és un punt doble nodal de la corba C’ i el con tangent TC,C’ de
la corba C’ al punt p estd format només per dues rectes tangents, només tindrem dos
punts en que la recta L interseca la corba quartica C. D’altra banda, amb un canvi de
coordenades podem intercanviar les dues rectes del con tangent T'C,,C", aixi que el com-
portament local en els dos punts d’interseccié amb la recta L ha de ser el mateix. Aix{
doncs, la multiplicitat d’interseccié és 2 en cada punt. Per tant, tenim que la recta L
també és una recta bitangent de la corba quartica C', com voliem veure.

Notem que podem assumir que la recta L és diferent de les bitangents que hem obtingut
projectant les rectes L contingudes a la superficie S si prenem el punt p de manera
suficientment general perque el con tangent T'C},S no contingui cap de les rectes L,. =

D’aquesta manera podem concloure que hem trobat totes les 28 bitangents de la corba
quartica C’, com ens assegura el Corol-lari m
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Conclusions

Aquest treball ha representat una introduccié molt interessant a la Geometria Algebraica
i ens n’ha permes obtenir una descripcié acurada de diversos conceptes i resultats basics.

En aquest sentit, el plantejament inicial de dos resultats 1[0.2]1 la seva demostracié
ha sigut una bona oportunitat per poder-nos endinsar en la teoria de corbes planes i
demostrar-ne els principals resultats. Aixi mateix, ens ha permes introduir alguns con-
ceptes i eines més potents, com sén la Grassmaniana, les varietats algebraiques i alguns
resultats de la teoria de la dimensié. Utilitzar el blow-up també ens ha suposat haver
d’aprofundir en una eina avancada de Geometria Algebraica.

Finalment, la construccié del metode per solucionar el problema que ens haviem plan-
tejat ha suposat un repte important i hem pogut resoldre’l de manera satisfactoria en el
cas general. Fer servir eines més avancades potser ens hauria permes resoldre el problema
amb tota generalitat, pero aixo hauria augmentat el nombre de resultat fora de ’abast
del treball.

En conclusié, hem aconseguit relacionar dos resultats classics de Geometria Algebraica,
que sén en si mateixos sorprenents, d’una forma elegant i relativament intuitiva.

95



Referencies

[Ful69]

[Har92]
[Mir95]

[Fis01]
[Bel+09]
[Shal3]
[Maulg]
[NL21]

[Ega22]

William Fulton. Algebraic Curves. An introduction to Algebraic Geometry. W.
A. Benjamin, Inc., 19609.

Joe Harris. Algebraic Geometry. A First Course. Springer New York, NY, 1992.

Rick Miranda. Algebraic Curves and Riemann Surfaces. American Mathema-
tical Society, 1995.

Gerd Fischer. Plane Algebraic Curves. American Mathematical Society, 2001.

Mauro C. Beltrametti et al. Lectures on Curves, Surfaces and Projective Varie-
ties. A Classical View of Algebraic Geometry. European Mathematical Society,
2009.

Igor R. Shafarevich. Basic Algebraic Geometry 1. Varieties in Projective Space.
Springer Berlin, Heidelberg, 2013.

Mirko Mauri. Quverture: the art of being a blow-up. Junior Geometry Seminar.
Oct. de 2018.

Joan Carles Naranjo i Marti Lahoz. Notes de l’assignatura Introduccio o la
Geometria Algebraica. Setembre de 2021.

Greg Egan. Greg Egan’s Home Page. 2022. URL: http://www.gregegan.net.

o6


http://www.gregegan.net

A La resultant

Definicié A.1. Sigui A un anell commutatiu unitari © siguin f,g € A[X] tals que
f=acX™+ - +ap g=0boX" 4 -+ by.
Definim la resultant de fi g com

ao “ee “ e am

ao o e o am

bo -+ -+ by

Ry, = det c A.

bo - -+ by

Teorema A.2. Sigui A un domini de factoritzacid unica. Siguin f,g € A[X]| com en la
definicio anterior amb ag # 0 ¢ by # 0. Llavors les segiients condicions son equivalents:

a) f i g tenen un factor comi de grau major o igual que 1 a A[X].

b) Ry, =0 a A.

Enunciem la primera part de la demostracié del Teorema en el segiient lema.

Lema A.3. Sigui A un domini d’integritat, llavors les segiients condicions son equiva-
lents:

i) Emisteizen ¢, € A[X] tals que (¢,v) # (0,0), degp < degt), deg) < degg i
vf+¢g=0.
i) Rp,=0a A

Demostracié. En Pespai vectorial A[X]<p, 4, de polinomis de grau menor o igual que
m + n considerem els segiients elements

Xnilff“ 7Xf7f7Xmilgv'” ,Xg,g.

Les files de la resultant sén les components d’aquests polinomis considerats en la base
{xmin=ll.. X, 1} de A[X]<min. Per tant, tenir Ry, = 0 suposa que els vectors sén
linealment independents, doncs tenim una relacié no trivial

poX "+ X 1 f A XX g MXT g A1y =
Yf+eg=0

Demostracié. (del Teorema [A.2) En un domini de factoritzacié tunica veiem que les
propietats (a) del Teorema (i) i (a) del Lema (ii) sén equivalents.
i) = ii). Si existeix h un factor comdu, llavors f = fihig = g1 h, on f1,g1 € A[X]. Només



ens queda definir ¢ = f1 i ¥ = —g;.
ii) = i). Descomponem els polinomis fi) = —gp en factors primers

fiooofrthr Y =—g1- 95 0101

Llevat d’una unitat, els factors ¢g1,--- , gs han d’apareixer a la factoritzacié de ’esquerra.
Com que deg < degg, com a minim algun factor gy de grau major o igual que 1 ha de
ser factor primer de f. [

Com que en C tots els factors primers d’un polinomi sén lineals, tenim el segiient
corol-lari.

Corol-lari A.4. Siguin f,g € C[X] dos polinomis tals que deg f,degg > 1. Llavors les
seguents condicions son equivalents:

a) f i g tenen un zero comi.

b) Ry, = 0.

En la demostracié del Teorema de Bézout utilitzem el seglient teorema sobre la resul-
tant.

Teorema A.5. Sigui K un cos i sigui A = K[Y1,...,Y,]. Sigui f,g € A[X],
f:aOXm_i_ale*l_i_,.._Fam? g:aoXn_i_aanfl_i_'”_i_an’

on ag,by # 0 i a, i b, sén polinomis homogenis de grau i i v, respectivament. Llavors la
resultant Ry, € A és un polinomi homogenti de grau m -n o Ry, = 0.

Demostracié. Un polinomi a € K[Y7,...,Y;] és homogeni de grau d si, i només si, se
satisfa la seglient propietat

a(TYy,...,TY,) = T%(Y1,...,Y,).

Si calculem la resultant de Ry (TY1,...,TY;), els elements del determinant es multipli-
quen per les segiients potencies de T’

01 m
0 m—1 m
0 m
0 1 n—1 n
0 n
0 1 n

Si multipliquem les primeres n files per successives potencies 7%, 1 < i < n, i les tltimes



m files per successives potencies 77,1 < j < m, obtenim

1 2 m—+1
2 m+1 m+2
n m—+n
1 2 n n+1
2 n—+2
m m+1 m-+n

Ara bé, podem obtenir el mateix resultat si multipliquem la fila k-éssima per la potencia
T*. Aixi doncs, prenent p = (1+---+n)+(1+---+m)iqg= (1+---+ (m+n), obtenim
que

D’altra banda, notem que ¢ —p = m---n. Per tant, si R, és un polinomi no nul, tenim
que és un polinomi homogeni de grau m - n. =



B Producte exterior d’espais vectorials

Definicié B.1. Sigui K un cos i siguin Eq,..., Es K-espais vectorials de dimensio fi-
nita ni,...,Nns, respectivament. Definim el producte tensorial dels K -espais vectorials
FErq, ..., Es, denotat per E1®---Q Es, com l'unic K-espai vectorial de dimensido ny-... ng
dotat d’una aplicacio multilineal

p:Ey X xFEs— FE®-® FE;,

tal que per qualsevol altra aplicacid multilineal d’espais vectorials f: E1 X --- X Eg =V
hi ha una dnica factoritzacid de f com

Eix - xBE, 5 Ei® - QFE, —V,

on la segona aplicacio és lineal.

Podem entendre la construccié del producte tensorial de la segiient manera. Con-
siderem el K-espai vectorial F' generat per tots els elements de la forma (e1,...,es5) €
FEy x -+ x Ey, és a dir, I esta format per combinacions lineals finites d’aquests elements
amb coeficients en K. Notem que és un espai vectorial de dimensié infinita. Llavors,
Fi®---® Es és el quocient de F' pel subespai generat per les relacions

(€1,... i+ €. es) —(€1,. . €. es) —(€1,... € ... E5),

(€1, y A€y yes) — A€l y€iyenn,Es).

L’aplicaci6 multilineal ¢ es defineix enviant cada vector (eq,...,es) a la seva classe en el
quocient, que denotem per e; ®- - -®es. Notem que donades bases dels K-espais vectorials

{eg’|z'e{1,...,nj},je{1,...,s}},

llavors una base del producte tensorial ve donada pels elements de la forma 6111 ®---®€,
que és una col-leccié de nj - ... - ng vectors.

Restringim-nos el cas By = --- = FE; =: E, en qué denotarem per E®* el producte
tensorial. Considerem I’accié del grup simetric Ss sobre E®%, que actua sobre la base de
E®3 segons (e1 @+ ®eg) — €x(1) @+ @ eg(s). Aquesta accid s’estén per linealitat a tots
els elements de E®% segons

Sy x E®® — E®®
(o,2) — 2.
Definicié B.2. Sigui K un cos i sigui E un K-espai vectorial. Fizem una base ey, ..., e,

de E i denotem per G el subespai del producte tensorial E€* generat pels elements de la
forma

x4+, onmzr=ce; Q- Qe € E®S i1 e 8, és una transposicio.

Definim el producte exterior \° E com el quocient del producte tensorial E®® pel sub-
grup G. Denotem per e;; A -+ Ae;, la imatge de e;; ® --- @ e;, en \* E.



Proposiciéo B.3. Sigui K un cos i@ sigui E un K-espai vectorial. Sigui eq, ..., e, una
base de E. Tenim les segiients propietats del producte exterior:

a) e A Aep Ao Ae Ao Ne = —ep Ao e Ao Ne NN e,
b) Siip =iy, llavors e, N...Nejy A...Nei, A...Nei, = 0.

c) Els elements de la forma e, A...Ne;, amb1 <13 <...<is<n=dmEFE formen
una base de \° E.

d) dimg A°E = (7). En concret, N°E=0sis>n+1i\"E és 1-dimensional.
e) L’aplicacio
Jr
(€4, N Nej,ej /\-~~/\€js) —r ey N Nej Nej A Aej,

dota d’una estructura de K-algebra de dimensio 2™ — 1 a l’espai vectorial
2 n
koEo \N'Eo...o \ E.

f) Donades dues bases {e;} i {v;} de E, llavors

VI A Ay =det(vi, .. ) er AL A e
e;

. _ n 7.
g) Més en general, donats uns vectors vi,...,vs € I amb coordenades v; =3 7, aje;
en la base {e1,..., ey}, tenim que les coordenades de vi A ... Avs en la base natural

AN AR Ve Z Aihwisel/\.../\es

Z’lv”’vis

venen donades pels menors d’ordre s de la matriu, tal que

A;, i, és el menor format per les columnes {iy,...,is} de la matriu
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