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Abstract

This work aims to describe the Chains of Markov homogeneous at discrete time and
show their application at the pricing systems Bonus Malus.

Given a Markov chain, the work defines the transition probabilities between
the different states, always fulfilling the Markov property and homogeneity. These
probabilities can be written using the transition matrix. It classifies the states into
classes using the relation of being “communicated”, «~, although there may also be
“uncommunicated” states which are left unclassified. In relation to the transition
probabilities after n steps, it defines concepts such as the transience/recurrence of
states and their periodicity. To finish the theory, it studies the behavior of the chain
after n steps, when n — oo, defines the stationary distribution and the steady-state
distribution, and gives conditions for them to exist.

Finally, it provides a brief description of the Bonus-Malus systems, and specifi-
cally defines two: the classic UK system and the Brazilian one. It gives a numerical
example for both systems. Applying the theory it finds the transition matrix, sees
that the steady state distribution exists, and finds it. It also defines some terms
specific of the insurances such as the average pure premium and the condition for
the system to be balanced in pure premium.

Resum

Aquest treball té com a objectiu descriure les Cadenes de Markov homogenies a
temps discret i mostrar 'aplicacié d’aquestes als sistemes de tarificacié Bonus Malus.

Donada una cadena de Markov, el treball defineix les probabilitats de transici6
entre els diferents estats, sempre complint la propietat de Markov i 'homogeneitat.
Aquestes probabilitats poden ser escrites mitjancant la matriu de transicié. Clas-
sifica els estats en classes mitjancant la relacié d’ésser “comunicats”, «~, encara
que també poden haver-hi estats “incomunicats” que deixa sense classificar. En re-
lacié a les probabilitats de transicié després de n passos, defineix conceptes com
la transitorietat/recurrencia dels estats i la seva periodicitat. Per acabar la teoria
estudia el comportament de la cadena després de n passos, quan n — 0o, defineix
la distribucié estacionaria i la distribucié d’estat estable, i dona condicions per que
existeixin.

Finalment realitza una breu descripcio dels sistemes Bonus-Malus, i en concret
en defineix dos: el sistema classic del Regne Unit i el brasiler. Dona un exemple
numeric per als dos sistemes. Aplicant-hi la teoria troba la matriu de transicio, veu
que existeix la distribucié d’estat estable i la troba. També defineix algun terme
propi de les assegurances com la prima pura mitjana i la condicié perque el sistema
estigui equilibrat en prima pura.
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Introduccio

Sempre en la vida m’ha costat decidir, i més quan més opcions hi ha: “vols postres?”,
primera pregunta. Si la resposta és afirmativa s’obre un ventall de possibilitats,
que és més ample els dies festius, “Hi ha gelat, fruita, iogurts...“ I dins cada una
d’aquestes opcions almenys dues opcions més. Es molt complicat elegir. Quan veus
la pel-licula de Mr Nobody comprens que elegir equival a descartar. Concretament
descartes totes les opcions que no has elegit. Quan eligeixo unes postres, com tinc
una gana finita, suposem que per menjar només 1 postres, estic descartant tots els
que no em menjaré. I si en menjo dues per no descartar-ne cap dels dos que em
menjo, segurament estic descartant berenar perque llavors no tindré gana. O com
a minim, berenaré menys o més tard del que per mi és habitual. En la vida tot son
eleccions, encara que moltes les fem de manera inconscient, tanta sort. Com he dit
no m’agrada elegir, suposo que és perque no m’agrada descartar.

Suposem el cas concret en que després de cada dinar he de triar si vull postres o
no, i com no m’agrada descartar, si en vull sempre sera diferent al del dia anterior,
o sera un qualsevol si el dia anterior no he volgut postres. Si ara pensem la decisio
en termes de probabilitat, aleshores tornant a la primera pregunta, puc pensar que
voldré postres en un, per exemple, 80% dels casos. I si vull postres aleshores trio
gelat, fruita o iogurts en la mateixa proporcié (1/2 si només tinc dues opcions
perque el dia anterior vaig menjar postres, o 1/3 si el dia anterior no vaig menjar
res de postres). Podem calcular per exemple les probabilitats que divendres mengi
gelat coneixent que avui dimecres he menjat fruita. Observem que només hi ha dos
camins possibles: que dijous mengi iogurt o no mengi res. La suma de probabilitats
dels dos camins, respectivament, ens donen com a resultat la probabilitat de 0.8 -
0.5-0.8-0.5+0.2:0.8-1/3 = 0.16 +0.0533 = 0.2133. Podem fer-nos més preguntes,
canviar opcions de les postres, canviar condicions. La qiiestio és que aquest exemple
defineix una cadena de Markov. Aquesta ha estat la principal motivacié del treball,
aprendre la teoria de les cadenes de Markov homogenies a temps discret per ampliar
coneixements i ser capag¢ de contestar algunes preguntes en relacié al cas concret
anterior: A llarg plag hi ha algunes postres que siguin més recurrents? Si avui trio
gelat, que estic descartant realment? Té rellevancia el que eligeixo avui a llarg plac?
Aquesta pregunta realment em desperta curiositat. La resposta és que depen, pero
aixo ja es veura a mesura que s’avanci en la lectura del treball.

Per no quedar-nos només en el marc teoric he volgut veure una aplicaci6 practica
de les cadenes de Markov i he elegit 1'aplicacié en els sistemes Bonus-Malus (si...
descartant-ne moltes altres).



L’estructura del treball és la segiient: dos capitols.

e En el primer s’inclou tota la teoria de les cadenes de Markov homogenies a
temps discret. Una primera seccié amb conceptes que s’han de coneixer per
definir les cadenes de Markov, i després ja com a conceptes propis hi tenim
les matrius de transicio, la classificacié dels estats, i les probabilitats en els
limits que tenen una forta relacié amb les distribucions estacionaria i d’estat
estable. També s’hi afegeix algun exemple.

e En el segon s’explica ’aplicacié de les cadenes als sistemes Bonus-Malus. Es
fa una introduccié donant un context i definint alguns termes d’asseguran-
ces necessaris per més tard explicar dos sistemes concrets i acabar veient-ho
donant valors reals a les probabilitats de transicié.

Per escriure el treball he anat seguint sobretot els llibres: [1], [2] i [3] per a la teoria
de les cadenes de Markov; i els apunts [4], [5] i [8] per a l'aplicacié als sistemes
Bonus-Malus.



Capitol 1

Cadenes de Markov

1.1 Conceptes previs

Comencarem la teoria sobre les Cadenes de Markov fent algunes definicions previes
que ajudaran a situar-nos:

Definicié 1.1.1. Un espai mesurable (2, F) és una parella formada per:

e L’espai mostral €): Es un conjunt 1 els seus elements, w, representen tots els
resultats possibles d’un fenomen aleator:.

e Una familia de subconjunts de 2, F, que té estructura de o-algebra. FEls seus
elements s’anomenen esdeveniments i son els subconjunts de £ que tindran
assignada una probabilitat.

Definicié 1.1.2. Un espat de probabilitat (2, F, P) és una terna formada per:

e Un espai mesurable (2, F).

e La mesura de probabilitat P: Es una aplicacio P : F — [0,1] que retorna la
probabilitat d’un esdeveniment. Compleizr la o-additivitat ¢ P(€2) = 1.

Definicié 1.1.3. Donat un espai de probabilitat (2, F, P) i un espai mesurable
(S,%), una aplicaciéc X : (Q,F,P) — (S,X) és una variable aleatoria (v.a.) si
és una aplicacié (F,X)-mesurable. Es a dir, si per tot 0 € &, X (o) € F.

Definicié 1.1.4. Donat un espai de probabilitat (2, F, P) i un espai mesurable
(S,3%), un procés estocastic és una familia de variables aleatories indexades en
un conjunt T' que prenen valors en S i podem escriure com: {X;,t € T}.

Observacions 1.1.5.

1. El conjunt T pot ser discret (finit o numerable, per exemple T = N), o bé,
no numerable (per exemple T =R ). El conjunt T habitualment representa el
temps, aixi doncs, si'T' €s discret diem que es tracta d’un procés estocastic
a temps discret, i si T és no numerable diem que es tracta d’un procés
estocastic a temps continu.



2. El conjunt S ’anomenem espat d’estats. Els possibles valors que prenen les
variables aleatories formen el conjunt S. Si'T és discret, aleshores S també. (
SiT és no numerable, S pot ser o no discret ). En tot cas, card(S) < card(T).

1.2 Cadena de Markov 1 matriu de transicio

Després d’haver vist les definicions anteriors podem definir el concepte protagonista
del treball: la cadena de Markov homogenia a temps discret. En aquesta seccio he
seguit sobretot el llibre ja citat en la introduccié [3], i els apunts de Iassignatura
de processos estocastics [7].

Definicié 1.2.1. Una cadena de Markov a temps discret és un procés es-
tocastic { Xy, t € T} a temps discret que compleiz:

1. La propietat de Markov : P(Xp1 = 2| Xo = 29, X1 = 21,..., X, =
Tn) = P(Xp11 = 2| X, =x,), per qualsevol n,n+1 € T i per qualssevol
T, X1y, Ty € 5.

2. FEl procés només pot prendre un nombre finit o numerable de valors, és a dir,
S és discret.

Observacions 1.2.2.

1. Analogament es defineiz la cadena de Markov a temps continu com un procés
estocastic a temps continu. No ’estudiarem.

2. La segona condicio de la definicio anterior es compleiz automaticament en el
cas de la cadena de Markov a temps discret com a consequencia de ser un
procés estocastic a temps discret.

3. Sovint prendrem T'= N U {0} o, si més no, un subconjunt de NU {0}, i es
fara abis de notacio.

4. FEs diu que la cadena de Markov no té memoria ja que no importen els estats
previs, només el present té rellevancia en el futur.

I dintre de les cadenes de Markov a temps discret ens centrarem en unes en
particular: les cadenes de Markov homogenies.

Definicié 1.2.3. Una cadena de Markov (a temps discret) direm que és homogénia

s1
P(Xpp1 =i|X,, =7) =P(X, =i|Xs-1=17) =pij, Yn>0

La probabilitat p;; és indepent de la n, €s independent del temps en que ens trobem.

Definicié 1.2.4. Anomenem a aquesta probabilitat p;;, probabilitat de transi-
cto, 1 indica la probabilitat d’avancar a ’estat j des de l’estat i en un pas.

Veiem a continuacié un exemple de Cadena de Markov homogenia.
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Figura 1.1: Diagrama d'una Cadena de Markov

Exemple 1.2.5. L’espai d’estats és S = {a,b,c} , i si no ho especifiquem, per
defecte prenem T = NU{0}. Els nombres que es troben vora les fletres representen
les probabilitats de transicio entre dos estats. Aizi doncs el 0.5 situat sobre la fletza
que uneix l'estat b amb ’estat a €s la py,. I analogament per la resta de nombres.

Aquestes probabilitats les podem escriure en forma matricial:

0.8 0 0.2
P = (pij)ujesxs =05 0 05
0.3 0.6 0.1

A aquesta matriu P ’anomenarem matriu de transicio.

Definicié 1.2.6. Una matriu P = (pij)j)esxs €5 de transicio (o també, matriu
estocastica) si, i només si:

1. pije[(),l], Vi,j €8

Comentari 1.2.7. En les cadenes de Markov no homogenies, les probabilitats de
transicié no son fixes, varien segons el temps t en que ens trobem. Per tant, en cada
pas t = 1,2, ... tenim una nova matriu de transicié (p;;):.

Tenim doncs les probabilitats de transicié entre els estats ¢ € S en cada pas. Ara
definim la distribucié inicial com el conjunt {p;,i € S} tal que > ._¢p; = 1, on
pi = P(Xo =1) . Aquest p; és la probabilitat inicial de ser a 'estat ¢ a temps zero.

Observacié 1.2.8. En un espai de probabilitat (2, F, P), sigui {X,,,n > 0} una
successio de variables aleatories discretes, i S 'espai d’estats, podem escriure la
probabilitat conjunta de n esdeveniments com un producte de probabilitats condi-
cionades:

P(Xq = ig, Xy = i1, ..., X, = i) = P(Xo = ig) [ [ P(Xy = is| X, = i,,0 < s < t)
t=1

5



Yn > 01V, € S. I aixo és cert per a tot procés estocastic. Ara bé, en el cas
d’una cadena de Markov les probabilitats condicionades de 'expressié anterior es
redueixen a la forma:

P(X, = Z‘t|Xt71 = itfl) = DPiy_1iy
per la propietat de Markov . Si també escrivim
P(Xo = i) = pi,
aleshores ens queda

P(Xo =i, Xy = i1, ..., Xy = 1n) = iy Hpit,m = PioPioin *** Pin vin-  (1.2.1)

t=1

Ara provarem que donada una descripcié d’un procés estocastic a partir de I’espai
d’estats, la matriu de transicié i la distribucié inicial podem construir de forma
natural una successié de variables aleatories que satisfan la propietat de Markov ,
és a dir, una Cadena de Markov homogenia.

Proposicié 1.2.9. Sigui un procés estocastic a temps discret {X,,n > 0}, i donats
Uespai d’estats S, la distribucio inicial {p;} i la matriu de transicic P = (p;;), amb
i,7 € S. Aleshores el procés {X,,n > 0} és una Cadena de Markov homogénia.

Demostracié 1.2.10. Hem de veure que les variables aleatories del procés com-
pleizen la propietat de Markov :
P(XO - 7:0, ) Xn+1 - in—l—l)

P(XO == ’io, ceey Xn - 'ln)

P(XnJrl == in+1‘X0 = io, 7Xn = Zn) ==

__ DigPigiy * * * Piniinga

DPigDPigir = * * Pip_1in

= pirﬂ‘n«kl

Estem assumint que els denominadors son diferents de 01 en la segona igualtat hem

aplicat . I per altra banda, també tenim que

P(X" = In, Xn+1 - in+1)
P(X,, =1i,)
_ Zj07~~~7jn—1es P(Xo=Jo,, Xn-1=Jn-1, Xn = tn, Xpnt1 = int1)
- Zjo,...,jnfles P(Xo = Jo, -y X1 = Jn—1, Xp = 1)
_ Zjov---vjnﬂeS PioPjojr = " Pin—1inPinint1
Zj07~~~,jn—165 PjoPjojr = Pin—1in

P<Xn+1 = in+1|Xn = Zn) =

= DPinint1

L’homogeneitat també s’assoleix.



Introduim ara les probabilitats de transicié de n passes, p@.

ij
Comencem denotant
Pt = . .
0 sii#j

Dij, 1 definim successivament per n > 1:

pi =3y (1.2.2)
keS

(1)

Després, posem p;;” =

La relacié també és valida per n = 0. A continuacié provarem que per qualsevol
m > 0, tenim:

P = P(Xoin = j1 X = 1), (1.2.3)
aixi es justifica el nom de ”probabilitats de transicié de n passes”. Per n = 1 es
redueix a la probabilitat de transiciéo d’un pas ja coneguda. Suposem que es
compleix per un cert valor de n i que 7,7 € S, aleshores per la propietat de Markov

P(Xtn+1 = jlXm = 1)

= ZP(Xm+n = kaXm+n+1 = ]|Xm = Z)
keS

= Z P(Xm+n = k|Xm = i)P(Xm+n+l = lem =1, Xm+n = k)
keS

= ZP(Xm-HL - k|Xm - i)P(Xm+n+1 = lem+n = k)
keS

n n+1
DIV
keS

Llavors (|1.2.3) ha quedat demostrat per induccio.
La distribucié de probabilitat absoluta de X,, es donada per I'expressié:
pgn) =P(X,=1i) = ijpg?), Vn >0,i€ 8.
jes
Podem generalitzar 1’equacio m ) tal i com segueix:
p ™ =S e, vn=0,m >0, (1.2.4)
kes

Veiem-ho com abans, per induccié. Per m = 0 és trivial. Suposem que (1.2.4) es
compleix per un cert m i per a tot n, 1, j, llavors tenim

(n+m+1) (n+m
Dij = 2_Pik Z szl P pka
kes keS leS
(1) _ (n), (m+1)
= sz Zplk Prj ) = sz‘z Dy
les kes les

(n)

Notem que podem escriure les p;;” en forma matricial:

P, =p



Observacié 1.2.11. Sequint la definicio que hem fet sobre les matrius de transicio
o estocastiques, si A = (a;j) 1 B = (b;;) son matrius de transicio aleshores la matriu
producte C' = AB es defineiz com

Cij = E i brj,
kes

on c;; son els seus elements 1 C' és també una matriu de transicio.

Ajuntant 'observacié anterior amb la informacié que hem donat sobre les pro-
babilitats de transicido_de n passes, deduim varies propietats sobre les matrius de
transicié. L’equacié ((1.2.2) afirma que la matriu de transicié de n passes (pg”)) és
la matriu de transicié d’una passa elevada a la n-essima potencia:

W) = (o)
L’equaci6 (|1.2.4) és 'anomenada equacié de Chapman-Kolmogérov i denota la llei

©
[

d’exponenciacié de matrius, P"*" = P"P™. Notem també que (p;;’) és la matriu

unitat.

1.3 Classificacid d’estats

En aquesta seccio classificarem els estats segons les propietats de les seves probabi-
litats de transicid. Segueixo els llibres [2] i [1].

Comencem definint la segiient relacié entre estats. Diem que ¢ condueiz a j i
escrivim ¢ ~» j si i només si existeix un m positiu tal que pz(»;n) > (. Cada estat
condueix a algun estat. Diem que ¢ i j es comuniquen si i només si ¢ ~» j i j ~ 1,
aleshores escrivim i «~ j. La relacié ~~ generalment no és ni reflexiva ni simetrica,
pero si és transitiva degut a

ik ij ik
per a qualssevol 7,5,k € S on S és l'espai d’estats, i per a tot n,m > 0. La
desigualtat és una conseqiiencia de . La relacié «~ és simetrica i transitiva,
pero no reflexiva. Podem utilitzar aquesta relacié per dividir els estats en classes
disjuntes.

Definicié 1.3.1. Una classe d’estats és un subconjunt de l’espai d’estats tal que
qualssevol dos estats (diferents o no) de la classe es comuniquen entre ells.

Aquesta definicié de classe ens recorda a les classes d’equivaléncia, perd com hem
indicat la relacié «~ no és necessariament reflexiva ja que pot haver-hi un estat que
no condueixi a ell mateix i per tant no es comuniqui amb cap altre estat, llavors no
és una relacié d’equivalencia. Aquests estats incomunicats”sén simplement estats
no classificats. Per altra banda tenim que una classe pot consistir en tnic estat,
és el cas on p; = 1. A aquest estat ’anomenem estat absorbent. Dues classes
diferents han de ser obligatoriament disjuntes, perque si tenen un element comu
s'uneixen directament via aquest element.



Exemples 1.3.2.

1. Recuperant ’exemple anterior, podem observar a partir de la figura que
els 3 estats a,b 1 ¢ estan comunicats entre ells, malgrat que pé? = 0. Llavors

esdevé un exemple poc interessant en quant a la classificacio dels seus estats.

2. Fizem-nos ara en el segiient diagrama: L’existéncia de fletxes entre dos estats

Figura 1.2: Classificacié d’estats amb un diagrama

indica que la probabilitat per anar de l'estat origen a l’estat desti en un pas
és magjor que zero, p;; > 0 Vi,j € S = {1,2,...,8}. Comencem l'analisi
observant que l’estat 5 és absorbent, i per tant ell sol forma una classe. Ano-
menem A al conjunt format pels estats {1,2,3,4} , i B ={6,7,8}. Els estats
de A estan comunicats entre ells © «~ j, Vi,j € A. Siguin i,j dos elements
qualssevol tals que i € A |, j € BU{b}, aleshores i ~ j pero j>=i. Per tant
el conjunt A forma una altra classe. En el cas de B també passa que tots els
seus elements estan comunicats entre ells, pero cap d’ells esta comunicat amb
un estat que no pertanyi a B, llavors B també forma una altra classe d’estats.

El diagrama de Uexemple 2 és extret de [6], veure la bibliografia.

En les cadenes de Markov el primer temps d’ocurrencia d’una seqiiencia d’esde-
veniments és un concepte important. Sigui {X,,} una cadena de Markov , j un estat
qualsevol i T" el primer temps en que succeeix 'estat j (a partir de X), formalment:

T; = min{n > 1|X,, = j},

El costat dret de la igualtat el llegim com el minim valor de n tal que X,, = j. Pot
ocorrer que no existeixi cap n que compleixi I'expressié anterior, aleshores posem
T; = oo. Amb aquest conveni 7; és una variable aleatoria que pren valors en
NUoo = {1,2,...,00}. A continuacié escrivim la funcié de distribucié de Tj. Per
simplificar la notacié escriurem P;(-) per probabilitats que comencen a l'estat i.
Aleshores escrivim, per n € N U oo:

£V = P(T; = n)
i també

fi= Y £ =R <)

1<n<oo



Segueix que

P(Tj=c0) = [ =1~ f;

Aixi que { fi(f), n € Ny} és la funcié de distribuci6 de T; per la cadena que comenca
des de 1.

Podem donar unes altres expressions més explicites per a fl-(f), fi(fo), R
1 .
£ =piy = P(Xy =),
fW = P(X,#£] per 1<v<n Xp=j)n>2

)

Floo) = P(X,#7j peratot v>1);

)

fi=P(X,=j peraalgun v>1).

Podem llegir fi(jn) com la probabilitat que el primer cop que ens trobem a l'estat
7 succeeixi a temps n, quan l'estat inicial és ¢. Notem que es pot donar i = j,
X (n) : . . . .
i aleshores f;;” es llegeix com la probabilitat que el primer retorn a ¢ succeeixi a
temps n, quan l'estat inicial és 7. En les anteriors expressions estem suposant que
I’estat inicial és ¢ pero per I’homogeneitat de les cadenes de Markov tenim

fi(j?”‘) =P( X #7 per 1<v<n Xppn=J|Xm =1),

per qualsevol m tal c(lue la probablhtat condicionada estigui ben definida. El segiient
teorema connecta f i pw Abans pero donem una definicié més generalitzada de
la propietat de Markov

Definicié 1.3.3. Propietat de Markov :
P(X,1 =j1Xn=16A) = P(X,11 = J]|X, =1) Vn,n+1e€T,Vi,jeS (1.3.1)

on S 1T son l'espai d’estats i el temps, respectivament. A representa un esdeve-
niment arbitrari determinat només per {Xo, X1, ..., Xn_1}. Aixi doncs pot ser un
"passat”especific de la forma Xo = xo, X1 = 1, ..., Xn_1 = Tn_1 (aizi ho denotavem
en l'anterior definicio de la propietat de Markov ), o A pot ser un esdeveniment an-
terior més generic tal que Xo € So, X1 € S1, ..., X1 € Sn_1 on S; son subconjunts
de S.

Teorema 1.3.4. (Teorema de la Primera Entrada). Per qualsevol i i j, i
qualsevol 1 < n < oo, es compleix

) wa p” (1.3.2)

Demostracié 1.3.5. Intuitivament, per ser a l’estat j després de n passos hem
d’aconsequir ser a j per primera vegada al pas v, 1 < v < n. Aconsequit aizo ens
trobem a l’estat j 1 hi hem de tornar a ser després dels n—v passos restants. Veiem
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la demostracio formal:

) (1) ) NOR .
Py = P(Xa=5) = BT < mXo=j) = ) PAT; = v; X, = j)
v=1

WS BT, = 0)PAX, = 4IT; = v)
v=1
©) zn:Pi(Tj =) P X, = | X1 # j, s Xot # 5, Xy = §)
v=1
©) i}DZ(TJ =v)P(X, =j|X, =)
v=1
o iPZ.(Tj )P (X = j)
v=1

8) = o(v) (nv
D

v=1

Ezxpliquem cada una de les igualtats: (1) és la definicid de pz(?); (2) perqué (X, = j)
implica que (T; < n); (3) degut a que els esdevenimets (T; = v) per 1 < v < n
son disjunts; (4) apliquem la definicié de probabilitat condicionada; (5) és per la
definicio de (T; = v); (6) per la propietat de Markov de la definicio , ja que
{X1 # j,..., X1 # j} juntament {Xo = i} implicit en la notacic P;, formen un
esdeveniment anterior al temps v; (7) per ’homogeneitat de la transicié de j a j
en n — v passos; (8) és notacid.

Lema 1.3.6. i ~ j és equivalent a f; > 0.

Demostracio 1.3.7. i f; = 0, aleshores fi(;l) = 0 per a tot n i del Teorema de
(n)
ij
En canvi, si f; > 0, llavors fi(jn) > 0 per algun n; i com pgl) > fi(f) per la propia
(n)

ij

la Primera Entrada tenim que p;;’ = 0 per a tot n. Per tant, és fals que i ~> j.

definicio d’ambdues probabilitats, tenim p;.” > 0, 1 per tant © ~ 7.

Ara definim dos conceptes importants en la classificacio dels estats.
Definicié 1.3.8. Un estat i diem que és recurrent, si i només si fj; = 1; i tran-

sttori si @ només si fj; < 1.

Notem que un estat ha de ser recurrent o transitori, ha de ser un (i només un)

dels dos. Es 1til tenir un criteri per la recurrencia en termes de les probabibilitats
pE?), ja que normalment sén numeros més bons de fer anar que els de f]}.

Teorema 1.3.9. L’estat i és recurrent, si i nomeés si

ipg?) = 00.
n=1
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Demostracioé 1.3.10. Per el Teorema de la Primera Entrada,

pZ’L Zfll ZZ 7

PET AIxTO

sz(zn) = szz(zv)p1(7 g Z-fzz Di; fzz Zpu
n=1

n=1 v=1 n=uv

Aizi doncs . N
Sop =+ pi) (1.3.3)
n=1 n=1
Per tant, si
o0
> i < 00
n=1
llavors [} < 1, és a dir i és transitori. Ara

N N n N N N N
S = 3 = S S < 30 S
n=1 v=1 n=v v=1 r=0

n=1 v=1
I d’aqui, tenim que

(n)

”_Zf“ >an = ?lezi)%l quan N — oo  si f:pz('?):
Zr Opu n=1

Llavors Y77 lp“ = oo 1mplica que f}; =1, @ per tant que l’estat i és recurrent.

Corol-lari 1.3.11. Si l'estat 7 és transitori, llavors

)
nzzopu

Demostracio 1.3.12. Pel teorema anterior tenim que si [’estat és transitori llavors
Yo pfln) < 00. Recuperem la igualtat de la demostracio anterior i hi sumem
1 a cada costat:

1+§:p§i =1+ f;( 1+Zp N ipg?)sz{‘;f:pE?)
n=1 = —
n=0 =0
S (n) _
= nzzopii —1_ f*

1
1= f3
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Corol-lari 1.3.13. Si j és un estat transitori i ¢ un estat qualsevol, llavors

i Py < o0
n=1

I per tant

p;)%o quan N — 00

Demostracio 1.3.14. Sii = j, llavors és directe del teorema anterior. Provem-ho
per i # j. Per teorema de la Primera Entrada,

Doy =D 3 S = Z 15 ZP(" DI
n=1 n=0

n=1 v=1

Pero per ser 5 una probabilitat, tenim que és <1 i Z;’;Op%) < 00 pel teorema

. Ajguntant aizo obtenim el resultat que volem.

Ara volem coneixer la probabilitat de tornar a un estat inicial donat ¢ almenys
7 COpS:

Teorema 1.3.15. Si [’estat inicial és i, la probabilitat de tornar a i almenys r
vegades és (f5)".

Demostracié 1.3.16. Sir = 1 el resultat és immediat. Suposem que el teorema
es cumpleix quan r = m — 1, 1 sigut T; el primer temps de tornada a i. Aleshores
P,(tornar a i almenys m vegades) = >~ | Pi(T; = k, almenys m-1 retorns després
de T). Pero

P(T, =k, almenys m — 1 retorns despres de T)

= P(T; = k)P(X1.41, X142, ... tornin a i almenys m — 1 cops|T; = k)

P(T; = k)P(X1,41, X149, ... tornin a i almenys m — 1 cops|Xg, =4, T; = k)
I per I’homogeneitat de les cadenes de Markov , aixo es pot escriure com

P(T; = k)P(X1,41, X142, ... tornin a i almenys m — 1 cops|Xr, = 1)
= P(T; = k)P(Xy, Xa, ... tornin a i almenys m — 1 cops| Xy = 1)

= fB(frym-t

En la darrera igualtat apliquem la hipotesi d’induccio. Aixi doncs la probabilitat de
tornar a 1 almenys m vegades €s

Zfzz zz f;:<fz>;)m_l

obtenint el resultat desitjat.
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Amb el seglient corol-lari del teorema anterior introduim el concepte de tornar a
un estat inicial donat, infinitament sovint (almenys infinites vegades):

Corol-lari 1.3.17. Sigui ¢ l'estat inicial.

1. 7 és recurrent, si i només si la probabilitat de tornar a ¢ infinitament sovint és
1.

2. 1 és transitori, si i només si la probabilitat de tornar a ¢ infinitament sovint
és 0.

Demostracié 1.3.18. Els esdeveniments {tornar a i almenys r vegades}, r =
1,2,... formen una successio contractiva tal que la seva interseccio és {tornar a i
infinitament sovint}. Per tant la probabilitat de tornar a i infinitament sovint és
lim, oo (f5)", que és igual a 1 si i només si f; = 1, és a dir si i només si i €és
un estat recurrent; i €s tgual a 0 si 1 només si f; < 1, és a dir si i només si i és
transitort.

A continuacié veurem un teorema que ens mostra que la recurréncia o transi-
torietat és una relacié de classe d’estats, és a dir que si un estat en una classe és
recurrent /transitori, llavors la resta d’estats d’aquella classe també ho sén.

Teorema 1.3.19. Si ¢ és recurrent i © ~ j, aleshores j €s recurrent. A més a més,

*

[ =15 =1. De fet, si f;] representa la probabilitat que j sigui visitat infinitament
sovint quan l’estat inicial és i, llavors fi; = f; = 1.
Demostracié 1.3.20. Comencem a l'estat i, ¢ sigui T} el temps de la primera visita
a l’estat j. Llavors

[e.e]

L= [+ 157 =D R = k) + 57

k=1

= ZPZ(T] = k, infinitament moltes visites a i despres de Tj) + fz-(fo)
k=1

(ja que i €s recurrent)

= ZPl(TJ = k)P(X1,41, X142, ... visitin i infinitament sovint|T; = k, X1, = j)

= ngj)P(Xl, Xy, ... visitin i in finitament sovint| Xy = j) + 1 — f.

/

1:fi?fﬁ+1_f;; = f;;:fz*fﬂ
Com fi5 > 0 per hipotesi, llavors fj'l = 1.
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(r)
(%) ,
> 0 (ho podem suposar perqué acabem de veure que Ji= 1), aleshores

Veiem que j és recurrent. Suposem ara p;;’ > 0 (ho podem suposar per la hipotesi

i~ ), )

+r+

Py > )

ja que una manera d’anar de j a j en n+ 1+ s passos és anar de j a i en s passos,

de i a i en_n_passos, i finalment de i a j en r passos. Com i €s recurrent, pel
] : o (n) . . ;

teorema (1.3.9) tenim que Y - p;;’ = 00, i aleshores per la desigualtat anterior

també tenim que 220:1]?5'1;) = 00 1 per la qual cosa, j és recurrent.

. . - s . . / .
Finalment, com tenim que j és recurrent © hem provat ja que fjl- =1, 1 per ser

Ih = f;i, llavors f;; =1, és a dir f}; > 0. Podem repetir i repetim l’argument pel

qual hem demostrat que f;z =1, pero ara intercanviant els papers de i i j, obtenim
fl-/j = 1. Hem vist ja que f;; = 1, com de la mateiza manera tenim f; > fi'j =1,
llavors f7; = 1. I el teorema queda demostrat.

Del teorema ens fixem que pel fet que f7; =11 per tant > 0, llavors j ~~ 7. Aix{
doncs la recurrencia és una relacio de classe d’estats. Fent el contrarreciproc veiem
que si j és transitori, llavors tenim dues alternatives, o que ¢ sigui recurrent, i per
tant i>+7, o bé que i ~» 7, i per tant ¢ sigui transitori.

Veiem més propietats sobre les cadenes de Markov , en aquest cas quan 'espai
d’estats és finit.

Teorema 1.3.21. Sigui {X,,} una cadena de Markov finita, és a dir tal que l’es-
pai d’estats S és un conjunt finit; llavors mo €s possible que tots els estats siguin
transitoris.

En particular, si a cada estat d’una cadena finita es pot arribar des de qualsevol
dels altres estats, llavors hi ha una unica classe d’estat, el propi conjunt S, on tots
els estats son recurrents.

Demostracié 1.3.22. Sigui S = {1,2,...,r}, llavors, Z§:1 pgl) =1 per a cada n.
Deizem que n — oo. Pel corol-lari i pel fet que el limit d’una suma finita
és la suma dels limits, tenim: 0 = Z;:z lim,, o0 pgl) = lim,, 00 Z;:Z pg;l) =1, que

és una contradiccid!

Exemples 1.3.23.

1. En la figura haviem vist que tots els estats {a,b,c} es comuniquen entre
ells, © per tant pel teorema anterior, tots formen una unica classe d’estat, i
tots els estats son recurrents.

2. La figura dona més joc. Haviem wvist anteriorment que podiem dividir
S en les classes d’estats S = {5} U AU B, i cada un d’aquests subconjunts
és una classe d’equivaléncia, amb la relacio «~. Podem observar com {5} i
B son classes tals que tots els seus elements son recurrents, mentre que A €és
format per estats transitoris. Podem wveure com es compleizen els teoremes
, ja que un estat recurrent precedeix un altre estat recurrent, i que un
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estat recurrent és precedit per un estat recurrent o un altre estat transitori.
Observem, arrel d’aixo ultim, que un cop la cadena de Markov abandona la
classe dels estats transitoris, A, llavors no hi podra tornar mai, © en particular
sempre es mantindra en {5} o en B.

1.3.1 Classe d’estats tancada

Definicié 1.3.24. Un subconjunt no buit C' de l’espai d’estats S diem que és tan-
cat, si 1 només si, no €s possible sortir de C; aixo és ZjeC pij = 1 per a tot 1 € C.

Notem que si C' és tancat, aleshores la submatriu [p;;] amb ¢, j € C, és estocastica.

Teorema 1.3.25. C' és tancat, si i només si, per a tot © € C temim que i ~> j
implica que j € C.

Demostracié 1.3.26. Sigui C' tancat. Sii € C' i i~ j, llavros p(n) > 0 per a

(]
algun n. Si j ¢ C, aleshores Zkecpg,?) < 1, una contradiccio. En canvi, si la
condicio se satisfa pero C' no és tancat, llavors tenim que Zjec pij < 1 per algun
i € C; 1 per tant, p;; > 0 per a alguna parella i, j tals que i € C, j ¢ C, també és
una contradiccio.

Teorema 1.3.27.

a) Sigui C' una classe recurrent, aleshores C és tancat.
b) Si C és qualsevol classe d’equivaléncia, cap subconjunt propi de C és tancat.

¢) En una cadena finita (S finit), cada classe d’equivaléncia tancada C' és recur-
rent.

Aixi que en una cadena finita, les classes recurrents son simplement aquelles classes
tals que son tancades.

Demostracié 1.3.28.

a) Suposem que C és una classe recurrent. Si C' no és tancat, aleshores pel
teorema tenim que existeir algun i € C que condueix a un estat
j & C. Pero pel teorema , 1 1] es comuniquen, €s a dir que v 1 j SON
equivalents. Aizo contradiu que i € C i j ¢ C.

b) Sigui D un subconjunt propi no buit d’una classe d’equivaléncia arbitraria C.
FEscollim un estat de D, i; i un estat de C, j, tal que j ¢ D. Aleshores i
condueix a j, per pertanyer els dos a la mateiza classe d’equivaléncia. I per
tant, D no pot ser tancat.

c) Considerem C com una propia cadena de Markov ; aixd ho podem fer ja que
Zje()pij = 1,i € C. (Estem restringint simplement la matriu de transicio
original a C'). Pel teorema anterior i pel fet que la recurréncia és una propietat
de classe, tenim que C' és recurrent.
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1.3.2 Periodicitat

Ara descrivim una altra propietat de classe, la periodicitat.

Definicié 1.3.29. Si pgl) > 0 per a algun n > 1; és a dir, que st en un moment
donat ens trobem a i és possible tornar a i; definim el periode de i, i el denotem
com d;, com el mazim comi divisor del conjunt d’enters positius n tals que pgl) > 0.
Si el periode d de l’estat i és igual a 1, llavors diem que i és aperiodic.

Equivalentment podem definir el periode d; com el maxim comu divisor del
. : L n)
conjunt d’enters positius n tals que f;; 7 > 0.

Teorema 1.3.30. Si dos estats diferents i,j es troben en la mateiza classe d’equi-
valéncia, llavors tenen el mateix periode.

Demostracio 1.3.31. Suposem que 1,7 estan en la mateir classe d’equivaléncia,
per definicio estan comunicats entre ells, © per tant cada un esta comunicat amb

ell mateix. Aleshores, per cada estat i,] existeix un periode. Si pz(;) > 0,p§-‘z) > 0,

aleshores, com en l'argument del teorema (1.3.19), p§?+r+s) > p(j)pgf)pg). Agafem

J
n = 0 per obtenir p(ﬁ“) > 0, de tal forma que v + s €s un matiple de d;. Aizi, si

Jj
n no és un maltiple de d; (i per tant tampoc ho ésn+1r+s ) tenim p("+r+8) = 0;

Ji
™) — 0. Pero aizo ens diu que St pgf) > 0 llavors n és maltiple de d;; i per

i

1 aixi p
tant d; < d;. Per un argument simetric obtenim que d; < d;. Es a dir que els 1,7
tenen el mateir periode.

O

Les transicions d’estat a estat en una mateixa classe d’equivalencia tancada C'
de periode d > 1, encara que sigui aleatoriament, segueixen un cert patré ciclic que
a continuaci6é descrivim. Sigui i,j € C si pg-) > 01 pgj) > 0, i per altra banda

deixem que existeixi ¢ tal que pg-? > (. Aleshores pg > pg)pﬁ) > 0; per tant

d|r +t. Analogament, d|s + t, i per aixo d|s — r. Conseqilentment, si = ad + b,
amb a ibenters, 0 < b < d—1, llavors s = c¢d + b per algun enter c¢. Aixi doncs, si
1~ j en n passos, llavors n és de la forma ed + b, aix0 és,

n = bmod d,
on l'enter b depen del estats i,j pero és independent de n. Ara fixem ¢ € C'i definim
Co={jeC: pgl) > 0 mplica n = 0 mod d}
Ci={jeC :pgl) > 0 implica n = 1 mod d}

Ca1={y GC:ng) > 0 implican =d — 1 mod d}

Aleshores,
C = UiZC;
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Teorema 1.3.32. Si k € C; i py; > 0, llavors j € Ciyq (amb els indexos reduits
modul d; i.e, Cy = Cy, Cyr1 = C4, ...). Aizi doncs, comencant des de i la cadena
es mou de Cy a Cy, de Cy a Csy, ..., de Cy_q a Cy, 1 aixi successivament. Diem que
els C; son les subclasses cicliques de C.

Demostracioé 1.3.33. FEscollim un n tal que pgz) > 0. Llavors n és de la forma

ad+t. Ara pgl“) > pg,z)pkj > 0; d’aqui veiem que © condueix a j, i per tant j € C,

per ser C' tancat. Peron =tmod d; i aixin+1=1t+ 1 mod d, per tant j € Cyy1.

Exemples 1.3.34.

1. Recordem que haviem dit que els 3 estats formen una unica classe d’equi-
valencia i que, per tant, aquesta és recurrent. Llavors tenim que, sequint amb
la notacid de la teoria, C' és tancat (C = S). Aleshores pel teorema ,
a, b, c tenen el mateix periode. Comprovem-ho. Facilment veiem que com a 1
c son estats tals que Py > 0,pec > 0, llavors el med entre 1 qualssevol altres
nombres sempre és 1. Llavors tenim que d, = d. = 1. Ara per b veiem que
oy = 0, pero que pl(j) > 0, 1 també pl(,i) >0, 1 com 21 8 son coprimers, llavors
el periode de b, efectivament, també és 1.

2. En aquest exemple tenim 3 classes d’estats, on {5} i B sdn recurrents i A és
transitori. Llavors {5} i B son classes tancades. Determinem el periode de
cada classe. Per {5}iB sembla obvi ja que en l'exemple anterior hem vist que
st un estat i compleix que p;; > 0 llavors el seu periode €s 1, 1 tots els estats
i € {5} U B ho compleizen. Es a dir, que disy = dp = 1. Facilment podem
veure que dg = 2. En aquest cas podem observar com el contrarreciproc del
teorema no és cert ja que {5} i B tenen el mateix periode pero no
son la mateixa classe.

3. Afegim un tercer exemple (tal que existeixi una classe d’equivaléncia tancada
C' de periode d > 1), considerem la cadena de la segiient figura: Com cada un

Figura 1.3: Una cadena periodica

dels estats condueix a tots els altres estats, l'espai d’estats forma una classe
d’equivaléncia tancada C, necessariament recurrent. Per trobar el periode
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sembla més complicat que en 'exzemple anterior, per tant procedim a descriure
una manera efectiva que hom pot usar per trobar el periode de qualsevol classe
finita i tancada. Comencem amb un estat qualsevol, nosaltres triarem 11, i
deizem que sigui Cy la subclasse que conté l’estat 1. Llavors tots els estats als
que podem arribar en un pas des de Cy = {1} pertanyen a Cy, en el nostre
cas, 3 € Cy. Tots els estats als que podem arribar en un pas des de Cy = {3}
pertanyen a Cy, per nosaltres, 4 € Csy. Continuem d’aquesta manera per
obtenir la seguent taula, construida d’acord amb la norma que tots els estats
als que podem arribar en un pas des de almenys un estat de C; pertanyen a

Cit1-
Co = {1}
C, = {3}
Cy = {4}
Cs = {5}
Cy=11,2,4}

Parem de construir la taula quan una subclasse Cy, conté un estat que pertany
a Cj,j <k. Aqui tenim que 1 € Cy N Cy, llavors Cy = Cy. També passa aizo
per 4: 4 € Cy N Cy, llavors Cy = Cy. D’aqui tenim doncs que Cy = {1,2,4}.
I ara comencem de nou el procediment amb el Cy actualitzat. Aleshores, tots
els estats als que podem arribar en un pas des de qualsevol dels estats de Cy,
pertanyen a Cy. I obtenim:

Co=11,2,4}
C’1 = {375}

Com C = Cy U CY, hem acabat. Concloem doncs que el periode és 2 1 que
Co = {1,2,4}, C; = {3,5}. Si C té un nombre finit d’estats, aleshores el
procés descrit acaba en un nombre finit de d’iteracions.

1.4 Probabilitats en els limits

En les seglients dues seccions segueixo majorment el llibre [1].

Sembla obvi preguntar-nos que succeeix quan n tendeix a infinit en les probabi-
litats de transicié de n passos, p,E?), i de fet en el capitol anterior ja hem vist alguna
propietat relacionada amb aquestes probabilitats i la recurréncia/transitorietat dels

estats, (verure el teorema i el corol-lari [1.3.13]). En aquestes dues properes
seccions aprofundirem en la qiiestié anterior. Comencem pel segiient resultat.

Teorema 1.4.1. Sigui aq,as,...,a, una successio de nombres no negatius amb
oo A ’ - . ’ . .
Yoveian = 1, tal que el mazim comi divisor de {j : a; > 0} és 1. Escrivim

up = 1wy = 1 frtn—k, n=1,2,... Definim pp = > 7 na,. Aleshoresu, — 1/p
quan n — 0.
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Podem aplicar el teorema a una cadena de Markov amb a, = f(n) donat un

i
estat ¢ recurrent amb periode 1; llavors u,, = pz(ln ) pel teorema de la primera entrada.
També, p = p; = > 0o, nfi(i"), aixo és: si T és el temps necessari per tornar a @
quan l'estat inicial és i, llavors pu; = E(T). Si i és un estat recurrent arbitrari
d’'una cadena de Markov , diem que p; és el temps mitja de recurrencia de i. El
teorema determina que pz(f ) 51 /i, és a dir, I'invers del temps mitja de recurrencia.
Abans de fer la demostracié enunciarem tres resultats d’analisi que necessitem per
la prova:

Suposem que els nombres ay;, ¢;, a;j, b; sén reals.
1. Lema de Fatou: Si |ay;| < ¢, k,j=1,2,...,1 Zj ¢; < oo, llavors

lim sup Z ag; < Z lim sup ay;
J J

k—o0 k—o00
i també,
lim inf g ag; > g lim inf ay;
k—o0 - - k—o0
j j
Aquesta ultima afirmacié del limit inferior no necessita la hipotesi previa.

2. El Teorema de la Convergéncia Dominada: Si |agj| < ¢j, k,j=1,2,... Zj c; <
00, i limy_y0 arj = a;,7 = 1,2, ..., llavors

lim g = lim a; (= a;
i S = X i o (= )

J J J
El teorema és conseqiiencia del lema de Fatou.

3. liminfy o (ar + bg) < liminfy_, ay + limsup,_, . br. Aquesta desigualtat és
resultat de les definicions de limit inferior i limit superior.

Demostracié 1.4.2. Primer notem que 0 < w, < 1 per a tot n ( per induccid ).

Definim
(o, ¢]
Ty = Z aj, n=20,1,..
Jj=n+1
Llavors
Up = QU1 + ... + apup = (ro — 71)Up—1 + . + (Tho1 — T ) Uo, n>1

Com ry = Z;; a; = 1, tenim u,, = roUy, @ per aizo podem reordenar els termes

en ’expressio anterior per obtenir
ToUn + T1Up—1 + ... + Tnlyg = ToUp—1 + ... + Tr_1Ug, n>1

Per la qual cosa, Y, _, rity—i €s independent de n; aixi que:

Zrkun_k = roug = 1, n=20,1,... (1.4.1)
k=0
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Ara deizem que b = limsup,, u,, Escollim una subsuccessid {u,, } que convergeizi a
b. Llavors

b = limu,, = liminf u,,
k k
Nk
= hmklnf[a,-unk_i + E jUny—j]

J=Lg
o0

< limkinf(aiunk,i) + ( Z a;)b

J=1,j#1

(Aqui utilitzem que liminfy(ay + by) < liminfy ay + limsupy bx.) A més, si prenem
u, =0 pern <0, llavors

lim sup( Z AUy, —j) < Z ajlimksup(unk,j)gb Z a;

J=1,j#i J=1j#i J=L1j#i

Fizem-nos que com |ajun, ;| < a;, i Y32, a; < oo, s’aplica el lema de Fatou.
Aleshores
b < a; limkinf Uny—i + (1 — a;)b,

s

0 bé,
a; liminf w,, _; > a;b
k

Aixi doncs a; > 0 implica u,,_; — b quan k — oo. Es dedueix que u,,_; — b
per un 1 suficientment gran. Llavors si t = Z:Ll Crly, ON Cp SON enters positius i
st a;, > 0, aleshores uy,,_; — b. El conjunt H de totes aquestes t’s és tancat per
la suma i el seu med és 1, ja que H és format per tot els enters positius i tals
que a; > 0. Llavors apliquem que st H és un conjunt no buit d’enters positius amb
maxim comi divisor d, 1 H és tancat sota la suma, aleshores tots els nombres enters
positius suficientment grans maultiples de d pertanyen a H; per tant com el nostre
med €s 1 tenim que H conté tots els enters positius suficientment grans. Diem que

Up,—i — b pert > 1. Per ,
erunk_l_j =1 (amb u, = 0 per n < 0)
=0

St Z;io r; < 00, el teorema de Convergencia Dominada ens div que podem deizar
que k;oo—> oo i prendre limits terme a terme ezo per obtenir bZ;’io ri =11
st Zj:O r; = 0o, pel lema de Fatou, 1 > szzo rj, v per tant b = 0. En qualsevol

cas, doncs,
b=01>_rl™

j=0
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Pero

’T‘Q:CL1+CL2+G3+...
T =as +as+ ...

T =as+...

I per tant
> Znan =
n=0
En conseqiiéncia, b = limsup,u, = 1/u. I amb un argument simétric, b =

liminf, w, = 1/ i per tant lim,,_,o u,, = 1/p.

O

Ara apliquem el teorema que acabem de veure per tenir informacié del compor-
tament en el limit de la probabilitat p;j™.

Definicié 1.4.3. Un estat recurrent j diem que és positiu si i només si el seu
temps mitja de recurrencia ji; €s < 0o, contrariament diem que és nul si i només
81 f1; = 00.

Teorema 1.4.4. a) Si l'estat és j és recurrent i aperiodic, i i és de la mateiza

b)

0

classe d’equivaléncia, llavors pgb)

és finit. Si i pertany a una classe diferent, alehores p;;

— 1/pj. A més, p; és finit si i només si p;
o ;}/Mj

Sigui j un estat recurrent amb periode d > 1. Suposem que i és de la mateixa
classe d’estats que j, ambi € C., 5 € Cyyq, on CriC,y, son subclasses cicliques
de C'. Aleshores, p( ndta) _, d/p. També es compleix que pi; €s finit, siinomés
st, J; €s finit; per tant la propietat de ser recurrent positiu o ser recurrent nul
és una propietat de classe.

St j és recurrent amb periode d > 1, sent i un estat arbitrari, llavors
pt Z FEEN g a=0,1,..,d—1

L’expressio entre claudators és la probabilitat d’arribar a j per primer cop des
de i en un nombre de passos que és = a mod d. Llavors, si j €s recurrent
nul, pl(»?) — 0 quan n — oo per a tot i.

Una cadena finita no té estats recurrents nuls
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Demostracié 1.4.5.  a) Pel teorema de la primera entrada

b)

d)

= 3

v=1

prenem p(-r) =0, r < 0. I pel teorema de la convergéncia dominada, podem

i
prendre limits terme a terme per n — 00; com p(."_y)

JJ
[7:4.1], tenim
Py Z 15 T

Hj

— 1/p; pel teorema

Sii,j pertanyen a la mateiza classe recurrent f = 1. Ara assumim que p; €s

finit. Si pw ,p§l) > 0, llavors p(n+r+s) > pg)pg’;)pgl); aizo és > 0 per a n gran,

ja que pgj) — 1/p; > 0. Pero si p; = oo, aleshores p@

i — 0 perm — o0, 1
tenim una contradiccid. a) queda provat.

Primer suposem a = 0. Llavors j és recurrent i aperiodic relatiu a la cadena
de Markov amb matriu de transicié P*. (Si A té d com maxim comi divisor,

llavors el med de {a/d :a € A} és1). Per (a),
i) 1 d d
Pi; = —
’ DTS gt

Ara suposem el resultat cert per a = r. Pel cas a =1+ 1 tenim
nd r+1) nd—+r d d
o szpl(g]+)_>zpik_:_
. Hi o My

com diu el teorema. L’argument per demostrar que ji; €s finit si i només si
Wi €s finit és el mateiz que el que hem servir per demostrar a), pero canviant
d per nd.

nd+a

Pt = AP, as0d

Com j té periode d, p]”d“ k) =0, a no ser que k — a sigui de la forma rd

(necessariament r < n); aleshores

(ndJra f rd+a (n—r)
E : ij

Per finalitzar la demostracio fem el limit quan n — oo © usem l’apartat ante-
Ti0T.

Sigui C una classe finita recurrent nul-la. Suposem C' = {1,2,...,r}, llavors

Zpgl) =1, 1eC
j=1

Fent el limit per n — oo, per c¢) obtenim 0 = 1, és a dir, contradiccid.
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O

Una implicacié que no esta de més recordar, ja que guarda relacié amb aquestes
4 afirmacions que hem vist, és la del corol-lari|1.3.13]

A continuacié tractem d’extreure més informacié del primer exemple d’aquest
treball a partir dels nous conceptes vists en aquesta seccio.

Exemple 1.4.6. Tenim que els 3 estats formen una unica classe, que €s recurrent
i aperiodica (els tres estats que la conformen son aperiodics). I també sabem que

08 0 0.2
P=105 0 05
0.3 0.6 0.1

és la seva matriu de transicio. Pel teorema sabem que p(n) — 1/p;, per

1

n — 00, on ; és el temps mitja de recurréncia de i. Per l’apartat a) del teorema

1.4.4 pg-b) — 1/pj per a toti,j € S = {a,b,c}, d’aqui deduim un fet important,
la probabilitat de ser a j quan n — oo €s la mateixa per qualsevol que sigui [’estat
inicial. De Uapartat d) del mateiz teorema veiem que cap dels estats és nul, per tant
han de ser recurrents positius. Sabent que el temps mitja de recurréncia de cada
estat €s finit, ens demanem si els podem calcular. Per definicid p; = -, nfl(ln)
Comencem per l’estat a,

fa=1-fO 42, f@ 4384  —1.08+2-(02:0.3)+3-(0.2-0.6-0.5)+ ...
realment, és una tasca que sembla impossible de realitzar. Doncs bé, en el proxim
capitol hi posarem remei.

Una altra inquietud que podem temir €s esbrinar qué passa amb la matriu de
transicio per n passos quan n = 10, n = 100, n — oo. Doncs bé

0.652 0.130 0.217 0.652 0.130 0.217

P =10.652 0.131 0.217 ], P — [0.652 0.130 0.217

0.652 0.130 0.218 0.652 0.130 0.217
Observem que les files de la matriu P sén molt semblants entre elles, pgio) ~
p%o) ~ p%o), per a tot j € {1,2,3}, i per n =100 ja es compleix la igualtat (amb 3

decimals). Aixo implica que la probabilitat de ser a j a temps n és independent de
quin sigui l'estat inicial (ja ho hem dit abans). Aizxi doncs, iterant la matriu P ens
anem aprorimant a una distribucio "d’estat estable”que escriurem com

(n)

lim p;;

n—oo

= vy, i,jES

En el proper capitol també donarem les condicions per les quals existeix un estat
estable, ja que no té perquée fer-ho.
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1.5 Distribucions estacionaries i d’estat estable

Anem per parts i comencem amb una definicié.

Definicié 1.5.1. Una distribucio estacionaria per una cadena de Markov amb
espai d’estats S és un conjunt de nombres vi,i € S, tals que v; >0, > . qv; =1,

Zvipij = ’Uj,j c S

i€S

Aixi, si escrivim v = (v;,7 € ), llavors vP = v, on P és la matriu de transici6
d’'un pas de la cadena de Markov . Per inducci6, vP" = vP(P"!) = vP" ! =
..=vP =wv, per tant vP" = v. Llavors, si v és la distribucié inicial, la distribucio
de T'estat a tot temps futur segueix sent v. Les distribucions estacionaries estan
fortament relacionades amb les probabilitats en els limits. El resultat principal és
el seglient.

Teorema 1.5.2. Considerem una cadena de Markov amb matriu de transicio P =

(pij). Suposem que

lim p™ = g,
Jim p’ =g

per tots els estats i,j (on q; no depén de i). Aleshores

(a) ZjeSQj <1 izieSQipij =gqj, JES.
(b) O tots els q; =0, 0 bé 3. sq; = 1.

(c) Sitots els q; = 0, llavors mo hi ha distribucic estaciondaria. Si ) ;cqq; =1,
llavors {q;} és la tunica distribucio estacionaria.

Demostracié 1.5.3. Provem (a):
Z q; = Z lim pgy) < lim inf Z pE;L)
j i S
pel Lema de Fatou, per tant
>4 <1
J
Ara

1)
5 ¢ipij = E hmp,m )pZ] < hm inf E p,ﬂ pm = lim 1nfp (n+1) =qj
Z

Perqueé sty . q;ipij, < qj, per algun jo, llavors
PEDIOTIEDI DI DI
J J i ( J (
que €s una contradiccio.
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Per demostrar Uapartat (b) suposem q¢ = (g;,i € S), llavors per (a), tenim
qP = q. Per tant, per induccid ¢P" = q, aizo és, ), qipl(?) = ¢qj. Aleshores

i 0N i ()
4; = hTran 4iP;;~ = Z 4; hfznpij

pel teorema de convergéncia dominada. Llavors q; = (>, ¢;)q;, obtenint que o tots
els q; son 0, o bé Zjesqj =1.

(¢) Finalment, si {v;} €és una distribucio estacionaria, llavors ), vipz(;l) = ;.

Fent el limit en n — oo, obtenim ) . v;q; = v;, © per aizo ¢; = v;. Com a con-
seqliencia, si ewisteix una distribucio estacionaria, aquesta €s unica i coincideix
amb {q;}. Aizi doncs, no pot haver-hi cap distribucid estacionaria si per tot j
tenim q; = 0; i si Zj q; =1, per (a), {q;} és estacionaria.

O

Definicié 1.5.4. Una distribucio d’estat estable és una distribucid (conjunt de

(n)

nombres vj, j € S tals que Y ._qv; =1 ) que compleiz: lim,_,q pi?

i,j€Ss.

jes = vj, per a tot

Notem que perque es doni la distribucié d’estat estable cal que les probabilitats
de transicié en el limit existeixin (independentment de l'estat inicial ) i formin una
distribucioé de probabilitat.

Observacié 1.5.5. En el cas d'una cadena finita, un conjunt de probabilitats en
el limit que sén independents de I'estat inicial ha de formar una distibucié d’estat
estable, és a dir, el cas on tots els g; sén 0 del teorema anterior, no pot ocorrer.
Per a tot ¢ € S tenim ) ies pg.l) =1, i fent el limit quan n tendeix a infinit, com

S és finit, > jes @ = 1. Si la cadena és infinita, aquest resultat no és valid. Per
exemple, si tots els estats son transitoris, llavors pl(?) — 0, per a tot 7, j.

Si {g;} és una distribucié d’estat estable, llavors {¢;} és la tnica distribucié
estacionaria, pel teorema [1.5.2] Pero en canvi, una cadena pot tenir una unica
distribucio estacionaria sense tenir una distribucié d’estat estable, de fet sense existir

els limits de les probabilitats. Veiem-ho amb el segiient exemple.

Exemple 1.5.6. Sigui la cadena de Markov amb matriu de transicio:

P =

— O O
O O =
O = O

Aleshores la inica distribucid estacionaria és (1/3,1/3,1/3), pero

010 0 01
P"=1{0 0 1], n=1mod3. P*=11 0 0], n=2mod3.
1 00 010
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P = , n=0mod 3.

OO =
O = O
_— o O

Es a dir que P™ no convergeix a cap matriu limit, © per tant no existeix cap distri-
bucio d’estat estable.

Després d’haver parlat de 'existencia i unicitat de les distribucions estacionaries,
tot seguit procedim a donar condicions sota les quals existeix una distribucié d’estat
estable.

Sigui N el nombre de classes recurrents positives.

CAS 1 N = 0. Aleshores tots els estats sén_transitoris o recurrents nuls. Per tant
pg) — 0 per a tot 4,7 pel teorema |1.4.4] aixi que per I'apartat (c¢) vist en
I’anterior teorema d’aquesta seccid, no hi ha distribucié estacionaria.

CAS 2 N = 1. Sigui C la unica classe recurrent positiva. Si C' és aperiodica, llavors,
pel teoremal.4.4 pl(Jn — 1/p;,i,5 € C. Sij ¢ C, j ha de ser transitori o

recurrent nul, i sigui com sigui pl(]) — 0 per a tot i. Pel teorema [1.5.2] si

assignem v; = 1/pu;, per j € C,1iv; =0, per j ¢ C, llavors v; és I'inica

distribucio estacionaria, i pz(»?) — v, Vi, 7.

Ara suposem que C' és una classe periodica, amb periode d > 1. Sigui D una
subclasse ciclica de C'. Els estats de D sén recurrents i aperibdics en relacio a
la matriu de transicié P?. Pel teorema/|l.4.4)de la secci6 anterior, p” ) d/u;,
i,j € D; és adir que {d/u;,j € D} és I'inica distribuci6 estacionaria de D
relativa a P4 (particularment, >jep 1/p; = 1/d). Segueix que v; = 1/p;, per
jeC,iv; =0, per j ¢ C és I'inica distribucié estacionaria per la cadena
original.

CAS 3 N > 2 Hi ha una unica distribucié estacionaria per cada classe recurrent
positiva, per tant infinites distribucions estacionaries, ja que si v, w séon du-
es distribucions estacionaries (vP = v, wP = w), i a1,ay dos nombres no
negatius tals que a; 4+ as = 1, aleshores

(a1v + asw) P = a1v + asw

En resum hi ha una tunica distribucié estacionaria, si i només si, hi ha una unica
classe recurrent positiva.
Finalment donem el seglient teorema sobre les distribucions d’estat estable:

Teorema 1.5.7. Existeix una distribucio d’estat estable, si i només si; hi ha una

tnica classe C' recurrent positiva, que és aperiodica, © també, fj = 1 per a tot
1e€Cies.

Demostracio 1.5.8. Provem primer la z'mplz'cacz’é d’esquerra a dreta. Sigui {v;}
una distribucic d’estat estable. Pel teorema {v;} és lunica distribucid esta-
ctonaria, airi que hi ha d’haver ea:actament una classe C' recurrent positiva. Su-
posem que C' té periode d > 1, 1 sigur @ € Cy,7 € C, on Cy, Cy son subclasses
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cicliques. Llavors, pel teorema|1.4./ pz(-;LdH) — d/p;, pl(;wl

d/p; >0, pz(-;b) no té limit quan n — oo, contradient la hipotesi. Si j € C, 1 € S,

llavors per Uapartat (a) del teoremal|l.4.4| de la seccié anterior, pl(?) — [/ ug, i per
tant v; = fi/u;. Com vj no depén de i, tenim que f; = f7; = 1.

Ara demostrem Ualtra implicacid. Altre cop, per l'(a) del teoremam

) =0 per a tot n. Com

p — T wiifjec
My

Y =0 i, if j¢C,

ja que j és transitori o recurrent nul. Llavors, si fj; =1, Vi € 5,j € C, el limit v,
és independent de i. Com C és positiva, v; > 0 per j € C; i aleshores, pel teorema
anterior, » . v; =1 obtenint que {v;} és una distribucid d’estat estable.

Comentari 1.5.9. Notem que si existeix una distribuci6 d’estat estable, llavors no
hi ha classes recurrents nul-les. Perque si D és una classe d’aquest tipus amb ¢ € D,
llavors per ser D tancat, fj; = 0, per a tot j € C, una contradiccié. Per tant en
I"altim teorema, podem substituir de ’enunciat, "hi ha una tnica classe recurrent
positiva, que és aperiodica”, per "hi ha una tnica classe recurrent, que és positiva
i aperiodica”.

Corol-lari 1.5.10. Sigui una cadena de Markov finita.

(a) Existeix una distribucié d’estat estable, si i només si, hi ha exactament una
classe d’equivalencia tancada, que és aperiodica.

(b) Hi ha una tnica distribucié estacionaria si i només si hi ha exactament una
classe d’equivalencia tancada.

Demostracio 1.5.11. El resultat és conseqiiencia del teorema anterior, juntament

amb el (c) del el (d) del i el fet que si B és un conjunt finit d’estats

transitoris, la probabilitat de romandre sempre en B €s 0.

Notem que en I'exemple [I.5.6] que hem donat sobre una cadena que té una tnica
distribucié estacionaria pero ninguna distribucié d’estat estable, efectivament la
cadena conté només una classe d’estats tancada i de periode 3.

Tot seguit tractem de respondre les qiiestions del final de la seccié anterior sobre
I'exemple [1.2.5| amb les que hem intriduit les distribucions estacionaries i d’estat
estable, i analitzarem també els casos de les cadenes representades pels diagrames

T21i@3

Exemples 1.5.12. 1) Pel corol-lari anterior sabem que com hi ha una inica
classe d’estats, tancada 1 aperiodica, llavors existeix una distribucio d’estat
estable ( que coincideix amb la distribucid estaciondaria ). Un métode efectiu
per trobar-la sera simplement resoldre el sistema vP = v, on P és la matriu
de transicio conequda 1 v és la distribucio d’estat estable que busquem, sota
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2)

3)

les condicions que v; > 0,% ., cv; = 1. (També es pot aprozimar la solucio
per métodes numeérics iterant la matriu de transicié). En el nostre cas:

0.8v1 4+ 0.5v3 + 0.3v3 = vy
01)1 + OUQ + 0.6U3 = Vo
0.21)1 + 0.5U2 + 0.].?]3 = U3

que ens dona un vector: (3vs, 0.6vs,v3) i ara imposant la condicid de que els
tres elements sumen 1, ens queda que vs = 1/4.6 i per tant

v = (15/23,3/23,5/23) ~ (0.652,0.130, 0.217).

Una altra qiestio que ens feiem era com podem calcular el temps mitja de
recurréncia? Doncs bé, haviem vist que limnﬁoopz(?) = 1/p; i intentavem
calcular p; per la seva definicid, cosa que era impossible. Pero podem utilitzar
la definicio de distribucio d’estat estable que diu que lim,, pg-l) = vj, @ llavors
ajuntant els dos resultats tenim que (per aquest cas) v, = 1/Mj> per a tot

Jj €{1,2,3}. Aizi doncs el temps mitja de recurréncia de cada estat és
/L1:1/1}1:23/15, /L2:1/1)2:23/3, /1/3:1/1)3:23/5

{5} i B sdn classes recurrents positives. Per tant ens trobem en el cas
3 amb N = 2. On cada una d’aquestes dues classes té la seva distribucio
estacionaria, ( com a més son aperiodiques les dues, llavors també tenen la
seva distribucio d’estat estable per les submatrius Psy, i Pg). Els vectors de
distribucio estacionaria per cada classe seran de la forma

V{5} = <07070707 ]-707 070)7 Up = <0707070707UBS)UB77U38)-

Podem trobar el vector vg de la mateiza forma que en l’exemple anterior, reso-
lent el sistema d’equacions vgP = vg. Com hem explicat anteriorment, per a
cada parella de nombres ay,as > 0 tals que a; +as = 1, tenim una distribucio
estacionaria de la forma (a1vgsy + agvp) = (0,0,0,0, a1, aavp,, a2vp,, A2UB,),
aizi doncs, en tenim infinites.

Tenim una unica classe C' recurrent positiva periodica, de periode d = 2. FEns
trobem en el cas 2, N = 1. Pel corol-lari sabem que hi ha una unica distribucio
estacionaria perd ninguna d’estat estable. Siguin Cy = {1,2,4}, C; = {3,5}
les subclasses cicliques. La matriu de transicio és de la forma

0 01 0 0

0 01 0 0
P=1]10 00 1 0
0 00 0 1
a b0 1l—a—0b0

Tenim que quan n — oo
V1 U2 0 V4 0
vy, v9 0 wg O
Pr=pP"—=10 0 wy 0 ws
V1 V2 0 V4 0



Pel que hem dit en el cas 2, on C és periodica, tenim que

1 1
u = —(vl,vg,wg,v4,w5) = 5(01,U2,w3,v4,w5)

d

és la unica distribucio estacionaria de la cadena original. El temps de re-
curréncia, ji;, de cada estat i, sera p; = 1/u;, €s a dir,

= (2/v1,2/v9,2/ws,2/vy,2/ws).

Donem per acabada la teoria sobre les cadenes de Markov i d’ara en endavant
parlarem sobre ’aplicacié de les cadenes de Markov en els sistemes Bonus-Malus.

30



Capitol 2

Sistemes Bonus-Malus

Les cadenes de Markov tenen una llarga llista d’aplicacions com ara bé la meteo-
rologia, I’epidemiologia, la teoria de cues, la fisica...Nosaltres explicarem ’aplicacié
de les cadenes de Markov discretes (i en concret, homogenies) al mén de les asse-
gurances a través dels sistemes de tarificaci6 Bonus-Malus.

Per a l'escriptura d’aquest capitol he seguit sobretot els apunts [4], [5] 1 [8].

Comencem donant el context economic:

2.1 Conceptes economics

Un contracte d’asseguranca és un contracte pel qual 'assegurador (companyia d’as-
segurances) garanteix la cobertura d’un risc, amb el cobrament d’una prima per
part de qui la contracta (prenedor). I en cas que es produeixi el fet del que és
objecte de cobertura, ’assegurador es compromet a indemnitzar, dins uns limits
previament acordats, el dany produit a I’assegurat.

Les companyies d’assegurances han de calcular quin és el preu d’aquesta prima
per tal de poder cobrir totes les despeses derivades dels sinistres assegurats, a aquest
procés li diem tarificacié. Els metodes pels quals fem la tarificacié poden ser de dos
tipus:

o A priori. Estableixen primes diferents per classes. Se li assigna una prima a
una polissa que s’incorpora en la nostra cartera sense tenir experiencia sobre
la sinistralitat d’aquell risc en concret. L’assignacio es fa amb base al que ha
observat la companyia en un passat recent sobre assegurats d’un perfil identic.

e A posteriori.Contrariament a la tarificacié a priori, es presuposa una prima
inicial igual per a tots, que es va modificant en base a ’experiencia de sinis-
tralitat d’aquell individu (polissa).

(La polissa és el document on s’especifiquen les condicions del contracte d’assegu-
ranca. [ quan parlem de la cartera ens referim al conjunt de polisses que estan
cobertes per la companyia).
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Els sistemes de Bonus-Malus tractats amb cadenes de Markov constitueixen un
dels metodes més usuals de tarificacié a posteriori.

2.2 Definicio dels sistemes Bonus-Malus

Hem dit que els sistemes Bonus-Malus (SBM) sén uns dels metodes més usuals d’in-
troduir les modificacions en les tarifes tenint en compte I'experiencia de sinistralitat
del propi assegurat. Aquests sistemes consisteixen en unes rebaixes i increments que
depenen del nombre de sinistres que té ’assegurat en els diferents periodes. Cada
estat, en el qual pot estar I’assegurat, té associat un percentatge de descompte o
penalitzacié. Aixi tots els estats que impliquen un descompte diem que formen
la zona de Bonus, mentre que tots els que impliquen una penalitzacié formen la
zona de Malus. Nosaltres veurem dos casos on, per aquesta definicio tots els estats
son Bonus, pero el percentatge de descompte si que varia en funcié del nombre de
sinistres.

Els SBM tractats amb cadenes de Markov necessiten que el sistema que definei-
xen compleixi la propietat de Markov . Adaptada a les assegurances: l'estat d’un
assegurat per al proper periode depen només de l'estat en el periode actual, i per
tant del nombre de sinistres que ha provocat en aquest en aquest periode. Suposa-
rem que per classificar ’assegurat en un o altre estat només tendrem en compte els
sinistres en els que ha estat responsable.

El procediment comenca classificant els clients segons els seus perfils en diferents
grups de tarifa (tarificaci6 a priori) i a cada grup li correspon una prima de referéncia
o prima base. Dintre d’aquest grup, els assegurats poden moure’s per un nombre
finit d’estats tals que cada un es correspon a un nivell de prima anual, que s’expressa
com un percentatge de la prima inicial de referencia del grup.

Aleshores tenim que S = {1,2,...,s} és l'espai d’estats finit. El temps sera
T ={0,1,...} i la unitat de mesura sera en anys, aixi quan ens trobem en el periode
0, voldra dir que ens trobem en l'any 0, I'any inicial. Llavors {X,,} és la successi6
d’estats que recorre un assegurat al llarg dels anys.
Definirem el vector de nivells de prima: b = (by, ..., bs), tal que b; és la prima en
I'estat ¢ € S (en forma de percentatge respecte la prima de referéncia).

Ens falta veure quines sén les regles de transicio entre cada estat i quines pro-
babilitats té cada possible transicié. No obstant aix0, no parlarem de com obtenir
aquestes probabilitats, ja que s’usen metodes estadistics que queden fora d’aquest
treball.

Comentari 2.2.1. En la definicié dels SBM se sol utilitzar el terme classe per dir
estat, aixi doncs dirfem que cada un dels ¢ € S representa una classe. Nosaltres
tractarem d’evitar-ho per tal de no confondren’s amb les classes d’estats.

Abans de seguir veiem com un SBM pot resumir-se amb la segiient taula, on els
estats s’ordenen per nivell de prima decreixent, de s a 1: by > ... > b;.
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Estat | Nivells de prima | Estat després de ... sinistres
? bi 0o 1 2 3+
s b
io bio
1 by

Segons com siguin les regles de transicié es classifiquen els diferents tipus de
SBM. Nosaltres en veurem dos que s’han utilitzat en les assegurances d’automobils:
el SBM classic del Regne Unit i el SBM brasiler.

2.2.1 SBM classic del Regne Unit

Aquest sistema té com a estat inicial, ig = 6, i podem definir la resta de carac-
teristiques en la taula segiient:

Estat | Nivells de prima | Estat després de ... sinistres
1 b; 0 1 2 3+
7 100 6 7 7 7
6 75 5 7 7 7
5 65 4 6 7 7
4 55 3 5 7 7
3 45 2 5 7 7
2 40 1 4 6 7
1 35 1 4 6 7
Aleshores la seva distribucié inicial és vy = (0,0,0,0,0,1,0). i la matriu de
transicié és de la forma:
PNy O 0O PN, 0 PN, 1—PNy— PN;— PN,
PNy O 0O PNy, 0 PNy, 1—PNy— PN,— PN,
0 PNy O 0 PN, O 1— PNy — PN;
0 0 0O PNy O PN 1— PNy — PN,
0 0 0 0 PNy O 1— PN,
0 0 0 0 0 PNy 1— PN,

Notem que escrivim PNy per denotar P(N = k) on N és el nombre de sinistres,
amb k =0,1,2,.... Aquests PN’s que apareixen no deixen de ser probabilitats, i
per tant son majors o iguals que 0, i menors o iguals que 1, i han de complir que
> ;bij =1, per a cada fila 7. Observem també que llavors molts elements de la
matriu, probabilitats, es repeteixen i només tenim 6 valors diferents.

Fixem-nos que tots els estats estan comunicats formant una inica classe d’estats,
i per tant la classe és recurrent i positiva (teorema|1.3.21]i pel (d) del teoremal|l.4.4).

I com existeix almenys un estat ¢ tal que p; > 0, en concret 1 i 7 sén els tnics que
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ho compleixen, llavors tenen periode d = 1. Per teoria sabem que tots els estats
d’una mateixa classe tenen el mateix periode (teorema , per tant la classe
és aperiodica. Es a dir que la cadena consta d’una unica classe recurrent positiva
i aperiddica. Per tant hi tenim una distribucié d’estat estable (teorema [1.5.7)), que
coincideix amb la distribuci6 estacionaria.

Per tant la matriu P" quan n — oo és tal que totes les seves files son iguals.
Per trobar aquesta distribucio d’estat estable w, com s’indica en la teoria, es tracta
de resoldre el sistema wP = w (cal tenir en compte que en aquest treball si no
s’especifica, els vectors sén fila). I llavors el temps de mitja de recurrencia de cada
estat sera p; = 1/w; ,peri=1,...,7.

2.2.2 SBM brasiler

En aquest cas tornem a tenir el mateix espai d’estats, S = {1,2,...,7}, que en el
cas anterior. Pero ara se li assigna el nou assegurat un estat inicial i = 7. La taula
que defineix el sistema és la segiient:

Estat | Nivells de prima Estat després de ... sinistres
7 b; 0 1 2 3 4 5 6+
7 100 6 7 7 7 7 7 7
6 90 bt 7 7 7 7 7 7
5 85 4 6 7 7 7 7 7
4 80 3 5 6 7 7 7 7
3 75 2 4 5 6 7 7 7
2 70 1 3 4 5 6 7 7
1 65 1 2 3 4 5 6 7

Podem observar com aquest sistema és un exemple d’escala —1/41 aix0 significa
que per cada periode (any) sense cap sinistre es produeix una baixada de 1 estat
en l'escala, mentre que cada sinistre es penalitza amb una pujada d’un estat. Per
tant no penalitza tant com ’anterior. Vegem la seva matriu de transicio:
P =
PNy PNy, PN, PN3; PN, PN;s 1- Z?:o PN;
PN, 0 PN, PN, PNy PN, 1-3,PN,
PN, 0 PN, PNy, PNy 1-37 PN,
0O PNy 0 PN, PN, 1-37 PN,
0 0 PNy O PNy 1—PNy—PN;
0 0 0 PNy O 1— PN,

0 0 0 0 0 PNy 1— PN,

o O O O

Aqui també tenim, analogament al SBM classic del Regne Unit, que la cadena de
Markov consisteix en una unica classe recurrent positiva i aperiodica, i per tant
existeix una distribuci6 d’estat estable.

Donem un exemple concret de probabilitats de transicié per poder aplicar i
comparar els dos sistemes, pero abans expliquem alguns conceptes economics més
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relacionats amb la distribucio d’estat estable.

Comencem definint la prima pura. La prima pura és el concepte més basic de
prima, ja que representa el cost real del risc assumit per I'assegurador, sense tenir
en compte les despeses de gestio.

Ara expliquem el concepte d’equilibri d’un sistema en prima pura. Utilitzem
com unitat de les primes el cost mitja d’un sinistre. Siguin:

e E(N) l'esperanga de la variable N: nombre de sinistres. Aquest valor sera la
nostra prima a a priori.

e P, la prima pura de referencia (sobre la qual s’apliquen els percentatges)

e P, la prima pura mitjana:
s bl
P = (> _v—=)B, (2.2.1)
1

tal que v; és la distribucio estacionaria i b; el vector de nivells de prima. Aleshores,
el sistema esta equilibrat en prima pura si la prima mitjana coincideix amb la
prima a priori:

P, = E(N),

S

(3 vim) Py = E(N)

=1

I d’aqui obtenim la prima base necessaria per tal que el sistema estigui equilibrat:

_ 100E(N)

p, = — Y 2.2.2
TSl (222)

Ara si anem amb 'exemple:

2.3 Exemple

Suposem que el nombre de sinistres, N, en el grup de tarifa amb el que treballem
segueix una distribucio de Poisson amb parametre A\ = 0.4.

i) SBM classic del Regne Unit: Com abans hem dit, la distribucié inicial

per aquest SBM és v = (0,0,0,0,0,1,0). Com N ~ Poisson(\), sabem que
)\2 —A

PNy =e* PN, = X i PN, = ; . Llavors la matriu de transicié

per a A = 0.4 és:
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P=

0.670320 0 0 0.268128 0 0.053626 0.007926
0.670320 0 0 0.268128 0 0.053626 0.007926
0 0.670320 0 0 0.268128 0 0.061552
0 0 0.670320 0 0.268128 0 0.061552
0 0 0 0.670320 0 0.268128 0.061552
0 0 0 0 0.670320 0 0.329680
0 0 0 0 0 0.670320 0.329680

Busquem ara la distribucié d’estat estable. Imposem la igualtat vP = v, on
aquest v és la distribucié d’estat estable, i ens queda el segilient sistema:

0.670320v; + 0.670320v2 = vy

0.670320v3 = vy

0.670320v4 = v3

0.268128v; 4 0.268128vy 4 0.670320v5 = vy

0.268128v3 + 0.268128v4 + 0.670320v6 = vs

0.053626v; 4 0.053626v5 4 0.268128v5 + 0.670320v7 = vg
0.007926v; + 0.007926v2 + 0.061552v5+

0.061552v4 4 0.061552v5 4 0.329680v6 + 0.329680v7 = vy

Resolent-lo ens queda un vector de la forma:
v = (1.467875v7,0.721937v,, 1.077004v7, 1.606701v7, 1.520992v7, 1.195571v7, v7)

Que imposant que Zi?:l v; = 1, ens queda que v; = 0.116413 i, per tant el
vector solucid, és a dir la distribucié d’estat estable és:

v = (0.170880, 0.084043, 0.125378,0.187041,0.177064, 0.139180, 0.116413)

Aixo significa que el 17.09% pertanyera finalment a la classe 1, el 8.4% a la
classe 2, i aixi successivament. Recordem que també podem resoldre el sistema
fent la potencia de la matriu de transicié, P, per a un n prou gran, i cada
una de les files convergeix a la distribucié d’estat estable.

A continuacié calculem la prima base necessaria per tal que el sistema
estigui equilibrat en prima pura. A partir de 'expressi6 (2.2.2)) ens queda:

100 - 0.4

= 0.672
59437475 _ 0072970

b

En la primera igualtat hem utilitzat que F(NN) = A, ja que segueix una distri-
bucié de Poisson. Aquest 0.672976 multiplicat pel cost mitja d’un sinistre és
el valor de la prima pura de referéncia (recordem que les unitats de les primes
son el cost mitja d’un sinistre).
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Un altre aspecte interessant per les asseguradores és ’evolucié de la prima
mitjana després de 1, 2, ..., n periodes, ho denotarem per P La calcula-
rem tornant a l’equacié que defineix la prima pura mitjana (2.2.1]), pero ara
substituirem el vector de la distribucio d’estat estable, v, pel vector de la dis-
tribucié després de n perfodes, li direm w™. Calculem per exemple I’evolucié
de la prima mitjana després d'un periode, utilitzant la prima base que acabem
de trobar:

Resolent uP = w trobem el vector de la distribucié després d'un perfode,
on u és la distribucio inicial i P, la matriu de transicié. Obtenim

w' = (0,0,0,0,0.670320, 0, 0.329680)

I ara:

100
= (0.515088

7
b;
P = (> wV =) Py = (0.670320 - 0.65 + 0.329680 - 1) - 0.672976
=1

Aixi doncs, la prima esperada a cobrar per assegurat després d'un periode és
0.515088 pel preu mitja del cost d’un sinistre.

ii) SBM brasiler: En aquest cas tenim que la distribucié inicial és (0,0,0,0,0,0,1).
I la matriu de transicié per A = 0.4:
P pu—
0.670320 0.268128 0.053626 0.007150 0.000715 0.000057 0.000004

0.670320 0 0.268128 0.053626 0.007150 0.000715 0.000061
0 0.670320 0 0.268128 0.053626 0.007150 0.000776

0 0 0.670320 0 0.268128 0.053626 0.007926
0 0 0 0.670320 0 0.268128 0.061552
0 0 0 0 0.670320 0 0.329680
0 0 0 0 0 0.670320 0.329680

Buscarem la distribucié d’estat estable, pero aquest cop ho fem calculant la
potencia de la matriu anterior:

P00 _ plo1 _

0.424796 0.208925 0.141762 0.093929 0.062176 0.041162 0.027250
0.424796 0.208925 0.141762 0.093929 0.062176 0.041162 0.027250
0.424796 0.208925 0.141762 0.093929 0.062176 0.041162 0.027250
0.424796 0.208925 0.141762 0.093929 0.062176 0.041162 0.027250
0.424796 0.208925 0.141762 0.093929 0.062176 0.041162 0.027250
0.424796 0.208925 0.141762 0.093929 0.062176 0.041162 0.027250
0.424796 0.208925 0.141762 0.093929 0.062176 0.041162 0.027250

Llavors la distribucio d’estat estable és:

v = (0.424796, 0.208925, 0.141762, 0.093929, 0.062176, 0.041162, 0.027250)
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Comentari 2.3.1. Que haguem escrit P1%° = P11 no implica que el 100 sigui
el primer nombre pel qual cada fila de P convergeixi a v. De fet, la velocitat
(minim nombre de periodes) en que el sistema convergeix a la distribucié
d’estat estable és un fet a tenir a compte per part de les asseguradores.

Si comparem les distribucions estacionaries d’ambdés SBM, veiem com en el
brasiler acumula més assegurats en els estats més baixos, mentre que en el de
Regne Unit la distribucié és més uniforme.

Anem amb la prima base necessaria per tal que el sistema estigui
equilibrat en prima pura, recordem que b = (65,70, 75, 80, 85,90, 100) :

100-0.4

p=_——""
® T 72.0975

= 0.554804

El 72.0975 del denominador surt de fer el producte entre el vector fila v i el
vector columna b’

De forma analoga al SBM classic del Regne Unit, busquem la distribucio
després d'un periode:

w = uP = (0,0,0,0,0,0.670320, 0.329680)
I per tant la prima mitjana després d’un periode és:
PWY = (0.670320 - 0.9 + 0.329680 - 1) - 0.554804 = 0.517614,

Es a dir, que és 0.517614 x (preu mitja del cost d’un sinistre).

Comparant els dos sistemes observem que la prima mitjana després d’un periode
és molt similar en els dos, mentre que la prima base necessaria perque el sistema
estigui equilibrat en prima pura és bastant més alta en el sistema del Regne Unit.
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Conclusions

En el treball s’explica bona part de la teoria de les cadenes de Markov homogenies
a temps discret. El lector sap dibuixar el diagrama de la cadena i classificar els
estats donada una matriu de transicio, i sap dir si existeix o no una distribucio
d’estat estacionaria i si aquesta és o no d’estat estable. El lector també reconeix els
sistemes de tarificacié Bonus-Malus i en ells sap trobar la distribucié d’estat estable
(justificant la seva existencia), calcular la prima base necessaria perque el sistema
estigui equilibrat en prima pura i calcular la prima mitjana després de n periodes.

Encara que el treball mostra només 1’aplicacio als sistemes Bonus-Malus, també
he pogut coneixer, almenys per sobre, algunes de les moltes aplicacions que presen-
ten les cadenes de Markov. Per exemple: en l'estudi del creixement tumoral, els
jocs d’atzar com el problema de la ruina del jugador, en la genetica, etc.

Podem veure pero, que tenir les probabilitats de transici6 homogenies és un
suposit bastant ideal, tornant a la introduccié, sembla més logic que la nostra pro-
babilitat per escollir postres vagi variant al llarg del temps. Llavors les cadenes
homogenies presenten certes limitacions quan modelitzem un esdeveniment can-
viant, en el cas del Bonus-Malus es va recalculant cada pocs anys la matriu de
transicié ja que s’han d’actualitzar les probabilitats de sinistralitat. En canvi, en
modelitzar algun esdeveniment teoric com l'evolucié d'un joc, del problema de la
ruina del jugador per exemple, les probabilitats de transicié sén fixes i per tant es
dona I’homogeneitat.

A partir d’aquest treball un tema en el que m’agradaria aprofundir és en els
processos de decisié de Markov, segons la wikipedia: “un procés de decisié de Markov
(amb acronim angles MDP) és un procés de control estocastic en temps discret.
Proporciona un marc matematic per modelar la presa de decisions en situacions en
que els resultats sén en part aleatoris i en part sota el control d’un decisor.” Aquest
treball també dona peu a estudiar analogament les cadenes de markov homogenies
a temps continu.
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