)
-
-

P

m.
o cCec r
ry\rrrrrrrrr|rrererryirrrerrrrrr|r
rLjceeerrrrC|CoCCC|ICCCCCrCCC| L
ryirreecrerrrlcccrrercrerreir

Treball final de Grau

GRAU DE MATEMATIQUES

Facultat de matematiques
Universitat de Barcelona

PROCESSOS ESTOCASTICS
APLICATS A L’EPIDEMIOLOGIA

Autor: Felipe Garcia Villa

Director: Carles Rovira Escofet.
Departament de Probabilitat, Logica i Estadistica

Barcelona, juny de 2016.






Abstract

The interest in human health has always been a priority for humans. In-
fectious diseases can produce epidemics wich are a very important cause of
death in the world. The science that studies the evolution of an epidemic
that affects a specific part of the population is called epidemiology. In this
work, a stochastic epidemiological model SIR proposed by Henry C. Tuckwell
and Ruth J. Williams in 2006 is exposed. This model uses Markov chains
and a diffusion process. To be able to understand it properly, concepts of
stochastic processes will be introduced and, especially, it will be explained
what the stochastic integrals and stochastic differential equations are. This
will be necessary to make simulations of the epidemiological model.

Resum

L’interes per la salut humana ha estat sempre una prioritat de I’ésser huma.
Les malalties infeccioses poden generar epidemies que son una causa molt im-
portant de morts en el mon. La ciencia que estudia ’evolucié d’una epidemia
en una determinada poblacié es diu epidemiologia. En aquest treball s’ex-
posa un model epidemiologic estocastic SIR proposat per Henry C. Tuckwell
i Ruth J. Williams 'any 2006 en que es fan servir cadenes de Markov i un
procés de difusié. Per poder entendre-ho bé, s’introduiran conceptes de pro-
cessos estocastics i, en especial, s’explicara que son les integrals estocastiques
i les equacions diferencials estocastiques, cosa que permitira fer simulacions
del model epidemiologic.
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1 Introduccio

1.1 Que és I’epidemiologia?

Una epidemia és una malaltia que es propaga durant un cert periode de
temps a una regié determinada i que afecta a les persones o éssers vius que
hi viuen. Per tant, I’epidemiologia és la branca de les ciencies que estudia la
dinamica de la poblacié humana a causa d’una malaltia, normalment infecci-
osa. L’epidemiologia pot estudiar també la dinamica d’una poblacié animal
i de superficies agricoles ja que aquestes poden afectar a la vida o la salut
humana.

Moltes malaties infeccioses han estat i son una causa de moltes morts en
el mén. N’hi ha hagut algunes molt contagioses com va ser la verola o la
pesta negra. Totes dues estan actualment erradicades pero han estat les
principals epidemies que han causat més morts. N’hi ha altres que segueixen
preocupant, com és el cas del VIH. Encara que darrerament en alguns paisos
aquesta malaltia no és una causa principal de mort si que ho és en molts
paisos en vies de desenvolupament. Altres malalties com la varicella sén
molt infeccioses perdo no sén un perill per a la poblacié ja que normalment
no causen la mort.

L’epidemiologia no és només una ciencia medica. Les matematiques hi aju-
den amb models matematics i aquests sén basics per poder entendre com
evolucionen les epidemies. D’aquesta manera sorgeix una branca de I'epide-
miologia que es diu epidemiologia matematica.

1.2 Els models epidemiologics

Un model matematic és un model amb férmules matematiques que intenta
aportar eines per entendre millor com funciona la realitat, i aix{ facilitar la
presa de decisions. En aquest cas, per exemple, gestionar I'’epidemia. Per
fer-ne un, es prenen unes variables a estudiar, es determinen uns factors que
intervenen en el model, i després es busquen relacions que hi hagi entre elles.
Una vegada fet el model, es fan simulacions amb ordinadors i programes in-
formatics que permeten veure com evoluciona i com es comporta 1’epidemia.
D’aqui s’extreuen conclusions per poder deduir si el nostre model serveix per
explicar la realitat.

De models matematics, n’hi ha de dos tipus. Els models deterministes i



els models estocastics. En els primers les variables queden totalment deter-
minades i, per tant, pels mateixos valors d’entrada, obtindrem els mateixos
valors de sortida. En un model estocastic o probabilistic, les variables son
aleatories, i depenen de l'atzar. Aixo vol dir que els mateixos valors d’en-
trada, poden donar diferents valors de sortida. Aqui, a diferencia del model
determinista, tindrem que la variable pot obtenir qualsevol valor possible i
I’hi associarem una probabilitat. Per exemple, en un model epidemic deter-
minista amb poblacié n el model ens dira quanta gent esta infectada en el
moment £, i aix0 sera un valor concret que mai canviara. En canvi, el model
probabilistic ens dira que en el temps ¢ pot haver un nombre d’infectats que
estigui entre zero i n, i cadascun d’aquests valors tindra una probabilitat
associada.

1.3 Una mica d’historia.

La primera persona que va comencgar a fer un model epidemiologic matematic
va ser Daniel Bernoulli 'any 1760. Ell va estudiar la propagacié i ’evolucio
de la verola.

L’estudi de 'epidemiologia matematica es va aturar més de dos segles, fins
que 'any 1906 Hamel va estudiar ’evolucié del xarampié. Va concloure que
el creixement de nombre de persones infectades era proporcional al producte
entre el nombre de persones susceptibles i infectades. Aix0 s’anomena ” prin-
cipi d’accié de masses”.

L’epidemiologia matematica moderna sorgeix a principi del segle XX gracies
a Kermack i McKendrick. Van presentar un model amb equacions diferenci-
als ordinaries conegut pel nom SIR. Aquest model considera que la poblacié
es divideix en tres grups diferents: susceptibles, infectats i recuperats.

1.4 Models epidemiologics deterministes

Suposarem que en tots els models la grandaria de la poblacié n es manté
constant. No hi haura naixements ni morts en els diferents models. A con-
tinuacié s’exposa la notacio dels diferents grups de la poblabié que es faran
Servir.

e S(t): nombre de susceptibles de contagiar-se en el temps t. Aquestes
persones no han arribat a tenir la malaltia i estan sans en el moment
t, i totes son susceptibles d’infectar-se.

e /(t): nombre d’infectats en el temps ¢. Aquests son els que propaguen
la malaltia a gent que no estigui infectada, és a dir, als susceptibles.



e R(t): nombre de recuperats en el temps t. Aquests sén els que han
passat de ser infecciosos, a recuperar-se. Aquests ja no poden tornar
a estar infectats una altra vegada, ni tampoc infectaran a cap altra
persona.

1.4.1 Model SI

En aquest model només hi ha dos estats possibles. Les persones poden ser
només susceptibles o infectats. Un cop que algu estigui infectat romandra en
aquest estat per sempre. Aquest model es pot aplicar a malaties infeccioses
que encara no es poden curar.

L’evolucié dels susceptibles S decreixera proporcionalment amb una constant
a segons el producte de gent susceptible i infectada. D’aquesta manera el
nombre d’infectats creixera de la mateixa manera. Aquesta seria l’equacio
diferencial del model.

{ S(t) = —aS(t)I(t) )

1.4.2 Model SIS

En el model SIS tenim també només dos estats possibles: susceptibles i
infectats. A diferencia del model SI la persona infectada es recupera de la
malaltia en algun moment pero no hi agafa immunitat, per tant, els infectats
tornen a ser susceptibles. Malalties d’aquests tipus sén moltes infeccions de
transmisié sexual (menys el VIH) com per exemple la sifilis.

Les equacions diferencials d’aquest model sén semblants a les del model SI
més una constant § que indica el temps mig que pot estar una persona amb

la infeccid. )
{ S(t)= —aS)I(t)+ pI(t) 2
Ity = aS@)I(t) — pI(t)

1.4.3 Model SIR

El model SIR és el model que van proposar Kermack i Mckendrick. En aquest
model una persona pot estar en un dels tres estats seglients: susceptibles,
infectats o recuperats. Una persona susceptible passaria a ’estat d’infectat,

i després passaria a recuperar-se. Un exemple tipic d’aquest model seria la
varicella o la grip.

Tenint en compte tot 'anterior Kermack y McKendrick van obtenir les segiients



equacions diferencials del model SIR.

_ () —pIt) (3)
R(t) = pI(t)

1.5 Models epidemiologics estocastics

Hi ha dos models epidemiologics estocastics molt coneguts que sén el model
Reed-Frost i el Greenwood. Aquests models se’ls anomena models de cadena
binomial perque fan servir cadenes de Markov amb una distribucié binomial.

1.5.1 Model Reed-Frost 1 Greenwood

El model epidemiologic de Reed-Frost va ser proposat pel Lowell Reed i Wa-
de Hamptom Frost al voltant de ’any 1930 i és un model del tipus SIR. La
poblacié es manté constant igual a n i el temps és discret t =0,1,2,...

La peculiaritat d’aquest procés és que els infectats en temps t son els que
poden infectar a persones susceptibles només en el mateix temps t, i des-
prés, aquests infectats ja no participaran més en el procés. Si anomenem
X(t), Y(t) els susceptibles i els infectats en temps ¢ respectivament, tenim
les condicions

Assumim que el nombre d’infectats en temps t 4+ 1 segueix una binomial de
parametres X (¢) i p(y)(aixo indica la probabilitat que un susceptible es torni
infectat sabent que hi ha y infectats), és a dir,

Y(t+1) ~ B(X(0),p(9))

Si p indica la probabilitat que un susceptible es torni infectat a causa d'un
infectat, (1 — p)¥ indicaria la probabilitat que un susceptible no s’infecti
sabent que hi ha y infectats, per tant

1—p(y)=(1-p)?



Queda clar que el procés { X (t), Y(t) : t = 0,1,...} és una cadena de Markov
finita amb el conjunt d’estats

I={(z,y) 12,y €Zy, z+y <n}

Les probabilitats de transici6 serien per a k =0,1,..., X(¢)

PYt+1)=klXt)=z,Y(t)=y) = (Z) (1-(1 _p)y)k<1 _ p)ueh)

En el model Greenwood la diferencia que hi ha és que considera p(y) constant
igual a p (el contagi no té res a veure amb el nombre d’infectats) i per tant

Y(t+1) ~ B(X(t),p)



2 Processos estocastics

2.1 Probabilitats

En aquesta primera part apareixen deficions basiques de teoria de probabili-
tats.

Definicié 2.1. Sigui Q un conjunt no buit i & C P(Q). F és una o-algebra
sobre ) si es verifiquen les segiients propietats:

1. 0iQeF

2. Si F € %, aleshores F© € F

3. Sigui (F})2, € Z, aleshores \ U2, F; € F
La parella (S, %) es diu espai mesurable.

Exemple 2.1. Donat un Q quasevol els conjunts {0,Q} i P(Q) son o-
algebres sobre Q. En R una o-algebra molt coneguda es B(R) (o-dalgebra
de Borel) que és la o-algebra generada pels tots els conjunts oberts de R

Definicié 2.2. Donat (2, .F) un espai mesurable, es diu que una aplicacid
P:.Z —[0,1] és una probabilitat si compleix:

1. P(0) =0, P(Q) =1

2. Si (F;)$2, és una succesio de conjunts disjunts dos a dos, és a dir,
F;NF;=0sii#j, aleshores P(\U, F;) = > oo, P(F;)

La terna (2, F, P) es diu espai de probabilitats.

Definicié 2.3. Sigui (2, ) un espai mesurable i l’espai mesurable (R, B(R)).
Es diu que la funcio X : 2 — R és una funcid mesurable, o F-mesurable, o
una variable aleatoria si

VBEBR)=X'B)={XeBl={wecQ:X(w)eB}ec.F

Definici6 2.4. A tota variable aleatoria X se li pot associar una probabilitat
Px, a la qual anomenarem llei o distribucio de probabilitats d’X, tal que

Py :R—[0,1]| Px =Po X!
La funcio de distribucio Fx de la variable aleatoria X es defineix com

Fx :R—[0,1] | Fx(z) = Px(X <z) = Px(X € (—o0,1])

10



Definicié 2.5. Si una variable aleatoria X és integrable respecte a la proba-
bilitat P, és a dir,

/\X|dP<oo
0

es defineix ’esperanca d’X de la segiient manera

EIX] = /QXdP

El conjunt format per totes les variables aleatories integrables I’anomerarem
com L'

Definicié 2.6. Si una variable aleatoria X és quadrat integrable respecte a
la probabilitat P, és a dir,

/ IX[2dP < oo
Q

es defineir la variancia d’X com
Var[X] = E[(X - E[X])*] = E[X?] - E[X]*

El conjunt format per totes les variables aleatories quadrat integrables [’ano-
merarem com L>

Definicio 2.7. Dues variables aleatories X, Y son independents si per a tot
A, B € B(R) els esdeveniments {X € A}, {Y € B} son independents, és a
dir

PH{X e A}n{Y e B})=P({X € A})P({Y € B})

2.2 Cadenes de Markov

Amb els conceptes anteriors de probabilitats ja definits s’introduira la defini-
ci6 de procés estocastic i s’explicara breument que son les cadenes de Markov
en el cas discret.

Definicié 2.8. Un procés estocastic és una familia de variables aleatories
{X; :t € T} parametritzades per un conjunt T C R. SiT és un conjunt finit
o numerable direm que el procés estocastic és discret i en canvi, si T és un
interval de R, li direm continu. En altres paraules, un procés estocastic és
un procés aleatori que depen del temps.

11



Nota 2.1. Un procés estocastic és per tant una funcio de dues variables

X:OxT—=R
(w,1) = X(w, )

tal que per a tott € T, X;(w) : Q — R és una variable aleatoria i per a tot
weQ, X,(t): T — R és la trajectoria al llarg del temps.

Definicié 2.9. Sigui I un conjunt finit (els elements d’I s’anomenen estats) i
(Q, F, P) un espai probabilistic. Es diu que el procés estocastic { X, : n € N}
és una cadena de Markov discreta que pren valors en I si per a tot n € N ¢
qualsevol {ig, ...,i,41} C I es verfica

P(Xn+1 — in+1|X0 — Z'O, --~7Xn — Zn) — P(Xn+1 — in+1|Xn — Zn)

Aizo vol dir que la probabilitat que una variable aleatoria estigui en un estat
1 € I en un moment determinat sabent tots els estats en qué ha estat abans,
només depen de l’estat en el qual hagi estat just en el moment anterior.

Definicié 2.10. Sigui {X,, : n € N} una cadena de Markov i I un conjunt
finit d’estats. Es diu que és homogenia si per a tot n € N 4 per a tot estat
1,7 €1 es té

és a dir, la probabilitat de passar de l'estat i a [’estat j en un pas no depen
del moment en qué ens trobem. Aquesta probabilitat p;; es diu probabilitat de
transicio de 1 a j.

La matriu P = (p;j)ijer es diu matriv de transicio.

Definicié 2.11. La matriu A = (aij)ijer es diu matriv estocastica si es
verifica:

1. a;; >0 per atoti,j el

2. Y a;;=1peratoticl
Jel

Lema 2.1. Sigut P = (p;;)ijer una matriu estocastica, aleshores la matriu
P" amb n € N és també una matriu estocastica.

Demostracid. Siguin A = (air)1<ik<m 1 B = (bkj)1<kj<m dues matrius es-
tocastiques.
Aleshores la matriu BA = (¢;;)1<; j<m verifica:

12



1. ¢;; > 0 ja que cada element de la matriu BA es defineix com sumes de
multiplicacions de nombres positius per ser A i B matrius estocastiques.

m m m m m m m m
2. =20 > aibyy = D0 Y apbi; = )] aik(me) = ap=1
7j=1 j=1k=1 k=1j5=1 k=1 7j=1 k=1

Per tant la matriu AB és una matriu estocastica.
Llavors si P és una matriu estocastica també ho és P? i per induccié per a
tot n € N, P™ és una matriu estocastica. O

Definicié 2.12. Sigui {X,, : n € N} una cadena de markov i I un conjunt

d’estats finit. Es defineix la matriu de transicio en n-passos P, = <p2(?)>
i jel

com.
pP = P(X, = j|Xo =)

Teorema 2.1 (Equacié de Chapman-Kolmogorov). Sigui {X :n € N}
una cadena de Markov amb un conjunt d’estats finit I, 1 p( )y ng ) les proba-
bilitats de transicio de l’estat i a [’estat j en n i en m-passos respectivament.

Aleshores per a tot n,m € N es compleiz

”er szk pk]

kel

Demostracio.

v

_ZP ntm = J, X _k|X0_Z)
kel
:ZP(XH = k[Xo = i) P(Xpm = j1 Xy = k, Xo = 1)
kel
= P(X, = k| Xo = i) P(Xpsm = j| X0 = k)
kel
=Y vy
kel

]

Nota 2.2. Aquesta equacio permet deduir que P, = P™, és a dir, amb la
matriu de transicio P es poden trobar les probabilitats de transicio en n-
passos P, calculant P"

13



Definicié 2.13. Sigui {X,, : n € N} una cadena de Markov i I = {iy,...,1m}
un conjunt finit d’estats. Anomenarem my al vector segiient

To = (Wé, ...,7T6n) = (P(XO = il), ,P(XO = ’Lm>>

mo €s el vector de la distribucio de probabilitats inicial. Per extensio anome-
narem m, al vector de distribucio de probabilitats per a la variable aletoria
Xn

T = (1, o, ™) = (P(X, = i1)s o, P(Xyy = i)

n

Lema 2.2.
T = moP"
py e i
P P
Demostracio.
Wj_P(‘XTL:j):ZP(XTL ]>X0 k)
k=1
= P(Xo = k)P(X, = j|Xo = k)
k=1
:ZP(XO = k‘)pg})
k=1
= miy
k=1

]

Nota 2.3. L’evolucio d’una cadena de Markov queda totalment determinada
per la matriu de transicio P 1 per la distribucio de probabilitats inicial

2.3 Procés de Wiener

El 1827 el botanic escoces Robert Brown va estudiar amb un microscopi els
moviments que feien els grans de pollen suspesos en aigua. Va observar un
moviment molt irregular, continu i aleatori pero no en va poder determinar
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la causa. Realitzant més experiments amb particules de pols va observar els
mateixos moviments dels grans de pollen i és aixi com va pensar que eren
provocats pel xoc entre particules. S’ha de dir que en aquesta epoca la idea
atomica de la naturalesa encara no estava corroborada.

Va ser Albert Eistein 'any 1905 el que va donar una descripicié d’aquest mo-
del. Aixi va justificar que aquests moviments eren provocats per les molecules
de l'aigua (o del fluid que sigui), confirmant la teoria atomica.

Finalment entre els anys 1920 i 1923 Nobert Wiener va aconseguir donar
un model matematic per a les trajectories d’'un moviment Brownia. Com es
pot observar en la Figura 1 aquests tipus de trajectories son molt especials
ja que sén funcions continues pero no son diferenciables en cap punt. Es per
aquesta rad que al moviment Brownia també se 'anomena Procés de Wiener.

Definicié 2.14. Un procés estocdstic {W(t) : t € [0,T|} (en alguns casos
pot ser T = o00) és un procés de Wiener, o un moviment Brownia, si es
compleixen les sequents propietats:

1. W(0)=0
2. Fizat un w € Q, la trajectoria t — W (t) és continua.
3. Peracada 0 <ty<t; <.---<t, <T elsincrements
W(to), W(t1) = W(to), ..., W(tn) = W(tn-1)
son independents.

4. Per a cada s,t € [0,T] tals que 0 < s < t I'ncrement W (t) — W (s) és
una variable aleatoria amb distribucio normal de mitjana 0 i variancia

t —s, per tant, W(t) — W(s) ~ N(0,t — s)
Lema 2.3. Sigui

1
0=ty <ty <---<ty =T, t!'=-T, i=0,..,n
n

una particio de Uinterval [0,T) en n parts iguals. Anomenarem per
AW = W(th,) — W(E)

els correspondents increments del procés de Wiener de {W(t) : t € [0,T]}.
Aleshores

n—1
: n 2 2
lim ;(Ai WY?=T enlL

15



0.00 0.05 0.10 0.15

-0.10

Figura 1: Trajectoria d’un procés de Wiener.

Demostracio. Els increments AW sén independents i segueixen una distri-
bucié normal de mitjana 0 i variancia %, per tant

E[AIW] =0 E[(AfW)*] = Var[(AfW)] = %
E(APW)Y] = Var[(AW)*] + E[(A}W)* = 22—5 - Z— - 3:_5
(S} -+ (B o))
R )
_ j; <E[(A’;W)4] ~2lm[(apwy?] + Z;—j)

Per definicié de convergéncia en mitjana d’ordre 2 si E[|X,, — X|*] — 0,
llavors X,, — T en L? i és per aixd que

n—1
: n 2 2
lim ZO(AZ. WY?=T enlL

16



]

Teorema 2.2. Sigui {W(t) : t € [0,T]} un procés de Wiener. La variacid
de la funcioc W : [0, T] — R és infinita. Aizo vol dir que

n—

1
lim Z |ATW ]| = o0
At—0 p

amb At = maxp<i<n—1 ‘ti+1 — tll

Demostracio. Sigui una succesié ("), de particions de l'interval [0,77] en
n parts iguals, definides com la particio del lema [2.3, Tenim la desigualtat

segiient:
n—1

n—1
n 2 n n
S IANVE < (a0 ) D a0 (@)

D’una banda per ser W una funcié continua tenim

n—oo
max |A'W| ——0 g¢.s.
1<i<n—1

De l’altra, el lema anterior ens diu que

n—1

: n 2 2
T}LIEOZOyAim =T enlL

i com que tota succesié {X,, : n > 1} que convergeix a X en L? té almenys
una subsuccesié {X,, : k > 1} que convergeix també a X quasi segurament
quan k tendeix a infinit, llavors existeix una subsuccesio ("), de (£")22,,
que sén particions de [0, 7] tals que

nE—1

: ng 2 _
klggozo AW =T q.s.

La part esquerra de la desigualtat convergeix cap a T, i el maxim del valor
absolut dels increments d'un procés de Wiener en U'interval [0, 7] convergeix
cap a 0. D’aqui s’obté

nk—l

T
lim Z AW ] =00, lim At"™ = lim — =0
=0

k—o0 < k—o0 k—o00 N

Si aquest limit fos un nombre, tindriem que 7" < 0, arribant amb una con-
tradiccio. n

17



Aquest teorema té una gran importancia pel capitol segiient, en que es
parlara d’integrals estocastiques ja que la integral

/ L x@aw

no pot ser definida com una integral de Riemann-Stieltjes si la funcié W té
variacié infinita.

2.4 Integrals estocastiques respecte a un procés de Wi-
ener

Definicié 2.15. Una familia de o-algebres F = {F; : t > 0} és una filtracid
si €s una succesid creizent, és a dir, per a tot s < t, llavors s C . I a
més es diu que el procés aleatori { X, : t > 0} esta adaptat per F si per a tot
t, X; és F-mesurable.

Exemple 2.2. Donat un procés aletori qualsevol {X; : t > 0} existeir una
filtracio adaptada natural { %, : t > 0} definida com

F=0{X,:0<s<t}={X;'(B):0<s<t Be B(R)}
Si Xo fos una constant, la filtracié natural seria Fo = {0, Q}

Per poder continuar prendrem un espai de probabilitats (£, . %, P) i un
procés de Wiener {W(t) : 0 < t < T} adaptat per la filtracié natural {.%; :
0<t<T}

Definicié 2.16. Es diu que X(t),0 < t < T és un procés aleatori simple
st existeir una sequéncia finita de nombres 0 = tg < t; < --- <t, =T 1in
variables aleatories &y, ..., &,—1 tals que

n—1
X(t) = Z 5@ 1[t¢,ti+1) (t)
i=0

Les variables &; son F;,-mesurables, i quadrat integrables. La funcio 1 és la
funcio indicatriu.

A espai format per tots els processos aleatoris simples definits en [0,T] 'a-
nomenarem H2

Nota 2.4. Les condicions de les variables & son molt importants perque aixo
fa que X (t) sigui F;-mesurable i que sigui quadrat integrable (E[| X |*] < 00).
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Definicié 2.17. La integral estocastica d’un procés aleatori simple X € H2
respecte a un procés de Wiener es defineix com

100 = Y &0V (i) - W(0)
Exemple 2.3. Si X(t) = 1jo7(t) llavors
I(X) = /T dW (t) = W(T) —W(0) =W(T)

Teorema 2.3. Si X € H%, aleshores la integral I(X) € L? i es verifica

B[j1x)P] = E[/OT ]X(t)|2dt}

Aquesta igualtat es coneix com la isometria d’Ito

Demostracio. Anomenarem A;W = W (t;41) — W(t;) 'increment de W en
At = tiy1 — t;. Per definicié de procés de Wiener A;W ~ N(0, A;t) i per
tant

E[AW] =0 E[(AW)?] = At

(Z&AW) Zg AW +23 6.0 W) (AW

I<k

Les variables &; i A;W sén independents, i si j < k també ho soén les variables
§&AW 1 AW, Es aixi que

Bl (AW)*] = E[G]E[(AW)’] = E[¢]] At

BEE(AW)(AW)] = B[ (AW E[(AW)] =0

En conclusio B
BII(X)P] = Elela
=0

Les variables §; sén quadrat-integrables i per aixo obtenim primer que (X)) €
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L?. D’una altra banda com X € H2%
T - T n—1 9
E{/ X (8)]2 dt} =F / (Zgﬂ[ti,tm)) dt}
0 LJ0 iz
r T n—1
_E / (ngl[ti,tiﬂ)) dt}
-rn—1 T
=E|) & / Lpitiin) dt}
L= Jo
-rn—1
—F ng(m)]
L i=0

n—1
= ZE[SZZ]AJ
=0

I aixi tenim finalment

T
B[] = g| [ ixral
0
O
Lema 2.4. L’aplicacié I : HA: — L* és lineal, és a dir, si X,Y € H? es té
IaX +8Y) =al(X)+ BI(Y)

Demostracio. Sigui 0 < tg < --- < t, = T una particié de l'interval [0,T].
Com que X,Y € H2 existeixen variables aleatories &, v; € L? per a i =
0,...,n — 11, amés, son .%;,-mesurables tals que

n—1 n—1
X = Zfil[ti,ti+1) Y = Z¢i1[tivti+1)
1=0 =0

(Si X 1Y no tinguessin les mateixes particions, es podria trobar una particié
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en comu agafant tots els ¢; de cada particid)
n—1 n—1
I(aX + BY) =1 ( Z agil[tiyti+l) + Z ﬁwi]‘[ti,tiﬂ))
=0 =0

1 ( nz_l (oz& + B¢z) ]‘[ti’ti-‘rl))

=0

—

n—

™

- L

<Oé§i + 5%) AW

%
-1

n—1
=« Z AW + 3 Z i AW
i=0 i=0
=al(X)+ pI(Y)

]

Definicié 2.18. Anomenarem per M2 el conjunt format per tots els proces-
sos estocastics {X (t) : t € [0,T)} tals que

E[/OT|X(t)\2dt

i a més, existeir una seqiencia { X, 2, € H2 amb

< 00

lim E{/OT | X (t) — Xn(t)|2} =0

n—oo

En aquest cas es diu que la succecid de processos estocastics simples { X, }°°
aprorima a X

Definicié 2.19. Sigui X € M3 i {X,}°°, una succesié de processos es-
tocastics simples que aprorimin a X. Anomenarem la integral estocastica
d’Ito I(X) el limit de la succesié (I(X,,))>, en L?. Ara en comptes d’esciure

n=1
I(X) per referir-nos a la integral, I’escriurem com

I(xX) = /0 X aw

Teorema 2.4. Per a qualsevol X € M2, I(X) € L? existeiz i, a més, €s
unica, verificant la isometria d’Ito

B[j1x)P] = E{/OT|X(t)|2dt}
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Demostracié. Definim dues normes en els espais M2, L? com

|rX|rM2T=\/E[ /0T|X<t>\2dt} | X o= VETXE]

Sigui {X,,}5°, una succesié de processos estocastics simples que aproximin
X € M7, tenim

T
lim || X, — X [|yz= lim \/EU X, (1) — X(8)]2 dt| =0
n—00 T n—oo 0

Comprovarem que la succesié {1(X,,)}°2; és succesié de Cauchy en L?. Sigui
€ > 0 qualsevol, existix ng € N tal que sin > ng, || X — X, [[p2< 5 i per a
tot n,m > ng es té

I 1(X5) = 1(X) [[2= || I(Xp — Xon) 22

:\/E“I(Xn —Xm)P]
Z\/E[/OT|XR—XW|2dt] _

= || X — Xm ||M2T
= Xn = X flvg + 1 X = X [ 1z

= 5 + 5 =&
L? amb la norma || |z2 és un espai complet i, per tant, tota succesi6 de
Cauchy convergeix en L?) en particular, {I(X,)}>2, convergeix cap a una
variable I(X) en L% Amb aix0 queda demostrada ’existencia.
Ara suposarem que existeix una altra succesiéo {Y,}52, de processos es-
tocastics que aproximin també a X. Aleshores la succesié { X7, Y1, Xo, Ys, ...}
també aproxima a X, 1 pel mateix raonament que abans {/(X;), (Y1), [(X2), I(Y2),...}
convergeix en L2 Si una succesié convergeix, qualsevol subsuccesié conver-
geix també i al mateix limit. Es aix{ que

lim 1(X,) = lim I(Y,) = I(X)

n—oo n—oo

cosa que prova la unicitat.
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Per acabar

| 2(X0) lla=y ) B (11X ]

:¢ELAﬂxawPﬁ}

= I X llaez,

i prenent limits quan n — oo obtenim la igualtat desitjada
1 1(X) 2=l X ez
O

Exemple 2.4. Amb tot aizo fet podem calcular la integral estocastica en
el cas que la variable aleatoria sigui el mateixr procés de Wiener, és a dir,
calcularem la integral

/ ' W (t) dW (t)

Primer hem de comprovar que W (t) € M2%. Hi ha un teorema que no s’ha
demostrat en aquest treball que diu que si un procés estocastic {X(t) : t €
[0,T]} esta adaptat per una filtracié F, les seves trajectories son continues

i, a més, verifica que
T
E[/ |X(t)\2dt} < oo
0

aleshores, aquest procés pertany a espai M?Z. El procés W(t) tal i com
Uhem definit esta adaptat per la filtracio natural %, i les seves trajectories
son continues. Només quedaria provar que

E[/OTW@)PC&} :/OTEUW(t)|2]dt

T 2
T

:/ tdt = — < o0
0 2

Aleshores tenim la primera cosa que seria W (t) € M2. Per continuar agafa-
rem interval [0,T] i el dividirem en n parts iguals amb tf = *T,1=0,...,n.
Els segiients processos estocastis simples

n—1

Wo =Y W) L (t)

1=0
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aproximen a W. En efecte ja que

T n—l .n
EUO - Wn\th} - E[W(t) — W(t)|?] dt
i=0 V1
n—1 t?+1
=> / (t —t7)dt
=0 t
n—1
1 n n
9 (i — ] )2
=0
n

I per acabar tindriem prou veient que la succesio (I(W,,))sS, convergeiz en
L?. Per poder continuar farem servir aquesta identitat

a(b— a) = %(62 _a?) - %(a )2

Per definicio, la integral d’un procés estocastic simple és

W) = STWE (W (E,) — W)
= W)~ W) — 5 S (Wlek) - W)
2 RS npr2 nooo, L 2 1 2
= i - S s by e en

Aixi podem concloure que la integral val

/T W (t)dW (t) = %W(T)Q - %T

2.5 Equacions diferencials estocastiques

Definicié 2.20. Una equacio diferencial estocastica és una equacié de la
forma
dX(t) = f(X (1)) dt + g(X(t)) dW (1) (5)

Direm que un procés estocastic {X; : t € [0,T]} és solucid de l'equacid
diferencial estocdstica (%) amb valor inicial X (0) = X, si
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1. Xy és Fy-mesurable

2. f(X(t) € L' i g(X(t)) € M7

i, a més, verfica que per a tott € [0, T

0=+ [ 7xds + [ ax(enawts

La integral fot f(X(s))ds és una integral de Riemann mentre que la in-

tegral fotg(X(s))dW(s) és una integral d’Ito, definides i contruides en el
capitol anterior. Els processos estocastics que siguin solucié d’una equacio
diferencial estocastica se’ls anomena processos de difusié.

Hi ha un teorema molt semblant al teorema fonamental d’equacions diferenci-
als ordinaries per donar condicions d’existéncia i unicitat per a les equacions
diferencials estocastiques

Teorema 2.5. Siguin f,g: R — R dos funcions Lipschtiz. Azio vol dir que
existeix una constant C' > 0 tal que per a tot z, y € R

|f(x) = f(y)| < Clz —y| |g9(z) — g(y)| < Clz —y|

Sigui Xy una funcié Fo-mesurable amb E[|Xo?] < oo, f(X(t)) € L' i
g(X(t)) € MZ. Aleshores el problema de valors inicials

dX(t) = f(X(t))dt + g(X(t)) dW(2)

X(0) = X, (©6)

té un procés de difusié {X(t) :t € [0,T]} que és solucid de (0)) i, a més, és
unica en el sentit que si existis un altre procés de difusic {Y (t) : t € [0,T]}
que verifiqués (@ tindriem que per a tot t € [0,T]

PX(t) =Y (1) =1

Demostracid. Per comengar contruirem la norma segiient en I'espai M2,

X [Ix= E{/OT e‘”lX(t)|2dt]

Amb aixo (M2, ||][») és un espai complet. El nombre A serd deduit més
endavant. Sigui I' : M3 — M2 l'operador definit com

X=X+ [ rxends + [ axenaws
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Si laplicacié T' fos contractiva, aplicariem el teorema del punt fix. Aquest
teorema diu que si tenim un espai metric complet (A, d) i una aplicacié
f A — A contractiva, aleshores f té un unic punt fix. Per poder provar-ho,
provarem millor que les funcions

Z,(X (1)) = / F(X(s)ds Za(X(1)) = / g(X(s)) AW (s)

son contractives, és a dir, existeixen dues constants positives aq, ap amb
o1 + oy < 1 verficant

| Z0(X(2)) = Z2(Y (1)) A< e || X(8) =Y (2) [Ix
| Za(X (1) = Zo(Y (1)) xS 0 || X(2) = Y (2) [[a

En el cas de Z; s’obté la desigualtat facilment només aplicant que f és funcio
Lipschitz. Per al cas de Z5 hem d’aplicar també que g és funcié Lipschitz i,
a més, utilitzarem la isometria d’Ito6.

I 20 = 207 I =1 [ (oX(6) - oy (o)) )
e[ [ | [ (s0xo) - stvisn)aws)
[ e [atn - o asa]

2
dt]

=F

< E:/OTG_M /Ot C? X (s) —Y(s)|2dsdt]
_ c%{ /0 "X (s) - V() / " e gy ds}
- c?E{/OT e M| X (s5) — Y(s)|2(§(1 — eMS*T))) ds]

< C;EUOT e [X (5) — Y(s)|2ds}

02
= | X =Y ||z
., 2 . .
COm ue 1& Succes1o e convergeix cap a zero guan )\ — 0 Odem triar un
A 9

A perque ay sigui més petita que u i aixi Z, sigui contractiva.
Aleshores aplicant el teorema del punt fix, existeix un unic procés de difusio
{X,:t€[0,T]} que es solucié de (). O
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2.6 Metodes numerics per a equacions diferencials es-
tocastiques

Fins ara hem construit la integral estocastica, a continuacié hem definit que
és una equacié diferencial estocastica i per concloure hem explicat com in-
terpretar una solucié d’una equacié diferencial estocastica. Al final del tot
hem demostrat que donades unes certes condicions per a les funcions f, g es
pot trobar un procés estocastic que sigui solucio i, a més, que sigui unica.

Evidenment, el teorema d’existencia i unicitat no diu res a com trobar la
solucio, i per aixo necessitem de metodes numerics que ens permetin trobar
solucions aproximades.

Un metode per trobar solucions numeriques a les equacions diferencials es-
tocastiques és el metode d’Euler-Maruyama. Aquest metode és una genera-
litzacié del metode d’Euler per a equacions diferencials ordinarias.

Considerarem 'equacié () amb condicié inicial Xy = xy (X és una cons-
tant i, per tant, és .#p-mesurable). Si g = 0 estariem en el cas determinista i
s’aplicaria directament el metode d’Euler. En canvi, si g # 0, comencem di-
vidint 'interval [0, 7] en n parts iguals amb At = % La idea es fer iteracions
agafant primer el valor Xy = x¢ i calcular des de i =1 fins a n

Xi=Xi1+ f(Xim1) At + g( X)) AW

AW segueix una distribucié normal N(0,At). Per tant hem de generar
nombres aleatoris que segueixin una distribucié normal amb mitjana zero i
variancia At (en cas de només poder generar nombres amb una distribucié
normal estandar, es multipliquen aquests nombres per \/A_t)

Exemple 2.5. Un cas molt senzill seria l'equacio diferencial estocastica

dX (t) = pX (H)dt + o X (£)dW (t)

amb p, o constants. La solucio de (@ €s un procés de difusio conegut que es
div. moviment geometric brownia i aquesta seria la solucio exacta

X(t) = o ewp((u _ %#)t + oW(t))

Prenent p = 1,0 = 1,29 = 1 i Uinterval [0,1], es poden observar dues
trajectories que apareizen en la Figura 2. La trajectoria dibuizada en color
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Métode Euler-Maruyama

o

S -

© | — Solucio

N —— Aproximacié

o

S

v _|

-

0

= T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

temps

Figura 2: Meétode Fuler-Maruyama per a una equacio diferencial estocastica.

blau és la solucio exacta de la equacio (@, i la que esta en color verd seria
la trajectoria dibuizada fent les iteracions del méetode de Euler-Maruyama.
Totes dues son gairebé semblants al principi, encara que al final s’allunyen
UnaG mica.
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3

Un model epidemiologic SIR amb cadenes
de Markov

3.1 Descripicié del model

En la introduccié del treball s’ha presentat alguns models epidemiologics.
Apareixen els models deterministes SIS, SI i SIR i s’exposen dos models
estocastics. Ara farem un model estocastic més realista i molt semblant
al de Reed-Frost en que hi ha tres estats possibles: susceptible, infectat i
recuperat. Aquest model va ser proposat per Henry C. Tuckwell i Ruth J.
Williams I'any 2006. Exposarem les condicions previes del model.

a)

b)

La poblacié es manté constant al llarg del procés, suposant que sigui n
la grandaria de la poblacio.

El model és discret. El conjunt 7" = {t : ¢ > 0} C N indica el dia del
procés en que estem, és a dir, si t = ¢ indica que estem en el dia .

Per a cada individu ¢ = 1,..,n tenim el procés aleatori {Y;(t) : t > 0} i
cada variable aleatoria pren només els valors 0 o 1 indicant que I'individu
7 no esta infectat en temps ¢ en cas de ser 0, o que si ho esta en cas de
que sigui 1. Per tant, el nombre de persones infectades en el dia ¢ sera

Y =YV

L’individu ¢ es trobara amb N;(t) persones en el dia t. El nombre N;(t)
és aleatori i, a més, suposarem que les variables aletories {N;(t) : i =
1,...,n} s6n independents entre si.

Si una persona s’infecta en el dia ¢, romandra en aquest estat r unitats
de temps. Aix0 vol dir que si I'individu 7 es contagia en temps t, estara
infectat en els temps {¢,t+1,...,t+r—1}. En el temps t+7 es recuperara
i haura obtingut inmunitat a la malaltia, mantenint-se en 1’estat de
recuperat. (Si l'individu 4 era susceptible en el temps t i es contagia
en t + 1 vol dir que s’ha produit el contagi en el interval (¢,¢ + 1] ).
Suposarem que 7 es constant (hi ha alguns models que prenen r com si
fos una variable aleatoria, pero no es fara en aquest treball per simplificar
els calculs), i "anomeramem com al periode de recuperacié. També
considerarem el cas en el que r sigui infinit i per tant un cop que una
persona s’hagi contagiat, es mantendra en 'estat d’infectat per sempre.
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f) Siuna persona i susceptible en temps t es troba en el periode (¢, t+1] amb
una persona infectada, la persona ¢ podra contagiar-se amb probabilitat
p € [0,1].

g) Sigui Y(t) el nombre d’infectats en temps ¢ la probabilitat que una
persona triada a l’atzar ¢ estigui infectat sera

Pt =1) = 0

n

Amb tot aix0, ja podrem comencar a plantejar el model estocastic SIR i
aix{ descriure’l amb cadenes de Markov. Siguin les N;(t) variables aleatories
independents i igualment distribuides. Fixem primer un temps ¢ > 0

e Y*(t) és el nombre d’individus que sén infecciosos en ¢ i porten amb la
malaltia £ unitats de temps, podent arribar com a maxim r dies amb
la infeccid, és a dir, k =0,1,...,r — 1

e X(t) i Z(t) son el nombre de susceptibles i recuperats respectivament
en temps ¢

e Asumim que en t = 0 les persones que estiguin infectades s’hauran
infectat en aquest temps, per tant tenim que Y'(0) = Y°(0) i Y*(0) =0
per a k = 1,...,7m — 1. Hi ha n persones, de les quals no hi ha cap
recuperats quan comenga el procés Z(0) =01 Y(0) + X(0) =n

La cadena de Markov que tenim fins ara és
V() ={X(®),Y°t),....Y"""(t) : t > 0}

amb el conjunt d’estats segiient

I={(z,¢...,y ) eNT x4+ oy <n}

La variable Z(t) és coneguda ja que si sabem la grandaria n i tots els suscepti-
bles i infectats podem trobar el nombre de recuperats. Hi ha tres restriccions
més a tenir en compte

Y =Ykt 1), k=0,1,...,r—2
Zt)=Zt-1)+Y" 't -1)

Y(t) :2}/’“(15)

30



La primera indica que el nombre d’infectats que porten k dies amb la
infeccio en temps t — 1 seran els infectats que porten k& + 1 dies en temps t.
La segona equacio diu que el nombre de recuperats en temps ¢t son els que
ja ho eren més els infectats que porten r — 1 dies amb la malatia en temps
t — 1. L’dltima fa referencia al nombre total de persones infectades.

Continuarem modificant aquesta cadena de Markov una mica més. Tenim
per acadai=1,...,n el procés {Y;(t) : t > 0} tal que Y;(¢) pot prendre els
valors 1 o 0 indicant si la persona ¢ és infecciosa o no respetivament. Definim
també X;(t) i Z;(t) unes variables que prenguin els valors 1 o 0 indicant com
abans si la persona és susceptible o no, si ja esta recuperada o si encara
segueix infectada. En conclusio:

X))+ Vi) + Z(t) =1 t>0

que vol dir clarament que l'individu 2 només esta en un estat possible, una
d’aquestes variables sera 1 i les altres dos 0. Per ultim el nombre total de
persones que hi ha en cada estat seran:

X() =YXl YO =D i0) Z()= Y Z()

Per concloure, definirem la cadena de Markov de tal manera que sembli més
un model de cadena binomial. Per a cada individu ¢ = 1,...,n siguin les
variables aleatories {Y;*(¢) : k = 0,...,7 — 1}. Aquestes variables prenen els
valors 1 o 0 indicant que si Y*(#) = 1 l'individu i estara infectat en el dia ¢ i
portara amb la malaltia k dies. En cas que no fos aixi seria 0.

La cadena de Markov que finalment hem obtingunt pel nostre model sera:

V() ={X:t),Y ®#),...Y ' (t):t>0,i=1,...,n}
amb el conjunt finit d’estats

I={(z0,0% ...,y ey, oy e {0,100

r—1 n
ta =1+ Y yf <1 oi=1...m Y a;<n}
k=0 i=1

Les variables Z;(t) queden univocament definides coneixent tots els valors de
la cadena de Markov V()
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3.2 Probabilitats de transicid

En aquest apartat es calcularen les probabilitats de transicio per a la cadena
de Markov V() amb el conjunt finit d’estats I anteriorment contruida.
Primer fixem un individu ¢ = 1,...,n. La persona i pot estar en un dels
r + 2 estats possibles, i per aix0, només una d’aquestes variables aleatories
X;(t),Y2(t), ..., Y71 (t), Zi(t) pren el valor 11i la resta seran 0. Si alguna de
les variables Y.’(t), ..., Y/ "'(t), Z;(t) prengués el valor 1 les probabilitats de
transicié queden totalment determinades per 1 si passa a l’estat segiient i 0
en cas contrari. Per exemple si Y;°(t) = 1 tenim:

P (t+1) = Y1) = 1) =1

PX(t+1) = 1Y) = 1)
PYV2(E+1) = 1V2(0) = 1) =
P(Zi{t+1) = 1Y) =1) =0

PY2(t+1) =1Y2(t+1)=1) =

1
== POTHE+1) = 100 = 1) =

Només hi ha una probabilitat de transicié a tenir en compte
pi=PY(t+1)=1X,(t) =1, Y(t) = y) (8)

que és la probabilitat que I'individu ¢ passi de ser susceptible en ¢ a ser in-
fecciés en t 4 1 sabent que hi ha y infectats.

En el temps ¢ hi haura Y (t) = y persones infectades i la persona i es tro-
ba amb un nombre aleatori de persones N;(t). D’aquestes algunes seran
infeccioses 1 podran transmitir la malatia a ¢ amb probabilitat p. La proba-
bilitat que de les N;(t) persones hi hagi k infectades segueix una binomial
& ~ B(N;(t),0) amb probabilitat § = - aleshores

Ple=1) = (M1 )ora - oo )

La probabilitat que 7 s’infecti sabent que hi ha k infectats és:

pe=1—(1-p)" (10)
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i finalment obtenim:

Ni(t)
=D _mPE=k)

N;(t) |
= ;(1 —(1-p)" (Nzk(t))ek(l _ gk

Ni(t) Ni(t)

(Nf>)ek<1—e>’w>-k—Z<1—p>k(N;§“)ek< o

k=0

k=0
Ni(t)

-2 (N}ft ) —p)0)(L - oV O
(o1
=1-(1-po)™®

Ni(t)
:1—(1— by )
n—1

(11)
Amb la probabilitat p; queda clar quina és la probabilitat que 'individu @
segueixi sent susceptible en temps ¢ + 1

Ni()
POYY(t+1) =0 Xi(t) =1, Y(t) = y) = 1 — p; = (1_%)

3.3 El temps de recuperacio6 és infinit, és a dir, r =

En aquest cas una vegada que la persona i es contagia en temps ¢ passara
a ser infecciosa per sempre. La cadena de Markov varia una mica ja que no
tenen sentit ni les variables {Y*(t) : k = 0,...,r—1} ni la variable Z;(t) per un
individu 7. Aqui no existeix la possibilitat d’estar recuperat i si es coneixen
el nombre d’infectats Y (t) = y, aleshores el nombre de susceptibles sera
X(t) =n —y. Per tant en aquest cas la cadena de Markov sera simplement

Vo) ={Y(t): >0} Io={1,....n}

Recordem que les variables aleatories N;(t) s6n independents i estan igual-
ment distribuides. L’individu i es troba en el dia ¢t amb N;(t) persones i la
probabilitat que de les N;(¢) hi hagi & infectats ve donada per equacié (9)).
La probabilitat que ¢ en ¢ sigui susceptible i que en t 4 1 es torni infectat és
la probabilitat de 1'equaci6 (11J).
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Anomenarem AY a la variable que defineix I'increment d’infectats entre dos
dies consecutius com

AY(t+1)=Y(t+1)=-Y(t)

Suposant Y(t) =y = X(t) =n—y=AY(t+1) =k, ke{0,1,...,n—y}.
Donarem la funcié de massa de probabilitats de AY (¢ + 1).
Llavors, la probabilitat que no hagi contagi al dia segiient sera

n—y n—y

Py =0y =y) = [[0-p) = (12"

n —

=1 =1

La probabilitat que una persona es contagii al dia segiient sera

N;(t) Ni(t)
=S[00 T ()™
i=1 n= I=1,1#i n=
La probabilitat que es contagiin dues persones més al dia segiient sera
n—y n—y
POV =20 =0 = 3 |ow [T (-0
i=1,5>i 1=1,li,j
=Y Ni(t) Nty N (t)
=2 0-0-729) )0-0-729) ) I1 (0-725)
= n—1 n—1 . n—1
i1=1,7>1 1=1,l#1,j
(14)

Com es pot veure, les probabilitats es compliquen i les formules es fan més
complexes. Per tant intentarem fer uns cédlculs que siguin més senzills. Per
fer-ho exigirem que la variable N;(t) sigui constant N;(t) = N, aixo vol dir
que totes les persones susceptibles es troben amb el mateix nombre de per-
sones cada dia, de que algunes estaran infectades.

Definim la variable AY com haviem fet abans. La probabilitat p que un

individu ¢ susceptible en t passi a ser infectat en t + 1 ve donada per l'e-
quacié i com ara N;(t) = N és constant tenim que aquesta probabilitat

val
N
p:1_<1_ Py )
n—1
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La variable AY (t+1)|y)=, segueix una distribucié binomial de parametres
B(n — y,p) i la seva funcié de massa de probabilitats per als valors k =
0,1,...,n—yés

PAY (a4 1) =Y =) = (" V)

() 0-0-27) (-52)

L’esperanga i la variancia d’una distribucié binomial X ~ B(n, ) sén

(15)

E[X]=n0 Var[X]=nb(1-0)

Pel nostre cas 'esperanca i la variancia de la variable AY (t + 1)y )=y sén

n—1

varmy<t+1)|y<t>_y]_(n—y)<1—(1— Ly )N> (1— py1>N (17)

n—1 n —

BIAY (t+ DY (8) =] = (n — ) (1 (- )N> (16)

3.4 Un procés de difusié sir =

Continuant amb les indicacions de H.C. Tuckwell i R.J. Wlliams i amb els
calculs fets per a l'esperanca i la variancia de la variable AY (¢t + 1)
que indica l'increment d’infectats entre dos dies consecutius en el cas que
la persona un cop infectada romangui en aquest estat per sempre (r = 00),
podem obtenir un procés de difusié per a la variable aleatoria Y(t) (nombre
d’infectats en temps t). Per poder fer-ho suposarem que la grandaria de la
poblacié n és gran, la probabilitat de contagi p és molt petita i que el valor
nNp té un valor moderat.

Volem trobar un procés de difusié, i com que el procés {Y'(t) : t =0,1,...}
és discret hem de restructurar-lo una mica.

En particular, definim un nou procés continu

en que [| representa la part entera. Y”(t) sera per tant, la fraccié entre
el nombe d’infectats en temps [nt] partit per la grandaria de la poblaci6 n.
Amb les equacions i , la grandaria n gran, la probabilitat p petita,
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un valor moderat per a § = nNp i fent servir "aproximacié 1—(1—z)" ~ Nz
per a valors d’x molt petits, obtenim que si At = % it=0,21 2

smon?t

E[Y"(t+At) =Y ($)[Y"(t) = §] ~ (1 - §)Npj = 05(1 — ))At  (18)
Var[Y"(t+At) =Y (1)|[Y™(t) = 4] ~ (1-9)Npj(1— Npi)At ~ —j(1—5)At
(19)
Prenent limits es pot aproximar Y™(t) per un procés de difusié Y'(t) que

pren valors en l'interval [0, 1] i, a més, verifica I'equacié integral estocastica
segiient

. . . 0. A
dY (t) = 0Y (t)(1 = Y'(t))dt + \/—Y(t)(l — Y (t))dW (t) (20)
n

en que {W(t) : t > 0} és un procés de Wiener. Per a proves similars d’apro-
ximacié d'una cadena de Markov en temps continu, vegeu el llibre 4] Capitol
11].
Es pot justificar aquest pas d'una altra manera. Suposarem que per a At
prou petit, la variable aleatoria Y (¢t + At) — Y"(t) és aproximadament una
normal amb esperanca i variancia . Sigui Z ~ N(0,1) una variable
aleatoria amb distribucié normal estandar, aleshores

YVt 4+ At) = Y(#) +0Y (1) (1=Y" (1)) At + <\/%Y”(t)(1 — Y7 (1) ) VAL Z

son les aproximacions del metode d’Euler-Maruyama de 1'equacié diferencial

estocastica .

3.5 Simulacions

En aquesta part es presentaran unes grafiques que simulen el model ante-
rior en el cas que el temps de recuparacié sigui infinit. Per fer totes les
simulacions s’ha utilitzat el programa R. Evidentment en aquest procés com
que mai un individu es recupera de la malaltia i roman en 'estat d’infectat
per sempre, hi haura un moment en que totes les persones estiguin infectades.

Aquest model epidemiologic ha estat descrit amb cadenes de Markov i es pot
simular gracies a les probabilitats de transicié amb ’equacié . També
s’ha obtigunt un procés de difusié amb 'equacié diferencial estocastica
i per poder simular-lo es fara servir el metode d’Euler-Maruyama.
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Cadena de Markov / Procés de Difusié
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Figura 3: Simulacio del model epidemiologic quan r = oo descrit amb ca-
denes de Markov 1 amb un procés de difusio. Les dades d’aquesta simulacio
son: grandaria de la poblacio n=200, probabilitat de contagi p=0.05, N=4
contactes d’un individu per dia i 2 persones infectades al principi.

En la Figura 3 apareixen dues simulacions del model. Per a la grandaria
de la poblacié s’ha pres n = 200, el nombre de contactes d'un individu amb
altres individus per dia és N=41i la probabilitat que algu es contagii quan esta
en conctate amb un infectat és p = 0.05. El nombre d’infectats al principi
del procés es de dos persones (Y(0)=2). La linia grogra indica la simulaci6
amb cadenes de Markov i la linia blava és la simulacio del procés de difusio
aplicant el metode d’Euler-Maruyama. Com es pot observar les dues tra-
jectories son molt semblants tot i que en la blava tota la poblacié tarda més
en contagiar-se.

Les altres tres figures sén simulacions en que varien algun parametre, ja
sigui la grandaria de la poblacié n, o el nombre de contactes N per dia , o la
probabilitat de contagi p. Les simulacions de les Figures 4, 5 i 6 s’han calcu-
lat inicament pel metode d’Euler-Maruyama, és a dir, s’ha utilitzat només
el procés de difusié amb Y (0) = Y, = 2 persones infectades al principi.
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Variacio de la poblacié
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Figura 4: Simulacié variant la grandaria de la poblacio n.

En la Figura 4 varia la grandaria de la poblacié que pren els valors n =
150, 200, 250, 300. En 50 dies tots quedarien infectats.

En la Figura 5 varia el nombre N de contactes d’un individu amb altres
individus per dia. El que es pot concloure d’aquesta grafica és que si hagués
dos contactes per persona i dia, el procés tardaria fins a cent dies perque tots
acabin infectats, i si hagués només un contacte per persona i dia encara no
estarien tots infectats. Queda clar que una manera per disminuir la velocitat
de I'epidémia seria restringir el contacte entre els individus.

Per acabar, en la Figura 6 varia la probabilitat de contagi. En 100 dies
si la probabilitat de contagi fos molt petita, en aquest cas p = 0.01, no arri-
barien a estar tots infectats, pero si fos p = 0.1 o p = 0.15 tothom quedaria
contagiat en aproximadament 20 dies.
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Variacio del nombre de contactes
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Figura 5: Simulacio variant el nombre N de contactes que té una persona
amb altres individus per dia.

Variacio de la probabilitat de contagi
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Figura 6: Simulacio variant la probabilitat p que un individu es trobi amb un
infectat i es contagii.
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Conclusions

Els models estocastics permeten modelar molt bé aquests tipus d’epidemies.
Si la poblacié no és molt gran, els models estocastics tenen en compte a cada
individu. Es per aixo, que en el nostre cas és millor modelar amb models
estocastics que amb models deterministes.

Aquest treball m’ha ajudat a entendre millor la part de processos estocastics
i a poder coneixer que son les integrals i equacions diferencials estocastiques.
Les aplicacions dels processos estocastics son molt diverses i jo volia fer algu-
na cosa que tingués relacié amb la biologia. Per aquesta raé vaig trobar un
model epidemiologic estocastic gracies al meu tutor, el qual vaig investigar.

Per poder fer les simulacions vaig utilitzar un procés de difusiéo del model
quan el temps de recuperacié és infinit. Aquest model és un model molt sim-
ple que no té moltes aplicacions. Podriem dir que és un primer contacte per
poder entendre com fer un model epidemiologic i, a partir d’aqui, continuar
per trobar models més complexos que si tinguin alguna aplicacié més real.
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