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Abstract

The aim of this project is to study an explicit construction of a family of expander
graphs, and give an application to computer science. The mathematical part of the
project gives the definition of a family of expander graphs and then it has four main
blocks: in the first one we will use Linear Algebra to define expander graphs using
the eigenvalues of the adjacency matrix of the family graphs. The second block
gives some definitions and results about Number Theory and the third one defines
the PGL(K) i PSLy(K), and also gives some interesting properties about those.
Finally, the fourth block uses the previous ones to define a family of graphs known
as XP4 and ends proving the fact that it actually is a family of expander graphs.
Then, for the application, we will study an example on how expander graphs help
with the propagation in Graph Neural Networks.

Resum

L’objectiu d’aquest treball és estudiar una construccié d’una familia d’ezpander
graphs i veu-re una aplicacié a la informatica. La part matematica del treball,
defineix el que és una familia d’expanders i després té 4 blocs: el primer dedicat
a una visiéo més algebraica dels grafs, a partir de la seva matriu d’adjacencia, per
acabar donant un resultat que relaciona els valors propis d’aquesta matriu amb els
expanders. El segon bloc dona alguns conceptes i resultats de teoria de nombres i el
tercer defineix els grups PGL(K) i PSL,(K), i dona algunes propietats interessants
d’aquests. Finalment, al quart bloc, es fan servir els tres anteriors per donar una
construccié explicita d'una familia de grafs, coneguda com a grafs X9 i acaba
amb la demostracio del fet que, efectivament, es tracta d'una familia d’expanders.
Després, a la part informatica estudiarem I’aplicacié dels mateixos a la propagacid
d’informacio a través de xarxes neuronals de graf.
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Capitol 1

Introduccio

1.1 Notacid i definicions basiques

En aquesta primera seccié definirem els conceptes basics i la notaciéo que farem
servir a la resta del treball.

Denotarem per X = (V,E) un graf. On V sera el conjunt de vertexs i E el
conjunt d’arestes del graf. Assumirem en tot moment que es tracta d'un graf no
dirigit (és a dir, que les seves arestes no tenen orientacid) i, llevat que s’indiqui el
contrari, finit.

Exemple 1.1.1. La segiient figura:

D@
I | =0
\3) @ S,

Es un graf X = (V,E)ambV = {1,2,3,4,5}i £ = {(1,2),(1,3),(2,4),(3,4),(4,5)}
Direm que un graf és simple si per cada parella de vertexs hi ha, com a maxim,

una aresta que els uneix.

Exemple 1.1.2. El graf de 'exemple 1.1.1 és un graf simple.

Donat v € V un vertex de X definim el grau de v (denotat com deg(v)) com el
nombre d’arestes que son incidents a v.

Un bucle és una aresta de X que va d'un vertex a ell mateix.

Direm que un graf és k-regular si tots els seus vertexs tenen exactament K
veins, o, el que és equivalent, que cada vertex del graf té grau k.

1



2 CAPITOL 1. INTRODUCCIO

Exemple 1.1.3. El segiient graf és un graf 3-regular:

Un cami sobre X és una seqiiencia de vertexs vy, vq, ..., v tal que v; és adjacent
a v;11. Diem que X és un graf connex si existeixen camins estre qualsevol parella
de vertexs.

Exemple 1.1.4. El segiient graf és un graf connex:

I un possible cami sobre X podria ser 1,2,5,4 per anar del vertex 1 al vertex 4.
Un cicle de X és un cami tancat. Si X no té cicles direm que és un graf aciclic.

Sigui X = (V,E) un graf k-regular, simple i no necessariament finit. Un cami

de mida r sense marxa enrere sobre X és una seqiiéncia e = (xg, z1,...,2,) de
vertexs de V tal que z; és adjacent a z;41 (1 = 0,...,r — 1) i 2341 # ;-1 per tot
(i=1,...,7—1). xy és Vorigen de ¢ i z, ’extrem.

Si X és un graf connex, definirem la circumferéncia de X, i la denotarem g(X)
a la longitud del cicle més curt de X. Si X és aciclic direm que g(X) = +o0.

Aixi mateix, si X esta format per un sol cicle i té m vertex, denotarem X com
C,, i 'anomenarem cicle de n vertexs.

Exemple 1.1.5. Aquest seria el graf (3, és a dir, el cicle de 3 vertexs:
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I la seva circumferencia seria g(Cs) = 3.

Anomenem graf complet de m vertexs i el denotem K, al graf de m vertexs
on cada vertex estd connectat a cadascun dels altres.

Exemple 1.1.6. Aquest seria el graf Kjy:

Donat un conjunt F° C V', definim la frontera de F, que la denotarem com OF
al conjunt d’arestes que uneixen F amb V - F.

Exemple 1.1.7. Si agafem el graf K; de l'exemple 1.1.6 i definim F = {1,2}
aleshores OF = {(1,3),(1,4),(2,3),(2,4)}.

Direm que X és un graf bipartit si podem dividir el seu conjunt de vertexs en
dos subconjunts de manera que les arestes de X només poden unir vertexs d’un dels
subconjunts a ’altre.

Diem que X és un graf vertex-transitiu i el grup AutX dels automorfismes a
X actua de forma transitiva al conjunt de vertexs V. Es a dir, que per cada parella
de vertexs x 1y, existeix o € AutX tal que a(z) = y.

Exemple 1.1.8. El segiient graf:

Es un graf bipartit. Podem definir les segiients particions: V; = {1,2}iVy ={3,4}.

Sigui K un cos commutatiu, denotarem per A = (a;;)1<i<mi<j<n € K™ una
matriu de m files i n columnes amb coeficients a K. Denotarem per A’ la seva
transposada.

Notarem el determinant d’una matriu quadrada (és a dir, nzn) A com det(A).

Definirem el rang d’una matriu A € K™*" com el nombre més gran de files/co-
lumnes linalment independents, és a dir, la dimensié de la submatriu quadrada d’A
més gran amb determinant no nul.
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Definirem els valors propis d’una matriu A € K" com les arrels A del polinomi
det(A — M d) = 0. Aquest polinomi s’anomena el polinomi caracteristic d’A.

Al conjunt de valors propis de la matriu A I'anomenarem espectre de A i el
denotarem com Spec(A).

1.2 Expander Graphs

Definicié 1.2.1. Definim la constant d’expansié o constant isoperimétrica
d’un graf X (i la denotarem per h(X)) de la segiient forma:

: |OF|
— . C L.
h(X) mf{min{]F\,]V—F\} FCV, 0<|F| <+ (1.2.1)

Aquesta constant ens permet valorar X quant a la seva qualitat com a xarxa,
ja que a major valor de h(X), millor es propaga la informacié. Aixo és degut al
fet que si h(X) té un valor gran, aleshores existeixen moltes arestes unint qualsevol
divisi6 de V en dos conjunts disjunts, per tant, caldria eliminar moltes arestes per
tal que quedessin dues seccions del graf sense connectar. Per il-lustrar millor aquest
concepte anem a veure un parell d’exemples:

Exemple 1.2.2. El graf complet K,,, compleix el segiient:

Si tenim un conjunt F tal que |F| = [ aleshores |0F| = (m —[), i per tant:
hEp)=m—[3]~%
Com podem veure, la constant isoperimetrica creix de forma directament pro-
porcional al nombre de vertexs del graf, cosa que té sentit, ja que com més gran és

K,,, més dificil és deixar seccions del mateix desconnectades.

Definicié 1.2.3. Sigui k € Nk > 2 (X)) m>1, Xon = (Vin, En) una familia de grafs
amb m € N tal que X, és K-regular, finit i conner. Diem que (Xp)m>1 €s una
familia d’expander graphs si |V,,| — 0o per m — oo, i si existeix € > 0 tal que
h(X,,) > € per tot m > 1.

El que volem sén families de grafs arbitrariament grans de manera que tots
tinguin la constant isoperimetrica acotada inferiorment, és a dir, que per molt gran
que fem el graf, continui fent falta ”tallariin nombre molt gran d’arestes per tal que
el graf deixi de ser connex.

Cal destacar la condicio que els X, siguin k-regulars és perque es vol tenir contro-
lat el nombre d’arestes a mesura que creix el nombre de nodes de X,,. En particular,
la k-regularitat ens assegura un creixement lineal del nombre d’arestes respecte al
nombre de nodes. Aix0 és important, ja que, sobretot en 'ambit computacional,
volem una xarxa que sigui economica, i aixo implica controlar el nombre d’arestes,
que és un dels aspectes que fa cara la xarxa.

Aquest és el motiu pel qual, tot i que hem vist que la familia de grafs complets
K,, garanteix una constant isoperimetrica creixent amb el valor de m, el nombre
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d’arestes creix a una velocitat de I'ordre de m? (K, té ™
no és una bona candidata a familia d’ezpander graphs.

% arestes), per tant,

La primera demostracio de 'existencia d’expander graphs va ser donada per Mark
Pinsker als anys setanta al seu article ”On the Complexity of a Concentrator”[4],
els detalls de la demostracié es poden trobar a l’article esmentat, pero el que és
rellevant comentar és que no aporta un argument constructiu, és a dir, no dona una
construccié de la familia d’expander graphs siné que dona arguments probabilistics.
Posteriorment, es van donar diferents construccions de families d’expanders amb
diversos arguments diferents, com per exemple la que veurem en aquest treball, que
esta basada en grafs de Cayley.

1.3 Objectiu del treball

Per tant, el que volem és una forma relativament senzilla de poder construir una
familia d’expander graphs, per aixo, en el nostre cas, farem servir una construc-
ci6 basada en el graf de Cayley d'un grup, concretament, els grups PGLy(K) i
PSLy(K), que ja definirem al capitol corresponent.

Al llarg del treball donarem definicions i resultats que aportaran el context ne-
cessari per arribar a definir aquesta construccio i, finalment, demostrarem que la
familia construida és efectivament una familia d’expander graphs. Abans d’aixo,
pero, cal donar un primer resultat que ens permeti demostrar que una familia de
grafs és una familia d’ezpanders de forma que no haguem de fer servir la mateixa
definicid, ja que aquesta és molt poc practica. El resultat que volem aconseguir fa
servir el segon valor propi de la matriu d’adjacencia del graf.

Finalment, donarem una aplicacié de la construccié donada a la informatica,
concretament a la propagacié d’informacié a través de xarxes neuronals de graf

(GNN).



Capitol 2

Matrius d’Adjacencia i Expander
Graphs

2.1 La matriu d’adjacencia

Com hem mencionat al capitol anterior, el primer que necessitem és una eina per po-
der demostrar que una familia de grafs donada es tracta d’una familia d’expanders.
El primer que definirem és la matriu d’adjacencia d’un graf i donarem algunes de
les seves propietats:

Definicié 2.1.1. Sigui X = (V,E) un graf on V és el seu conjunt de vértexs i E el
conjunt d’arestes. Escrivim V = {vy,vs,...}. Llavors la matriu d’adjacéncia del
graf X és la matriu A = (A, ;) tal que:

A; ; = nombre d’arestes que uneizen v; amb v;.

Exemple 2.1.2. Considerem el segiient graf:

La seva matriu d’adjacencia sera:

01100
10011
1 0010
01101
01010

Notem que A determina completament el graf X i d’aqui podem extreure les
seves propietats, enumerem algunes que seran rellevants per futurs resultats:

6



2.1. LA MATRIU D’ADJACENCIA 7

e X sera simple si i només si 4;; € {0,1}V v;,v; € V.

e Com hem assumit que X es tracta d'un graf no dirigit, A sera una matriu
simetrica.

X no tindra bucles si i només si 4;; =0 Vv; € V.

X és k-regular si per cada v; € V' tenim que Zvjev A =k.

En aquest treball ens centrarem en els valors propis de la matriu d’adjacencia.
En particular, si agafem X un graf de n vertexs, finit i no dirigit, aleshores, per ser A
simetrica i de mida n x n sabem que té n valors propis reals comptant multiplicitats,
que podem denotar, ordenant-los de major a menor, de la segiient manera:

fo = [ = vt 2 1.
Al conjunt de valors propis d’A se I'anomena ’espectre de X.

Definicié 2.1.3. Sigui X = (V,E) un graf arbitrari i considerem les funcions f :
V' — C que van del conjunt de vertexs de X als complexos. Definim el segiient espai:

l2(V):{f:V—>(C:Z|f(v)|2<+oo}.
veV

Analogament, definim I*(E) per les arestes de X.

Si V és finit, posem |V| = n, aleshores totes les funcions f : V' — C pertanyen
a [*(V). Podem pensar cada funcié f com un vector en C" en el que la matriu
d’adjacencia actua de la seglient manera:

A Ap - Ay, f(vr) A f(o) + Aiaf(va) + -+ + A f(vn)
Af = Ay Agp -+ Agy f(v2) _ A f(v1) + Ao f(vg) 4+ -+ + Agp f(n)
Ao Ao A ) \@0)) \Aaf (o) + Auaf (o) - A ()

Es a dir, (Af)(v;) = > =1 Aijf(vj). A nivell de notacié, és titil ignorar el nombre de
vertexs i indexar la matriu directament segons les parelles de vertexs de la segiient

forma: (Af)(z) =3,y Auyf(y), per cada z € V.

Proposicié 2.1.4. Sigui X un graf finit, k-reqular amb n vertexs. Aleshores:

0) o = k;
b) || <kperl1<i<n-—1

c) o té multiplicitat 1, si i només si X és connex.
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Demostracié: Podem provar a) i b) simultaniament fent notar que la funcié
f =1aV ésuna funci6 propia d’A associada al valor propi k. Tot seguit veiem que,
si p és un valor propi qualsevol, aleshores |u| < k. Certament, suposem que f és una
funcié propia real associada a iz € V tal que | f(x)| = maxyey | f(y)|. Substituint
f per —f en cas que sigui necessari, podem assumir f(x) > 0. Aleshores:

F@)lul = 1@l = 1) A f )] <D Aulf < F(2)Y ] Awy = f(2)k

yev yev yev

. I cancel-lant f(z) obtenim el resultat.

Per provar c¢) primer suposem que X és connex. Sigui f una funcié propia real
associada al valor propi k. Hem de demostrar que f és constant. Sigui x € V un

vertex tal que |f(z)| = maxyev | f(y)]. Com que f(x) = S =3 LEDE f(y)
podem veure que f(z) és una combinacié convexa de nombres reals que sén, en
modul, menors que |f(z)|. Aixo implica que f(x) = f(y) per cada y € V tal que
Agy # 0, és a dir, per cada y vef de x. Apliquem el mateix argument i veiem que f
té el mateix valor f(z) per a cada vei dels vertexs y veins de x i aix{ successivament,
com X és connex, veiem que f és constant. L’altra implicacié queda com exercici
pel lector. [

Com es pot veure a ’enunciat ¢) de la proposicié 2.1.3, hi ha una connexié entre
I’espectre de la matriu d’adjacencia i les propietats combinatories del graf. Aquest
és un dels temes principals d’aquest capitol.

Proposicié 2.1.5. Sigut X un graf connex, k-reqular © amb n vértexs. Els segiients
enunciats son equivalents:

a) X és bipartit.

b) L’espectre de X és simétric respecte a 0.

c) pn_1 = —k.

Demostracié:

a) = b): Suposem que V =V, UV_ és una bipartici6 de X. Suposem també
que f és una funci6 propia d’A associada al valor propi u. Definim:

Jflx)  sixeVy
gle) = {—f(x) size Ve

. Es directe veure aleshores que (Ag)(z) = —ug(z) per tot z € V.
b) = «¢): Es conseqiiencia de la proposicié 1.1.2.

¢) = a): Sigui f una funcié propia real d’A amb valor propi —k. Sigui
també x € V tal que |f(z)| = maxyey |f(y)|. Substituint f per —f en cas que sigui
necessari, podem assumir f(x) > 0. Aleshores:

) = ~ADE 5 ey S Aoy

k
yev yeVv
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. Aleshores f(z) és una combinaci6 convexa dels — f(y) que sén, en modul, menors
que |f(z)|. Per tant, —f(y) = f(z) per tot y € V tal que A,, # 0, és a dir, per
cada y adjacent a x. Analogament, si z és adjacent a qualsevol dels y adjacents a x,
aleshores f(z) = —f(y) = f(z). Repetim el procés per tot el graf, ja que és connex
idefinim V, ={yeV: f(y) >0}iV_.={yeV: f(y) <0}, novament per ser X
connex, definim una biparticié de X. [J

2.2 La bretxa espectral

A la secci6 anterior hem vist que cada graf X connex i k-regular té com a major valor
propi positiu ug = k, a més, si és bipartit, tenim que el menor valor propi p,_1 = k.
o (i pin—1 en el cas que X sigui bipartit) s’anomenen valors propis trivials de X. Si
denotem per p; el valor propi no trivial més gran, aleshores tenim que la diferencia
Mo — 41 = k — py s’anomena bretxa espectral de X.

Per aquesta seccié tornem a rescatar les definicions de constant isoperimetrica
(h(X)) i familia d’expanders del capitol 1. Ara enunciarem el primer gran re-
sultat del treball, que és el que ens permetra demostrar que una familia de grafs es
tracta d’una familia d’expanders sense haver de fer servir la definicio.

Teorema 2.2.1. [1, Theorem1.2.3, pg. 13| Sigui X = (V, E) un graf finit, connex,
k-reqular i sense bucles. Sigui py el primer valor propi no trivial de X. Aleshores:

k _2“1 < (X)) < /2Kk(k — ).

Demostracié: Comencem amb la primera desigualtat. El primer que fem sera
dotar el conjunt d’arestes F d’una orientacié escollida arbitrariament, de forma que
cada aresta e € E té un origen e~ i un extrem e'. Aix0 ens permet definir el
simplicial coboundary operator d : 1*(V) — I*(E) que, per f € >(V)ie€ E,
es defineix com df(e) = f(e™) — f(e™).

Donem a (V) el producte escalar hermitia (f|g) = >,y f(x)g(z), on f(z)
denota el conjugat complex de f(z), i [*(E) amb 'analeg. Tot seguit definim 1’o-
perador adjunt d* : [*(E) — [?(V), caracteritzat per (df|g) = (f|d*g) per tota
f€l}(V), g € *(F). Definim una funcié ¢ : VoE — {—1,0,1} com

1 siz=c¢e"
S(x,e) =< =1 siz=e"
0 altrament.
Es facil comprovar que, per e € E i f €1%(V) es compleix que
df(e) =) _o(x,e)f(x);
zeV

mentre que, per v € V i g € I*(E),

d'g(x) =) d(z.e)g(e).
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Aleshores definim 'operador combinatori de Laplace com A = d*d : I*(V) —
I2(V). Es facil comprovar que A = k- Id — A. En particular, A no depen de
I’orientacié escollida. Per una base ortonormal de funcions propies d’A, 'operador
A pren la seglient forma:

0

O k— Hn—1

corresponent el valor propi 0 a les funcions constants a V. Per tant, si f és una
funcié a V amb >, f(x) =0, (és a dir, f és ortogonal a les funcions constants a
I2(V)), tenim:

\|df 1[5 = (dfldf) = (AfIf) = (k= )l f]l5-

Fixem un subconjunt F' de V' i escollim f de la segiient forma:
V-F| sizxeF
fy= Vo
—|F| sir eV — F.

Aleshores 32 ey f(w) = 0L |IfIE = [FIIV = FI + |V = FI[F|* = |F[[V = FI[V]. A

mes:

0 si e connecta dos vertexs a FoaV —F
If (e) =

+|V| si connecta un vertex a F' amb un vertex a V — F

. Per tant, ||df||3 = |V|*|0F|. Llavors, per la desigualtat anterior, tenim que
VPIOF| = (k — m)|F||V — F|[V]. Per tant,

T = W

|| V]

Vv : OF k— < ey k—
%, obtenim ||T| > 4 per tant, per definicié, h(X) > =5,

Si assumim |F| <
Ara volem demostrar la segona desigualtat. Fixem una funcié no negativa f a
V' i definim
By =) |f(e")’ = f(e7)’]
c€E
. Denotem per 3, > 5,1 > ... > 1 > Py els valors de f i definim

Li:{$€V:f(ZL‘)zﬂi}(izo,l,...,r)

. Notem que Ly = V, ja que 0Ly = (). Abans de continuar amb la demostracid,
provarem alguns resultats sobre By que necessitem per continuar.

Remarca 1: By =Y. |0L|(5? — 5% ,).

Per provar-ho denotem per E el conjunt d’arestes e € E tals que f(e™) # f(e™).
Clarament By = > ., |f(e")® — f(e7)?|. Ara agafem una aresta e € Ey que
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connecta un vertex x tal que f(x) = B;.) amb un altre vertex y tal que f(y) = Bj)
Podem suposar que els indexs compleixen i(e) > j(e) i, per tant:

Br=> (B - B

€€Ef
_ 2 2 2 2 2 2
= > (B = Bio1 + Bl = 1= - = Blgsr + B — Bio)
EEEf

i(e)

_Z Z Bz Bll

66Ef l—j +1

Observem que al sumatori de By, el terme 37 — 37 ; apareix per cada aresta e que

connecta x amb f(x) = ;14 > [ amb un vertex y amb f(y) = ;1 j <. Es a dir,
apareix per cada aresta e € dL;, amb el que obtenim la remarca 1.

Remarca 2: By < v2k||df||2||f||]2 Certament,

Br=> |f(e")+ fle)| - [f(e") = fle)|

eckE

1/2 1/2
< [Z(f(e+) + f(e‘))2] [Z(f(e+) - f(e‘))2]

ecE eEFR

1/2
< Vok Z(f(e+)+f(e‘))2] 1l

ecE

1/2
= V2k [Zf(:cf] 1df |2 = V2k|| £1|21|df ||

z€eV
aplicant la desigualtat de Cauchy-Schwarz i el fet que (a + b)? < 2(a? + b%).

Remarca 3: En el context d’aquest teorema, definim el suport d’una funcié
f com sup(f) =z €V : f(x)#0. Suposem que |sup(f)| < |2ﬂ Aleshores, By >

h(XII5.

Per demostrar aquesta remarca, observem que S5 = 0 i que |L;| < |—‘2/| per
i =1,...,r, aleshores, |0L;| > h(X)|L;| per definicié de h(X). De la remarca 1
deduim que:

By > h(X) Y |Lil(8] — B74)
=1

= h(X) [|IL|87 + (|Lroa] = [Le))B7oy + -+ (| La| = | L2]) 7]

r—1
hX) | |Le|52 + Z |Li — Lia| B}

=1

tanmateix, com L; — L;_; és on f pren el valor 3;, el terme entre claudators és || f]|3.
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Un cop provades les remarques tenim les eines que necessitem per acabar de
demostrar el teorema. Sigui g una funcié propia real de A (definida anterior-
ment en aquesta mateixa demostracié) amb valor propi k — ,ul Definim V* =
2€V:g(X)>0if=maxg,0. Podem assumir que |V | < Y substituint ¢ per
—g en cas que sigui necessari. Observem que V' # (), ja que erv g(x)=0ig #0.
Comg<0aV —VT perze V" tenim que

(Af)(x) )= Anf(y) =kg(x) = > Auyg(y)

yev yevV+

< kg() =Y Angly) = (Ag)(x) = (k — m)g(x).

yeVv

A partir d’aquesta estimacié puntual, obtenim

dfI3 = (Of1f) = D> (Af)(x)g(x) < (k—m) > glx)?

zeV+ zeV+

< (k= m)IIfI3.

Combinant les remarques 2 i 3 obtenim el segiient

RO < By < V2E[|df|L2|1f1l: < v/2k(k — m)II f115.

que després de cancel-lar termes ens dona el resultat que volem. [

La primera desigualtat del teorema 2.2.1 s’atribueix a N. Alon i Milman [5]
mentre que la segona s’atribueix a Dodziuk [6]. El segiient corol-lari relaciona el
teorema anterior amb la definicié de familia d’expanders:

Corolari 2.2.2. Sigui (X,;)m>1 una familia de grafs finits, connezos, k-requlars i
sense bucles tals que |V,,| — 400 quan m — +o00. Aleshores la familia (X,,)m>1 €s
una familia d’expanders si i només si existeix € > 0 tal que k — pu1(X,,) > € per tot
m > 1.

2.3 Comportament assimptotic dels valors propis

Hem vist al corol-lari 2.2.2 una forma de caracteritzar families d’expanders a partir
de la bretxa espectral, a més, es dedueix que la qualitat d’una familia d’expanders
és major com més gran és aquesta bretxa espectral. Malauradament, com veurem
en aquesta seccid, aquest valor no pot ser arbitrariament gran, ja que hi ha fites
sobre el valor que pot prendre p1(X,,).

Teorema 2.3.1. [1, Theorem 1.3.1, pg. 18] Sigui (X,)m>1 una familia de grafs fi-
nits, connexos, k-requlars i sense bucles tals que |V,,| — 400 quan m — 4o0.

Aleshores:
liminf py(X,,) > 2vVEk —1

m——+00
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Aquesta desigualtat s’atribueix a Alon i Boppana, i es pot veure la seva demos-
traci6 a [7, Proposition 4.2, pg. 9].

Ara, per un graf X finit, connex i k-regular, sigui x(X) el valor propi no trivial
més petit de X, i rescatem la definicié de circumferencia d’'un graf X (denotada per
g(X)). Tenim el segiient resultat:

Teorema 2.3.2. [1, Theorem 1.3.3, pg. 19] Sigui (X,n)m>1 una familia de grafs con-
nexos, k-requlars i finits tals que g(X,,) — +00 quan m — +oo. Aleshores:

lim sup p(X,,) < —2vk —1

m—-+00

Aquest resultat s’atribueix a Li i Solé i es poden consultar més detalls del mateix
al seu article a [8].

Aquests dos teoremes ens porten a la seglient definicié:

Definicié 2.3.3. Un graf X finit, connex i k-reqular és un graf de Ramanujan
i per cada valor propi no trivial p de X tenim que |p| < 2v/k — 1.

Si (Xm)m>1 és una familia de grafs k-regulars de Ramanujan i sense bucles, tals
que |V,,| — +o00 quan m — +oo aleshores és clar veure que els X, assoleixen la
major bretxa espectral possible, i per tant proporcionen una familia d’expanders
que és optima des del punt de vista del seu espectre.

Si és d’interes del lector, el capitol 1 del llibre Elementary Number Theory,
Group Theory, and Ramanujan Graphs[l] amplia els continguts d’aquest capitol,
especialment la seccié 1.4, que dona resultats addicionals sobre el comportament
asimptotic que, si bé tenen relacié amb el treball, s’allunyen de I'objectiu d’aquest.



Capitol 3

Teoria de Nombres

En aquest capitol donarem algunes definicions i resultats de teoria de nombres que
necessitarem per construir la familia d’expanders més endavant. Eventualment,
parlarem breument sobre cossos, que denotarem per K quan no ens referim a cap
cos en concret. En el context d’aquest treball, K sera un cos commutatiu, llevat
que s’especifiqui el contrari.

Definim 'anell dels enters de Gauss com segueix:

Zli)={a+bi: a,b€Z,i*=—1}

Si a = a + bi és un element de Z[i], el seu conjugat és @ = a — bi. Notem que
qualsevol suma de dos enters es pot factoritzar com:

n=a®+b*= (a+bi)la—bi) = aa, a € Z[i]

De la mateixa manera, definim un altre anell, que es coneix com els quaternions
enters, que denotarem per H(Z) i es defineix com:
H(Z) = {ao + a1i + agj + ask : ao, a1, az,a3 € Z,
= =k*=—-1,ij =k, jk=1, ki =7,
Notem que H(Z) no és commutatiu. Com amb Z[i], podem definir el conjugat d’un
element de H(Z) de la segiient manera:
a = ag+ ayt + asj + aszk

d:ao—ali—an—agk;

Si v és un element de H(Z), podem definir la seva norma com N(a) = aa =
aa = ag +a? + a3 + a?. Aquesta norma és multiplicativa (N(af) = N(a)N(B) i, de
forma similar al que hem vist amb els enters de Gauss, els quaternions enters ens
serveixen per factoritzar les sumes de quatre quadrats.

Direm que un element « de H(Z) és una unitat si és invertible a H(Z), o, el que
és equivalent, si N(«a) = 1.

14
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Per k > 2 in € N denotarem per r,(n) el nombre de representacions de n com
a suma de k quadrats, o, el que és equivalent, el nombre de solucions enteres de
l'equaci6 diofantica z3 + 23 + ... + a2 _; = n:

k—1
{(xo,...,xk_l —c 7k Zx? :n}

=0

rr(n) =

Ara donarem un resultat, enunciat per Fermat ’any 1640 i demostrat per Euler
al 1793, sobre la suma dels quadrats de dos enters. Recordem quesia,b € Zin € N,
diem que a i b sén congruents modul n (i denotem per a = b(mod.n)) si la seva
diferéncia és divisible per n. Si tenim ¢ primer o poteéncia de primer (¢ = p™ per p
primer) denotarem per F, el cos finit de q elements, i per F; el grup multiplicatiu
dels elements de [F, diferents de zero.

Teorema 3.0.1. [1, Theorem 2.2.7, pg.42] Sigui p un primer senar. Les segiients
afirmacions son equivalents:

a) p=1 (mod 4);
b) -1 és un quadrat a F, (és a dir, existeiz x € 7 tal que x> = —1 (mod p)

c) p és la suma de dos quadrats (i, per tant, ro(p) > 0)

Demostracié: Aquest resultat és ampliament conegut i, per tant, facilment es
pot trobar una demostracié del mateix. Una possibilitat és a [1], on a la pagina 43
hi ha una prova detallada, extreta de [9].

En particular, per la construccié de la familia d’expanders dessitjada necessitem
caracteritzar ro(n) i r3(n). El segiient resultat, conegut com a formula de Legen-
dre, ens donara el que necessitem. Abans, pero, hem de donar notacié addicional.

Per n € N definim:

e d;(n) com el nombre de divisors de n que sén congruents amb 1 modul 4;
e d3(n) com el nombre de divisors de n que sén congruents amb 3 modul 4;

e d(n) com el nombre de divisors de n.

Teorema 3.0.2. [1, Theorem2.2.11, pg.45] Pern € N, n > 0: ry(n) = 4(di(n) —
ds(n)).

Demostracié: Una demostracié d’aquest resultat es pot trobar a la seccio 2.2
de [1], juntament amb una serie de resultats que ajuden a la mateixa prova, pero
que no he inclos per allunyar-se de 1’objectiu principal del treball.

Malauradament, no tenim una caracteritzacié per r3(n) tan directa com la que
dona el teorema anterior per ry(n), pero els segiients corol-laris ens permeten estimar
aquest valor.

Corolari 3.0.3. Per tot € > 0: ro(n) = O(n°).
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Demostracié: Del teorema 3.0.2 es pot extreure que 73(n) < 4(dy(n)+ds(n)) <
4d(n).. El lector pot comprovar que d(n) = O.(n). O

Corotari 3.0.4. Per tot € > 0 : ry(n) = O (nzte).

Demostracié:
[vn]
rs(n) = ng(n — k%)
k=0
[v/n]
< C(e) Z(n — k)¢ pel corol-lari 3.0.3
k=0

< Clenzt. O

L estructura dels grafs construits al capitol 5 depen de I'equacié 22 = p (mod q)
quan p i q sén primers senars. Un resultat que ens sera molt util en aquest cas és la
famosa Llei de reciprocitat quadratica enunciada com a conjectura per FEuler i
demostrada posteriorment per Gauss. Abans d’enunciar el resultat, pero, cal donar
una definicié previa:

Definicié 3.0.5. Sigui p un primer senar ¢ m € Z. Definim el simbol de Legen-

dre (%) com:

0 st p divideixr m;
m
(—> =<1 st p no diwvideix m v m €s un quadrat modul p;

—1 st p no divideix m © m no és un quadrat modul p.

Com a propietat a destacar tenim que el simbol de Legendre és multiplicatiu, és

(2)-()) moen

Teorema 3.0.6. (Llei de reciprocitat quadratica) Sigui p un primer senar. Ales-
hores es compleizen:

o) (3) = (D=
) (2) = ()"

., . . ~1)(a—
c) si q és un primer senar diferent de p: <%> = (—1)(p =t (73)
Demostracié: Hi ha moltes demostracions de la llei de reciprocitat quadratica,
fent servir arguments molt variats. A [1; 2.3.2] podem trobar-ne una que esta extreta

de [10] i que fa servir els arguments que més s’ajusten al que es tracta en aquest
treball (tot i que ampliats).
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Tornem a rescatar ’anell dels quaternions enters definit abans. En general,
aquesta definicié la podem aplicar fent servir, en comptes de Z un cos K, i llavors
els quaternions sobre K (denotat H(K)) és el K-modul lliure sobre els simbols 1,i,j k.
Es a dir, H(K) = {ag + a1i + asj + ask | ag, a1, a2,a3 € K} on i,j,k compleixen les
mateixes igualtats descrites a H(Z)

Volem identificar aquest anell amb el conjunt de les matrius 2 x 2 amb coeficients
en un cos K, més especificament, ens interessen els cossos finits [F,.

Definicié 3.0.7. Donat un anell R, definim la caracteristica de R com [’enter
positiu m més petit tal que 0 =m-1=1+1+...+1 (mvegades). Si no existeix
aquest m llavors la caracteristica de R sera 0.

Exemple 3.0.8. Els racionals Q, els reals R i els complexos C tenen caracteristica
0, mentre que per ¢ = p' amb p primer, el cos finit F, té caracteristica p.

Proposicié 3.0.9. Sigui K un cos amb caracteristica diferent de 2. Suposem que
existeizen x,y € K tals que 2> +y* +1 = 0. Aleshores H(K) és isomorf a l’algebra
My (K) de les matrius 2 © 2 amb coeficients a K.

La segiient demostracié és especialment interessant, ja que no només prova el
resultat siné que dona una construccié explicita d’aquest isomorfisme, que ens sera
util posteriorment, quan construim la familia d’ezpanders.

Demostracié: Sigui ¢ : H(K) — My(K) definit per:

ap +mT +azy —ary +az +asxr
—a1Yy —az +asxr  ay — a1 T — asy

Y(ag + ari + agy + azk) = (

Es facil comprovar, realitzant els calculs pertinents, que W(qg2) = V(g1)Y(qe)
per q1,q2 € H(K). Com v és una aplicacié K-lineal entre dos K-espais vectorials
de la mateixa dimensi6 (4), per provar que % és un isomorfisme n’hi ha prou amb
comprovar la injectivitat. Aplicant algebra lineal ens trobem que v(ag+ a1+ asj +
aszk) = 0 ens porta a un sistema d’equacions 4 x 4 lineal en les variables ag, ai, az, as
amb determinant

1 =z 0 vy
0 -y 1 X _ 2 2\
0 —y -1 x| Az +y)=4#0

1 =2 0 —y

, ja que la caracteristica de K és diferent de 2. [

Ara només ens falta un resultat que ens permeti afirmar que, efectivament exis-
teixen z,y € K tals que 22 + y? +1 = 0. Pel context d’aquest treball, només ens
caldra provar-ho quan K = [, per algun primer senar q.

Proposicié 3.0.10. Sigui ¢ un primer senar. Llavors exzisteizen x,y € F, tals que
?+y*+1=0.
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Demostracié: Incloent el 0, hi ha %1 quadrats a ;. Definim

Ay ={1+2*:2€F,}; A ={-y*:yeF,}.

Com |A;| = |A_| = ! tenim que A, N A_ # (), el que prova el resultat. [

Tornem ara als quaternions enters, a [1; 2.6] es pot trobar una seccié dedicada
a resultats sobre 'aritmetica dels quaternions enters que, si bé dona informacio
addicional, no és en el que es centra aquest treball.

Nosaltres centrarem la nostra atencio al conjunt de quaternions enters que tenen
norma p* on p és un primer senar. Primer enunciarem el segiient teorema, atribuit
a Jacobi:

Teorema 3.0.11. [1, Theorem2.4.1, pg.52] Sigui n un enter positiu senar. Ales-
hores r4(n) =83, d.

Demostracio: La demostracié d’aquest teorema és forca extensa i no és I'ob-
jectiu principal d’aquest treball, si és de l'interes del lector, pot trobar-ne una
demostracié detallada a [1;2.4], o també una de Dirichlet a [11].

El teorema ens diu que a? + a? + a3 + a3 = p té 8(p + 1) solucions enteres,
cadascuna d’elles corresponent a un quaternié enter de norma p. Sip =1 (mod 4),
un dels a; és senar i la resta parells. En canvi, si p = 3 (mod 4), un dels a; és
parell i la resta senars. En qualsevol cas, un dels coeficients, anomenem-lo a? esta
diferenciat de la resta.

Si a? # 0, aleshores, d’entre els vuit quaternions de la forma e associats a a on
€ és una unitat, exactament un tindra |a?| com la 0-essima component (és a dir, a la
posicié ag). Escollirem aquest com a distingit. En el cas que a? = 0, que pot passar
quan p = 3 (mod 4), aleshores dos associats ea i —ea tindran cadascun ag = 0, i
podrem escollir qualsevol dels dos com a distingit.

Per tant, hi ha p+1 solucions distingides de a2 + a? + a3 + a3 = p, aixO ens
determina el conjunt S, = {aq, a1, ..., as, a5, B1,..., B}, on els o tenen a(()i) >01
els 3, tenen B(()j )=0. Esa dir, S, sén els p+1 quaternions distingits de norma p.

Definicié 3.0.12. Una paraula reduida sobre S, és una paraula sobre l'alfabet
Sp que no té subparaules de la forma aidi,o@,ai,ﬁ? (i=1,...,87=1,...,1).

La mada d’una paraula és el nombre de simbols que hi apareixen en ella.

Ara enunciarem un corol-lari que necessitarem més endavant, quan demostrem
que la familia que volem construir es tracta veritablement d’una familia d’ezpanders.
Enunciaré també el teorema del qual prové, que és atribuit a Dickson [12]. Si és de
'interes del lector, pot trobar la demostracié dels dos resultats a [1; 2.6.12 1 2.6.13].

Teorema 3.0.13. [1, Theorem2.6.13, pg.68] Siguin k € N i a € H(Z) tal que
N(a) = p*. Aleshores o admet una factoritzacié tinica o = ep™w,, on € és una
unitat a H(Z), w,, és una paraula reduida de mida m sobre S, i k = 2r +m.
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Abans d’enunciar el corol-lari, definim el segiient subconjunt de H(Z):

N={a=a +aji+ayj+azk e H(Z):a=1 (mod2)}

Corotari 3.0.14. Tots els elements o € A’ amb N(a) = p* tenen una factoritzacio
tnica o = £p"w,, on r € Nyw,, és una paraula reduida de mida m sobre S, 1
k=2r+m.



Capitol 4

Els grups PGLy(q) i PSLy(q)

La familia de grafs X?? que definirem al capitol 5, estara associada als dos grups
finits PGLq) i PSL2(q). Dedicarem aquest quart capitol a definir-los i donar alguns
resultats sobre ells que seran ttils posteriorment.

Sigui K un cos, que, llevat que s’indiqui el contrari, sera commutatiu per tot
el capitol. Denotem per GLo(K) el grup de les matrius 2x2 amb coeficients a K
invertibles, és a dir, aquelles que tenen determinant diferent de zero. Anomenem a
aquest grup Grup Lineal de grau 2 sobre K.

Anomenarem Grup Lineal Especial (de grau 2 sobre K) i denotarem per
SLy(K) el subgrup de GLy(K) que té determinant 1. En particular, aquest grup
és el nucli de I'aplicacié determinant det : GLy(K) — K*, i és un subgrup normal
de GLQ(K)

Aleshores denotem per PG Ly(K) el grup quocient:
PGLy(K) = GLy(K)/ L (N V). ae K
2 2 0 )/ .

[ per PSLy(K) el grup quocient:

PSLQ(K):SL2(K)/{<S 0); e:il}.

€

Per visualitzar una mica millor com sén aquests dos grups, sigui P1(K) = K U
{oo}. Incrustarem PGLy(K) i PSLy(K) al grup de les permutacions de P'(K)

denotat per SymP!(K). A cada matriu A = (CCL Z) € GLy(K) li associem la
transformaci lineal 4 : P'(K) — P'(K), definida per:
(2) az+0b
z) = :
oA cz+d
4 Sic#0, .

' i també assignem ¢ 4(=2) = oo.
oo sic=0.

Definim ¢(o0) = {C

20
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Per tant, obtenim un morfisme de grups ¢ : GLy(K) — SymP'(K) on p(A) =
wa 1 PGLy(K) s’identifica (G Ly(K)) i PSLy(K) s’identifica ¢(SLy(K)).

En el nostre cas, tindrem que K = F, el cos finit d’ordre q, i escriurem GLs(q),
SLy(q), PGL2(q) i PSLs(q) pels quatre grups que hem definit abans.

Proposicio 4.0.1. Es compleixz que:

a) |GLy(q)| = qlg —1)(¢* = 1)
b) SLy(q) = |PGLy(q)| = q(¢* — 1)

q(¢> — 1) si q és parell
C) |PSL2(q) = {q(q21)

3 St g €S senar.

Demostracié: a) Una matriu 2 x 2 de GLy(q) s’obté escollint com a primera
columna un vector diferent de zero de F,, que implica ¢>—1 possibles eleccions, i com
a segona columna s’escull un altre vector de I, que sigui linealment independent
del primer escollit, i aixd sén ¢?> — ¢ possibles eleccions. Per tant, el total son

g(q—1)(g* = 1).
b) i c¢) s’obtenen partint de a) i aplicant resultats de teoria de grups. O

Recordem que un grup G és simple si els seus tnics subgrups normals sén {1}
i el total. El seglient teorema és un resultat demostrat per Jordan ’any 1861.

Teorema 4.0.2. [1, Theorem 3.2.2, pg.74] Sigui K un cos amb |K| > 4. Aleshores
PSLy(K) és un grup simple.

Demostracié: Es pot trobar una demostracio detallada d’aquest teorema a
[1; 3.2]. O

El resultat és interessant, ja que les propietats dels grafs X7 que definirem més
endavant depenen d’algunes de les propietats estructurals de PSLy(q). El fet que
sigui simple es fa servir, per una banda, per determinar quins X?? sén bipartits, i
per l'altra, per establir les propietats d’expansié dels XP?’s.

Aixi mateix, per estudiar el fet que els X?9 siguin connexos necessitem tenir
alguns resultats sobre l'estructura dels subgrups de PSLs(q).

Abans, pero, recordarem que si ¢ és una permutacié d'un conjunt X i x € X,
'orbita de x sota o és Q, = {o*(z) : k € Z.

Aixi mateix, recordem també que, donat un grup G i un element x € X ’estabilitzador
dexenGés G, ={g€Glg-z=u}

Lema 4.0.3. Sigui o una permutacio d’un conjunt X. Si o té ordre primer p,
aleshores cada orbita de o en X té o 1 o p elements.

Demostracié: Sigui H el subgrup generat per o a Sym(X). Per z € X, tenim

||1—11{:;l\ on H, = {a € H : a(x) = x} és lestabilitzador de x en H. Per

suposicié |H| = p, aixi que o bé |H,| =11 Q| =pobé |H,|=pi|Q]=1 0

que |, =
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El segiient resultat s’atribueix a Cauchy i parla de I'existencia d’elements d’or-
dre primer en grups finits. Aquest resultat posteriorment va ser reemplagat pels
teoremes de Sylow.

Teorema 4.0.4. [1, Theorem 3.3.2, pg. 77| Sigui G un grup finit i p un nombre
primer. Si p divideiz |G| aleshores G conté algun element d’ordre p.

Demostracié: Una demostracié d’aquest teorema es pot trobar a [1; 3.3], que
ho demostra aplicant el lema anterior.

Definicié 4.0.5. Direm que un grup G és metabelia si admet un subgrup normal
N tal que tant N com G/N son abelians.

En particular, els grups abelians sén metabelians i els grups metabelians sén
resolubles. Els subgrups d’un grup metabelia també sén metabelians.

Hi ha una llista atribuida a Dickson I'any 1901 que conté, llevat d’isomorfisme,
tots els subgrups del PSLs(q) amb ¢ poténcia de primer, podem trobar la referéncia
a [17]. El que és important d’aquesta llista és que tots els subgrups de PSLy(q),
llevat del total, son metabelians, amb les segiients excepcions:

1. Sym(4), que és resoluble pero no metabelia.

2. Alt(5), que no és abelia.

Ara enunciarem un resultat que sera 1til posteriorment, durant la demostracié
que XP1 és una familia d’expanders.

Teorema 4.0.6. [1, Theorem 3.3.4, pg. 78] Sigui q primer. Sigui H un subgrup de
PSLsy(q) diferent del total tal que |H| > 60. Aleshores H és metabelia.

Demostracié: La demostracio d’aquest teorema surt directa dels dos resultats
seglients, que no demostraré perque fan servir eines que no estan incloses en aquest
treball, pero es poden consultar a [1;3.3].

Proposicié 4.0.7. Sigui q primer i H un subgrup de PSLs(q) diferent del total. Si
q divideiz |H| aleshores H és metabelia.

Proposicié 4.0.8. Sigui g primer i H un subgrup de PSLy(q). Si |H| > 60 i ¢ no
divideix |H| aleshores H té un subgrup abelia d’index com a molt 2, en particular,
H és metabelia.

Finalment, donarem un tultim resultat sobre els grups PG Ly(q) i PSLs(q), pero
abans hem de donar una definicié.

Definicié 4.0.9. Sigui G un grup. Una representacio de G és una parella (w, V),
on V és un espai vectorial complex i w és un morfisme G — GL(V') (on GL(V) és

el grup de les permutacions lineals de V). El graw de (w,V') és la dimensié dimcV
de V.
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Exemples 4.0.10. Veiem alguns exemples de representacions:

a) El morfisme constant G — GL(V') defineix la representacié trivial de G a V.
b) Cada morfisme G — C* dona lloc a una representacié de grau 1 de G a C.

c¢) Sigui X un G-espai, és a dir, un conjunt no buit dotat d'un morfisme G —
Sym(X) on Sym(X) és el grup de permutacions sobre X. Sigui CX el conjunt
de funcions X — C que valen zero excepte a subconjunts finits de X. La
representaciéo de permutacions \x de G a CX esta definida per

Ax(9)f)(@) = flg" - 2),
on feCX,geG,zeX.

Definicié 4.0.11. Sigui (7, V') una representacié de G. Un subespai W de V és
tnvariant si per cada g € G : w(g)(W) =W.

Definici6 4.0.12. Una representacid (w,V') amb V # {0} és irreductible si no té
cap subespai no trivial que sigui invariant.

Ara donarem un resultat que s’atribueix a Frobenius a [18].

Teorema 4.0.13. [1, Theorem 3.5.1, pg.102] Sigui ¢ > 5 un primer. El grau de
qualsevol representacio no trivial de PSLy(q) és, com a minim %.

Demostracié: A més de la referéncia ja esmentada, la seccié 3.3 de [1] també
va dedicada a provar aquest resultat, fent servir eines que queden fora del que
tractem en aquest treball. []

Aquest resultat sera 1util al capitol segiient, ja que ens permetra veure que pels
grafs XP4 que construirem, la multiplicitat dels valors propis no trivials és com a

minim q;zl.



Capitol 5

Els Grafs X?4

Finalment, en aquest capitol donarem una construccié explicita d’una familia d’expanders,
aixi com la demostracié de que es tracta efectivament d’una. Per aixo ens basarem

en el que es coneix com a graf de Cayley d’un grup, i entraran en joc diversos
conceptes dels capitols anteriors.

5.1 Grafs de Cayley

Sigui G un grup, no necessariament finit, i sigui S un subconjunt finit i no buit de
G. Suposarem que S és simetric, és a dir, que per cada element de S, també tenim
el seu invers, o, el que és el mateix, S = s L.

Definicié 5.1.1. Definim el Graf de Cayley G(G,S) com aquell graf que té per
conjunt de vertexs V- = G i com a conjunt d’arestes

E=zxy:z,yeG;3dse€ S:y=uxs.

Es a dir, dos vértexs de G(@, S) seran adjacents si podem obtenir un d’ells com
a resultat de multiplicar per la dreta un element de S a I’altre. Observem que, com
S és simetric, la relacié d’adjacencia dels vertexs també és simetrica, i, per tant, els
grafs resultants sén no dirigits.

Exemples 5.1.2. Ara veurem alguns exemples de grafs de Cayley:

a) G=12/6Z, S=1{1,-1}

24
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b) G=2/6Z, S={2,—2}

0 1
5 2
4 3
) G=7/6Z, S=1{3}
0 1
4 3

d) G=17/6Z, S={2,-23}

3
ﬁs
4 2

¢) G=5Sym(3), S=7{(123),(132),(12)}

(12)
% -
(132) 123)

(

Els exemples d) i e) ens mostren que dos grafs de Cayley isomorfs no tenen per que
tenir com a origen grups que siguin isomorfs.

Ara enunciarem algunes propietats interessants dels grafs de Cayley:
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Proposicié 5.1.3. Sigui G(G,S) un graf de Cayley, sigui k = |S|. Aleshores:
a) G(G,S) és simple, k-regular i vértex-transitiu.

b) G(G,S) no té bucles si i només si 1 ¢ S on 1 es refereix a l’element neutre
de G.

c) G(G,S) es connex si i només si S genera G.

d) Si existeix un morfisme x de G al grup multiplicatiu 1,—1 tal que x(S) = —1,
aleshores G(G, S) és bipartit. El reciproc es compleix si G(G, S) és connex.

Demostracié:

a) La matriu d’adjacencia de G(G, S) és

1 si existeixs € Stal quey = xs;
Ay =
0 altrament.

D’aqui es veu que G(G,S) és simple i k-regular. D’altra banda, G actua per
I'esquerra en G(G,S) per multiplicacié per I'esquerra, i aquesta accid és transitiva
a V = G, per tant, queda provada la vertex-transitivitat.

b) Aquest resultat és directe.

c) G(G,S) és connex si i només si cada x € G esta connectat a 1 € G per un
cami d’arestes. Pero aixo es compleix si i només si cada x € GG es pot escriure com
una paraula reduida en 'alfabet S, és a dir, si S genera G.

d) Donat el morfisme x : G — £1, podem definir la segiient biparticié de G(G, S):
Vi={2x€G:x(z)==%1}

Per veure el reciproc suposarem que G(G,.S) és connex i bipartit. Denotem per
V. la classe de la biparticié per 1 € G i per V_ laltra (observem que S C V_).
Aleshores definim una aplicacié x : G — +1 com

(2) 1 siz eVt
xr) =
X -1 sizeV~

Falta comprovar que y és un morfisme de grups. Primer de tot observem que, com S
genera G, x(z) = (—1)s@ on [g(x) és la longitud de paraula reduida de x respecte
a S, és a dir, la distancia entre x i 1 a G(G, S). Aplicant que G = V, UV, demostra
que x és un morfisme de grups. [J

5.2 Construint X714

Siguin p i q dos primers senars diferents. Al capitol 3 hem definit un conjunt S, de
p + 1 quaternions distingits de norma p. Considerem ara la reduccié modul q:

T

g H(Z) — H(F,)
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Per la proposicié 3.0.10 existeixen enters x, y tals que 2 + % + 1 = 0(mod. q). A
més, per la proposicio 3.0.9, qualsevol eleccié de x i y determina un isomorfisme

g H(F,) = M (Fy)

on recordem que Ms(K) denota les matrius 2x2 amb coeficients a K, i que compleix
les seglients propietats:

a) N(a)=det,(a) per a € H(F,);

b) Sia € H(F,) ésreal (és adir, si @ = &), aleshores 1),(«) és una matriu escalar.

Per oo € S, observem que 9,(7,(«)) pertany al grup GLy(q) dels invertibles de
My(F,)), ja que N(«) = p # q. També tenim que ¢, (7,(a@)) = ¢,(1,(q)) és una
matriu escalar diferent de zero a GLy(q). Ara prenem el morfisme

¢ : GLa(q) = PGLy(q)

I definim
Spq = (@ o1hg 01)(Sp)

Que és un subconjunt simetric de PG Ly(q).

Lema 5.2.1. Si q és prou gran respecte a p (posem q > 2./p), aleshores |S, | =
p+1.

Demostracio: Siguin a = ag+ a1t +asj+azk 1 [ = bg+ bii+ byj + bsk dos
elements diferents de .S, aleshores, per algun ¢ € 0, 1, 2, 3 tenim que a; # b;. Com « i
8 pertanyen a S, sabem que N (o) = N(f) = p, i per tant a;, b; € (—/p, \/P) per tot
J €0,1,2,3. Aleshores si ¢ > 2,/p tenim que a; = b; (mod q) i 7,() # 7,(5).
Ara definim A = (¢, o 7y)(a)y B = (¢, 0 74)(F), de manera que A # BaGLs(q).
Suposem per contradicci6 que p4 = ¢p a PG Lay(q), aleshores existeix A € F tal que
A # 1i A= AB. Prenent determinants obtenim que p = detA = \2detB = \?p,

i d’aqui es dedueix que A> = 1 0 A = —1. A partir de A = —B obtenim que
a = —f(mod.q), és a dir,o; = —f;(mod.q) per cada j € 0,1,2,3. Com ¢q > 2,/p
deduim que a; = —b;, i per tant o = —f3. Per suposicié tenim que ag, by > 0, cosa

que implica que ag = by = 0 i, per tant, § = @, pero aixo entra en contradicciéo amb
la definicié de S, ja que si a € S, té ap = 0 aleshores necessariament & ¢ S,. O

Un cop demostrat aquest lema definirem els grafs X?? de la segiient manera:

Si p és un quadrat modul q, és a dir, (g) = 1 aleshores S, , es troba inclos a

PSLy(q). Per tant, definim X7 com el graf de Cayley de P.SLs(q) respecte de S, ;:

XP4 = G(PSLy(q), Spy)

Per contra, si p no és un quadrat modul q, és a dir, ({;’) = —1, aleshores S, , es
troba inclés a PG Ls@Q — PSLy(q). Per tant, definim X9 com el graf de Cayley de
PGLy(q) respecte de S, ;:

X1 =G(PGLs(q), Spq)
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Teorema 5.2.2. [1, Theorem 4.2.2, pg. 114] Siguin p,q dos primers senars diferents
tals que q > 2./p. Els grafs X?? son (p+1)-regulars, connezos i de Ramanugjan. A
meés:

a) Si(E) =1 aleshores XP1 és un graf no bipartit amb Q(qz_l)

que g(XP) > 2log,(q).

vertexs i satisfa

b) Si(E) = —1 aleshores X¥1 és un graf bipartit amb q(q* — 1) vertexs i satisfa
que g(XP) > 4log,(q) — log,(4).

Aquest teorema s’atribueix a Lubotzky i una demostracié detallada es pot trobar
a [7], el que és del nostre interes i que provarem tot seguit és el fet que X?? siguin

grafs connexos, o, el que és equivalent (proposicié 5.1.3¢)), que S,, genera tant
PSLy(q) com PGLsy(q).

5.3 Connexio dels grafs X1

Abans de provar el resultat desitjat, hem de definir una serie d’elements que ne-
cessitarem per facilitar la demostracié. Amb ells, introduirem una nova familia de
grafs (p+1)-regulars Y77 que resultaran ser isomorfs als X?9.

Comencem amb un primer senar p. Al capitol 3 vam definir el subconjunt A’ de
H(Z) com

N={a€eH(Z):a=1 (mod2)oa=i+j+k (mod 2), N(a)és una potencia de p}.

A A’ definim la segiient relacié d’equivalencia: o ~ [ si existeixen m,n € N
tals que p"a = £p"B. Denotem per [a] la classe d’equivalencia d’a € A’ i per
A = A/ ~ el conjunt de classes d’equivaléncia, amb aplicacié de pas al quocient
QN — A tal que Q(a) =[]

Recordem el conjunt S, de p+1 quaternions distingits definit al capitol 3. Per
definicié S, C A’

Proposicié 5.3.1. a) A és un grup.
b) El graf de Cayley G(A, Q(S,)) és larbre (p+1)-regular.

Demostracio: La demostracié d’aquesta proposicié es pot trobar a la segiient
referéncia [1, Proposition 4.3.1, pg. 115]. O

Com hem fet a la seccié anterior, considerem la reduccié modul q donada per
7, H(Z) — H(F,);

que envia A’ al grup H(F,)*, que sén els elements invertibles de H(IF,). Sigui Z, el
segiient subgrup d’'H(F,)*:

Z,={aecH(F,)" :a=a}l.
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Siguin o, 8 € A: st a ~ 3, aleshores 7,(a)"'7,(8) € Z, . Aix0d vol dir que
7, N — H(F,)* cau a un grup de morfismes ben definit
I, : A — H(F,)*/Z,.
Denotem el nucli de I1, per A(g) i identifiquem la imatge de II, amb el grup quocient
A/A(q). Definim T, , = (I, 0 Q)(S,).

Com hem fet a la seccié anterior, si q és prou gran respecte de p, definim el graf
Y4 com el graf de Cayley de A/A(q) respecte de T}, ;:

YP?=G(A/A(q),T}4)

Com A esta generat per Q(S,) (proposicié 5.3.1), es dedueix de la proposicié
5.1.3 que per ¢ > 2,/p el graf YP? és (p+1)-regular i connex.

Observem que lisomorfisme ¢, : H(F,)* — GLa(¢q) envia Z, al subgrup de
matrius escalars a GLy(q), que, per la seva banda, és el nucli de ¢ : GLy(q) —
PGL;y(q). Per tant, ¢, passa a I'isomorfisme

g :HF,)*/Z, = PGLy(q).

Aix0 ens permet comparar, a partir d'un diagrama commutatiu, les construccions
de XP1iYP4.

q?l'rfﬂ_f

SpC A 5 HE)*  —> Gl

Lo l Lo

A _E_:' H(Fq)x/zq T PGLZ(Q)

A diferencia del XP4, sabem que Y?? és connex per definicid, per contra, no
tenim identificat el grup A/A(q) del qual prové. Si que sabem, pero, que, com
B(Tyq = Sp, aleshores Y77 és una component connexa de X™9¢. Eventualment,
podrem demostrar que, per ¢ > p8, XP? és connex i, per tant, isomorf a Y4,
Abans, hem d’identificar el subgrup A(q).

Lema 5.3.2. A(q) = {[a] € A: = ap + a1i + asj + ask, qlai, az, as}.
Demostracié:
[a] € A(q) <= 7y(a) € Z,
<= ¢no divideixagig|ay, as, as
<~ Q|U,1, g, a3,
On 'equivalencia entre la segona i la tercera linia surt del fet que N(«a) és una
potencia de p i p # ¢q. .

La segiient proposicio ens dona una cota inferior de la circumferencia de Y79,
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Proposicié 5.3.3. g(Y??) > 2log,q. Si <§> = —1 aleshores tenim la segiient
desigualtat g(Y?) > 4log, q — log, 4

Demostracio: Es pot veure la demostracié detallada d’aquesta proposicié a
[1,Proposition 4.3.3, pg. 118]. O

Observacié 5.3.4. Sabem que per p > 5 es compleix
g(YP1) <2+ 2log, [YP);

Per tant, per la proposicié 5.3.3

‘YPJ]’ > g
p
A més, si (§> =—1
2
yra| > L
2p
Per tant, veiem que |Y?? = |A/A(q)| creix com a minim de forma lineal respecte a

q.
Ara passem al resultat principal de la seccio:

Teorema 5.3.5. [1, Theorem4.3.5, pg. 119] Suposem p > 5. Per q > p®, el graf
XP4 és connex.

Demostracié: Per la proposicié 5.1.3¢) per demostrar que X?? és connex hem
de demostrar que S, genera PSLsy(q) si (£) = 11 PGLy(q) si (£) = —1. Recor-
dem l'isomorfisme § : H(F,)*/Z, — PGLy(q). Com S(1,, = S,4 és equivalent a
demostrar

PSLy(q)  si

BA/A(g)) = PGLy(q) si

QB IB

En el segon cas, ja hem vist anteriorment que S,, C PGLs(q) — PSLy(q). Donat
H,,= PSLy(q) N B(A/A(g)). Només resta provar que en ambdds casos,

H,,= PSLs(q).

Pel teorema 4.0.6 aixo es dedueix de dos fets: |H,, > 60 i H, , no és metabelia.

Per provar que |H, , > 60 observem que, com q > p® i p > 5, gracies a 'observaci6
5.3.4, veiem que [A/A(g)| = 1 > 120, i per tant |H,4 > 60.

Per veure que H,, no és metabelia hem de veure que existeixen g1, g2, g3, g1 €
HP#J tals que [[9!792}; [93;94]] 7& 1.

Estudiem els dos casos possibles:
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a) Si (’3> = 1 aleshores podem escollir els g; d’entre els elements de .S, , de
q K

la segiient forma: escollim ¢g; un element qualsevol de S, , i escollim gy de

forma que sigui diferent de gi'. Tot seguit escollim g3 = g1 i g4 ¢ ¢i", g3

D’aquesta forma, [[g1, g2], (93, 94]] és una paraula reduida de mida 16 sobre
Spq- Per la proposicié 5.3.3 la circumferencia de Y77 satisfa

g(YP1) > 2log, q > 16

i, per tant, qualsevol paraula reduida de mida 16 sobre S, ; ha de ser diferent
de 1 a H, 4, ja que aixo produiria un cicle de mida com a molt 16 a Y.

b) Si <§> = —1 escollim hy, ho, hg € S, 4 de la seglient forma: Sigui hy qualsevol

element de S, ,, sigui hy diferent de hi' i hy ¢ hi' h3'. Aleshores definim
g1 = hihs, g2 = hohs, g3 = hihg, 1 g4 = hsho 1 ja tenim els elements de H, ,.
Llavors [g1, g2] = hihshohy hs'hy' i [g3, 4] = hihahshy hy'hs!. Aleshores,
[[91, 92], [93, 94]] és una paraula reduida de mida 24 a S, ,. Per la proposici6
5.3.3 sabem que

g(YP) > 4log,q — log, 4 > 24

[ argumentem analogament al cas a). [
Per resumir el que realment implica pels grafs X9 tenim el segiient corol-lari.
Corotari 5.3.6. Suposem q > p8. Els grafs XP9 sén (p+1)-regulars i connexos. A

meés:

a) Si <§> = 1 aleshores XP? no és bipartit i té
2
o(x74) > 2 log, [x74)
b) Si <§> = —1 aleshores X1 és bipartit i té
XP9) > 2log, |X74| — log, 4
q( )_gogp| |—0gp

Demostracio: Que és connex ja ha quedat demostrat amb el teorema anterior.
Les aproximacions de la circumferencia fan servir resultats que no tractarem al
treball, pero si és de 'interes del lector, pot trobar els detalls a [1,Corollary 4.3.6,
pg. 120]. O

5.4 Demostraciéo de que X?? son expanders.

Un cop vist que els X”? sén connexos, o el que és equivalent, que S,, genera
PSLy(q) si (2) = 11 PGLy(q) si (2) = —1, resta provar el darrer resultat: que fixat
un primer senar p, la familia X7 és una familia d’exzpanders.

Denotem per n el nombre de vertexs de XP? i I’espectre de la seva matriu d’ad-
jacencia com pg=p+ 1> py > o > ... > 1.
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Definicié 5.4.1. Definim els polinomis de Tzxebixev del segon tipus expres-

sant W com un polinomi de grau m en cosf:
sin (m + 1)0
Upn(cos = #, (m € N)
sin 6

Per exemple, Uy(X) =1, Uy(x) = 2z, Us(z) = 42® — 1, ...

A partir de relacions trigonometriques es pot veure que els polinomis satisfan la
seglient relacié de recurrencia:

Uns1(z) = 22U () — Up—q ().

Denotem per f,, el nombre de camins de mida m sense marxa enrere que comen-
ceniacaben a1l a X™9. Per la proposici6 5.1.3a), sabem que XP7 és vertex-transitiu,
tenim la segiient férmula de la traca, que es desenvolupa a [1,Corollary 1.4.7, pg.
25], 1 per XP4, (p+1)-regular i vertex-transitiu, tenim

per cada m € N.

El primer que volem és transformar el costat esquerre de la férmula, per aquest
motiu, introduim la forma quadratica en 4 variables:

Q(xo, w1, T, 23) = 25 + ¢ (27 + 25 + 23)
i per m > 1 definim

so(p™) = (o, 21,79, 3) € Z* : Q(z0, 71, T2, T3) = pm, tals que o bé

xo senar i o1, xe, x3 parells, o xy parell i 1, z9, x5 senars}|

Observacié 5.4.2. Suposem que o bé m és parell o p = 1(mod. 4). Al reduir modul
4 veiem que a la definicié anterior totes les 4-tuples (xg, 21, x2, x3) tenen xq senar i
T1, X9, xr3 parells. Definim la forma quadratica:

Q' (0, 21, T2, w3) = § + 4¢° (] + x5 + 23)

i aleshores sg(p™) és el nombre exacte de representacions enteres de p™ per la forma
quadratica @'

Ara agafem un p general.

Lema 5.4.3. Perm € N: sq(p™) = 22095% frm—or.

Demostracié: Pel teorema 5.3.5 identifiquem X?? amb Y4 Siguin zy =
1,x,...,x_1,2; = 1 els vertexs d'un cami de longitud | sense marxa enrere que
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comenca i acaba a 1 € YP9. Analogament a com es fa a la demostracié de la pro-

posicié 5.3.3, que es pot veure a [1], podem trobar ty,...,t € T, ,, tals que x; =
tita...t; (1 <i <I). Escrivim ¢; = I1,[oy] per un dnic oy; € Sy(i = 1,...,1). Alesho-
res [on][ag] . . . [oy] és una paraula reduida de midala A, ja que prové d’un cami sense
marxa enrere. I com II,([o][ag] ... []) = 2, = 1, podem veure que [o][ag] .. . [ov]

pertany a A(g). Aixo demostra que f; és el nombre de paraules reduide de mida 1
a A, que pertanyen a A(q).

Sigui (20, 1, T2, x3) € Z que contribueix a sq(p™) de manera que Q(zo, T1, T2, T3) =
p™ i que les congruencies modul 2 estiguin satisfetes. Sigui « el quaternié a =
xo + q(x11 + x95 + x3k). « pertany a A’ i, pel lema 5.3.2, la seva classe d’equi-
valencia pertany a A(q). D’aqui obtenim la igualtat

m

so(p™) = o= ag + ari + asj + ask € ' : N(a) = pm, q | a1, as,a3}|

Suposem que « contribueix a la banda dreta de ’equacié anterior. Pel corol-lari
3.0.14 o té una factoritzacié tinica a = £p'w,,_ 9, on Wy,_9 és una paraula reduida
de mida m — 2[ sobre S,. La classe d’equivalencia [a] és, per tant, una paraula
reduida de mida m — 2l a A, que, a més, pertany a A(g). Reciprocament, a partir
d’una paraula reduida w de mida m — 2[ a A(q), la férmula o = 4p'w genera dos
quaternions com els anteriors. Aix0o demostra que

{aeN:N(@)=pm,[a] €M@} =2 ) fuor

o<r<%

que finalitza la demostracio. [

Aleshores, la férmula de la traca per X?? passa a ser, per tot m € N:
9 n—1 1
so(p™) ==pz Y U, L.
o™ = 20t YU ()
En aquest punt, definim el segiient subconjunt ©, C C:

O, = [ilog\/p,0] U [0, 7] U [r, 7 + ilog \/p.

Recordem que el sinus i el cosinus d'un nombre complex z € C es defineixen
com:

22 4 ~6 o . ~2n ez _|_e—iz
coszzl—g—kﬂ—a—k...:;(—l) (2n)!: 5
23 25 27 o 22n+1 eiz - e—iz
nr=zs— -+ 4 =S (=1 -
S TR T 2( S e %

Es pot comprovar que el canvi de variable z — 2, /p cos z és una bijeccié entre ©, i
[—(p+1), p+1]i, en particular, envia [0, 7] a [—2./p, 2y/p]. Perj =0,1,...,n—1sigui
0; € ©, I'inic element de ©, tal que u; = 2,/pcost;. En particular, 6y = ilog \/p

isi (2) =1

0,—1 =m+ilog\/p (pel corollari 5.3.6).
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Per definici6 del polinomi de Txebixev U,,, tenim que

n—1

m - sin(m +1)6;
sin 0]‘

Il
=)

J

Es pot demostrar que X?? és de Ramanujan si provem que, llevat de 6y = ilog \/p
i possiblement 0,,_; = m + ilog/p, la resta de 0;’s viuen a R. Malauradament,
aquesta demostracié s’escapa de les eines de les quals disposem en aquest treball,
pero es pot llegir a [7]. Nosaltres, en canvi, provarem que per ¢ prou gran, la part
imaginaria dels 0, esta acotada per una constant que només depén de p, i amb aixo
demostrarem que els X4 formen una familia d’expanders.

El segiient resultat ens donara informaci6 sobre la multiplicitat dels valors propis
de XP9 ja que a la férmula de la traga els 6;’s surten repetits segons les respectives
multiplicitats.

Proposicié 5.4.4. Sigui p un valor propi no trivial de XP? (és a dir, |u| #p+1).
Denotem la seva multiplicitat per M(p). Aleshores M(p) > 1.

Demostracié: Sigui V), I'espai propi corresponent a p. Es pot veure que I'espai
vectorial V,, és un espai de representacié del grup subjacent a X?¢. Com aquest grup
sempre conté al PSLy(q), V, és un espai de representacié de PSLy(q). Del teorema
4.0.13 es dedueix que qualsevol representacié no trivial de PSLy(q) té grau com a
minim %. El que volem provar és que, si |u| # p+ 1, aleshores la representacié de
PSLy(q) a 'V, és no trivial. Ho demostrarem pel contra reciproc, assumint que la
representacié de PSLy(q) a V), és trivial. Hi ha dos casos:

a) Si (§> = 1 aleshores totes les funcions de V), sén constants i, per tant, p =
p+ 1.

b) Si (5) = —1, aleshores una funcié f € V), diferent de zero ha de ser constant

a cadascuna de les dues classes laterals de PSL(q) a PGLj(q), és a dir:

= ay aPSLy(q)
a_ aPGLy(q) — PSLy(q).

Observem que f és una funcié propia de la matriu d’adjacéncia de XP? i
llavors ens trobem amb el seglient sistema:

{Ma— =(p+1as
pay = (p+1)a

Aplicant que f és diferent de zero, obtenim que p? = (p + 1)?, per tant,
lu] = p+ 1, com voliem demostrar. [J

Finalment, enunciarem i demostrarem el resultat més important del capitol.
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Teorema 5.4.5. [1, Theorem4.4.4, pg.125] Fizem € complint 0 < € <
prou gran, cada valor propi no trivial p de XP? satisfa

1
5- Perq

| < pote 4 po
En particular, els XP?’s son una familia d’expanders.

Demostracié: Prenem com a punt de partida I’expressio que hem deduit abans
per la formula de la traca de XP9:

n sin(m + 1)6;
sin Qj

per tot m € N. p; = 2,/pcosf;. Si p; no pertany a l'interval de Ramanujan

[—2/D, 24/p] escrivim:

(9]' :Zw] 812\/ﬁ<ﬂ] Sp—Fl,
9j27T+?:wj Sl-(p+1)§/ij<—2\/ﬁ,

on 0 < ¢; <log./p en els dos casos.

A partir d’aquest punt, suposarem que m és parell. Recordem que definim el
sinus hiperbolic i el cosinus hiperbolic d'un nombre complez z com:

z —Zz

sinh z = % = isin(—iz)
cosh z = % = cos(—1iz)

Com m és parell, tenim, per u; ¢ [—2,/p,2,/D|

sin(m+1)0;  sini(m+1)1;  sinh(m + 1)1, >0
sinf;  siniy;  sinheyy;

Aleshores, per un valor propi no trivial fixat ju, ¢ [—2,/p, 2,/p],

2 m sinh(m+ 1), 2 m sin(m + 1)6;
m = — M — - @ /J
sQ(p") = [P * M (i) == o+ T > o 7

JiHGF Rk

m
2

sinh(m + 1)y N zp% Z sin(m + 1)6;
n

2
>
= 0P M () sinh ¥y, sin 0;

J:lmg1<2/p

sin(m+1

Es pot comprovar que, per 6 real, es compleix que = )0‘ < m+ 1, cosa que

implica que

sinh(m + 1)y,
sinh @Zlk

—2p% (m 4+ 1).
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Ara volem estimar el valor de sg(p™). De l'observaci6é 5.4.2 i al ser m parell,

tenim que sg(p™) és el nombre de solucions enteres de x3 + 4¢?(z3 + 23 4+ 23) = p™.

Primer estudiarem les possibles eleccions de xy. Tenim que |zo| < pZ i a més
r2 = p™ (mod ¢?), per tant, 22 = £p= (mod ¢?).
Com z¢ i p son els dos senars, realment tenim z2 = £p> (mod 2¢?).

Aix0 dona, com a maxim dues possibilitats per xg (calculades de pq—f + 1. Un
cop fixem xy haurem de trobar les solucions enteres de
m 2
2 2 2 b — Xy
P4l +al="0
1 2 3 4q2

2
p™ —Zp
4q2

Amb la notacié del capitol 3, hi ha r3 < ) possibilitats. Del corolari 3.0.4 tenim:

per cada € > 0. Aleshores

ﬂ+€m m
my o D2 p?
sq(p™) = O« [ gt (? + 1)}

pm(1+e) p%(l—i—Qe)
= 0. e g2
m(1+e) L (142¢
p D>
—o [
q q

Llavors, per alguna constant C. > 0, la desigualtat és
m(14e) p%(1+26)

M(p)  m sinh (m + 1)ty i } +p%(m+1).

. 2
n b sinh vy,

q q
Cancel-lant p= i fent servir que n < ¢° (proposicié 4.0.1) obtenim que:

sinh(m + 1)y,
sinh wk

1
M (py,) < C. [pm(ﬁe) + qu’”ﬂ +¢*(m+1).

m
2

Suposem que escollim m de forma que p2 < ¢®. Aleshores

sinh(m + 1
Db+ 0k ¢ [0+ g0 4 (1 + 6 log, ).

M) — o

Com sinh ¢y, < sinhlog /p obtenim que

M(ju) sinh(m + 1)y = O,[¢*].
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Ara agafem m com l'enter parell més gran tal que pz < ¢. Per q prou gran
tenim que

N|=

em+)vr  o(—1+6log, )b p-

>
3 - 3 -3

sinh(m + 1)y > e8logy 1

A la darrera desigualtat anterior hem fet servir 1, < log,/p. Aleshores

6
M) = O, (¢ 5.

Pero com py és un valor propi no trivial, tenim que

—1
M(Mk) > QT

a consequiencia de la proposicié 5.4.4. Llavors, per  prou gran, tenim

1
3+ 66— 9% S 1i tambéry < (= +¢ ) logp.
log p 3

Aleshores, com o bé 0 = 11, 0 bé 0, = m+ i)y 1 . = 2/p cos O, llavors obtenim

|pk] = 24/p| cos(i)y)| = 24/pcoshify, < pg+€ —i—p%_e,

per q prou gran, i obtenim el resultat desitjat. [

Per tant, hem aconseguit el que voliem: una construccié explicita d’una familia
d’expander graphs ila prova de que, efectivament, es tracta d’una familia d’expanders.
Al segiient apartat agafarem un cas particular d’aquesta familia que hem construit
per mostrar una de les moltes aplicacions dels ezpander graphs al mén de la in-
formatica.
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L’aplicacié a GNN

Finalment, aquesta seccié anira dedicada a l’exemple d’aplicacié a la informatica que
he volgut tractar pels expander graphs. Aquests tenen utilitat en diversos camps,
com els codis de correccié d’errors, el disseny d’algorismes o, com el nostre cas, la
propagacié d’informacié a través de xarxes neuronals. Si el lector esta interessat en
més aplicacions, algunes d’elles surten explicades a [2].

En particular, el nostre exemple és un algorisme per propagar informacio a través
de xarxes neuronals de graf (d’aqui en endavant farem servir GNN, de I'angles Graph
Neural Network, per abreviar). Cal destacar que 1'objectiu principal del treball no
era dissenyar un algorisme sino estudiar una construccié d’expander graphs i mostrar
com es pot aplicar. Per tant, he fet servir un algorisme descrit a 'article Ezpander
Graph Propagation [3], al qual també he trobat les referéncies per implementar la
GNN i els datasets corresponents, i jo m’he dedicat a implementar la construccié
dels expanders i els he integrat.

6.1 L’algorisme

En primer lloc, explicaré I’algorisme que he volgut implementar, el qual esta descrit
i detallat a [3]. Aquest algorisme es basa en un cas particular dels grafs que hem
descrit en aquest treball, i s6n grafs de Cayley que fan servir SL(2,Z,) com a grup
i com a conjunt de generadors el segiient:

o))

On els membres de la familia varien per diferents valors de n. Per determinar el
nombre de vertexs del graf n-essim es fa servir la segiient formula:

V(Cay(SLR2,Z.): S =n* [ (1—l>.

p2

p|n:pprimer

En particular, el nombre de nodes del graf n-essim és de I'ordre de n3.
Un cop establerts aquests detalls, ’algorisme proposat a [3] és el segiient:

38
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Algorithm 1: Expander graph propagation (EGP) forward pass

Inputs :Node features X € BRIV "4, Adjacency matrix A € RIVI*IVI
Output : Node embeddings H

/{ Choose the smallest Cayley graph from our family that has number of nodes equal to, or greater than, |V'|
n « argmin,, .|V {(Cay(SL(2, Z,,): S,n))| = |V /{ We can use Equation 10 to determine n

GO « Cay(SL(2,Zn); Sn)

Cay(n) - {1 (u, 'U} S E(GCWLMJJ .

Ay . M Populate adjacency matrix of the Cayle aph
! (0 otherwise opu Jacency X yley grap

HY « X: {f Initialise GNN inputs
forte{l,...,T} do

if t mod 2 = 0 then
| H® « GNNWHED A, /I GNN layer over input graph; e.g. Equation 15
end
else
gy Cay (i (t— Cay/(n) . . .
‘ H) — QNN©&arit) (H“ 1)__A1:|v|_1:|1,.|)__ /{ GNN layer over Cayley graph; e.g. Eq. 15
end
end
return H!™ ; /{ Return final embeddings for downstream use

El comentarem amb més detall:

Els inputs serien els detalls dels vertexs del graf de la GNN base i la seva matriu
d’adjacencia. Volem retornar els node embeddings per realitzar I’aprenentatge sobre
la xarxa neuronal.

En primer lloc, fem servir la férmula descrita abans per calcular el valor de n
a partir del qual construirem 1’ezpander. Volem el valor minim per tal d’agafar el
graf de Cayley més petit que té nombre de vertexs major o igual que el nombre de
vertexs del graf de la GNN base.

Notem que en la majoria dels casos no tindrem els mateixos vertexs a un graf i
I’altre, cosa que resulta problematica perque per aplicar I'algorisme que volem cal
que siguin els mateixos. En aquest cas, la solucié proposada a l'article [3] és fer
un truncament dels vertexs sobrants (més en particular, de les linies de la matriu
d’adjacencia sobrants) per tal que s’ajustin. Al mateix article es destaca que no és
la solucié optima, pero ha donat resultats prou bons mentre no es trobi una millor.

Seguidament, amb la n calculada realitzem la construccié de |’expander i també
la seva matriu d’adjacencia, que com sabem pel capitol 2, al ser el graf simple sera
una matriu de zeros i uns.

Un cop tenim la nova matriu d’adjacencia, es fa un ping-pong en el que en les
iteracions parelles es fa servir la matriu d’adjacencia el graf de la GNN base per fer
els embeddings i en les iteracions senars es fa servir la de 1'exzpander.

Laidea darrere d’aquest algorisme és que fem servir la GNN perque esta muntada
tenint en compte les dades, i fem servir I’exzpander perque, tot i no tenir a priori res
a veure amb les dades, gracies a les propietats de connexio ens permet arribar a més
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profunditat. Per tant, el que s’espera aconseguir és un millor rendiment del procés
d’aprenentatge i que aixo porti a un millor resultat en el procés de 'avaluacio.

6.2 La meva implementaci6

En aquesta seccié descriuré els detalls de la meva implementacié. El codi sencer és
massa pesat perque inclou com a base la implementacié de la GNN i els datasets
fets servits a l'article [3]. Si és d’interes del lector, la GNN esta basada en la descrita
a [15] i tant els datasets com el repositori base sén de [16]. El meu repositori es pot
trobar a https://github.com/GuillermoMariscal/ExpanderGraphs-TFG.

De tot el codi, m’he centrat a fer les proves sobre el dataset mol, que és el més
petit i requeria menys temps d’execucié de l'algorisme. El meu codi es troba a
la carpeta examples/graphproppred/mol i els meus fitxers sén els anomenats
Cayley, OnlyExpander i ExpanderGraphPropagation.

El codi base fa servir les llibreries de PyTorch per gestionar la GNN, mentre
que per la meva implementacié he fet servir les llibreries NumPy, primePy i
networkx.

La primera funcié que he implementat és compute n, que, donat el nombre de
vertexs dessitjat, calcula el valor de n necessari. El codi és el segiient:

argmin

count

s .between(2, count+1)

count %

prod = prod * (1 -
argmin = count*%*3 % prod
count +=

count

Realment és bastant clar, itera sobre els valors de n des de 2 fins que trobi un
tal que la féormula descrita abans retorni un valor major o igual que el nombre de
vertexs. Com a apunt a destacar, a la llista de primers hem d’afegir el 2, ja que
la llibreria primePy té un error i no el considera a 1’hora de construir la llista de
primers.

Un cop tenim el valor de n, el passem a la funcié cayley graph, de la qual no
posaré imatge per ser massa extensa, pero comentaré que es basa en el fet que els
expanders son connexos, i construeix el graf comencant per la identitat i operant els
elements de S,,, afegint els nous nodes que s’obtenen a una llista de nodes pendents
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de visitar i finalitzant quan no en queda cap pendent. En visitar un node el que
fem és operar el seu element corresponent amb els elements de S,, per obtenir nous
nodes, sempre tenint en compte que si s’arriba a un node ja visitat, no ’hem de
tornar a visitar (per aixd també portem el recompte de nodes visitats). La matriu
d’adjacencia del graf 'obtindrem amb la funcié especifica de la llibreria networkx
que la genera.

Finalment, tenim una classe CayleyConv que replica la classe GINConv del fit-
xer conv, pero afegint la matriu d’adjacencia que volem al parametre on s’aplica
aquesta:

=torch.int)

Finalment, els fitxers OnlyExpander i ExpanderGraphPropagation sén
copies del fitxer main pyg, pero que canvien la part on s’aplica el model per fer
I'aprenentatge, sent inicament amb el CayleyConv al primer (per fer proves només
amb l'expander) i el ping-pong descrit a ’algorisme en el cas del segon:

+ 1):

model modell2

model = model 1|

Ambdés fitxers tenen funcié main per poder-se executar independentment

Per acabar, he fet unes petites proves sobre el dataset mol amb els tres fitxers i
aquests son els resultats obtinguts:

GIN Expander GIN + EGP
0.7564 4+ 0.0121 | 0.8234 £ 0.0424 | 0,7734 £+ 0.0648

Taula 6.1: Proves de la implementacié amb el dataset mol.

Només amb la GIN ja hem obtingut un resultat molt semblant al que obtenen a
Particle. Pel que fa a I’execucié només amb 1’expander, el resultat és sospitosament
alt, faria falta estudiar més a fons el motiu d’aquesta desviacié. Pel que fa al
resultat obtingut amb la expander graph propagation, veiem que obtenim un resultat
lleugerament millor que només amb la GIN, pero no ho milloren tant com el que
s’obté a l'article. No he aconseguit trobar disponible la implementacié realitzada
pels autors, ja que m’hagués agradat tenir-la per comparar-la amb la meva, pero
no ha estat possible. Queda com a repte pel futur veure com millorar la meva
implementacio per fer-la optima i eficag.
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Conclusions

Aquest treball ha comengat amb un objectiu clar: estudiar una de les construccions
explicites que hi ha de families d’expander graphs i mostrar una de les multiples
formes que té d’aplicar-se al mon de la informatica. Al llarg del cami hem parlat
d’Algebra Lineal, Teoria de Nombres, Teoria de Grups i, com no podria ser d’altra
forma, Teoria de Grafs, tot branques de les matematiques que havia estudiat de
forma independent al llarg del grau i que ara he tingut 'oportunitat de veure actuar
conjuntament.

La introduccié actua com a preliminar per posar al lector en context del treball,
dona definicions que en molts casos ja seran conegudes, perdo no per aquest motiu
s’han d’ignorar, a més, es dona la definicié del concepte troncal del treball: el de
familia d’expander graphs.

Al capitol 2 hem vist com obtenir informacié d’un graf donat a partir de la seva
matriu d’adjacencia i eines d’Algebra Lineal, i, el que és més important, enuncia i
demostra la relacié entre la constant isoperimetrica d’un graf i els valors propis de
la seva matriu d’adjacencia, cosa que resulta molt util per comprovar si una familia
de grafs son expanders sense les complicacions que podria portar haver de fer servir
la definicié.

Els capitols 3 i 4 han estat dedicats a donar les eines de Teoria de Nombres
i Teoria de Grups necessaries per poder definir posteriorment la familia de grafs
que volem. Hem fet servir resultats de Legendre, Jacobi i la llei de reciprocitat
quadratica per acabar definint un conjunt de quaternions distingits de norma p i
també un isomorfisme per associar els quaternions amb 1’algebra de matrius 2x2.
Al capitol 4 hem definit i vist resultats sobre els grups PG Log i PSLs(q), que sén
la base dels grafs que volem definir.

Finalment, al capitol 5 hem definit els grafs X7 i demostrat els dos resultats
més importants del treball: que sén connexos i que sén expanders. Amb aixo hem
apres una construccié relativament senzilla de definir, pero no tant de demostrar,
d’una familia d’exzpander graphs.

Pel que fa a 'aplicacié informatica, hem replicat, de manera molt rudimentaria,
'algorisme plantejat a [3], veient una petita aplicacié dels expanders al moén de les
GNN.

42
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Com a conclusié personal em trobo, més enlla dels conceptes apresos, la satisfac-
ci6 de veure com els dos graus que he estudiat de forma simultania, pero sense veure
gairebé lligats, van realment molt agafats de la ma, i els conceptes matematics que
a priori es veuen abstractes realment es poden aplicar a un ambit molt concret, com
és el desenvolupament d’algorismes informatics.

Finalment, considero que la meva implementacié és molt rudimentaria i segura-
ment hi ha moltes possibles millores, sobretot en el sentit d’optimitzacié. També
seria un bon segiient punt d’estudi mirar com actua aquest algorisme sobre altres
datasets o aplicant-lo sobre altres xarxes neuronals com a base. M’hauria agradat
també trobar la implementacié de 1’algorisme proposat a [3], per poder comparar-la
amb la meva.
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