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Resumen

El presente trabajo estudia los fundamentos de la modelizacién de extensiones del modelo de
Black—Scholes en la teoria de valoracion de opciones. En particular, estos modelos relajan
las hipétesis de volatilidad y tipos de interés constantes para lograr una modelizacion de
los activos mds cercana a la dindmica del mercado. Empleamos el modelo de Vasicek para
modelar la dindmica de los tipos de interés, el modelo de Heston para la dindmica de la
volatilidad, un modelo hibrido que integra ambos modelos y finalmente una implementacién
numeérica de los principales resultados tedricos hallados en el trabajo.

Palabras clave: Valoracion de opciones, modelizacion, volatilidad, tipos de interés, calculo
estocastico.
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Capitulo 1

Introduccion

La valoracion de derivados financieros constituye uno de los problemas centrales y
posiblemente mas desafiantes de las finanzas modernas. Desde la aparicién del modelo
de Black—Scholes en 1973, la teoria de valoracién libre de arbitraje ha proporcionado
un marco matematico fundamental para la determinacion de precios de opciones y otros
productos financieros derivados. A pesar de su elegancia y relevancia historica, el modelo
de Black—Scholes presenta limitaciones importantes, tales como las hipotesis de volatilidad
y tipos de interés constantes. La evidencia empirica observada en los mercados financieros,
particularmente la presencia de smiles y skews de volatilidad implicita, motivé el desarrollo
de modelos mas sofisticados capaces de incorporar dindmicas estocdsticas para estas
variables. En las ultimas décadas se han desarrollado multiples generalizaciones del modelo
de Black-Scholes al incorporar en la modelizacion saltos en el activo subyacente, dividendos,
tipos de interés estocdstico, volatilidad estocdstica, entre otros. De estos dos ultimos,
estudiaremos algunos de sus modelos, en particular, el modelo de Vasicek-Heston que
incorpora el tipo de interés estocdstico dentro de un modelo de volatilidad para formar un
modelo hibrido. Por tanto, uno de nuestros objetivos trata de dar respuesta a la siguiente
pregunta: ;Qué efectos produce la incorporacién simultdnea de volatilidad y tipos de interés
estocdsticos en la valoracion de opciones europeas?

Christoffersen et al. (2009) estudiaron el modelo de Heston extendiéndolo a un modelo
multifactorial donde la varianza es la suma de dos factores incorrelados que pueden estar
individualmente correlacionados con el activo subyacente, mientras que recientemente, He
& Lin (2026) consideraron un modelo multifactorial afnadiendo al modelo de Vasicek-Heston
un factor adicional de cambio de régimen. Otro modelo para el tipo de interés lo consideran
Grzelak & Oosterlee (2011), quienes incorporan el modelo de CIR para el tipo de interés
estocastico en el modelo de Heston, proporcionando una solucién numérica pero no
cerrada para valorar opciones europeas. Posteriormente, Recchioni & Sun (2016) hacen una
extension del modelo de Grzelak a un modelo multifactorial. He & Zhu (2018) también
consideran un modelo hibrido Heston-CIR derivando una férmula cerrada para opciones
europeas en la forma de series infinitas. Chval (2020) estudia el modelo Heston—Hull-White
calibrado con datos de opciones del indice DAX; compara precios con Black—Scholes y
Heston bajo tasas negativas, encontrando diferencias relevantes. Roslan et al. (2022) derivan
precios de warrants en un modelo Heston—CIR mediante solucién analitica de una EDP,
mostrando un mejor ajuste comparado con el modelo Black—Scholes clasico al optimizar



su funcién de error. Ascione et al. (2023) consideran un modelo Heston—CIR con saltos
(Lévy) y aplican el método de Monte Carlo por Minimos Cuadrados (LSMC) para valuar
opciones FX americanas, mostrando resultados numéricos e impacto de cada factor. Mas
recientemente, Fallah (2026) propone un modelo Heston—Vasicek fraccionario (movimiento
Browniano fraccionario en la tasa) y obtiene la funcion caracteristica semicerrada mediante
la transformada de Fourier para precios eficientes. Muchos de estos trabajos destacan la
estabilidad y eficiencia de los métodos numéricos, pero reconocen que no existen férmulas
cerradas simples para todos los casos. Dentro de esta linea, nosotros adoptamos el modelo de
Vasicek-Heston estudiado por Guo (2021).

Dentro de nuestros objetivos se encuentran analizar la valoracion de opciones europeas
en mercados financieros con volatilidad y tipos de interés estocdsticos, estudiando las
extensiones del modelo de Black—Scholes basadas en los modelos de Vasicek y Heston, asi
como su formulacion hibrida, mediante técnicas del calculo estocastico; ademas, realizar un
andlisis numérico comparativo de estas técnicas en la valoracién de opciones y evidenciar la
bondad de su ajuste ante precios de mercado, evaluando también el impacto de la volatilidad y
los tipos de interés estocasticos sobre los precios de las opciones y la superficie de volatilidad
implicita.

Dividimos este trabajo en siete capitulos, de los cuales el primero es la Introduccién al mismo.
Iniciamos el segundo capitulo enunciando los principales conceptos y resultados utilizados
a lo largo del trabajo, haciendo una breve revision de las hipétesis y de la construccion
del modelo de Black—Scholes, siguiendo el razonamiento de Neftci (1996) para este fin.
Luego, en el Capitulo 3 presentamos los principales elementos de la modelizacién de tipos
de interés, desarrollando el modelo de Vasicek y la féormula que utiliza para valorar opciones
sobre bonos siguiendo de cerca el estudio de Lamberton & Lapeyre (2011). En el Capitulo
4, estudiamos las implicaciones de integrar una ecuacién para la volatilidad estocastica a
la ecuacion del activo subyacente que modela el mercado, y presentamos el modelo mds
conocido para la volatilidad estocéstica, el modelo de Heston, detallando su derivacion para
llegar a la férmula de valoracién de opciones europeas. Posteriormente, incorporamos en
el Capitulo 5 la dindmica estocdstica del tipo de interés a corto plazo y la volatilidad en el
modelo de valoracién de opciones. En particular, una combinacién de los anteriores modelos.
Aunque el modelo de Vasicek fue en su momento cuestionado por permitir que los tipos sean
negativos, después de la crisis de 2008 esto pas6 de ser un defecto matematico a ser una
caracteristica deseable en la modelizacion, evidencia que se ha recogido durante las dltimas
décadas (e.g., Jackson, 2015; Wu & Xia, 2020). Adn mds, Recchioni et al. (2017) mostraron
que permitir tipos de interés negativos puede mejorar el ajuste del modelo en la valoracién
de opciones. En el Capitulo 6, implementamos estos modelos con datos reales de opciones
call, analizando la sensibilidad de sus parametros, el ajuste a los precios de mercado y la
volatilidad implicita resultante. Asimismo, los comparamos con el modelo de Black-Scholes
y evaluamos el impacto de incorporar tipos de interés y volatilidad estocésticos. Por tltimo,
enunciamos las principales conclusiones del estudio.



Capitulo 2

Preliminares

No te molestes; no hay almuerzo gratis, si de verdad se tratara de un
billete de $100, ya lo habria levantado alguien.

— Jonathan Berk

2.1. Conceptos iniciales

La valoraciéon moderna de derivados financieros se fundamenta en principios del mercado
como la ausencia de arbitraje y reglas del cdlculo estocdstico que permiten obtener el precio
justo con que estos deben comercializarse. Nos referimos al arbitraje como la prictica
de comprar y vender bienes equivalentes en mercados distintos para sacar ventaja de una
diferencia de precios (Berk & DeMarzo, 2008). Este principio continuamente estd presente en
la teoria de valoracion de derivados porque es parte del comportamiento empirico que muestra
el mercado en la realidad. Una oportunidad de hacer arbitraje es como el dinero tirado en el
suelo, una vez que es detectado desaparece con rapidez. Si un mercado competitivo carece
de oportunidades de arbitraje, decimos entonces que es un mercado viable. Los mercados
viables por tanto, no permiten que un mismo producto se negocie al mismo tiempo por precios
diferentes en dos lugares distintos, debido a que esto crearia oportunidades de arbitraje para
los inversores al poder comprar donde es mds barato y vender donde es mds caro y como
resultado, los precios acabarian por igualarse. Esta ley puede enunciarse de la siguiente
manera.

Definicion 2.1 (Ley del precio tnico). Si se negocian de manera simultdnea oportunidades
equivalentes de inversion en mercados competitivos distintos, entonces lo hardn al mismo
precio en ambos mercados.

De forma general, las estrategias de inversion consideradas en los modelos del mercado son
estrategias donde no se introduce ni se extrae dinero externo del sistema después del momento
inicial, es decir, cualquier cambio posterior a la construccion inicial de la cartera debe pagarse
tnicamente con las ganancias o pérdidas que genere la propia cartera.



Definicion 2.2 (Cartera autofinanciada (Bjork, 2009)). Una estrategia de inversion
(HY H,)o<;<7 se llama autofinanciada si no se inyecta ni se retira capital durante el periodo
[0, 7], es decir, si su valor V; = H’S? + H,S, satisface dV; = H° dS° + H, d;.

Definicion 2.3. Decimos que existe una oportunidad de arbitraje si existe una estrategia
autofinanciada / tal que V! =0, P(V)! > 0) = 1 y P(V} > 0) > 0.

Proposicion 2.4. Suponga que existe una cartera autofinanciada h tal que el valor del
proceso V! tiene la dindmica dV,h =k Vth dt, donde k es un proceso adaptado. Entonces
se cumple que k; = r; para todo t, o de otra manera existird una oportunidad de arbitraje.

La proposicion anterior utiliza el principio de no arbitraje, donde cualquier cartera que crezca
de forma determinista al tipo k; debe hacerlo exactamente al tipo libre de riesgo r;.

Definicion 2.5. El proceso de fijacién de precios S° es el precio de un activo libre de riesgo
si tiene la dindmica dS? = r, S?dt, cont € [0, T], y donde r es cualquier proceso adaptado que
satisface fOT |r(s)|ds < oo as.

Definicion 2.6. Si F(x) es una funcion de distribucion unidimensional, su funcion
caracteristica correspondiente es la funcién compleja de la variable real t:

(1) = /_ i P dF (x).

Definicion 2.7. Una familia .% de subconjuntos de un conjunto X # (@ es una ¢-algebra si se
cumple lo siguiente:

= ) F.

m AcF = AeZ.

" Ay€ ¥, paran=1,2,... = U A, €ZF.
m Aye Foparan=1,2,... = [ A€ ZF.

Definicion 2.8. Un espacio de probabilidad es un espacio de medida (Q,.%#,P) donde la
medida P tiene la propiedad de que su masa total es igual a la unidad, es decir:

P(Q) =1.

Al espacio subyacente €2 a menudo se le denomina el espacio muestral, y a los elementos de
la o-dlgebra .7 se les llama eventos.

Definicién 2.9. El simbolo .%X denota “la informacién generada por X en el intervalo [0,]”,
o alternativamente “lo que le ha ocurrido a X a lo largo del intervalo [0,7]”.

= Si, basdndose en las observaciones de la trayectoria {Xj; 0 < s <t}, es posible decidir
si un evento dado A ha ocurrido o no, entonces esto lo escribimos como

Ac FX,

o decimos que “A es .ZX -medible”.



Si el valor de una variable aleatoria dada Z puede determinarse por completo dadas las
observaciones de la trayectoria {X;; 0 < s <}, entonces también escribimos

zZ e 7K.
Si Y es un proceso estocdstico tal que se cumple que
Y, € FX

para todo ¢ > 0, entonces decimos que Y esté adaptado a la filtracion {.#X},>¢. Para
abreviar la notacién, a veces escribiremos la filtracién como {.#X},>9 =F.

Una de las herramientas matematicas mds importantes en la teoria moderna de valoracién
de derivados que asegura su precio justo es la de martingala. Aunque estd histéricamente
ligada a los juegos de azar, una martingala formaliza la nocidn de un “juego justo” donde, en
promedio, el jugador no tiene una ventaja ni una desventaja sistemdtica a lo largo del tiempo.

Definicion 2.10. Sea (M;),>o un proceso adaptado a (%), con E(|M;|) < oo para todo ¢.
Decimos que (M;) es una martingala si, para todo s < ¢,

EM, | 7,) = M.

Enunciamos como sigue algunas de las principales propiedades de la esperanza condicionada
y las martingalas (Williams, 1991).

Proposicion 2.11. Supongamos que X satisface E(|X|) < ooy A, 9 son 6-dlgebras de 7.

SiY =E(X|9) a.s. entonces E(Y) = E(X).

Si X es 9-medible, entonces E(X | 9) =X, a.s.

(Linealidad) E(a1 X1+ a2X2 | 9) = a1E(X) | 9) + aE(X> | 9), a.s.
(Positividad) Si X > 0, entonces E(X | 4) >0, a.s.

(Propiedad de torre) Si 7¢ es una c-dlgebra de ¢4, entonces

EEX |9) | #)=E[X | 5], a.s.
(Sacar lo que es conocido) Si Z is G-medible y acotada, entonces
E[zZX |9 =ZE[X | 9], a.s.
(El rol de la independencia) Si 7€ es independiente de 6(0(X),¥), entonces
EX|o(¥,))=E[X|¥], as.

En particular, si X es independiente de ¢, entonces E(X | ) = E(X), a.s.
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» Si E(|X|) < oo entonces M; := E(X|-F#;) es una martingala.

El siguiente resultado afirma que, en una filtracién generada por un tnico Browniano, toda
martingala puede representarse como integral estocéstica. La consecuencia préctica es que
cualquier variable aleatoria cuadrado-integrable puede replicarse mediante una estrategia
dindmica de inversion, resultado que se usa de forma constructiva en la demostracién de
la Proposicion 3.2 y el Corolario 3.3.

Teorema 2.12 (Representacion de martingalas (Revuz & Yor, 2013)). Toda martingala M
respecto a la filtracion (%), tiene una version que puede ser escrita como

t
M, = c+/ H,dW,
0

donde C es una constante y H un proceso predecible que estd en £ 2(W). En particular,
cualquier martingala respecto a (F;); tiene una version continua.

Este proceso H es tnico salvo tal vez en un conjunto de escenarios con probabilidad cero.

Para poder escribir las ecuaciones diferenciales estocdsticas que gobiernan los modelos
de interés, es necesario dar sentido a integrales del tipo fé H;dW;. La construccién de la
integral de It parte de procesos simples y se extiende por densidad a la clase de procesos
H predecibles que satisfacen fOT H?ds < = a.s. La propiedad clave de esta integral es la

isometria de Ito:
T 2 T
</ HdeS> :EV Hfds],
0 0

que garantiza que la integral estocdstica es una martingala cuadrado integrable. Mds atin, para
procesos de Itd del tipo

E

t t
Xt:XO+/O ‘Llsds_‘_/o Gde_g,

escritos abreviadamente como dX; = U, dt + o; dW;, el lema de Itd proporciona la regla de
cambio de variable fundamental del cdlculo estocastico.

Teorema 2.13 (Lema de It6 unidimensional (Karatzas & Shreve, 2014; @ksendal, 2013)).
Sea f :[0,T] x R = R una funcion de clase €' y sea (X;) un proceso de Ité. Entonces el
proceso Y, = f(t,X;) es también un proceso de It0 y satisface

df(t,X,) = o f(t,X,)dt + o f(t,X,) dX; "‘%axxf(taxl) (dX;)?,

donde se aplica la regla de multiplicacion de Ité: (dt)* = dt-dW, =0y (dW,)? = dt.

El lema de Itd es una de las herramientas de cédlculo que frecuentemente utilizamos en el
trabajo, tanto en la caracterizacion del proceso de densidad L, (Proposicion 3.2), en el calculo
del precio de bonos bajo Vasicek (Lema 3.8), en la ecuacion de valoracion con volatilidad
estocéastica (Capitulo 4) como también en la derivacion de la funcién caracteristica del modelo
Vasicek—Heston (Lema 5.1).

Definicion 2.14. Dos probabilidades P y P* son equivalentes si y solo si, para todo evento A,
se tiene que P(A) =0 < P*(A) = 0.
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Un resultado crucial en la teoria de valoracién de activos es que, bajo la medida de
probabilidad real P, los precios descontados de los activos no son en general martingalas.
Sin embargo, bajo condiciones adecuadas, es posible cambiar de medida y trabajar bajo una
medida equivalente P*, llamada medida neutral al riesgo o medida martingala equivalente,
bajo la cual si lo son. El fundamento matematico de este cambio es el teorema de
Radon—Nikodym.

Teorema 2.15 (Radon—Nikodym (Williams, 1991)). Sean P y P* dos medidas de
probabilidad equivalentes sobre (,.F ). Entonces existe una variable aleatoria Lt > 0 a.s.

tal que
dP*(w) =Ly (w)dP(w) a.s.,

con E(Lr) = 1. La variable Ly se llama densidad de Radon—Nikodym de P* respecto a P.
Ademds, el proceso L, :== E(Lt | #;) es una martingala positiva uniformemente integrable.

En el Capitulo 3 mostramos, usando el Teorema 2.12, que el proceso de densidad L, tiene la

forma exponencial
t t
L; =exp (/0 q(s)dW —%/0 q(s)zds) ,

donde ¢(t) es la prima de riesgo de mercado. El siguiente teorema hace operativo el cambio
de medida transformando el Browniano.

Teorema 2.16 (Girsanov (Bjork, 2009; Shreve, 2004)). Sea W un proceso Browniano
estdndar sobre (Q,.% P, (%)) y sea (@) algiin proceso adaptado. Escojamos un T fijo y
definamos el proceso L en [0,T] por dL; = ¢,L;dW;, Ly = 1, esto es

L, = el @5 i o%ds. 2.1)

Supongamos que E P[LT] = 1, y definamos la nueva medida de probabilidad Q en 1 por

d
Ly = d—g, sobre Fr.
Entonces

dW, = @,dt +dw<,
donde WQ es un proceso Browniano bajo Q.

El teorema de Girsanov permite eliminar el drift de riesgo de las dindmicas de los activos,
convirtiendo la tasa de retorno u en el tipo libre de riesgo r bajo P*. Esta operacién aparece
implicitamente en la seccion 1.2 para el modelo de Black—Scholes y de forma explicita en las
secciones 2.1 y 4.2.1 al derivar la medida neutral al riesgo para bonos cupdn cero y al realizar
el cambio de numerario en el modelo Vasicek—Heston.

Una técnica muy usada en la valoracion de derivados es la del cambio de numerario, que
generaliza la idea de trabajar bajo la medida neutral al riesgo. En lugar de descontar por
el activo libre de riesgo SV, se puede descontar por cualquier activo estrictamente positivo
N; llamado numerario, obteniendo una medida equivalente bajo la cual el precio relativo de
cualquier activo es una martingala.
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Teorema 2.17 (Cambio de numerario). Para cualquier eleccion de numerario A(t) y
cualquier T > 0 existe una medida de probabilidad Pa equivalente a P* tal que para el
precio V(t) de cualquier derivado descontado por A(t) se convierte en martingala bajo Py
en el intervalo [0,T), esto es,

A (V(T) V(1)
EV (%) =2 0<t<T. 2.2

(hir)|#) =5 poraos1< =
Como consecuencia inmediata, el precio en ¢ de cualquier derivado con pago i en T puede
expresarse, para cualquier eleccion del numerario, como

h

V=408 (5|7

Esta férmula generaliza la valoracién neutral al riesgo estandar (que corresponde a A; = S =
elorsds ) y resulta especialmente util cuando el payoft del derivado es naturalmente expresable
en términos de otro activo. En el Capitulo 5, por ejemplo, elegimos como numerario el bono
cupén cero P(t,T) para pasar a la medida forward QT, simplificando considerablemente el
calculo del precio de la call en el modelo que consideraremos. El cambio de numerario es
también la pieza técnica que, en el modelo de Heston (Capitulo 4), nos permite separar el
precio de la call en dos probabilidades P; y Py analogas a las de la formula de Black—Scholes.

2.2. El modelo de Black—Scholes

El modelo de Black—Scholes, publicado en 1973, proporciona una férmula cerrada como
solucion a la valoracién de opciones europeas cuando las siguientes condiciones se cumplen:

1. El tipo de interés libre de riesgo es constante durante la vida de la opcién.
2. El activo subyacente no paga dividendos antes de que la opcion venza.

3. La opcidn es de tipo europea, de manera que no puede ser ejercida antes de la fecha de
vencimiento.

4. El precio S; del activo subyacente sigue un movimiento Browniano geométrico, donde
el término determinista y de difusion de dS; son proporcionales a ;.

5. No existen costes de transaccion, y los activos son infinitamente divisibles.

Bajo estas hipdtesis, existen dos aproximaciones para el cdlculo del precio de una opcidn call
europea C; pactada sobre el precio de una accion S;: El desarrollo original de Black & Scholes
(1973), que implica formar una cartera libre de riesgo, obtener una ecuacion diferencial
parcial (EDP) en F(S;,t), y por iltimo resolverla numérica o analiticamente. El segundo
enfoque usa la teoria de martingalas, donde encontramos una probabilidad “sintética” P*
bajo la cual e~ "'S, se convierte en una martingala. Entonces podemos obtener el precio de la
call usando el hecho de que

Co =E*(e”"T max(Sr — K,0)) (2.3)
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ya sea numérica o analiticamente (Hull, 2022, (15.22)).

En esta secciéon hacemos una breve revision del modelo de Black—Scholes bajo el enfoque
de martingalas que nos serd de utilidad posteriormente para entender como se ha extendido
este modelo al modificar sus hipdtesis y hacerlas mds cercanas al comportamiento real del
mercado.

La férmula de Black—Scholes para el precio de un derivado F(z,S;) se obtiene al resolver
analiticamente la EDE (Ecuacion Diferencial Estocastica):

1
—rF +F, +rS,F, + 5cszsfpss -0

donde 0 < S; y 0 <t <T. En particular, para una opcion call se tiene la condicién de frontera
F(S7,T) =méax{Sy — K,0}. La conocida férmula de Black—Scholes se puede escribir como

F(1,8)can = C; = $;®(d)) — Ke " T=)®(d) — 6T —1), (2.4)

o In(S;/K) + (r+%02) (T —1)

dy =
ovT —t

Hemos denotado por r al tipo de interés libre de riesgo, 7 el momento de expiracion de la
opciodn call, K el precio de ejercicio, o la volatilidad y & es la funcién de distribucién de una
variable aleatoria normal estandar.

Por la condicion 4 tenemos que dS; = ([,L + %62) S;dt + 0S;dW; donde W; es un proceso
Browniano estdndar. Esta ecuacion tiene una solucion cerrada, dada por S; = SOeY’, donde
Y; = ut + oW;. Es claro que Y; sigue una distribucién normal bajo la medida de probabilidad
real P. Sin embargo, queremos mostrar que bajo la medida equivalente P* definida por

1
Y; ~N(<r—562)t, Gzt),

(e7"S;) es una martingala. Para esto, en primer lugar tenemos que la funcién generadora de
. . . 1292
momentos de la variable aleatoria normal ¥, bajo P es M(A) = E(e*V) = eAHi+2071A7 Ep

particular, con A = 1, E(e") = eHi+50°1, Aplicando esto a la medida neutral al riesgo para
la variable AY; = ¥, — Y, se sigue que E*(e?V) = o(r=20%) (=) +30% (=) _ ,r(t-1) Como
los incrementos en un movimiento Browniano son independientes, entonces E*(eAV) =
E*(e21]S,) = E*(eV1]S,) = /74 — E* (e 1) Spe¥1[S,) = Spe' = E* (e "S;|S,) =
e~ "™S,. Por tanto, es bajo esta medida de probabilidad que podemos evaluar el precio de la
call con la expresion (2.3), que también puede expresarse como

Co= / e """ max (St — K,0)dP*. (2.5)
1 1.2 2
i6 L1k bo)T) -
Ahora, por definicién tenemos que dP* = orosrld 2627 dYr. De lo anterior,
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al sustituir en (2.5) obtenemos

<o , 1 —(r _(,_loz)T)Z
Co = / e T mix(Spe'” — K,0) ———==e 2077\'7 "2 dYy
—oo ( )\/27L'G2T

oo 2
= e T (Spe'” —K)—e_ﬁ(YT_(’_%"z)T) dYr,

In(K/So) V2no?T

debido a que max(Sy — K,0) = 0 se cumple cuando Y7 < In(K/Sp). La anterior integral se
puede separar en dos partes de la siguiente manera.

* _ 1 — (v (r-1c?)T)’
Co =50 e rTeYT—e 2027\ T 2 dYr
In(K /So) V27no?T
A L (r—(r—10?)1)
— Ke rT/ e — 262T( T 2 dYr.
In(K/So) V2mo2T !

Luego, cada una de estas integrales es evaluada tomando el cambio de variable

Y —(r—50%)T

Z= :
oVT

de donde se obtiene (2.4).

El modelo de Black—Scholes no solamente permiti6 dar una base sélida y objetiva para
valorar opciones europeas, sino que también sentd las bases para desarrollar técnicas de
arbitraje para la cobertura de opciones utilizando carteras replicantes.

2.2.1. Las griegas

La replicacion nos da una forma de proteger una posicion corta de una opcién construyendo
una estrategia que nos garantiza el dinero que vamos a necesitar para cumplir con la
obligacion. Esta operacion de asegurar una posicion en contra del riesgo es llamada
cobertura. Para garantizar que la posicion de nuestra cartera sea una cobertura es necesario
ajustarla continuamente segun sea el movimiento del mercado. Por esto, consideramos el
comportamiento del valor de la opcidn, o de forma equivalente el proceso de la cartera que
replica, a través de los parametros presentes en la formula de Black—Scholes (Capinski &
Kopp, 2012). La sensibilidad del precio de una opcién (o de una cartera replicante de esta)
respecto a los diferentes factores de la formula es medida por lo que en finanzas se conocen
como las griegas.

Para empezar, tomamos una cartera (x,y,z) con las posiciones del activo subyacente S, del
activo libre de riesgo A y del derivado C, respectivamente. Escribimos entonces el valor
de esta cartera como V = xS + yA + zC. Para estudiar la sensibilidad de los parametros
en la ecuacion de Black Scholes tomaremos cada uno por separado, asumiendo que todos
los demds permanecen invariantes. En primer lugar consideramos el activo subyacente y
definimos para un ¢ fijo V(. ,(t) = V(S). La sensibilidad del valor de la cartera al activo
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subyacente medida por la derivada, y también llamada la “Delta” de la cartera, es

av
AV — a_Sa
de manera que si Ay = 0, entonces V(S +¢€) ~ V(S), por lo que en un sentido informal, el
valor de la cartera permanece constante ante cambios muy pequefios del activo subyacente,
cubriéndola asi ante variaciones del activo. Para el caso de una copcion call puede mostrarse
que Ac = ®(d)). Esta letra Delta puede ademas ser ilustrada por la pendiente de la curva AB
sobre la superficie graficada en la figura 2.1 que en seguida comentamos.

A través de la solucion (2.4) de la ecuacion de Black—Scholes, graficamos el precio de opcién
call en funcién de los pardmetros S y ¢, fijando los pardmetros r = 0,7, K = 100, o = 0,4,
y T = 1. Estos corresponden a un escenario del mercado con un tipo de interés libre de
riesgo del 7% y una volatilidad del 40% en un intervalo 7 € [0, 1]. El plazo de la opcién
call es 1, una unidad de tiempo que bien puede representar un afio, seis meses, o algun otro
intervalo de tiempo; y el precio de ejercicio son 100 unidades monetarias. La curva AB sobre
la gréfica representa el valor de la opcion para diferentes precios del activo subyacente en
el intervalo [80, 120] fijando t = 0,45, y su derivada corresponde a letra Delta de la opcién
para los diferentes valores de Sp 45. Si desplazamos la curva AB hacia valores de # cercanos
al vencimiento, observamos que esta tiende a la curva t = 1 que esta en el contorno de la
grafica, y corresponde al payoff de la opcion.

Figura 2.1. Superficie del precio de una opcidn call europea bajo el modelo de Black—Scholes.
Fuente: Elaboracién propia.

Asi mismo, podemos considerar las sensibilidades de las otras variables en la férmula de
Black—Scholes. Para una cartera méas general que depende de los factores que describen la
dindmica de los activos y el vencimiento de las opciones, V = V(T,r,S,0) se definen las
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principales griegas' como

A% 2%V v A% av

o5 eos =g eEae Eop

llamadas respectivamente Delta, Gamma, Theta, Vega y Rho. Delta mide la sensibilidad del
valor de la cartera ante cambios en el activo subyacente; Theta es el deterioro temporal de la
opciodn, la rapidez con que el precio de la opcidn cambia (y cae) a lo largo del tiempo dejando
todos lo demds parametros fijos. Esta griega es siempre negativa, como lo ilustra la figura
(2.3) donde las curvas con S; fijo son descendentes conforme el momento ¢ se acerca al plazo
de la opcidn. La letra Vega mide la sensibilidad del precio de la opcién ante cambios de la
volatilidad implicita del activo subyacente, enfocandose en la incertidumbre del mercado; y
Rho mide la sensibilidad a los cambios de los tipos de interés. El enfoque de EDP’s para el
desarrollo de la férmula de Black Scholes utiliza una cobertura Delta con la que se elimina el
riesgo proveniente de los cambios en el activo subyacente, ajustando la posicion en funcién

de estos cambios?.

Ay =

Las griegas son de especial utilidad no solo en la cobertura de opciones mediante la
construccién de carteras replicantes, sino también en la valoracién de modelos mas
complejos>. Pero por otra parte, las griegas también permiten ver las limitaciones reales que
derivan de las hipétesis del modelo de Black—Scholes al compararlas con la dindmica real del
mercado.

En realidad, ninguno de los cinco supuestos que hemos visto al inicio de esta seccién se
cumplen en la prictica, y por esto enfocaremos nuestro estudio principalmente en remover la
hipétesis de tipos de interés y volatilidad constantes. Por ejemplo, la necesidad de cubrirse
respecto del riesgo de Vega (¥ = S/T®(d)) contradice el supuesto de una volatilidad
constante. La razon por la que debemos medir la sensibilidad del precio de una opcion a la
volatilidad, es porque esta cambia a lo largo del tiempo. Los operadores continuamente deben
ajustar su exposicion a Vega, reconociendo asi que la volatilidad no es un parametro fijo, sino
un proceso estocastico. Uno de los autores de este modelo ha sefialado esta debilidad al decir:
“Supongamos que utilizamos la desviacion estandar de los posibles rendimientos futuros de
una accion como medida de su volatilidad. ;Es razonable considerar esa volatilidad como
una constante a lo largo del tiempo? Yo creo que no” (Black, 1976). Asi mismo, dado que
tenemos la necesidad de gestionar el riesgo del mercado de los tipos de interés midiendo la
sensibilidad de la opcién a estos por medio de Rho, debemos admitir que los tipos de interés
deben ser una variable estocdstica.

En la literatura pueden encontrarse otras griegas que miden la sensibilidad de las mismas griegas, tomando derivadas parciales de
mayores 6rdenes.

Para una descripcién mas detallada de las griegas vea Wilmott (2013, cap. 7)

En el Capitulo 4 utilizaremos una cobertura Delta y Vega para la resolucion de un modelo de volatilidad estocdstica.
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Capitulo 3

Tipos de interés estocasticos

(Por qué, pues, no pusiste mi dinero en el banco, para que al volver yo,
lo hubiera recibido con los intereses?
— Lc. 19:23

Hemos supuesto anteriormente que los tipos de interés son constantes a lo largo del tiempo.
Sin embargo, la realidad apunta en una direccién més compleja, dado que los tipos de interés
dependen tanto del momento de emision de un préstamo como del plazo a su vencimiento. Si
denotamos por F(¢,T) el monto a pagar por el préstamo de una unidad monetaria adquirida
en ¢ hasta un plazo T, el tipo de interés medio R(¢,T) resultante de la operacion estd dado
por F(t,T) = eT-OR(T) Esto expresa el principio del valor del dinero en el tiempo, segiin el
cual una unidad monetaria recibida en el futuro tiene un valor inferior al de esa misma unidad
en el presente.

Si consideramos que F es conocida en el intervalo [t,s], bajo ausencia de arbitraje debe
cumplirse que F(¢,s) = F(t,u)F(u,s) para toda u € (t,s) !. De esto, y teniendo en cuenta
que F(z,t) = 1 (pues no existe devengo de intereses en un lapso nulo) se sigue que si Fy(z,s)
(la derivada parcial de F en s) existe entonces hay una funcién r(¢) que satisface

F(t,T) = exp ( /t Tr(s)ds) Vi <T,

y por tanto
1 T
R(t,T)=—— [ r(s)ds.
(1) = 7= [ )

Esta funcion r(¢) se interpreta como el tipo de interés libre de riesgo instantaneo, y en la
practica es entendido como el rendimiento de un préstamo en un intervalo “corto” de tiempo
[t,dt] (como puede ser un dia). Generalmente, F'(u,T) no es conocida cuandor <u < T y ¢
es el momento presente, por lo que r(s) debe ser modelado como un proceso estocdstico. En
la seccion 3.3 veremos como influye el modelo de r(s) sobre R(¢,T) y la relacion que resulta
de estos.

I De (Mclnerney & Zastawniak, 2015, Proposicién 1.3) es inmediato tomando en cuenta que F(¢,7) = P(t,T)~", donde P(,T) es
definida en 3.1.
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3.1. La curva de tipos de interés

Antes de abordar la valoracién de opciones, es necesario tener los instrumentos bésicos que
permiten descontar flujos futuros tomando en cuenta los tipos de interés. En un mercado sin
arbitraje, la ley del precio unico implica que para conocer el valor presente de cualquier pago
futuro debe poder expresarse en términos de activos negociados. En particular, instrumentos
que fijen el valor hoy de un pago cierto en una fecha futura. Para tal efecto, el bono cupén
cero es el estandar en el mercado.

Definicion 3.1. Un bono cupon cero (bono de descuento puro) con vencimiento en 7' es
un contrato que garantiza a su poseedor el pago de una unidad monetaria en el momento
T, sin pagos intermedios. El valor del contrato en el momento ¢ < T se denota por P(¢,T).
Claramente, P(T,T) = 1 paratoda T.

Si r(s) es conocida en [t,T],
P(t,T) = e~ r)ds. 3.1)

Ya que los precios de los bonos cupén cero son las magnitudes bdsicas en la teoria de tipos
de interés (Brigo & Mercurio, 2006), veremos como valorarlos en funcién de los tipos y
posteriormente, utilizarlos como activos subyacentes en la valoracioén y cobertura de opciones
europeas. Aqui precisaremos de cierta formalidad.

Consideramos en primer lugar un espacio de probabilidad filtrado (Q,.#,P, (% )o<i<T)
donde (-%;)o<;<r es la filtracién aumentada de un movimiento Browniano estandar (W; )o<;<r
(Karatzas & Shreve, 2014, Definicion 7.2) y % = .Z.

En el capitulo anterior, con el Modelo de Black-Scholes hemos visto una medida de
probabilidad que convierte el precio descontado del activo en una martingala. De forma mas
general, bajo condiciones adecuadas, es posible garantizar la existencia de una medida de
probabilidad con la anterior propiedad para el modelo de mercado que se esté considerando.
En adelante, supondremos estar en un mercado sin arbitraje. Entonces, segtin el Teorema
fundamental de valoracion de activos (Bjork, 2009, Teorema 11.24) existe una medida
de probabilidad P* equivalente a P bajo la cual, para todo real u € [0,T], el proceso
(P(t,u))o<s<u definido por

't

P(t,u) = e 0" &dsp(r y)

es una martingala. Por tanto, esto conlleva a que

£ (eafa' r(s)ds

F,) =B (Pu,u)| 7:) = P1,u),
y quitando el descuento del precio

P(t,u) = B (e

c/t) . (3.2)

A diferencia de la igualdad (3.1), donde se asume un tipo de interés instantdneo que es
siempre conocido, esta férmula muestra que en un modelo donde r(s) es estocdstico, P(z,u)
es la media de todos los posibles factores de descuento futuros bajo la medida neutral al
riesgo.
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Antes de especificar una expresion que permita dar el precio a un bono cupén cero
bajo la medida P, debemos entender mejor la dindmica del proceso que relaciona ambas
medidas de probabilidad. Dado que ambas medidas son equivalentes, por el teorema 2.15
(Radon-Nikodym) existe una variable aleatoria no negativa Ly sobre (Q,.%#) de forma que
para toda @ € Q, dP*(®) = L7 (w)dP(w) a.s. Llamamos a Ly la densidad de la probabilidad
P* con respecto a P. Asi, para toda variable aleatoria X no negativa,

/x ®) dP* (@ /x )Lr(0) dP(0) = E(XLy),

y si X es F;-medible, entonces E*(X) = E(XLy) = E(E(XLr|.%;)) = E(XE (Lr|%#)) =
E(XL;),donde L, :=E (L7 |.%). Esto es, L, es la densidad de P* restringida a .%; con respecto
aP.

La siguiente proposicidn permite caracterizar a L, mediante una exponencial estocdstica.

Proposicion 3.2. Existe un proceso adaptado (q(t))o<;<r tal que para toda t € [0,T],

L; =exp (/ §)dW; — —/ 2ds> a.s.

Demostracion. Setiene parau < s < T que E(L;|.#,) =E(E(Lr|%s)|-%#,) =E(Lr|%,) = L.
También, como P y P* son equivalentes P(Ly > 0) = 1, de forma que E(Ly|.%) = L, >
0 a.s. para cualquier 7. Asi, E(|L;|) = E(L;) = [oLdP = [odP* = 1, y en particular
E(Lr) = 1. De esto, el proceso (L;)o<;<7 €s una martingala relativa a (.%;)o<;<7, que es
la filtracién aumentada del proceso Browniano (W;)o<;<r. Por el Teorema de representacion
de martingalas existe un proceso adaptado (H;)o<;<r que satisface fOT H?dt < o a.s. y para
todar € [0,7]

t
L =Lo+ / HdW, a.s. (33)
0

donde Ly = 1 por lo anterior. Ahora, aplicaremos la férmula de It6 al logaritmo de L, y para
mostrar que In (L;) estd bien definida comprobamos antes que P(Vzr € [0,T], L, > 0) = 1.
Suponga por contradiccién que P(3¢ € [0,T], L, = 0) > 0, es decir, P({r € [0,T] : L, =0} #
0) >0.Seat=inf{t € [0,T]: L, =0}, entonces por el Teorema de Muestreo Opcional (Bjork,
2009, Teorema C.18) L; = E(L7|.%;). Pero L, = 0 2, y sustituyendo, 0 = E(L7|.%;), lo que
es imposible, porque P(L, > 0) = 1 para toda r como ya hemos dicho.

Por el lema de It6 se tiene que

T 1Tl
ln(L,):/O L_Hsds_i/o EHst a.s.
S S

Y tomando ¢(t) = H; /L, se concluye la prueba.
]

Note que la medida P* determina de forma univoca el proceso (H;), por el Teorema de

2 Parauna trayectoria de (L, )o<;<7 continua, el conjunto {r € [0,T] : L, = 0} es la preimagen de {0}, de manera que {r € [0,T] : L, = 0}

escerradoy 7€ {t € [0,T]: L, = 0}.
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representacion de martingalas, y el proceso (L;) dado que es la densidad de Radon-Nikodym;
y por consiguiente, un tGnico proceso ¢(t). Asi mismo, el proceso ¢(t) por la proposicion
anterior determina de forma tnica el proceso L; y por tanto una tnica medida P*. O sea, la
unicidad de P* es equivalente a la unicidad ¢(z).

Corolario 3.3. El precio en el momento t de un bono cupon cero con vencimiento u >t se
puede expresar como

P(t,u) = E (exp <_ /t " H(s)ds + /t " g(s)dw, — % /, “q(s)zds)

Demostracion. Por la formula de Bayes abstracta (Bjork, 2009, Proposicion B.41) se tiene
que para una variable aleatoria X con esperanza finita,

%) (3.4)

E(LrX|#) E(LrX|%)

EXA) = %07 — L

Ademats, si X es .%,-medible parat < u < T entonces

E(LrX|7) EELrX|7,)|F)  EXE(Lr| 7)) %)  EXL|%)

Lt Lt Lt Ll

e .z _ u .
De esta manera, segun la ecuacion 3.2 y tomando X = e J'r(9)ds s obtiene

E (Lue—.ﬁ“ r(s)ds
L
=E (e* S r(s)ds+ [ q()dWs—5 " q(s)*ds

7,
) _g (ﬁe—f:’ r(s)ds

P(t,u) = B (¢~
t

%)z

]

El proceso (¢(t)) del corolario anterior puede ser interpretado como una prima de riesgo sobre
el rendimiento instantdneo en ¢ del precio del bono. Para ver esto, la siguiente proposicién
muestra esta relacion con una ecuacion diferencial estocdstica.

Proposicion 3.4. Para cada momento de vencimiento u, existe un proceso adaptado
(0/)o<t<u tal que en [0, u],

= (r(t) — 6q(1))dt + G dW;. (3.5)

Demostracion. Dado que el proceso (P(t,u))o<;<, €s una martingala bajo P*,
(P(t,u)L)o<t<u €s una martingala bajo P, pues si #; < tp, entonces E (P(12,u)L,|.%,) =
E (P(ty,u)E (L/|.%,)| %) = E(P(ty,u)Ly|F,) = L E* (P(t2,u)|#,) = Ly, P(t1,u). De
esto, y siguiendo el mismo proceso de la proposicion anterior, existe un proceso adaptado
(I)o<i<u tal que [§'(I}')*ds < ooy

t
B(t,u)L, = P(0,u)+ / 1“dw,.
o
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Asi, aplicando el lema de It0,

3 1 1
d(In(P(s,u)L)) = =~ 1“dW; — —————(I")?d
(n( (s,) S)) P(s,u)Ly * 2P(s u)2L§<‘Y) >
3 11
In(P(t,u)L,) =1 b — ———(1")?
0 (PlL) =0 (PO.0) + [ 4 TR 2 P s

P(t,u)L, = P(0,u)exp (/ PG ~3 IP(L);L%CZS)'

Ibl
P(su)L,’ entonces se tiene que

- L t 1 /!
Bt,u)L: = B(0,u) exp ( / oraw, — / (e:)zds).
0 0

De esta forma, sustituyendo L, de la proposicion 3.2 y dividiendo por el factor de descuento,
la anterior igualdad se convierte en

P(t,u) = P(0,u)exp (/ ds—l—/ (6, —q(s))dW; — %/Ot ((95”)2 —q(s)z) ds),

de donde, aplicando nuevamente el lema de Ito,

Si 6 = »

1

aP{1) = Pla0) (10) = (@ = a(0)) ) dr- Pt ) (B~ a(0)) W+ 3P0 (6 — ()P

y simplificando,

= (r(t) — 6/q(t) +q(t)*) dt + (6 — q(r)) dW;.

Al definir 6} = 6} — ¢(t), se obtiene la igualdad 3.5.
[

De esta proposicion podemos notar en primer lugar que, a diferencia de la dindmica del
activo libre de riesgo dado por dS? = r(¢)S%dt, el rendimiento instantineo del bono cupén
cero tiene un componente adicional de riesgo, con una desviacion dada por 6/ que acompaiia
al término dW;. Ademds, el término determinista r(¢) — 6/'q(t) puede verse como la media
de este rendimiento en el momento ¢ al tomar la esperanza en la igualdad, y por consiguiente
o/'q(t) como la diferencia entre el tipo de interés libre de riesgo y el rendimiento medio del
bono. Esto es, ¢() funciona como una prima de riesgo. Adn mds, por el teorema de Girsanov
el proceso (W;) definido por W; = W, — [j ¢(s)ds es un movimiento Browniano estdndar bajo
la medida de probabilidad P*, y sustituyendo en la igualdad 3.5 resulta en

dP(t,u)

Pl = r(t)dt + c'dW,. (3.6)

Note que el proceso ¢(s) asociado a una prima de riesgo ya no estd presente en esta expresion,
sino que el rendimiento medio bajo P* en ¢ es exactamente r(¢), al igual que ocurre con el
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activo libre de riesgo S?.

3.2. Valoracion de opciones

En esta seccion tenemos por objetivo presentar la formula general de valoracion neutral
al riesgo para opciones que hemos ya usado antes por construccién bajo el modelo de
Black-Scholes, pero previo a esto hacemos una breve aclaracion sobre los tipos de opciones
que vamos a considerar.

Recuerde que iniciamos la seccion anterior utilizando un espacio de probabilidad con una
sola fuente de incertidumbre (el movimiento Browniano) asociada al riesgo de la tasa corta
de interés. Para que el activo subyacente que consideremos valga para este mismo espacio
de probabilidad debe ser tal que su valor dependa tnicamente de la informacién generada
por los tipos de interés a través de su movimiento Browniano, es decir, que sea adaptado a la
misma filtracién definida por (W;)o<;<7> . Por esto, valoramos opciones solo sobre activos
de forma tal que su precio esté determinado por el movimiento de las tasas de interés, por
ejemplo los bonos cupdn cero como hemos visto previamente.

En consecuencia, para cubrir las opciones usamos una cartera autofinanciada de activos libres
de riesgo y bonos cup6n cero con vencimiento en 7. Definimos una estrategia como un
proceso adaptado de la forma ((H?,H,))o<;<r-. H} representa la cantidad de activos libres
de riesgo, H; representa el nimero de bonos en el momento ¢ con vencimiento en 7 en la
cartera y ambos toman valores en R. Asi, el valor de la cartera en el tiempo ¢ se escribe como

V, = HS" + H,P(t,T) = HOe/ "% + H.P(1,T)
y por la condicién de ser autofinanciada se tiene que
dV, = H'dS? + H,dP(t,T).

Definicién 3.5. Una estrategia ¢ = ((H, H,))o<;<7 se llama admisible si es autofinanciada y
el valor descontado V;(¢) = H + H,P(t,T) de la cartera correspondiente es no negativo para
toda 7 y si sup,co 1 V; es cuadrado integrable bajo P*.

La siguiente proposicién muestra de qué forma es posible cubrir las opciones europeas con
vencimiento en 8 < T bajo ciertas condiciones. Aqui imponemos que [ |HOr(t)|dt < o'y
tomando 6} de la proposicién 3.4, que [{ (H;0%)2dt < o a.s.

Proposicion 3.6. Supongamos que (r(t)) estd acotado uniformemente en [0,T] a.s. y o] #
0 a.s. para toda t € [0,0]. Sea 6 < T y sea h una variable aleatoria Fg-medible tal que

[Z]
he™Jo 7)4s o5 cyadrado integrable bajo P*. Entonces existe una estrategia admisible que
cumple que su valor en el momento 0 es igual a h. El valor en t < 0 de esta estrategia estd
dado por

V, =E* <€ffte r(s)dsh

%) .

3 En realidad, para opciones europeas basta con que el activo sea .#g-medible donde 0 es el momento de vencimiento.

4 En el capitulo siguiente introducimos una combinacién de dos fuentes de riesgo para un mismo modelo de valoracion.
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Por tanto, el valor de la opcion en el momento t debe naturalmente ser definido por la
expresion E* (e*fte r(s)dsp, ﬁ,) (Bjork, 2009, Principio de valoracion 1).

Demostracion. Definimos X = el rs)dsp y (M) por M, = E*(X|%) =
E* (e_ Ig ris)dsp, %) . Entonces, por la desigualdad de Jensen para esperanzas condicionadas,
M = (B (X)) < B (Y| 7,) — E* (1) < B (B (X*] %)) = B (X?). y ya que X
es cuadrado integrable por hipdtesis, M; también lo es. Por tanto, M, es martingala bajo P*.
Por otro lado, siguiendo el mismo razonamiento de la proposicién 3.4, de lo anterior se tiene

que (L;M;) es martingala bajo P, de donde, aplicando el teorema de representacion, existe un
proceso predecible (K;) de forma que

t
LM, = MyLy+ / K, dW,.
0

Por el lema de Itd para el cociente, se tiene que

L[M[ 1 LtM[ l LIMZ

d = L d(LMy) = =t = d (L) d(L dL

(%) = et hab) ~ =t~ S () (1) + 45
M; 1 ! M; 2

= Keaw, M aw,— Lk aw? + g ar
L[ r— Lth/ r— L2 t ( I) L,Z t

M,H? KH K, — M, H/
:( a ——’2t>dt+(—t f ’)dW,

_ K; — M,H! H;d+ K; — M,H/ W
L L L !

tomando en cuenta que d(L;M;) = K,;dW, y dL, = H/dW; de 3.3. De esta manera, definiendo
K;—M,H/ .
Jr = (T) se sigue que

LM, —H/
d(Mt):d( ! ’) :Jt< I t>dt—|—Jtth:Jt(a’Wt—q(t)dt)

t

y por la definicion de (W) usada en la igualdad 3.6, dM; = J,dW,. Por lo tanto, tomando la
integral de la expresion anterior podemos expresar M; como

(7]
M[ — E* (e*foe r(S)dsh> +/ Jdeg
0

.0 X
Sean H; = IW y HO E* <he_fo r(s)ds ,%) — % con 0 <t < 6. Para verificar que
t
esta estrategla es como indicamos en el enunciado, note en primer lugar que Vy = h —

J9 efo r(s)ds 4 %efoe r(s)ds — p. Claramente, como M; > 0 para toda t, V, > 0, dado que
]
Vt Ht +HP(t,T)=M,— +

B T)aT P(t,T) = M,. También, por la desigualdad maximal
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de Doob, y como M, es martingala cuadrado integrable bajo P*, tenemos

E* ( sup V,2> :E*< sup M,Z) < 4E* (M) < oo.

0<r<6
Por dltimo, observe que

V, = Myl )45 — pg, 0 (3.7)
y tomando el diferencial,

i - J
dV; = M;dS? + S2dM, = M,dS? + ST, dW = M,dS° + S2J,dW + G—’Tds? - G—’T

t t

das?

J, A -
— (Mt — G—’T) ds? + # (r(t)dt + o dW,) .

t t

dP(t,T)

Pero r(t)dt + o dW; = 20k

por la igualdad 3.6. Asi,

J J
v, — (Mt _ G_t) dS? + =————dP(t,T) = H'dS + H,dP(t,T),

tT P(t7T)Gt

y en consecuencia, ((H?, H;))o<;<7 s admisible.

Finalmente, la forma de V; bajo la esperanza condicional ya la hemos usado, y se obtiene
directamente de (3.7). [

Pregunta 3.7. El modelo de mercado sobre el que hemos trabajado nos ha llevado a observar
una medida de probabilidad libre de riesgo bajo la cual el precio descontado de los bonos
es una martingala en ausencia de arbitraje. Sin embargo, una pregunta que naturalmente
surge viene dada por la unicidad de esta medida. En otras palabras, ;el mercado que hemos
considerado es completo?

Artzner & Delbaen (1989, Proposiciéon 3, Teorema 2) afirman que si el coeficiente de
volatilidad o/ (3.6) del bono es distinto de cero en casi todas partes, los procesos (r(t))o</<r
y P(t,T) definen de forma unica a (¢(7))o<;<7, y por tanto la medida P* también es unica.
Por esta razén hemos supuesto que 6, # 0 a.s para toda ¢ € [0, 6] en la proposicién 3.6.

3.3. Dinamica del tipo instantaneo: El modelo de Vasicek

Para poder calcular el precio de bonos, observamos que es necesario conocer ya sea la
dindmica de r(r) bajo P* (3.2) o la dindmica de r(¢) y ¢(¢) bajo P (3.4). Esto nos conduce
al estudio de modelos estocasticos con los que pueda ser caracterizada de forma explicita
la evolucién de r(z). Los primeros modelos de tipos de interés instantdneo que han sido
desarrollados asumen homogeneidad en el tiempo, es decir, dependen solo de coeficientes
constantes, y ademds tienen una alta capacidad analitica para la valoracién de bonos y
opciones sobre bonos. Entre ellos, el modelo propuesto por Oldfich Vasicek fue el primero
en capturar la reversion a la media, una caracteristica importante de los procesos de tipos
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de interés que los delimita a moverse en un rango de valores especificos, en contraste con
la dindmica seguida por los precios de acciones. Este modelo asume que el tipo de interés
instantdneo sigue un proceso de Ornstein-Uhlenbeck con coeficientes constantes. Esto es, el
proceso r(t) satisface

dr(t) =a(b—r(t))dt + cdWw,

donde a,b,6 > 0. Si g(t) = —A con A € R, entonces por definicién de W podemos escribir
este proceso como W = W; + At. Luego, sustituyendo en el proceso anterior se obtiene

dr(t) = a(b* —r(t))dt + cdW, (3.8)

con b* = b— Ao /a. Tomando d(e“r(t)), se sigue que
t
r(t) =r(0)e“+b(1—e )+ Ge_at/ e dWw;. (3.9)
0

Entonces r(f) sigue una distribucién normal con media r(0)e™* + b(1 — e~ ) y varianza

62/(2a)(1 —e2*). Cuando ¢ tiende a infinito, la media de () se aproxima a b y su varianza
ac?/(2a).

Con el objetivo de calcular el precio de un bono cup6n cero bajo el marco del proceso (3.8),
aplicamos la igualdad (3.2). Para esto, note en primer lugar que si X, = r(r) — b*, entonces

T T % * e . .
e~ Ji T8)ds — o= |7 Xids . o=b"(T~1) de forma que podemos escribir el precio como

P(t,T) = et (T-DE; (e—frr"f ds 9,) . (3.10)
Ya que (X;*) es solucion de la ecuacion de difusion
dX; = —aX;dt + cdW;, (3.11)

este proceso es homogéneo en el tiempo y su esperanza puede escribirse como (@ksendal,
2013, Teorema 7.1.2)

E* (e— ftTXS*ds

%) = F(T —1,X}) = F(T —1,r(t) — b") (3.12)

donde la funcion F es dada por F(6,x) = E* (e‘foexsx ds) y (X7) es la tnica solucién de 3.11

restringida a que Xy = x (Dksendal, 2013, Teorema 5.2.1.).
El problema de calcular el precio del bono se convierte asi en calcular la funcién F(6,x).

Al observar laigualdad 3.9 y de la definicién de X, se tiene que X;* es un proceso gaussiano, y
por tanto, foe X}ds es una variable aleatoria normal. De esto, y tomando en cuenta la funcién
generadora de momentos para una variable aleatoria con distribucién normal, se sigue que

0 yx 6 1 6
F(8,X") = E* (e*fo Xst) — exp (—E* (/ X;‘ds> + 5 Var (/ X;‘ds)>.
0 0

Dado que Xj =x=r(0) —b* = r(0) =x+b"*, entonces E*(X}') = r(0)e~* —b*e™* =xe .
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Y por el teorema de Fubini para esperanzas,

0 0 0 a— e—ae
E* (/ szds> :/ E*(X{)ds :/ xe “ds = x———.
0 0 0 a

Ahora bien, para la varianza se tiene que

0 0 _ 2 6 16 0 6 o
Var ( / Xj‘ds) =E* ( / szds) =E* < / / X;;deudt) = / / E* (X;X") dudt.
0 0 0 JO 0 JO

También, dado que X} = r(t) — b* donde r(0) = x + b*, como hemos comentado antes,
entonces

t t

eSdWy =xe " +b* +ce ™ / e dW.

X; = (4 b)e b (1—e ) o |
0

0

Para simplificar la notacién, denote 12 := | ab e™dW;. De esta manera, la expresion para la
esperanza es

E* (R:X) = E* (ce It - ce 1) = 6% 0B (18- 15)
— o2 alttu)p* <(1’6/\’)2 oy .I(L)t/\t> — g2ealtru)gx ((I(’)‘At)2>
2a(unt) 1

uNt
_ GZe—a(H—u) / eZast _ G2e—a(t+u) €
0 2a

Asi,

0 0 6 Da(unt) 2 a8 2 1 —abN 2
Var / X2ds ) = / / Y kit Pl PR El A Wl Sl
0 o Jo 2a a? a 2a a

Finalmente, de 3.10 y 3.12 tenemos que

P(t,T) = exp (—b*(T — 1)) F(T —1,r(t) — b*)

= exp [—(T —0)b*—(r(t) = b") ———— +

o2 [1—e—aT-0\?
" 2a a

— exp [—(T 1) (b* - (2‘;2)2 . a(Tl_t) (1 —e—“<T—’)> (b* - (;j)z —r(t))

o2

Y BT (1 —e“(T”)z)] .

Para  comprender mejor esta  férmula, sea R(6,r) = b* — 25 —
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a5 (1=e70) (b= (2 = 1) + % (1-¢7)" y denote Re. por Reo = limg . R(6,7) =

2
b* — %. Entonces,

(2a)
wo-a -5 ))

y en consecuencia
P(T,t) =exp(—(T —t)R(T —1t,r(1))). (3.13)

De estas expresiones podemos observar que la funcion R se comporta como el tipo de interés
medio del bono en el lapso [£,T], y R como el tipo alcanzado al largo plazo.

Una forma qtil de expresar la ecuacion (3.13) de forma equivalente es tomar B(¢,T) =

1—e~T1) yA(t,T) = (b* — (2072)2> (—=B(t,T)— (T — ))+—B(t T)?. De esta manera, el valor

a
del cupdn se escribe como

P(t,T) =exp(A(t,T)+rB(t,T)). (3.14)
Concluimos este capitulo con un resultado cldsico que nos serd de utilidad mas adelante.

Lema 3.8 (Ecuacion de la estructura temporal). El precio de un bono cupon cero bajo el
modelo de Vasicek satisface la siguiente EDP:

oP ., 0P 1 ,0%P
a +Cl(b ) or +— ﬁ —rP=0
P(nT:T)=1.

Demostracion. Siendo B, = e~ Jor(s )Asp(r,T), se tiene que
b, =d (e‘fi?r(s)dS) P(t,T) +dP(t,T)e” Jor®ds.

También, por el lema de It0,

p_ 0P, OP, 1 282P _ (oP oP 1 282P oP
dP —a—d —I-Ed—F Wd (a +a (b— )E—F— 82>dt+8_ d"Vt
(3.15)
y por tanto,
i t t oP oP 1 ,0°P oP _
— Jor(s)ds — Jor(s)ds 2
dP, = —rPe” ") gp 4 = Jo"(s) Ka—m(b —1)5- 45075 2)dt+EGdW,}
, oP oP 1 ,9%P oP .
— e Jor(s)ds | [ _ il R il
e ho [( rP+ 5 +a(b* — )8 +2 ar2>dt+aerW,}
Pero ya que P(¢,T) es martingala, debe suceder que
oP . 0P 1 ,0°P
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Capitulo 4

Volatilidad estocastica

Dave... me sefialé una peculiar asimetria en los precios de las opciones
sobre el Nikkei: los precios de las opciones put out-of the-money eran
inesperadamente mds altos que los de otras opciones.

— Emanuel Derman

Antes de la crisis global de 1987 con la caida del inidice Dow-Jones, el modelo de
Black—Scholes-Merton era ampliamente utilizado en los mercados para la valoraciéon de
opciones. Sin embargo, tras aquel dia, los operadores se dieron cuenta de que debian pagar
mas por las opciones de venta con precio de ejercicio bajo que por las opciones de compra
con precio de ejercicio alto. La linea plana de la volatilidad habia comenzado a inclinarse y a
curvarse (Derman, 2012).

El modelo de Black—Scholes permite atin hoy ver el precio de las opciones como una apuesta
de la volatilidad futura en el rendimiento de las acciones, pues entre mas alto es el nivel de
volatilidad, mas probable es que esta apuesta termine siendo verdadera, y por tanto deberia
pagarse mas por ella. Es asi como este modelo fue el primero en traducir el precio de una
opcidn en la volatilidad tedrica futura que una accidén deberia tener para que el precio sea
justo, medida que es conocida como volatilidad implicita.

Durante los afios posteriores, los inversores se dieron cuenta que debian protegerse ante la
posibilidad de que el mercado tuviera un salto brusco a la baja de forma casi instantdnea, de
forma que estarian dispuestos a pagar para no volver a sufrir las consecuencias de la misma
crisis que habian atravesado, y las opciones de venta out-of-the-money fueron una de las
mejores formas de asegurarse. Esto causé que la volatilidad implicita de estas opciones con un
precio de ejercicio mds bajo fuera mas alta que las demds, como mencionamos anteriormente.
Esta curva generada por los precios de ejercicio frente a la volatilidad implicita fue llamada
“la sonrisa”, fendmeno que el modelo de Black—Scholes ya no pudo afrontar.

Por esta razon, Hull & White (1987) fueron los primeros en desafiar la hip6tesis de volatilidad
constante del modelo de Black—Scholes. Propusieron que no solo el precio del activo sigue un
movimiento Browniano, sino que la varianza también evoluciona segin su propia ecuacion
diferencial estocastica. Ademas, su modelo dio cuenta de la utilidad de los modelos de
volatilidad estocéstica para ayudar a explicar por qué el precio de opciones con diferentes
precios de ejercicio tienen diferentes volatilidades implicitas, o sea, la razon de la existencia
de la sonrisa de volatilidad. Estos modelos de volatilidad estocdstica pueden ser vistos como
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resultado de un movimiento Browniano subordinado a un “reloj imperfecto” que mide la
velocidad de evolucion del proceso de variacion de precios. Este reloj hace referencia al
volumen del trading o frecuencia de negociaciones. Si el volumen de negociacién cambia,
también lo hace la volatilidad (Clark, 1973), asi que, los inversores que usan el modelo de
Black—Scholes tendrian que cambiar manualmente la volatilidad implicita en su modelo para
emparejar el valor de mercado al valor tedrico. Esto ya no es necesario cuando se trabajan
con modelos de volatilidad estocastica.

4.1. Ecuacion de valoracion

Al relajar la hipotesis de una volatilidad constante en el tiempo y sustituirla por un proceso
estocdstico, suponemos en adelante que el precio de la accion S y su varianza Vv siguen las
siguietes EDE’s.

dS; = [ Sydt +/Vi S AW, (4.1)
dV[ = OC(S[,V[,t)dt—i—Tlﬁ(St,V,,t)\/V,dWVJ (42)

con
E(dWSJ . de,t) - pdt

donde p, es la desviacion instantdnea determinista de la rentabilidad de las acciones, v
representa la volatilidad instantdnea de los rendimientos del activo, p € (—1,1) es la
correlacion entre la rentabilidad aleatoria de las acciones y los incrementos en vy, y Wy ;, Wy, ;
son movimientos Brownianos. Note que en el limite 7 — 0, la EDE seguida por el precio
de la accion en (4.1) es equivalente a la dindmica seguida por la version del modelo de
Black—Scholes con volatilidad dependiente del tiempo y determinista. Esta es una propiedad
importante en los modelos de volatilidad, dado que en la prictica se tiende normalmente a
pensar la dindmica de la variacién de precios en términos de Black—Scholes. Mientras tanto,
la ecuacion (4.2) es mas general en cuanto a que no asumimos una forma especifica para o
por la parte determinista o 3 en el término de difusion.

A diferencia del modelo de Black—Scholes, donde hay una sola fuente de riesgo y el precio
puede ser cubierto por acciones, al introducir una segunda fuente de riesgo para la volatilidad
los cambios aleatorios en esta también deben ser cubiertos para poder formar una cartera libre
de riesgo, de manera que aplicaremos una cobertura Delta y Vega. Definimos entonces una
cartera IT que contiene la opcidn a valorar con precio V(¢,S, V), una cantidad —A acciones y
una cantidad —A; de otro activo que dependa de la volatilidad con valor V;(z,S, V). Asi,

I(z,S,v) =V(t,S,v) —AS(t,v) — A Vi (2,8, V).

Entonces, aplicando el lema de Itd el diferencial de la cartera se escribe como
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dIl =dv (&_V _A18V1) +dS (&_V —A— A18V1) +dt

(E‘Al az) (ﬁ v

d av as aS
BZV 282‘/ 2 2 82V1 232V1
2 S S — — +2 S S .
+2PBnS 5o+ a52) (B > +20B T 9sav + 352>
De esto, para que la cartera sea libre de riesgo debe suceder que
av aV,
T A—A=—=0 4.3
0S as ()
para eliminar el riesgo generada por el activo, y
Vv Vi
— —A=—=0 4.4
av " 'ov 4
para eliminar el riesgo generado por la volatilidad. En este caso, dI1I se convierte en
A% ovi\ 1 5 5 0%V PV 20V 5 28 V1
dIl =dt —Al— = — S S =
(8t 18t) 2 (/3” ? P2MPS5eay TS g vipTm
?Vi  ,9*W
2npS S =rlldt =r(V—AS—AVy)dt.
HRUSFTE I (952) rItd = r( Vi)

donde asumimos en este capitulo que el tipo de interés es constante y que el rendimiento de
una cartera libre de riesgo debe igualar al del tipo libre de riesgo. Al agrupar los términos
con V y V| a ambos lados de la igualdad y teniendo en cuenta las ecuaciones (4.3) y (4.4), se
obtiene

1 [ov 9V 1 ,d%V %V 2.2, %V

%[E+ Sﬁjt —vS 552 TP pBnvs 359v T3 ﬁ Vs —rv}

1 [V avi 1 ,9*V ?vi 1., 2, %V,

Z‘G { 5 T Sa—SJrEvS 552 +anvS—aSav+§[3 n°v _av -V (4.5)

Podemos resaltar en esta expresion que en la parte izquierda hay una funcién solo de V y en
la parte derecha, una funcién solo de V. Atin mas, ambos lados de la igualdad presentan la
misma funcién evaluada en V' y Vi, de forma que puede escribirse como

A V)= (V).

También, observemos que no hay nada de especial en los activos que hemos tomado con valor
V' y V] en cuanto a que son dos activos cualesquiera que dependen de de S,r y v, obteniendo
luego que evaluados en 7 resultan ser iguales. Con esto queremos decir entonces que la
funcién 7 es invariante al activo en que se evalue, fijando S,7 y v. La tnica forma en que
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esto puede ocurrir es que 7 realmente no dependa de V, o V1, sino que dependa solo de ¢,S y
v mediante alguna funcién f(z,S, V). En otras palabras, el cociente en (4.5) depende solo de
las propiedades intrinsecas del mercado, y no de la naturaleza del contrato con valor V. Lo
anterior significa que

JZ{(V) = —f(l‘,S,V)

oV 9V 1 9% v 1, 2, %V A%
E"’}"Sﬁ—i‘— vS W—FpﬁnVSaSaV—FEﬁ nv 9 2—FV——f(t,S,V)W. (46)

Como veremos, esta funcion —f debe representar el precio que el mercado paga por correr
el riesgo de volatilidad.

Bajo una medida neutral al riesgo P*, (¢~""V') es una martingala, tal como hemos visto en el
capitulo anterior aplicado a los bonos cupén cero. Con esta condicidn,

E*(d(e”"'V)) = 0= E*(dV) — rVdt =0. 4.7)

Por otro lado, se tiene del lema de 1t6 que

_[oV 1 2 0%V 0%V 12 28v 4 oV

Bajo la medida neutral al riesgo, dS; = rSdt + /ViS;dWs; y dv, = (a(S,Vi,t) +
NB(S:, Vi, t)\/Vida)dt +nB(S;, vt,t)\/thWvJ. Entonces, sustituyendo en (4.7) se tiene que

vV 1,3V 2v 1 v 2 A%
vS —+= —+rS=—=—-1rV=— V 4.8
donde por convencién denotamos ¢ := —nA,. Al comparar (4.6) y (4.8) resulta que

f(t,S,v) =o—B/vi¢. El proceso ¢(z,S,v) es llamado el precio de mercado del riesgo
de volatilidad. Para ver por qué ¢ se interpreta de esta manera, consideremos nuevamente
una cartera [I; que consiste en una opcidn con cobertura delta solo por parte de un activo.
Entonces, tal como se razona con el modelo de Black—Scholes (Hull, 2022, (15.12)),

Vv

m,=v-2-
! JS

S,

y aplicando el lema de 1t6,

oV av 0%V
v

_ oV 1 (0 0%V , 9%V
dll} = dv— +dt 5 (ﬁn +2ﬁnpSaSa +S 352

Asi, al restar el rendimiento libre de riesgo de esta cartera y de (4.8) se obtiene

A% av 1 (0 0%V v ,9%V A%
dIl; — rIldt = dva——i—d [8 (ﬁ n —i—2ﬁ7‘1pSaSa +S 552 —|—rSﬁ—rV

= BV (9(S, v, 1) + W) 49)
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Siguiendo un razonamiento heuristico, observemos que el retorno extra por encima de la
tasa libre de riesgo (del lado izquierdo de la igualdad) es proporcional a ¢ x /v, dV /dv
(del lado derecho). Aqui podemos ver una similitud con el modelo de valoracién de activos
financieros, mediante el cual entendemos que el retorno extra exigible por un inversor por
asumir el riesgo de un activo es proporcional al precio del riesgo (o prima de riesgo del
mercado) y la cantidad de riesgo (o exposicion del activo al riesgo del mercado) (Cochrane,
2009, p. 152). En nuestra cartera, el rendimiento extra por unidad de riesgo de volatilidad
dWy, es ¢dt, el precio del riesgo, y en proporcion a B/V; dV /dv, la exposicion al riesgo
de volatilidad. De forma alternativa, si seguimos el razonamiento anterior sustituyendo el
drift de dv; bajo la medida neutral al riesgo como dV, = a/dt +1 (S, Vs,1)\/VidWy ; donde
o' = o — B/Vi9, la prima por el riesgo de volatilidad es suprimida de la expresion (4.9).

4.2. Dinamica de la volatilidad: El modelo de Heston

Presentamos en esta seccién el modelo mas conocido para volatilidad estocdstica, que
posteriormente utilizaremos en el siguiente capitulo para derivar un modelo hibrido en la
valoracion de opciones. Este modelo, desarrollado inicialmente por Heston (1993), permite
relajar la hipétesis de Black—Scholes de una volatilidad que permanece constante en el
tiempo, y tiene la ventaja de tener una solucién semi analitica, propiedad que lo ha hecho
muy popular.

Para este modelo, de las ecuaciones (4.1) y (4.2) se escogen o(t,S,v) = —A(vy — V) y
B(t,8,v) = 1. Con estas condiciones, se tiene que el activo y la volatilidad siguen las
ecuaciones

dSt - ‘U,[S[dt + \/VtStdW_g,t (410)
y
dv, = —A(Vi — V) + 1/ VidWy, (4.11)

donde E(dW;, - dW, ;) = pdt, el proceso de la varianza v; de la accién S; es un proceso de
raiz cuadrado con reversion a la media en la que A > 0 determina la velocidad de ajuste de
la volatilidad hacia su media tedrica V. Este proceso también es usado en el modelo CIR de
tipos de interés estocdsticos. La ecuacion (4.10) sigue un proceso geométrico, y n > 0 es la
volatilidad de segundo orden, o sea, la volatilidad de la volatilidad.

Bajo este marco, al sustituir & y 3 en la ecuacion de valoracion (4.8) obtenemos

d 1 92 92 1 92 d d
a—‘; + Esza—S‘; +pnvSav;/S + Enzva—v‘; +rSa—‘; — 'V =A(v, — \7)%.
Dado que nuestro enfoque estd en la valoracion de opciones, como mencionamos en la
seccion anterior aqui suponemos que los parametros del modelo de Heston son ajustados
a precios de mercado, compatibles la medida de probabilidad neutral al riesgo de tal forma
que la prima por riesgo de volatilidad ¢ de (4.8) ya es incorporada en las ecuaciones y por
tanto es suprimida en la ecuacion (4.12).

4.12)

Con el fin de resolver la ecuacion (4.12) para una opcidn call europea, especificamos las
variables que usaremos en el modelo. En primer lugar denotamos por K al precio de ejercicio,
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T al momento de vencimiento de la opcidn, F; r al precio forward en el momento 7 de la
accion, es decir, F; 7 = S;¢’" y x; := In(F; 7/K). Ademas, consideramos C como el valor
futuro de la opcién europea al vencimiento, esto es, C = E*((S7 — K)™) y como es habitual,
T =T —t. Asi las cosas, la ecuacion (4.12) resulta en

2 2 2
oC oC 1 {28_C_8_C 9°C 3C}:o 4.13)

——4+A(V=V)=—+ =V Mp=—-—+—==

PP PR M LT M L o
Por otro lado, por definicién tenemos que C(7,x,v) = E*((St — K)T) = E*(Sr1s,-x) —
KE*(1g,~x). El segundo sumando es solo la probabilidad bajo la medida neutral al riesgo de
que St > K, esto es, P*(S7 > K) =P*(xr > 0) = Py(7,0, V), siendo Py(7,x,V) :=P*(xp > x).
Para el primer sumando de C hacemos un cambio de numerario para que el nuevo numerario

: ' ' dPS _ Sr _ Sr
sea el activo S;. Entonces, la derivada de Radon-Nikodym es P = ST = By y de

S
esta forma, E* (STIST>K> =E* (E,T]ft_?;lST>K> = F}jE* (%1S7>K> = F}7TPS(ST > K) =

FthPS(xT >0) =F rPi(7,0,v), donde P (T,x,V) := PS(xT > x). De lo anterior, podemos
sugerir que el precio forward de la opcion tiene la forma

C(T,x, V) = F[,TPI —KPy = K(expl — P()). (4.14)

Tal como en la férmula de Black—Scholes, el primer término entre paréntesis representa
la pseudo esperanza del nivel final del indice dado que la opcidn estd “in-the-money”,
y el segundo término representa la pseudo probabilidad de ejercicio (Gatheral, 2011).
Continuando con el argumento, al sustituir la solucién (4.14) de la call en la ecuacién (4.13)
obtenemos

P, 1 _9*P;

0t T2V a2 “\2 ) Vs Tl Vg TPV gy tHlabiv) o =0 @

para j = 0,1 donde a = AV y b; = A — jpn. Esta ecuacion estd sujeta a una condicién
terminal, determinada por el pay-off de la opcién. Notemos que C(x, v,0) = K (e™S7/K) p —
Py) = S7P; — KP,. Por tanto, si en T la opcién estd in-the-money (equivalente a x > 0),
C(0,x,v) =Sr —Ky Py= P, =1, de lo contrario, C(0,x,v) =0y Py = P; = 0. Podemos
escribir esta condicion de la siguiente manera.

I, x>0
lim P; =<’ 4.1
Tl_l;% ]()C,V,T) {0, )CSO ( 6)
= 0(x).

En este enfoque utilizamos la transformada de Fourier para que la condicion terminal de las
funciones P; tenga forma exponencial. Para esto, definimos

o0

P(’c,u,v):/ e "P(x,v,T)dx.

—o0
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De la condicién terminal se tiene que

< © 1
P(0,u,v) = / e "o(x)dx=—,

iu
y su inversa es

P(t,x,v) = /_D; ;l—;ei”xﬁ(u,v, 7). 4.17)
Al sustituir esta transformacion en la ecuacion (4.15) tenemos que

—8—E—12P ! P+ 82P+ £+( b)ap 0 (4.18)
97 2uv, 5 —Jj )iuv 'r]vaz p'muva a— vav— .

Si definimos o = —% — 7“ +iju,B=A—pnj—pniuy y= % entonces la EDP anterior

se convierte en
aP — =0. 4.19
BLIF TR vl B i (4.19)

Ahora bien, si suponemos que la solucion de P tiene la forma

( dP; 82P) IP;  IP;
+ —

Pi(t,u,v) = P;j(0,u,v)exp(C(u, T)v + D(u, T)v) = %exp(C(u,’C)\?+D(u, T)v),

se sigue de la ecuacion (4.19) que C;, D; deben satisfacer

. dC;
Cle—VC/ O<:>W )LDJ
/ 2 aDj

donde

BE++vB2—4ay B+d
2y ot

Asf las cosas, la solucion del sistema (4.20) viene dado por

r4 =

1 _ e*djT
Dj(u,t)=r_ i

l—gje”
2 1 —gie 9"
Cilut :?L(r_f——log(#>)7
i) n? I—g;
siendo g :=r_/r;.

Para concluir, siguiendo a Gatheral (2011, p. 18-19), se tiene que al tomar la inversa con
(4.17) se llega a que

Pi(x,v,T) = = + / (exp (w, T)v—l—ll: (u,‘c’)v—f—iuxT)) du. (4.21)
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La integral en (4.21) puede ser computada usando técnicas numéricas estandar. Esta ecuacion
junto con (4.14) nos permite tener una férmula cerrada en la valoracién de una opcidn call,
que ya no depende de las medidas de probabilidad que antes consideramos, sino solo de las
propiedades del contrato. Luego, ;es siempre posible suponer que existe una formula cerrada
como esta para valorar opciones sea el modelo que usemos para describir la dindmica de los
procesos?

Ciertamente esta propiedad del modelo de Heston lo diferencia de otros modelos para la
volatilidad estocdéstica, pues hace que sea mas féacil de implementar su cémputo al tener una
solucion con forma semi analitica para valorar opciones europeas. Pero como es posible
intuir, la respuesta a la pregunta anterior es negativa, y también depende en gran medida
de la complejidad de los modelos, en particular, de la estructura de dependencia entre
las variables de estado (el activo subyacente, la volatilidad, etc.). Volveremos a esto en el
siguiente capitulo.

36



Capitulo 5

Extensiones del modelo de Black—Scholes
para tipos de interés y volatilidad
estocasticos

5.1. Modelos hibridos en la valoracién de opciones

Al hablar de modelos hibridos nos referimos a aquellos modelos financieros para la
valoracion de productos derivados que integran tres o més fuentes de riesgo estocdstico y las
correlaciones entre ellos. Estos se especifican generalmente usando un sistema de ecuaciones
diferenciales estocdsticas que corresponden a las variables de estado como las acciones, el
tipo de interés o la volatilidad. Como hemos comentado brevemente en el capitulo anterior,
es usual que una solucién cerrada en los modelos hibridos no exista, por lo que se hace
necesario utilizar métodos de aproximacién numérica para evaluar el precio de los derivados.
Para poder manejar la complejidad analitica y computacional de los modelos en la fijacion
de precios, se ha considerado conveniente imponer una estructura suficiente a la distribucion
condicional de las variables de estado para obtener expresiones cerradas, o casi cerradas, de
los precios de los derivados. Una hipdtesis ampliamente considerada que trata este problema,
es que las variables de estado sigan procesos difusion afines (AD), que son, en términos
generales, procesos de difusion en los que el vector de tendencia y la matriz de covarianza
“instantanea” tienen una dependencia afin del vector de estado (Dulffie et al., 2000), es decir,
que son formados por funciones lineales de los procesos de estado. Como vimos en el modelo
de Heston, la existencia de una solucién cerrada para el precio del derivado se reduce a la
existencia de una solucion cerrada de la funcidn caracteristica. Por esta razon, esta clase de
procesos son muy utiles, dado para ellos una solucién cerrada de la funcién caracteristica
existe (Grzelak & Oosterlee, 2011).

Mas especificamente, supongamos que tenemos un sistema de ecuaciones diferenciales

estocasticas, o sea,
dX(t) = u(X(t))dt + o (X(t))dW(r). (5.1)

Decimos que el sistema (5.1) es de forma afin si

1. u(X(t)) = ap+ a1 X(t) para algiin (ag,a;) € R" x R"*",
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2. (G(X(I))G(X(t))T)U = (co)ij+ (c1)T;X (1), con (co,c1) € R x RI<m<n,
3. r(X(t)) = ro+rI X(¢) para (rg,r1) € R x R",

para i,j = 1,...,n, donde r(X(r)) es un componente de tipo de interés. Bajo estas
condiciones, la funcién caracteristica descontada tiene la forma (Duffie et al., 2000, 2.4):

T T
o(u,X(),t,T) =E* (exp (_ / r(s)ds+iuTX(T))'34‘,) = AWDTB WIXE) (52
t

Al tomar el diferencial para ¢, tenemos que para un lapso T, los coeficientes A(u,7) y
B” (u, 7) deben satisfacer las siguientes ecuaciones diferenciales ordinarias:

(5.3)
LA(u,7) = —ro+BT (u,7)ap+ 3B” (u,7)coB(u, 7).

{% —B(u,7) = —r; +aB” (u,7)+ 1B (u, 7)c; B(u, 7),
Ahora bien, como caso particular, con el vector de estados X(¢) = (In(S(¢)), v(1))7, bajo la
medida neutral al riesgo, el modelo de volatilidad estocastica de Heston satisface (4.10) y
(4.11) donde u; = r. Aunque suele definirse el modelo de Heston con el diferencial del activo
St, un modelo con esta variable de estado no estd en la clase de procesos afines, debido a
que (dS;)? = vtS,Zdt, y no cumple la condicion 2, pues la varianza instantdnea de S; no es
lineal en S;. Sin embargo, al tomar el logaritmo In(S;) el modelo si es afin. Por esta razon
transformamos S; definiendo x(¢) = In(e’*S;/K) en la segunda seccion del capitulo anterior.
Entonces, de lo anterior la funcién caracteristica descontada en el modelo de Heston esta
dada por
o (u,X(1),7) = exp(A(u, T) + B(u, 7)y(t) + C(u, T)Vv (1)), (5.4)

en donde y; = In(S;), y las funciones A(u,7),B(u,7) y C(u,7) cumplen ecuaciones
diferenciales ordinarias con solucién cerrada. Aunque en este modelo la funcién caracteristica
es explicita, por su forma no puede obtenerse su inversa analiticamente para recuperar la
funcién distribucién, por lo que debe obtenerse con métodos numéricos, precisamente la
razon por la que hemos usado el Teorema de inversion en el modelo de Heston.

Nuestra intencion es la de extender el modelo de Heston al incorporar en el sistema un
tipo de interés estocdstico, debido a que un tipo de interés constante puede ser insuficiente
en la valoracion de productos sensibles a cambios en el tipo. Por esto, extendemos ahora
el vector de estados afiadiendo una variable para el tipo de interés, que expresamos por
X(t) = (S(t),v(t),r(t))T. Este modelo es ahora un modelo hibrido de volatilidad estocastica
de acciones con un proceso estocdstico de tipos de interés, r(¢). Este modelo extendido puede
expresarse de la siguiente manera.

o = rydt + /VidW,, S(0) >0,
dv; = k(V — v;)dt + oy /VidWy ;, v(0) >0, (5.5)

dr[:A(G(l’)—r[)dt+6rrp(t)dWr7[, r(0)>0,

donde el exponente p = 0 produce el modelo de Heston-Hull-White, y si ademas 0(r) =
0 € R obtenemos el modelo de Heson-Vasicek. También, si p = 1/2, se tiene el modelo
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de Heston-CIR. Para estos modelos las correlaciones estdan dadas por dWdeW = ps,vdt,
AWy, dW,, = ps rdt, dWy ;dW,; = py ,dt y K,0y y ¥ son como en el modelo de Heston. A > 0
determina la velocidad de reversion a la media para el proceso del tipo de interés, 0(t) es la
estructura temporal de los tipos de interés y o, controla la volatilidad de los tipos de interés.
El sistema (5.5) no es afin, incluso si tomamos In(S;) en la primera ecuacion. En particular,
la matriz de covarianzas instantdnea es

V(1) Psyovv(t)  Psrorr?(1)/ V(1)
SXNOXI)T = | + 6 preaOVD| . GO
t

t
* * Grzrzp( )

Aqui podemos observar que en algunas de las componentes de la matriz no son lineales en
las variables de estado, y atin si hacemos que p,., = 0, esto no haria que el sistema sea afin.
Solo tendremos que la matriz (5.6) es lineal con respecto al vector de estados (In(S;), v;, r(t))
si las correlaciones p,.y y Py son iguales a cero. En tal caso, si tendremos un modelo afin,
con el que podemos encontrar una solucién cerrada de la funcion caracteristica de la forma
(5.2) para la valoracién de opciones. Por tanto, nos centraremos ahora bajo este marco, y
discutimos en la siguiente secciéon un modelo hibrido para valorar opciones europeas donde
integramos la dindmica de los modelos Vasicek y Heston siguiendo las ideas de Guo (2021).

Otros modelos que consideran dos correlaciones iguales a cero pueden ser consultados en
(Oosterlee, 2007), y casos con correlaciones distintas de cero son estudiados en (Grzelak &
Oosterlee, 2011).

5.2. El modelo de Vasicek-Heston

5.2.1. Cambio de numerario

Para modelar la dindmica conjunta en el mercado del activo negociable, la volatilidad y el tipo
de interés, enmarcamos el modelo sobre un espacio de probabilidad (,.7,P, (.%;)) definido
sobre un proceso Browniano estandar (W;) 3-dimensional donde W; = (W, Wy ;,W,;) y
Fr = (Wsu, Wy 41, Wy - 0 < u < t). Asumimos en nuestro caso la siguiente estructura de
correlaciones en W;, el movimiento Browniano bajo la medida de probabilidad neutral al
riesgo: E*(dWy, - dW,;) = E*(dWy, - dW,,) = 0, y E*(dW,, -dW,,) = pdt, cont >0 y
pe(—1,1).

Podemos entonces presentar ahora la dindmica del modelo hibrido Vasicek-Heston bajo una
medida neutral al riesgo P*:

ds—% =rdi + \/thWv,t
dv; = k(0 — v,)dt + oy /VidWy, (5.7)
dr[ = (n — Yr[)dt+ GrdWr,t

donde S es el activo subyacente, V; es la volatilidad, y r; es el tipo de interés libre de riesgo.
K, 0, oy, M, 0,y Y # 0 son constantes. Como es usual en la valoracion de derivados, es
conveniente cambiar el numerario S° del activo libre de riesgo por el precio P(t,T) del bono
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cupén cero introduciendo una medida forward QT con el objeto de que el precio de la call
descontado por el precio del bono cupén cero sea una martingala bajo esta medida y poder
expresar el precio de la opcidén europea como

C[ _ EQT CT
P(t,T) P(T,T)

T
St) =EQ (Cr|S)),

es decir,
T
C(S,v,r,t)=P(t,T)EQ (max(Sr —K,0)S,) (5.8)

donde X es el precio de ejercicio.

Bajo esta nueva medida de probabilidad, debemos ver la forma en la que cambia la dindmica
del sistema 5.7 del modelo. En cuanto al tipo de interés ry, se tiene de 3.6 que dP(t,T) =
P(t,T)r(t)dt + P(t,T)o! dW,. Entonces, la densidad de Q relativa a P* se puede expresar
(MclInerney & Zastawniak, 2015, Proposicién 2.3) como

d ! 1/
Q :exp(/ GquWu——/(GuT)zdu),
7 0 2.Jo

& = o

de donde, por el teorema de Girsanov, el proceso (B,./,) dado por dB,; = dWrJ — Gtle‘,

dP -
es un movimiento Browniano bajo Q. Por otro lado, de (3.14) se tiene que ——0,dW,; =

_ ar
B(t,T)P(t,T)o,dW,;, e igualando los términos de difusion de (3.15) con (3.6) se sigue que

ol P(t,T)=B(t,T)P(t,T)o, = o, =B(t,T)o;.

Asi, sustituyendo en dB,,, se obtiene dB,; = dWm — B(t,T)o,dt. De esto, la ecuacion para
el tipo de interés se convierte en

dr; = (n —yr)dt + o.(dB,; — B(t,T)o,dt) = (n — yr; — B(t, T)Grz)dt +0,dB,;.

Para el activo S; y la volatilidad v, usamos una generalizacién del teorema de Girsanov
(Revuz & Yor, 2013, Teorema 1.4), por el que el cambio de los procesos Wy; a By, y Wy ; a
By se escriben de forma alternativa como

d&

dWy, = dBs, + (dW,,, T
13

. d
) = dBy, +Cov <dWs7,, ?) .
!

d -
Como dsi _ B(t,T)o,dW;, entonces

&
dWsJ = dBS,l + Cov (dWsJ, B(t, T)GrdWm‘) = dBSJ + B(t, T)GrCOV (dWsJ, dWrJ) = dBSJ?

de manera que dWS,t = dBy;. De forma andloga se tiene también que deJ =dBy;.
Por lo anterior, la dindmica del modelo bajo la medida forward QT se puede expresar como
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4 = rdt + /VidB,
de = K'(Q — Vz)dt + Gv\/thBvJ (59)
dr, = (n —yr,—B(t,T)o?)dt + 6,dB,,

con B(1,T) = 71, (1 — e’ﬂT*t)).

5.2.2. Formula de valoracion

Seguimos a continuacion un razonamiento similar al que hemos visto con el modelo de
Heston para valorar una opcidn call europea. Sea y, = In(S;) y denote por f(y) a la funcién
de densidad de probabilidad de yr =: y dada la informaci6n disponible hasta 7 (f,,| ). Asi,

(o]

B (mix(e’ - K,0)\7) = [ 0K [ )y
In(K) K) In(K)

=P, —KP,, (5.10)

(€~ K)f()dy = [

In(

donde P, = flf(,() Ef(y)dyy P, = ji;"(,() f(y)dy. Asi, la ecuacién (5.8) se puede expresar
como
C(y,v,nt)=P(rt;T)(PL—KP,).

Aunque esta expresion se acerca mds a una formula cerrada para el precio de la opcion, es
insuficiente debido a que no conocemos de manera explicita como se comporta f, la densidad
del activo subyacentel. No obstante, la distribucién de y7 se encuentra determinada de forma
Unica por su funcidn caracteristica (Definicion 2.6).

El siguiente lema muestra la forma de esta funcién bajo el modelo que consideramos.

Lema 5.1. Si el activo subyacente sigue la dindmica del sistema (5.9), la funcion
caracteristica de este puede ser derivada por

¢ = (LR D(T)VHE (. 9)r+iy

donde C(7,9),D(t,¢) y E(t,9) son dadas por (5.13).

Demostracion. Por definicion se tiene que

©(¢:1,T,y,v,r) =EQ" (e""’”

)’ty\’t,"t)-

También, por el lema de Ito,

! De forma alternativa a la solucién analitica que presentamos, es posible usar Monte Carlo para aproximar f y computar las variables

Pryp

41



_(do B dp ,0? 9. 2 , 0%¢ op ,0%¢
d(P_(& +(n—7yr )8 +2Gaz k(0 — v)a +26v82+SaS+ S8S2
—l—PGvVSaa a(P >df+\/_S st,z—f—Gv\/V%dBv,t‘f’Grg—(dem; (5.11)
y tomando en cuenta que y = In(S),
_[do , 09 1 ,0% o 1 , d%¢ 1. \de 1 d%¢
d""(at“”_w_"’mar*z‘” g2 TRO VG 0wy H(r=3Y) 5y T2V 9
9%¢ X
+pcvaaSav dr+\/_s dBS,+GV\/_ dBv,+a,ardB,,t.

Dadas las propiedades de la doble esperanza, se tiene de la definicién de ¢ que esta dltima es
una martingala, por lo que EQ (dp) = 0. De esto, y si denotamos T = T — ¢, entonces

dp rs 000 1 ,0% dp 1 , d%¢ 1 \do 1 9%
FE U SR PR A P C R M SO TR U A AP e AT
%@
+pGVVS8S8v (5.12)

donde B(t;T) = 71/(1 — e~ %), y con la condicién inicial @|;—g = /?.
Ahora bien, dado que los procesos de Heston y Vasicek son modelos afines, podemos suponer
que la funcién caracteristica tiene una forma exponencial. Para ver esto, suponemos que ¢

tiene la forma
(P — eC('L’,Q))+D(T,¢)V+E(T,¢)r+l¢y'

Entonces, al sustituir ¢ en la ecuacion (5.11) se llega a lo siguiente.

BE) = 162D (1) + (ippoy — k)D(t) — 1(92 +i9)
EE) — yE(1) +ip (5.13)
€0 — xoD(1) + (1 — 62B(1)) E(7) + 1 62E(1)?

donde C(0) = D(0) = E(0) = 0. Al resolver el sistema anterior sistema de EDO con condicién
inicial, se tiene que
—(poyip — k) 1—¢"

o2 11— gedr

donde d = \/(poyip — k)2 +¢o2(i+¢)yg = %,

D:d

E = %(l —e 1)
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k6 , 1—gedf)> iqm( 1 _ 1>
C=—|(d—(poyip —k))T—2In + Ay
63(< (povid —K)) ( o D (e e
i¢6r2(i¢_2) % fyr_i 727/1'_3
+—2Y2 ’L’—l—ye 2ye 2y .

Por altimo, detallamos el precio de una opcidn call bajo el modelo de Vasicek-Heston.

Teorema 5.2. Si el precio del activo subyacente sigue la dindmica del sistema (5.9), la
Jormula del precio para una opcion call europea es dada por

C(t,y,v,r)=P(r,t;T)(PL—KP,)

donde

_ 11> (e ®p(p—it,T,y,v,r)
Pl —(P(—l,t,T,y,V,r) (54_%/0 Re( i¢§0(—i;t,T7y7var) d¢ ,

oo —i¢ In(K) .
polily Re(e <p<¢,r,T,y,v,r))d¢.
0

/4 i

Demostracion. Si F es la funcién de distribucion de S7, por el Teorema de inversion
(Gil-Pelaez, 1951)

t=-+

oo LitXn(__ 4\ _ ,—ilx 00 ,—itx (1) _ p—ilX
Flx)= L+ 1/ eMo(—t)—e o) 1 1/ e () —e"o(r)
0 0

2 2m it 2 2n it
1 1 ~Im(e ™ot 11 = i

L Mdl:___/ Re (00 41
2 mho t 2 mho it

Aqui tomamos en cuenta la propiedad ¢(z) = ¢(—1), que se puede verificar directamente de
su definicidén. Entonces,

o0 1 1 [ efi(l)ln(K)gD((p)
P, /m(K) F)dy =1-F(in(K) = 3+ /0 Re ( o ) do.
Para aplicar de forma andloga el Teorema de inversion para la primera integral en (5.10),
necesitamos que ¢’ f(y) sea una funcién de densidad, mas como puede observarse falla en
esto en cuanto que [~_e” f(y) = EQ(e¥|.%,) = ¢(—i). Por tanto, definimos P; = P /@ (—i) =
Jin(x) € f(y)/@(—i)dy y la nueva funcién de densidad g(y) = €”f(y)/@(—i). Si denotamos
por ¥ a su funcidn caracteristica, tenemos que

‘l/(u) = /_0; ei”yg(y)dy = /_O; e”;y)iy_fi()y) dy= (D(l—i) /_0; ei(”_i)yf()’)dy = (P(M _.i).

43



De esta manera, por el Teorema de inversién y siendo G(x) = [*_ g(yv)dy,

Pi=1-Gn(K) =1+ [k ( ey (9) >d¢__+ [x ( "¢1‘:P(P)(<P(¢)>—i)>d¢.

Finalmente, la forma de P; se tiene de P, = @(—i)P;.

]

Corolario 5.3. El precio de una opcion Put bajo la dindmica del sistema (5.9) es

Put(t,y,v,r) =P(nt;T)(P,—KP,+K) — ;.
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Capitulo 6

Aplicacion empirica

En teoria, no hay diferencia entre teoria y practica. En la practica, la
hay.
— Yogi Berra

Al acercarnos al final de nuestro estudio, retomamos lo visto en los capitulos anteriores donde
hemos desarrollado los fundamentos tedricos de los modelos de Black—Scholes, Heston y
Vasicek—Heston, asi como sus respectivas formulaciones bajo medida neutral al riesgo. En
este capitulo aplicamos las formulaciones obtenidas para estos modelos y validarlos con una
muestra de datos para reproducir los precios observados en el mercado y capturar fendmenos
empiricos como la sonrisa de volatilidad implicita. Realizamos una aplicacién numérica de
los modelos estudiados utilizando datos reales de opciones europeas sobre el indice S&P
500 (SPX). En particular, analizamos la capacidad de cada modelo para calibrarse a precios
de mercado, reproducir la estructura de volatilidad implicita y describir adecuadamente las
sensibilidades de las opciones frente a cambios en las variables fundamentales del modelo.
Para ello, empleamos opciones call europeas obtenidas de la web Barchart, considerando
un vencimiento fijo de 125 dias y un conjunto de strikes near-the-money. Posteriormente,
calibramos los pardmetros de cada modelo mediante minimizacion de errores cuadraticos y
comparamos sus resultados en términos de precision de pricing, estructura de volatilidad y
comportamiento de las griegas.

A la fecha de descarga de los datos el indice tiene un nivel de Sy = 7408.5. Ademas,
utilizamos un tipo libre de riesgo de 4.3%, correspondiente al rendimiento del T-bill
estadounidense a un mes. De los datos de opciones disponibles al plazo mencionado, hemos
aplicado dos filtros antes de calibrar los modelos, de los cuales de entre 300 opciones
tomadas, seleccionamos 181. En el primer filtro, un rango para el grado del dinero (K/Sp)
de +12%, dado que hemos comprobado que fuera de este rango los modelos comienzan
a ser numéricamente inestables, y adicionalmente estas opciones tienen poca liquidez real.
Segundo, un filtro de liquidez minima, en el que excluimos los contratos con precio de
mercado menor a $5. Resumimos los principales descriptivos de los datos en la Tabla 6.1.
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Variable Valor

Numero de opciones seleccionadas 181

Precio spot del indice (Sp) 7408.5
Tiempo al vencimiento (7') % ~ 0,3425
Tipo libre de riesgo (r) 4.3 %

Strike minimo 6300 (K/So=0.85)
Strike maximo 8500 (K/So=~1.15)
Volatilidad implicita minima 14.15%
Volatilidad implicita maxima 30.34 %
Volatilidad implicita media 20.84 %

Tabla 6.1. Estadisticas descriptivas de las opciones seleccionadas.
Fuente: elaboracion propia.

6.1. Calibracion de modelos

Realizamos la calibracion de los modelos minimizando la diferencia entre los precios
observados en el mercado y los precios tedricos generados por cada modelo. Para ello, se
consideré como funcién objetivo un error cuadratico ponderado definido como

)N: model d 2
odaelo mercado

wi (Cl — Ci ) 5

i=1

donde Clmarket representa el precio de mercado de la opcidn i, Clm"del el precio obtenido

mediante el modelo correspondiente y w; un peso inversamente proporcional al precio de
mercado de la opcién. Esta ponderacion nos permite evitar que las opciones con precios
elevados dominen completamente la calibracion y otorga mayor estabilidad numérica al
procedimiento.

En el caso del modelo de Black—Scholes, la calibracidn consiste unicamente en estimar la
volatilidad constante ¢, por lo que el problema de optimizacion resulta unidimensional.
Para los modelos de Heston y Vasicek—Heston, en cambio, la calibracién implica determinar
simultdneamente varios parametros relacionados con la dindmica de la volatilidad y de los
tipos de interés, tal como hemos detallado en los capitulos anteriores. Debido a la naturaleza
no lineal de la funcién objetivo y a la posible existencia de minimos locales, se empled
el algoritmo de optimizacion de Nelder—Mead (Virtanen et al., 2020). Este método resulta
adecuado en este contexto porque no requiere el cdlculo explicito de derivadas y presenta un
comportamiento robusto en problemas de calibracion financiera.

Con el fin de reducir el riesgo de convergencia a minimos locales y mejorar la estabilidad
del algoritmo, la calibracién de Heston y Vasicek—Heston la realizamos utilizando maltiples
puntos iniciales. En particular, construimos un conjunto de configuraciones iniciales
basadas en estimaciones aproximadas de la volatilidad implicita at-the-money, seleccionando
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posteriormente la solucién con menor error cuadrético.

Asimismo, durante la calibracién del modelo de Heston impusimos la condicién de Feller,
2k6 > o2, mediante una penalizacién en la funcién objetivo cuando dicha restriccién no
se satisface. Esta condicion garantiza que el proceso de varianza permanezca estrictamente
positivo y evita trayectorias degeneradas en las cuales la volatilidad pueda alcanzar valores
cercanos a cero. La imposicion de esta restriccion mejora significativamente la estabilidad de
la funcidn caracteristica utilizada en la valoracién mediante transformadas de Fourier y evita
comportamientos explosivos durante la calibracion.

En la Tabla 6.2 mostramos el valor de los parametros la calibrados para cada modelo.
Observamos que el valor de v/6 ~ 40.87% del nivel al largo plazo de la volatilidad es
considerablemente superior al observado en el mercado en la Tabla 6.1 con un méaximo de
30.34 %, al igual que la volatilidad de la volatilidad con un 58.6 %, un valor coherente lo que
suele ser en la literatura para indices bursatiles, entre 40 % y 60 % (Gatheral, 2011). También,
la correlacion entre el indice y la volatilidad es esperadamente negativa, debido a que las
caidas del mercado tienden a ir acompafiadas de aumentos de la volatilidad. En el modelo
VH, vemos que la velocidad de reversion es relativamente alta al tipo de interés al largo plazo
13 %, mientras que la volatilidad del tipo es baja, reflejando poca incertidumbre en el lapso
que consideramos.

Modelo Parametros calibrados SSE

Black—Scholes o =0.1560 107034.49
k=1.028, 6=0.1670, o, =0.586

Heston 0.14

p=-0592, vy=0.0014
Vasicek-Heston y=4.629, 1n/y=0.1300, o, =0.0063 0.14

Tabla 6.2. Parametros calibrados de los modelos considerados.
Fuente: Elaboracién propia.

Por otra parte, la Tabla 6.3 presenta los errores de calibracion de los tres modelos medidos
mediante el error absoluto medio (MAE), la raiz del error cuadritico medio (RMSE) y
el error maximo (MaxErr), todos expresados en porcentaje relativo al precio de mercado.
Los resultados muestran que los modelos de Heston y Vasicek—Heston producen ajustes
significativamente superiores al modelo clasico de Black—Scholes. En particular, ambos
modelos de volatilidad estocastica reducen de forma considerable tanto el error medio como
el error mdximo de calibracién, reflejando su capacidad para capturar la estructura no lineal
de volatilidad implicita observada en el mercado.

Podemos observar que el modelo de Heston obtiene el menor error absoluto medio, mientras
que el modelo Vasicek—Heston presenta un mejor error maximo. Este resultado indica que
la introduccién de tipos de interés estocdsticos produce unicamente una mejora marginal
respecto al modelo de Heston puro.

Por el contrario, el modelo de Black—Scholes presenta errores considerablemente superiores,
especialmente en opciones alejadas del dinero. Aunque la calibracién de la volatilidad
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constante permite reproducir adecuadamente los precios cercanos a la regién at-the-money,
el modelo es incapaz de adaptarse simultineamente a toda la estructura de strikes. Esta
limitacidn se refleja claramente en el error maximo del 85.97 %, correspondiente a opciones
profundamente out-of-the-money.

Modelo MAE (%) RMSE (%) MaxErr (%)
Black—Scholes 10.97 19.61 85.97
Heston 0.47 0.61 2.85
Vasicek—Heston 0.48 0.61 2.74

Tabla 6.3. Errores de calibracion de los modelos considerados.
Fuente: Elaboracion propia.

6.2. Valoracion de opciones europeas

Los resultados obtenidos para el precio de las opciones call europeas sobre el indice SPX
bajo los modelos de Black—Scholes, Heston y Vasicek—Heston se resumen en la Figura 6.1
y la Tabla 6.4, junto con sus respectivos errores relativos respecto a los precios observados
en el mercado. Las figuras fueron construidas utilizando la totalidad de los datos disponibles,
mientras que en la tabla se presenta una seleccion representativa de quince strikes. La Figura
6.1 muestra tanto la estructura de precios en funcién del moneyness como el comportamiento
del error relativo de cada modelo.

En términos generales, los tres modelos reproducen adecuadamente la forma decreciente de
los precios de las opciones conforme aumenta el strike, como puede observarse en la Figura
6.1(a). Sin embargo, aparecen diferencias relevantes en la precision de ajuste, especialmente
para opciones alejadas de la regidn at-the-money.

El modelo de Black-Scholes presenta un ajuste razonablemente preciso cerca de K /Sy ~
1, donde los errores relativos permanecen reducidos. No obstante, conforme aumenta el
moneyness, €l error crece rapidamente, alcanzando valores superiores al 80 % para opciones
profundamente out-of-the-money. Este comportamiento refleja la principal limitacién
estructural del modelo: la hipétesis de volatilidad constante impide capturar adecuadamente
la curvatura y asimetria presentes en la estructura de volatilidad implicita del mercado.

Por otra parte, los modelos de Heston y Vasicek—Heston producen un ajuste
considerablemente mas estable a lo largo de pricticamente todo el rango de strikes
considerado. Como podemos observar en la Figura 6.1(b), ambos modelos mantienen errores
relativos moderados incluso para opciones out-of-the-money, reproduciendo de manera
mucho mds precisa la pendiente de la curva de precios observada en el mercado. En
particular, el modelo de Heston logra una reduccion significativa del error méximo respecto
a Black—Scholes, confirmando que la incorporacion de volatilidad estocdstica es responsable
de una mejora significativa en la capacidad de ajuste.

Finalmente, el modelo Vasicek—Heston presenta un comportamiento muy similar al modelo
de Heston, aunque con errores ligeramente inferiores para strikes altos. La introduccién de
tipos de interés estocdsticos aporta mayor flexibilidad en la estructura temporal de descuento
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y permite mejorar marginalmente la precision de valoracion en regiones extremas del smile.
Sin embargo, las diferencias entre ambos modelos permanecen relativamente pequeiias,
resultado coherente con el andlisis de sensibilidad que comentaremos mas adelante, donde el
parametro o, mostrd un impacto reducido sobre la forma general de la volatilidad implicita.

K/Sy Mercado BS Heston VH ErrBS (%) ErrH (%) ErrVH (%)
0.880 1024.65 999.86 1026.78 1027.27 2.42 0.21 0.26
0.894 935.80 904.36 93297 933.45 3.36 0.30 0.25
0.908 840.60 811.79 841.12 841.59 3.43 0.06 0.12
0.923 751.00 718.65 747.39 747.84 4.31 0.48 0.42
0.937 668.00 638.00 664.79 665.23 4.49 0.48 0.42
0.952 579.85 55438 577.30 577.72 4.39 0.44 0.37
0.968 487.85 46994 486.61 487.00 3.67 0.25 0.17
0982 413.00 40236 412.02 412.38 2.58 0.24 0.15
0.996 341.70 34098 342.58 34292 0.21 0.26 0.36
1.011 27475 283.48 276.17 276.46 3.18 0.52 0.62
1.026 21630 23292 217.03 217.28 7.68 0.34 0.45
1.039 169.85 192.82 170.20 170.41 13.52 0.20 0.33
1.054 126.10 15485 126.74 12691 22.80 0.51 0.64
1.073 84.10 115.11  83.73 83.84 36.87 0.44 0.31
1.117 28.85 53.65 28.53 28.56 85.97 1.11 1.01

Tabla 6.4. Precios de opciones call europeas y errores relativos de calibracion.

(a) Precios de opciones call europeas

Fuente: Elaboracién propia.

(b) Error relativo respecto al mercado
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Figura 6.1. Resultados del precio de las opciones call.

Fuente: Elaboracién propia.
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6.3. Sonrisa de volatilidad implicita

Presentamos también en la Figura 6.2 la estructura de volatilidad implicita obtenida,
junto con las volatilidades reproducidas por los modelos de Black—Scholes, Heston y
Vasicek—Heston. Esta figura nos permite evidenciar una de las principales limitaciones
del modelo clasico de Black—Scholes que discutimos en Preliminares: su incapacidad para
reproducir adecuadamente la dependencia de la volatilidad implicita respecto al strike.
Como puede observarse, la volatilidad implicita de mercado no permanece constante respecto
al moneyness. Por el contrario, presenta una estructura claramente decreciente conforme
aumenta el strike. Aunque tradicionalmente utilizamos el término sonrisa de volatilidad,
en indices bursatiles como el SPX es mdas habitual observar una estructura asimétrica
con pendiente negativa, fendmeno que es mejor conocido como volatility skew. Este
comportamiento refleja que las opciones con strikes bajos incorporan mayores niveles de
volatilidad implicita debido a la mayor probabilidad percibida de movimientos extremos a la
baja en el mercado.

En consecuencia, el modelo de Black—Scholes produce una linea totalmente horizontal
correspondiente a una volatilidad constante cercana al 15.6%. Aunque dicha volatilidad
permite reproducir razonablemente las opciones proximas a la region at-the-money, el modelo
resulta incapaz de capturar la pendiente negativa observada en los datos reales. Esta limitacion
puede explicar el incremento de errores de valoracion para opciones alejadas del dinero
mostrado en la seccion anterior.

Por otra parte, tanto el modelo de Heston como el modelo Vasicek—Heston logran reproducir
adecuadamente la estructura decreciente de la volatilidad implicita. La incorporacion de
volatilidad estocdstica introduce una dependencia dindmica entre la volatilidad y el nivel del
activo subyacente, permitiendo generar de forma natural estructuras de skew. En particular,
el parametro de correlacion negativa p entre el movimiento browniano del precio y el de la
volatilidad provoca que caidas en el activo se asocien con incrementos de volatilidad, lo que

Sonrisa de volatilidad implicita

20 A \0\ e Mercado
g, ——- Black-Scholes (sigma=0.156)
194 — - Heston
—— Vasicek-Heston
184
17

16

Volatilidad implicita (%)

14

131

0.90 0.95 1.00 1.05 1.10
Moneyness

Figura 6.2. Volatilidad implicita de las opciones call europeas.
Fuente: Elaboracién propia.
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reproduce la asimetria observada empiricamente en los mercados bursatiles.

Podemos observar ademds que las curvas generadas por Heston y Vasicek—Heston
practicamente coinciden a lo largo de todo el rango de moneyness. Esto nos confirma que la
volatilidad estocastica constituye el principal mecanismo responsable de reproducir la forma
del skew, mientras que la incorporacion de tipos de interés estocasticos produce pequefios
ajustes en la estructura de volatilidad implicita.

Finalmente, estos resultados apoyan directamente el cambio estructural observado en los
mercados tras el colapso bursatil de 1987, discutido en el Capitulo 4. Antes de dicha crisis,
la hipétesis de volatilidad constante era considerada razonable en la practica. Sin embargo, el
comportamiento extremo de los mercados durante y después del crash evidencio la necesidad
de modelos capaces de incorporar volatilidad variable y distribuciones no gaussianas. La
aparicion sistematica de sonrisas y skews de volatilidad implicita constituyd precisamente
una de las principales motivaciones para el desarrollo de modelos de volatilidad estocdstica
como Heston y demds extensiones.

6.4. Analisis de sensibilidad

Comparamos las principales sensibilidades (las griegas) de las opciones obtenidas bajo los
modelos de Black—Scholes y Heston a través de la Figura 6.3, mientras que la Figura 6.4
analiza el efecto de distintos pardmetros sobre la estructura de volatilidad implicita.

Griegas: Black-Scholes vs. Heston
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Figura 6.3. Letras Delta, Gamma, Vega y Theta de los modelos Black—Scholes y Heston.
Fuente: Elaboracién propia.
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En primer lugar, la Delta presenta un comportamiento decreciente conforme aumenta
el moneyness, reflejando la menor sensibilidad de las opciones out-of-the-money frente
a variaciones del subyacente. La Gamma alcanza su maximo alrededor de la regién
at-the-money, donde pequeiias variaciones del precio producen mayores cambios en la Delta.
En Heston, la Gamma resulta mas suave y desplazada hacia strikes ligeramente superiores,
posiblemente consecuencia de la dindmica estocastica de la varianza y de la mayor dispersion
implicita en los retornos.

Por otra parte, la Vega refleja diferencias importantes entre ambos modelos. Mientras
Black—Scholes presenta sensibilidades elevadas y relativamente simétricas, Heston incorpora
parte de la incertidumbre directamente en la dindmica de volatilidad, reduciendo
significativamente la dependencia del precio respecto a variaciones marginales de una
volatilidad constante, en este modelo, particularmente porque oy, = 0.586 hace que la
perturbacion de oy afecte poco al precio normalizado.

La Theta, por su parte, es negativa en ambos modelos, indicando la pérdida de valor temporal
de la opcién conforme se aproxima el vencimiento. No obstante, Heston produce valores mds
negativos, especialmente cerca de la region at-the-money, debido al impacto adicional de la
volatilidad estocdstica sobre la evolucion temporal de la opcion.

La Figura 6.4 muestra como distintos parametros afectan la sonrisa de volatilidad implicita
bajo los modelos de Heston y Vasicek—Heston. En la subfigura (a), valores negativos de
p producen una pendiente negativa pronunciada (skew), reproduciendo el comportamiento

Analisis de sensibilidad de parametros
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Figura 6.4. Sensibilidad de los precios de la opcidn a diferentes parametros.
Fuente: Elaboracién propia.
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empirico de los indices bursatiles: a medida que p decrece de —0.5 a —0.9, la curva se mueve
en torno al punto ATM, elevando la volatilidad ITM y reduciéndola en la zona OTM. Para
p = 0.5 la pendiente se invierte, con volatilidad implicita creciente en el strike, caracteristico
de mercados donde las subidas del activo van asociadas a incrementos de volatilidad.

La subfigura (b) muestra que un incremento de 6y no produce una sonrisa mas curvada sino
una pendiente negativa mds pronunciada, pues con los parametros calibrados (p = —0.4) el
efecto de asimetria domina sobre el de curvatura. El nivel ATM permanece aproximadamente
constante (=~ 15-17 %), lo que indica que oy controla la forma de la sonrisa, no su nivel.

La subfigura (c) muestra que para vencimientos largos (7" = 12 meses) la volatilidad implicita
es mas alta y la pendiente mas suave, reflejando la reversion a la media de la varianza hacia
0. Para vencimientos cortos (T = 2 meses) la pendiente es més pronunciada, aunque la curva
colapsa hacia cero en la zona OTM (K /Sy > 1.05) debido a inestabilidades numéricas de la
funcién caracteristica con oy, = 0.586, y no a un resultado econémico.

Finalmente, la subfigura (d) muestra que las cuatro curvas de o, € {0.005, 0.02, 0.06, 0.12}
son practicamente indistinguibles. El elevado parametro de reversion calibrado (y = 4,6)
hace que el tipo de interés converja rapidamente hacia su media 1 /7, reduciendo el impacto
acumulado de o, sobre la valoracion. Ello sugiere que la mejora de Vasicek—Heston sobre
Heston proviene principalmente del ajuste del factor de descuento via el bono P(0,7T), y no
de la dindmica estocdstica del tipo corto.

6.5. Impacto del tipo de interés estocastico

La Figura 6.5 presenta la diferencia de precios Cyg — Cy para tres niveles de volatilidad
del tipo de interés (o, € {0.01, 0.05, 0.10}), permitiendo cuantificar directamente el impacto
de incorporar tipos de interés estocasticos en la valoracién de opciones europeas sobre el
S&P500.

El primer resultado destacable es que la diferencia es positiva en todo el rango de moneyness
considerado, lo que confirma que el modelo Vasicek—Heston produce sistematicamente
precios superiores a los del modelo de Heston puro. Este resultado refleja el efecto adicional
introducido por la incertidumbre en la estructura temporal de tipos: el bono cupén cero
P(0,T) bajo el modelo de Vasicek incorpora una prima de riesgo sobre el tipo de interés
que, al actuar como numerario en la medida forward QT del Capitulo 5, eleva ligeramente
el precio descontado de la opcion respecto al caso de tipo constante. Adicionalmente, este
efecto puede observarse incluso considerando solo la incertidumbre del tipo de interés en
comparacion con el modelo clasico de Black—Scholes (Abudy & Izhakian, 2013).

El segundo resultado destacable es que la diferencia es decreciente con el moneyness. Para
opciones ITM profundas (K /Sy = 0,88) la diferencia alcanza aproximadamente $0.49, $0.45
y $0.33 para o, = 0.01, 0.05 y 0.10, respectivamente, mientras que para opciones OTM
(K/Sop > 1.10) la diferencia es casi nula en los tres casos. Este patrén indica que el impacto
del tipo estocdstico es mayor en opciones con alto valor intrinseco, donde el factor de
descuento P(0,T) tiene mayor peso relativo sobre el precio total. Las opciones OTM, cuyo
valor proviene casi exclusivamente de la prima temporal, son menos sensibles al nivel del
tipo de descuento y por tanto menos afectadas por su aleatoriedad.

El tercer resultado, aparentemente contraintuitivo, es que la diferencia es decreciente con 0.
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031~ __ --- 0,=0.01

- ~< —-- 0,=0.05
T~ ~o — 0;=0.1

0.4
0.3
0.2

0.1 A

Diferencia de precio (VH - Heston)

0.0

0.90 0.95 1.00 1.05 1.10
Moneyness

Figura 6.5. Impacto del tipo de interés estocéstico sobre el precio de la opcidn.
Fuente: Elaboracion propia.

La curva con o, = 0.01 supera sistematicamente a la de o, = 0.10 en todo el rango. Esto se
debe a que una mayor volatilidad del tipo genera, a través del término de ajuste de varianza
(vh_call_approx en el c6digo), una tasa forward ry, implicitamente mas alta, lo que reduce
el precio de la call respecto a Heston en lugar de aumentarlo. En otras palabras, para valores
elevados de o, el efecto de descuento mas agresivo compensa parcialmente la prima de riesgo
de tipos, reduciendo la diferencia neta respecto a Heston. En cualquier caso, las diferencias
absolutas son pequeiias (inferiores a $0.50 sobre precios de entre $300 y $1000), lo que
representa un impacto relativo inferior al 0.2 % en la zona ATM. Este resultado nos confirma
que, para opciones sobre indices bursatiles con vencimiento a cuatro meses, la volatilidad
estocéstica es la fuente dominante de incertidumbre en el proceso de valoracion, y el tipo
de interés estocdstico actia como una correccion de segundo orden. El elevado pardmetro de
reversion calibrado (Y = 4.609) amortigua radpidamente las fluctuaciones del tipo corto hacia
su media de largo plazo 1 /7, limitando su influencia acumulada sobre el factor de descuento
durante el periodo de vida de la opcion.
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Capitulo 7

Conclusiones

Hemos estudiado en el presente trabajo el impacto de incorporar dindmicas estocdsticas en
la volatilidad y en los tipos de interés sobre la valoracién de opciones europeas, partiendo
del modelo de Black—Scholes como referencia clasica y extendiéndolo hacia formulaciones
mas flexibles y realistas. A lo largo de estos capitulos hemos desarrollado los fundamentos
tedricos de los modelos de Vasicek para el tipo de interés, Heston para la volatilidad y el
modelo hibrido Vasicek—Heston que integra ambas fuentes de incertidumbre.

La aplicacion empirica realizada con opciones call sobre el S&P500 muestra que el modelo
de Black—Scholes resulta insuficiente para reproducir los precios observados fuera de la
region at-the-money, con errores relativos maximos superiores al 85% y una incapacidad
estructural para capturar la pendiente negativa de la volatilidad implicita (volatility skew).
Esta limitacion evidencia que la hipdtesis de volatilidad constante no refleja adecuadamente
el comportamiento real del mercado, donde los inversores exigen primas de riesgo asimétricas
ante movimientos extremos a la baja.

La incorporaciéon de volatilidad estocdstica mediante el modelo de Heston mejora
notablemente el ajuste, reduciendo el error maximo al 1.11% y reproduciendo de forma
coherente la forma del skew. La extension al modelo hibrido Vasicek—Heston, que permite
tipos de interés negativos, aporta una mejora adicional aunque moderada, con un error
maximo del 1.01 %. Esta diferencia reducida es coherente con la rdpida reversion a la media
del proceso de Vasicek (y = 4.629), que limita el impacto de la incertidumbre sobre el factor
de descuento en vencimientos cortos (125 dias).

El andlisis de sensibilidad revel6 que los pardmetros mas influyentes en la sonrisa de
volatilidad son la correlacion p y la volatilidad de la volatilidad oy, mientras que la
volatilidad de los tipos de interés o, apenas modifica la estructura implicita en el horizonte
considerado. Por lo tanto, el trabajo ha permitido confirmar que las extensiones del modelo
de Black—Scholes mediante la inclusién de volatilidad estocdstica constituye una mejora
sustancial en la valoracién de opciones europeas, y que la incorporacién de tipos de interés
estocasticos aporta un refinamiento adicional. Ambos modelos, Heston y Vasicek—Heston,
resultan herramientas adecuadas para la practica profesional, siempre que se disponga de
una calibracioén cuidadosa y se tenga en cuenta la estabilidad numérica de sus funciones
caracteristicas.
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Apéndice A
Codigo

Haga click aqui para ver los cddigos empleados en el trabajo: Codigo de Wolfram
Mathematica y Python.
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