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Abstract

We are currently facing many difficulties with the economic crisis that has destroyed
both the financial and labour markets. Because of this I have decided to enter the fi-
nancial sector once I have completed my mathematics degree, and try to understand the
complexities and learn the secrets of this sector. When thinking of the different financial
stocks and options you cannot ignore the Black-Scholes equation, which is for many the
most important factor in economic development, and for which Robert C. Merton and
Myron Scholes received the Nobel prize for economics in 1997. Here we derive and solve
this equation. Our work is based on the valuation of financial options, specifically the
Call and Put options. In order to value these options we use the Black Scholes parabolic
partial differential equation. We derive this equation in three different ways. The first uses
instantaneous replication, the second the “risk price” of the market and the final method
calculates the forward price. We present also three distinct methods to solve it. The first
two are based on the resolution of the Heat Equation, as the Black-Scholes Equation can
be transformed to this using an apropriate change of variables. The third derivation uses
the Mellin transform. Finally we give a numerical solution using a finite difference method.
Obviously, before we derive the equation, we must first define and explain the financial
and mathematical concepts needed to derive, solve and interpret the equation. From this
we can also introduce the Heat Equation and the Fourier Transform. Finally to finish we
present a C program which calculates the price of a Call and Put options.
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1 Introduccio

A principis del segle XX existien models per calcular el valor dels derivats financers, perd aquests
no eran molt precisos i aix6 provocava un gran error entre el valor calculat pel model i el valor real
negociat en el mercat. Evidenment |'equacié de Black-Scholes va ser una gran innovacié financera.
El 1969, Black i Scholes ja havien concebut |'equacié del preu “sense arbitratge” que s ha de pagar
pel dret a comprar o vendre un derivat financer depenent de caracteritzacions particulars i del temps
pactat préviament. L'article va ser publicat al Journal of Political Economy el 1973.

Suposem que hi ha dues persones A i B que acorden llancar un moneda de manera que si el resultat
és cara A paga 1 euro a B, i si el resultat és creu, A no paga rés a B. Llavors, quant ha de pagar
B a A per a qué jugui amb ell? La resposta és 50 centims, tenint en compte que hi ha la mateixa
probabilitat de que surti cara que creu.

Suposem ara que la quantitat a pagar no es basa en el resultat de llancar una moneda al aire siné
en la cotitzacié d'una determinada accié a la borsa, o sigui, si per exemple tenim una accié que
avui val 1 euro i que dema pot valer 3 euros o 50 centims, llavors si el preu puja A ha de pagar 1
euro a B isino A no ha de pagar rés. En principi sembla que per fixar el preu caldria estimar la
probabilitat p de que I'accié pugi i establir com a preu simplement p euros. Aixi ens trobem amb
una curiosa irregularitat. Suposem que p = 0,5. Llavors si B paga 50 centims a A per jugar, A pot
seguir |'estrategia segiient. Amb els 50 centims que li donaB pot comprar mitja accié. Si l'accié
pujar a 3 euros A tindra 1,5 euros a la cartera, dels quals haura d'utilitzar 1 euro per pagar a B, i
si | “acci6 baixa A tindra 25 centims i no haura de pagar res a B. Evidentment A sempre guanya, i
B ho sap. Llavors A hauria d'acceptar cobrar un mica menys per jugar. El preu just és 0,2 euros.
En efecte, si B paga 0,2 euros a A, A pot demanar en préstec 0,2 euros i comprar 0,4 accions
(aix6 es diu estrategia de cobertura). Llavors si |“accié puja a 3 euros A tindral euro per pagar a
B i 0,2 pe tornar el préstec. Si|”acci6 baixa a 0,5 euros A tindra 0,2 euros, just el que necessita
per recuperar el préstec. Veiem que aquest és el resultat d'un sistema de dues equacions amb dues
incognites (les accions que comprem vy els diners que demanem en préstec). En el mon real, les
possibles cotitzacions d'accions no sén dues siné un namero gran que podem considerar infinit. En
aquest cas la cobertura s’ha de fer de manera més o menys continuada en el temps, comprant i
venent continuament accions i possiblement prestant o demanant préstecs. Aquest pas al limit del
comportament de cobertura és el que es diu Teoria de Black-Scholes i va ser desenvolupada per
Robert Merton, Fischer Black i Mayron Scholes el 1973. Scholes i Merton van guanyar el premi
Nobel d'Economia en 1997 per aquesta teoria. La teoria es concreta en la equaci6é en derivades
parcials que estudiarem en aquest treball.

1.1 Biografia

1.1.1 Fischer Black



Figura 1.1: Fischer Black (1938 — 1995)

Va néixer I'11 de gener de 1938 a Washington i va morir el 30 d’agost de1995 a Nova York. Es va
doctorar en Matematiques a Harvard el1964. El 1971 va comencar a treballar a la Universitat de
Chicago i després va passar a treballar a I'Escola d'Administraci6 Sloan del MIT, a Massachusetts. El
1984, va entrar a Goldman Sachs, on va treballar fins a la seva mort. El 1997 Myron Scholes i Robert
Merton van rebre el Premi Nobel d'Economia pel seu treball historic sobre el desenvolupament de

I'avaluaci6 d’'opcions, i en el qual Black va participar. Black havia mort el 1995. En I'anunci de la
concessio, el comité Nobel esmenta el paper prominent de Black.

1.1.2 Myron Scholes

Figura 1.2: Myron Scholes (1941)

Va néixer I'l d'juliol del 1941 a Timmins, poblacié situada a |'estat canadenc d'Ontario.Va estudiar
Economia a la Universitat McMaster de Hamilton, on es va graduar I'any 1962. Posteriorment
es trasllada a la Universitat de Chicago, on realitza un postgrau el 1964 i el doctorat I'any 19609.
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Actualment és professor d'Economia a la Universitat de Stanford. Interessat igualment que Robert
Merton en els derivats financers, al costat d'aquest i de Fisher Black, va desenvolupar el model Black-
Scholes, que va permetre el gran desenvolupament de la utilitzacié d'aquests instruments financers.
L'any 1997 fou guardonat, juntament amb Robert Merton, amb el Premi Nobel d'Economia pels
seus estudis econdmics sobre els derivats financers.

1.1.3 Robert C. Merton

Figura 1.3: Robert C. Merton (1944)

Va néixer el 31 de juliol del 1944 a la ciutat de Nova York. Es va llicenciar en Enginyeria Matematica
a la Facultat d’Enginyeria i Ciéncies Aplicades de la Universitat de Columbia, va fer un Mestratge en
Ciéncies a I'Institut de Tecnologia de California, i el doctorat en Economia a I'Institut de Tecnologia
de Massachusetts el 1970 sota la direccié6 de Paul A. Samuelson. Després va entrar a I'Escola
d’Administracié Sloan del MIT, on va ensenyar fins a 1988. Posteriorment es va traslladar a la
Universitat de Harvard, on va ensenyar fins el 1998. Merton va ajudar a introduir el calcul estocastic
en I'economia financera, fet que va permetre que el comportament dels preus fos descrit amb el
llenguatge precis de la probabilitat. També va aplicar la teoria del control optim per a trobar les
regles amb les quals els agents econdmics troben la distribucié optima en les seves carteres. El
1997 junt amb Myron Scholes va rebre el premi de Nobel de Economia, pel seu treball historic de
determinar el valor dels productes finacers derivats.



2 Conceptes financers necessaris

2.1 Tipus de Interés
2.1.1 Interés Simple

Donada una taxa d'interés anual 7 i donada una quantitat inicial de 1} euros, al cap d'un temps ¢,
mesurat en anys, es té la quantitat de V' = V(1 + r)" euros.

2.1.2 Interés Compost

Donada una taxa d'interés anual r i donada una quantitat inicial de V{ euros, amb interés compost
n vegades, al cap d'un temps ¢, mesurat en anys, es té la quantitat de V' = V(1 + %)"t euros.

2.1.3 Interés Continu

Si fem tendir n a infinit, obtenim la formula d’interés continu V' = Vje™.

2.1.4 Taxa anual del pagament d'un actiu

Observem que r és la taxa anual continua del benefici d'un actiu V' amb preu inicial V4 i preu V; a
I'instant ¢, és a dir, r = %ln(%)

2.2 El mercat de futurs i opcions
2.2.1 Contractes a termini o "forward”

Un contracte a termini és un contracte per vendre o comprar un producte en un cert instant
determinat de futur a un determinat preu. Es negocien en mercats no regulats (“over-the-counter”).

4 La posici6 llarga ("long position™) accepta comprar i la posicid curta (“short position”) accepta
vendre.

¢ Estan obligats a realitzar la transacci6 i no es paga cap prima inicial.

¢ El contrari és un contracte al comptat ("spot”) en el que la transacci6 té lloc en el instant actual.

Exemple. Un comerciant es compromet comprar-li a un agricultor 10 tones de collita de patates
a 0,2 euros/quilo 6 mesos després de signar el contracte.

2.2.2 Contractes de futur

Un contracte de futur és equivalent a un contracte a termini perd es negocia en un mercat regulat
que especifica les condicions dels contractes. Hi ha molts mercats que organitzen contractes de futur
en diferents llocs del mén. Als Estats Units es troben els dos més grans que son el “Chicago Board
of Trade” (www.cbot.com) i el “Chicago Mercantile Exchange” (www.cme.com). Els més grans
d'Europa sén el “London International Financial Futures and Option Exchange” (www.liffe.com) i I
“Eurex”(www.eurexchange).

Exemple. Un inversor acudeix al CBOT i demana a un broker comprar un contracte 5 tones de
ferro pel mes de setembre. El preu resultant serad consequencia de |'ajust entre |'oferta i la demanda
que apareixen en el CBOT.



2.2.3 Contractes d’opcions

Una opci6 és un contracte que dona el dret a comprar, si és una opcié de compra (“Call”), i dona
el dret a vendre, si és una opcié de venda (“Put”), una quantitat de béns (“underlying”) a un preu
determinat ("strike price”) abans de o en una data de venciment determinada ("expiry date”).

Propietats del contracte d’'opcions:

& Per obtenir el dret, el posseidor ha de pagar una quantitat determinada (“option price”).
4 Hi ha molts tipus d’opcions. Alguns son:

. Europees: Nomeés es poden exercir en la date de venciment.

. Americanes: Es poden exercir durant tot el periode que dura 'opcié.

. Barreres: Aquests tipus d'opcions depenen de que I'actiui assoleixi el preu barrera, com les “knock
out”, que quan assoleixen el preu de barrera deixen de valer. També hi ha les “knock in" que tenen
valor si assoleixen el preu de barrera. Un altre exemple sén les “cap” que sén europees i que en cas
d'assolir el preu de barrera |'execucié és obligatoria.

. Basquet Option: S6n opcions sobre un conjunt de actius.

Altres conceptes importants que farem servir en el treball sén:
¢ Actius: Sén qualsevol bé comercialitzable en un mercat financer.

¢ Cartera: Es un conjunt d’actius financers (accions, opcions, bons, futurs, etc.). Es modelitza
com un vector V€ R™ amb n € N, tal que cada coordenada i del vector representa la quantitat
d’actius del tipus 7.

& Mercats: Sén els llocs on es realitzan les transaccions financers, i estan dividits en diferents arees
depenent dels actius que es comercialitzen.

¢ Derivat: Es un bé tal que el seu valor depén d'altres bens (els subjacents). Per exemple, les
opcions sén derivats.

¢ Arbitratge : Es una operacié que assegura guanyar sense tenir cap risc. Per exemple, guanyar
diners sense haver invertit abans. Se suposa que els arbitratges no sén possibles en els mercats
eficients.

Exemple. Considerem la final del mundial Espanya-Alemanya. Evidentment hi ha dos resultats
possibles: F i A . Suposem que hi ha apostes a Madrid i a Berlin, i el resultat per cada 100 butlletes
és el segiient:

Berlin Madrid
FE 40 5%)
A 60 45

Observem que en aquest cas hi ha sempre una possiblitat de guanyar. Si aposto a per A a Madrid
i b per E a Berlin, amb a + b = 1, el meu saldo sera

b
076;5 — 1, st guanya E (),_4 — 1, si guanya A.



Hi ha parells (a, b) per als quals les dues quantitats sén positives. Per exemple a = 0,53 i b = 0.47
valen 0.18 cada una. L'existencia d'aquestes oportunitats es diu arbitratge.

® Dividends : Es la xifra dels diners, fixa o variable, que paguen molts actius.

¢ Planquejament : Es una técnica per invertir mitjancant la qual s’augmenta la rendibilitat de la
inversi6 a costa d'un augment considerable del risc.

Les segiients condicions s’han d’especificar en els contractes tant de Put com de Call:

. El subjacent S: Es I'actiu amb risc que pot ser comprat o venut

. La mida del contracte: El numero d'unitats del subjacent reflectides en el contracte.

. El preu del exercici K: El preu amb el que el subjacent ha de ser comprat si s'exerceix |'opcid.
. La data del contracte: La data en la que se signa i es paga el contracte.

. Data de venciment: La data en la que I'opcié veng o expira.

. Tipus: Europea o Americana.

. La prima: El preu pagat pel contracte.

¢ Valor d'una opcié Call a venciment:

Ciy = max{S; — K,0},S; és el preu del mercat en el instant ¢.
. Si l'opcid és americana, llavors 0 <t < T.

. Si l'opci6 és europea llavors T' =t

. T és el temps de venciment de I'opcié.

¢ Valor de una opci6é Put a venciment:

P, = max{K — S;,0},5; és el preu del mercat en el instantt.
. Si l'opcié és americana, llavors 0 <t < T.

. Si l'opcié és europea llavors t = T.

. T és el temps de venciment de |'opcié.

Exemple. Un empresari adquireix avui una opcié de compra de 100 acccions de Telefénica per 15
euros, que la pot exercir al cap de tres mesos.



3 Conceptes matematics necessaris

3.1 Les distribucions Normal i Lognormal

Els preus es descriuen mitjancant un model estocastic. En aquest treball ens centrarem en el model
lognormal.

3.1.1 La distribucié normal

Es diu que una variable aleatoria real X té una distribucié normal amb mitjana ;1 € R i varianca
o > 0 si la seva densitat és la segiient:

2mo

S'escriu X ~ N(u,0?) i la seva esperanca i la seva variancia son

EX)=p i V(X)=o0>

3.1.2 La distribucié lognormal

Es diu que una variable X positiva és lognormal si el seu logaritme, In X, és normal. La seva densitat
és

3.2 Moviment Brownia o procés de Wiener

En 1906 Louis Bachelier va introduir un model del moviment Brownia (observat a la Natura per
Brown el 1826) per modelar les fluctuacions dels preus de la Borsa de Paris.

El procés de Wiener IV definit a l'interval (0,7") és un procés estocastic que compleix les propietats
seglents:

LW (0)=0
.Vt > 0,Vh > 0, la variable W (t + h) — W(t) és independent de W ().
. Vt > 0,Vh >0, la variable W (t + h) — W (t) ~N(0, h)

9



3.3 Moviment Brownia Geomeétric

Definim el moviment Brownia Geométric com el procés S(t) tal que S(t) = SpeX®, on X(t) =
pt+oW(t) i S(0) =Sy > 0 és el valor inicial. Aquest model ens servira per descriure la distribuci6
de probabilitat dels preus d'un actiu.

3.4 Lemma de It

Aquest lemma és una versi6 estocastica del teorema fonamental del calcul.

Sigui W un procés de Wiener. Sigui G = G(z,t) € C*!'(Rx[0,00)) . Llavors es té

oG oG 10°G

3.5 Transformada de Fourier

La transformada de Fourier és un operador, que sota certes hipotesis, ens permet tranformar una
equacié amb derivades parcials en una equacié diferencial ordinaria.

Definicié. Sigui f € L(R"). Definim la transformada de Fourier de f com

~

f&) = [ flx)e " dx
.

~

L'operador de la transformada de Fourier el notem per F’, de manera que F(f) = f.

Teorema. Formula d’inversié de Fourier.

Sigui f € L'(R") continua i acotada i sigui f € L'(R")

Aleshores

Denotem per Fflaquest operador.
Demostracid. Sigui B(x) una funcié continua tal que 3(0) =1, |3(z)| < ¢, 8,8 € L'(R") i

| By = my



Un exemple d’aquest tipus de funcions és () = [[ B;(x;), amb B;(z;) = e~1ol

Considerem ara la integral

ra) = [ seafoeac= [ s ([ rwetag)a o)

R Rn

Com que és integrable, pel Teorema de Fubini, alternem |'ordre de la integracié.

Aleshores

ra)= [ ([ st i) sy
n Rn
Fent el canvi de variable £ = 7, llavors tenim

o) = [ Ay

€)m €

i amb el canvi t = % , tenim

~

fe(x) = - B(t) f(z + te)dt

Com (3 € L*(R™) i f és continua i acotada, llavors fent servir el Teorema de Convergéncia Dominada
tenim que

lim fo(z) = | B(t)f(x)dt = (2r)" f(x)
e—0 Rn
Aplicant un altre cop el Teorema de Convergéncia Dominada a (1), tenim

lim f(z) = [ f(€)e"dg

R"L
Corol-lari. 5i f=4q, aleshores f = g.
Demostracid. Si f = §,—> (f —¢g) = 0 aplicant la formula d'inversié de Fourier, tenim que
f=g. O

Proposicio. Propietats de la transformada de Fourier.

Sigui f,g,h € L'Y(R™) i F I'operador de la transformada de Fourier. Es té:
1. Linealitat.
Si f = ag+ Bh,

F[f] = Flag + Bh]

11



2. Translacions.

Sia € R”,

3. Escala.
Si h € R~{0},

4, Derivades.

5. Conjugacio.

6. Dualitat.

Flf(x—a)]=e""¢f,  Fle"f] = f(¢—a)

Sih(z) = f(z), aleshores h(€) = f(—¢€).

Si h(z) = f(x), aleshores h(€) = f(—£).

Definicié. de convolucié

Donades dues funcions mesurables i definides sobre R", es defineix I'operador de convolucié com

quan esta bent definit.

(fxg)(x) = . fW)g(z —y)dy

Teorema. de convolucid

F(fxg)=1f.g

Lema. Riemann-Lebesgue

Si f € L aleshoresf (&) — 0, quan [¢] — oo

Aquest lema ens permet demostrar que la trasformada de Fourier és uniformament continua.

En aquest treball farem servir la transformada de Fourier per resoldre |'equacié de Black-Scholes.
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3.6 L’Equacié de la Calor

L'Equacié de la Calor és una equacié amb derivades parcials molt important. Va ser proposada per
Fourier el 1807. Aquesta equacié descriu la distribuci6 de la calor en un regié determinada al llarg
del temps o I'evolucié de la temperatura en un cos solid.

L'equacié és la segiient:

B
u(z,0) = up(x)

{ Ngu = 2 en el domini R" x [0, T
onuc C?* perx € R", iu e Clpert €[0,T]i A, :6‘9—22 + 86—22 R 8‘9—22 és |'operador Laplacia.
7 x5 T2
En aquest treball ens restringirem al cas n = 1.
Per tant com que tenim que u,, — u; = 0 aleshores F'(uz, —u)(§) =0

Llavors aplicant la propietat de derivacié obtenim el segiient:

@t(gv t) + 5212(5’ t) =0

ﬁ(gv 0) = ﬁo
o sigui

ﬁt(ivt) 2

aen — S

u(fa 0) = Ug

Per tant integrant entre 0 i ¢ tenim la solucié
~ ~ _¢2
a(E,t) = ag(&)e "

| per tant aplicant el teorema d'inversié i el teorema de convolucié de Fourier obtenim,

teo _(e—s)?

up(s)e” 4 ds

) = Faol©)e ) = [

—o (4mt)2

3.7 La Volatilitat

La volatilitat és la desviacié tipica de la variacié del creixement del preu. També la podem definir
com la rao del canvi en el preu d'un actiu subjacent. Com la taxa d’interés, representa una taxa de
retorn, perod difereix de la taxa d'interés en el fet de que els interessos acumulen una taxa positiva,
mentre que la volatilitat representa una combinacié de retorns positius i negatius.

Exemple. Si invertim diners amb una taxa de interés fixa, amb el temps s’incrementara, en canvi
si invertim en un actiu subjacent amb o # 0 el valor del actiu pot baixar o pujar, o sigui hi ha risc
de perdre els diners en el futur.

13



Hi ha diferents definicions de volatilitat:

3.7.1 La Volatilitat historica

La podem calcular fent servir un registre dels moviments del preu de les accions. El preu de les
accions el podem observar en intervals fixos de temps (dia, setmana,...etc). Suposem que tenim
n + 1 observacions. Sigui S; el preu de les accions al final de l'interval 7 (i = 0,1, ....,n). Sigui 7 la
duraci6 de l'interval del temps en anys. Definim

on u és la mitjana de u;.

La desviaci6 tipica de les u; és o+/7, i per tant s és I'estimacié de o+/7 . Aleshores, si anomenem
0 a l'estimaci6 de o tenim

3.7.2 La volatilitat implicita

Considerem la férmula de Black-Scholes amb o com a parametre lliure i considerem un derivat que

cotitza en un mercat. lgualant la férmula al preu observat C2% d'aquest derivat i aillant o obtenim

el que s'anomena volatilitat implicita. Si anomenem I a la volatilitat implicita, satisfa I'equacié

Cps(t, K, T,I) = C%3

4 Tres maneres de deduir I'equacié de Black-Scholes

Per obtenir I'equacié fem servir el segiient:

a) El procés de preus S; d'un actiu, que suposarem que es comporta com un moviment brownia
geométric, és a dir, que satisfa I'equacié diferencial estocastica

d—St = udt + odW;
St

14



b) Un compte bancari sense risc que satisfa I'equacié seguent:

dBt = rBdt
amb By = 1. El parametre r és la taxa d'interés, que suposem constant.

c) Una opci6 Call tal que

Cr =max{Sr — K,0}

d) No hi ha oportunitats d'arbitratge

4.1 Primera manera (replicacié instantanea)

Construim una cartera amb z unitats de I'actiu S, i y unitats de diners en el compte bancari. Llavors,
a l'instant ¢ la nostra cartera tindra el valor,

Vi =25, + yi By

Imposem que V¢t el preu de la cartera i del Call siguin idéntics, i també que no es pot agregar o
treure diners a la cartera (condicié d'autofinangcament). Llavors considerem l'interval [t,t + dt] i
suposem que las unitats x; i y; no es canvien en aquest interval. Per tant I'evolucié del preu del
derivat depén només de la variaci6é del preu de |'actiu i el creixement del compte bancari. Un cop
som a l'instant ¢ + dt modifiquem els pesos de la cartera, peré sense canviar el valor total de la
cartera o sigui fent el segiient:

. Si treiem alguna cosa del banc ho fem per aumentar la nostre posici6 en el actiu i viceversa.

. Si venem una part de la nostre posicié en |'actiu, las dipositem en el banc.

Aleshores tenim el segiient:

Vi = xSy + yi By (1)
Vitar = 24Sevat + Yt Biyar =

= TyratSttdt + YirdatBitar (2).

15



Fent la diferéncia entre els valors en temps ¢ + dt i t obtenin el seglent:

Vivar — Vi = 2Sivar + Yt Beyar — ©0St — ye By

d‘/; = i[ftdSt + ytdBt-

Fent servir el model tenim,

d‘/; = I’tst([tdt + CTth) + ytTBtdt =

= (xtStu + ytTBt)dt + O'.TtStth (3)

El preu de I'opci6 és una funcié del preu de I'actiu i del temps.

Aplicant el Lemma d’lto a la funcié C(S;, t) tenim el segiient:

oc dC | 0* P*C e,

Perqué la (3) i la (4) siguin iguals s'ha de complir

C(St7 )

dc

ds (St> )

Ty =

De (1) tenim

dC
Y = B;l(V,; StdS (S, 1)).

Sabent que V; = C(S;,t). Llavors

dC
Y = Bt_l(C(Su t) — StdS (S, 1)).

També les parts multiplicadas per dt de (3) i (4) han de ser iguals. Per tant

oC ac 29%C

ot THSg ds SEUQ 052 = Sy + Y By
= %(St,t)b’u + B H(C(S,t) — St%(st,t)]TBt
gg@f’ £)Spu+[C(Si,t) - Stgg(st,t)]r
—
X 700 s e

que és |'equacié de Black-Scholes.
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4.2 La segona manera (el preu del risc en el mercat)

Apliquem el Lemma d'It6 a la funcié de preus del Call a (4) i dividim les dues parts per C; = C(S;, 1)
. Obtenim el segiient:

d
% — A(Si, t)dt + B(S,, )dW,, on
t
1 0C oC % 9*C
A = —(— - 27 7 ¥
(Sbt) Ct(aS+MStaS+St 2 852>
S, 0C
B(Si,t) = o2t
(St7 ) UOt aS
Fent servir que ds—stt = pdt + odW;, podem eliminar el risc de la manera segiient:

dOt dSt . _ H
B(St,t)ct O'St B ( O'>dt

Llavors la cartera (sense risc) que hem construit és

Vi = 2,Cy — Sy, on

Tt =

B(S;,t)Cy’

1

yt:U_St’

per a l'interval [t, ¢ + dt].
Llavors la cartera a l'interval[t,t + dt], ha de créixer com un compte bancari., Per tant tenim el
seglinet,

1 1

dVy = Virdt = (2,Cy — y,.Sy)rdt = (B rdt

t g

A(Si,t) 1
(B(St,t) -2 (B(S, t)

Si no fos axi, es permetria guanyar sense risc (hi hauria oportunitats d'arbitratge).

De la igualtat anterior tenim la identitat segilient:

AL —r _p-r_
B(St,t) N g N

17



on \ és I'anomenat preu del risc de mercat i representa I'excés de rendibilitat per sobre la taxa lliure
de risc r, per unitat de volatilitat assumida. Evidentment la informacié més important que ens dona
aquesta relacié és que la rendibilitat esperada depén de la seva volatilitat, és a dir:

A(St, t) =r+ )\B(St, t)

Llavors sabent que

1 0C oC 20%C
A(S, 1) = =(Z2 P22 O
! S, 0C
— oot
B(St,t) —0'005,
tenim que
1, 0C oC ,020°C B S, 0C
clag THogg t o3 a5 =Tt G g
I per tant
oC oC oC o? 0?°C
-~ —— —XoS— + 8P — = (.
g5 THbigg T ASigg TG 5gr = ¢

Finalment, sabent que A = %=~ tenim I'equacié de Black-Scholes.

4.3 La tercera manera (replicacié del preu’forward”)

Considerem una cartera formada per x unitats del actiu y y unitats invertides en un bo cupé zero de
venciment 7. Es tracta de un instrument financer que paga una unitat monetaria en temps 7' i tals
que es seu preu inicial el denotem per P(0,T). Per tant com que suposem tipus d’interés constant,
el preu del bo ve donat, a cada instant ¢ pel preu

P(t,T) = BB, =e "™,

Ara construim una cartera de z; unitats del actiu S; i y; unitats del bo P(¢,T).

Tenim
Vi =xSy + y P(t,T).

| en temps ¢ + dt, sabent que la cartera és autofinanciada tenim,

Vitar = 2pSirar + ye P(t + dt, T).

Dividint per P(t + dt,T') tenim:
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Vitat

Plitar,T) T

Virdt . Sitat
P(t+dt,T) P(t+dt,T)

Observem que son el preus “forward” de la cartera i de I'actiu subjacent a

temps t + dt

En general, definim els preus forward a temps ¢ com

V;
U Pa Ty
S,
F, = ’
' P(,T)
Aleshores tenim
Ui = x By + yy,

Uivar = velopar + Yy

dUt = JitdFt. (’l)

Per tant el que fem és eliminar els diners invertits pel bo canviant el preu del subjacent pel seu preu
forward.

Per replicar per tot instant ¢ hem de tenir el seglent:

dUt - dé(Ft,t), (ZZ)

on C és el preu “forward” del call:

o(F, = & If(’t TT)J; u?)

Apliquem la condici6 de replicacié, segons (i) i (ii) tenim:

dC(Ft,t) == ZL’tdE
Tenim també
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dF, = d(e"T7Y8))

= —T’Ftdt + eT(T_t)dSt

= Fi((p — r)dt + odW,).

Aix6 vol dir que el preu del “forward” del subjacent segueix el mateix moviment Brownia que el preu
spot Sy, peré amb deriva i — 7.

Llavors aplicant el Lemma d'lté obtenim el segiient:

5 ~ ~ 2 927 ~

= 2 Ly (0 — r)dt + odWy).

Imposant que x; = % , la part estocastica és idéntica i per tant

oC oC 0% 0*C oC
o TG TRy g = e DGR
Finalment,
oC o? 9*C
— 4+ F—— =0,
ot Tt or 0

Per tant obtenim I'equaci6 de Black-Scholes amb condicié final:

~ C’S—T7T
C(Fr,T) = (@ 1)

AU C(Sy,T) = C(Fp,T).
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5 Resolucié analitica de I'equacié de Black-Scholes

5.1 Primera manera de resoldre I'equacié de Black-Scholes (mitjan-
cant I'’equacié de la Calor)

Resolem |'equacié per un Call europeu. Tenim la segient equacié de Black-Scholes:

©LGEIG =0 W
C(S,T) = max{S — K,0}, Condici6 final (t =T)
C(0,t) =0, Condici6 inicial
limg 0o C(S,t) = 00
Veiem que aquest sistema depén de 4 variables o pardmetres, i que sén:
. La volatilitat o.
. El temps de venciment T'.
. El tipus d'interés 7.

. El preu d’exercici K.

Per trobar la solucié fem els canvis de variables segiients:

S—Ke', 7= %U‘Z(T —Y), S = KV(x, 7).
Ara calculem les derivades parcials:
ov__2oc v _ 100
or Ko? ot’ or K0S~

77~ Ko a5

Aplicant aquests canvis a la condicié inicial tenim:

o*v 1 9*C _, oC 10°C , OV
— 5"+ —=09) = K&SQS +%.

1
V(z,0) = =C(S,T) = ?mc’m{S — K,0} = maxz{e” — 1,0}.

=] =

De S = Ke”, tenim z = In(2). Fent servir la regla de cadena obtenim el segiient:

9z _ or 4 0T __1,
oS ’ ot 2

9C _0oCor 0o _ 1, 0V
o orot Toror . 27 “or

oc  0C or 8(] or 1 0oV  _ 0V

98 " 9r0S Toras SV or "¢ ox
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0_V+ _$82V)_ 6_2"’”(02‘/_8_‘/)
oxr ¢ or2’ K ‘0x2 Oz’

Ara substituim aquestes equivaléncies a I'equacié i obtenim,

1 oV 1le 2 9°V oV oV
KV = —Zg2K=—— 4+ = b Y 7 B —x 7 e
PRV = =g K+ 5 (Gar — g )T e Hre g Ke
Aleshores dividint per K tenim,
1,0V 1, BV V. ., V.
e Y = A AR P
Aeshores
1,0V B 1.,0°V 0V 9 oV
3%~ VG T w) T e
1
8_V — —2rvV + (82V _ a_v) + %a_v
or o2 or? Oz o2 0x’
Finalment

ov. PV 2r ov. 2r
o o TGV T Y

Pel que fa les condicons de contorn tenim:

C(S,T) = Kmaz{(e® — 1),0},

i per tant

V(z,0) = maz{e® — 1,0}.

D'altra banda com que lim,_, ., e* =0,

C0,t) = K lim V(z,7)=0, V.

T—r—00

Ara agafem A = 2; per poder simplificar la notacio.

Aleshores el nostre nou sistema és el segiient:
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2
V=T +(A—1L -V
V(z,0) = maz{e” — 1,0}
lim, oo V(z,7) =0
lim, o V(z,7) = 00
Veiem que aquesta nova equacid té un unic parametre \.

Fem un nou canvi de variable per eliminar els termes de menor ordre:

V(z,7) = ey, 1)

Ara reescrivim tot en funcié del canvi de variables:

a_v — €ax+bTbU(.T, 7_) + eax—f—b'rau(x?T) — ea”bT(bu(x,T) + 8u(:€, 7—))
or or or
av __ _ax+br ax+br 8’&(1‘, T) ___ax+br 8U(ZL’, T)
5 = ¢ au(z,T) + € € (au(z,7) + B )
aV ax+bt aU(ZL‘, T) ax+bt Bu(x, 7-) 82u(x, 7—)
preial a(au(x, ) + 5 )+e (a e + 52 )

ou(x, 1) n Ou(x,7)

— ar+br( 2 )
e (a*u(z,7) + 2a 9 902 )
Substituint a |'equacié obtenim el segiient:
ou(x, )
ax+br )
e (bu(z, T) + 57 )
ou  0%u ou
— pazr+br( 2 20— -1 ax+br N ax+br
e (a*u + aax+8x2>+(>\ Je (au+ax) e u
—
ou  0*u ou ou
2
(a U—FQCL%—F%)—F()\—D(QU—F%)—)\u:bU‘l—E
—
0%u ou ou ou
SIS W Nt Y PdaIA ~Dau — M —bu = ==
8x2+(/\ )8x+ aax+au+(>\ Jau — Au — bu 5
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Sabent que a i b son arbitraris, podem imposar:

Substituint aquests valors a I'equacié, obtenim I'equacié de la Calor:

Pu _ u
ox2 ~ Or

u(z,0) = mdx{e%m — T, 0}
lim, , o u(xz,7) =0

lim, o0 u(z, 7) = 00

Observem que u(z,0) > 0 si i només si > 0. Aleshores,

P A siz >0

La solucié de I'Equacié de la Calor ve donada per

u(z,T)

1 /+°° ()¢ ) J
21T J_ oo 0

Ara aillem la soluci6 del nostre problema original i fem un altre canvi de variable:

i

= s dS:\/gd
Y J2r Y

1 Foo 1,2
uw(z, ) = —%/ uo(z + V2ry)e 2¥ dy

Sis<0= up(s)=0.Sis>0,y> —\/%. Aleshores,

u(z, ) = \/ﬂ/_ﬂo x—l—@y) 7

+o0
_ 1 / CEOH) (@ +v2TY) dy B o3 O (@+V2ry) -
\ 2T -z 27T -z
T +Dz  ptoo 1
\ 2T _ =z \ 2T _
Vor

24
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=1 — .

Aleshores tenim:

L T +00 L T 400
I = ex ) / o3 OFV2TY—4 dy _ ey piT(1HN)? / P EOF)VETY- 1 e 1TV gy
Vor - 2m -5

EYe) T +oo
_ et o140 o33 (AFDVET)? g
ous - !

Ara fem aquest canvi de variables

1
w:y—ﬁ(/\—l—l)\/QT, dw = dy

—
1
s(A+1)z +o0
I, = 62—6‘117—(1+)\)2/ efédew
\% 2m 2T
Veiem que }fjﬁﬁ A1)vEr € 2" dw és la simétrica de la funcié distribucié de la llei normal
estandar que denotem per N. Aleshores tenim:
—Z_+i+1)Vver
Var 2
/ e 2 dw = L / i e 2 duw
V2T (= +3O+1)V2r)

1

N

Lr(1+)2+1 (>\+1)$N(

+ (A +1)V27).

11_64

Com que I; és idéntic a I, només hem de canviar A + 1 per A — 1, i per tant

I, = eif()\fl)%r%()\fl)xN(

T 1
7;+§@—n%2)

Ara recuparem la formula, definint w(z, 7) tal que:

Wz, 1) = e AT 30Dy (1) = o= aTOFD =301 )
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—%T(A—&-l)Q—%(/\—1)966%7(14')\)24‘%()“f‘l)l’N(_x

1
ﬁﬁ+§Q+U¢5)

=€

+5(A=1)v2r)

_efiT()H&)Qf%()\fl)xeir()\fl) +i(x-1) xN<

ﬁ\
q
N)Ir—\

A+ DV27) — e ¥ N(—— ;A—nwﬁy

:emN(i—l—

1
Vor 2

g-

Ara invertim els canvis que hem fet abans. Aleshores tenim:

); 72102(T_t)7 C=Kw(z,1).

S
r = ln(? )

A=

o2’
| per tant obtenim la Formula de Black-Scholes :

C(S,t) = SN(ay) — Ke "= N (ay)

on,

Llavors un cop tenim la solucié per un Call Europeu, per un Put Europeu la solucié és:

C + Ke—T‘(T—t) o S —p
P(S7 t) - SN(al) - KG_T(T_t)N(GQ) — S+ Ke—T(T—t)
= STVl 14 TN ) 41

= —SN(—ay) + Ke "M N(—ay).

Exemple. Suposem que el preu inicial de un actiu financer és de 60 euros. La volatilitat del preu
de l'actiu és 15%. El tipus d'interés anual és del 5%.
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a) Clacula la prima d'un Call europeu amb venciment a sis mesos i preu d'exercici de 50 euros.
b) Clacula la prima d'un Put europeu amb venciment a sis mesos i preu d'exercici de 50 euros.
Solucio:

a) Tenim S = 60, K = 50, 0 = 0,15, r = 0,05,7 = 0,5, t = 0 i volem trobar C(S,t) =
SN(a;) — Ke " ™Y N(ay).

(%) 4 0,5(0,05 + ©19°)

N(a)) = N
(a1) 0,15:/0.5

= N(2,00768)
= 0,977678
N(ay) = N(ay) —oVT —1t
= 0,977678 — 0,15,/0, 5
= 0,971389
Aleshores
C(S,t) = 60(0,977678) — 50e (050, 971389)
= 11, 2904.

b) Fent el mateix que abans, tenim S = 60, K =50, 0 = 0,15, r =0,05,7 = 0,5, t = 0 i volem
trobar P(S,t) = —SN(—a;) + Ke 7TV N(—ay).

P(S,t) = 50e~ %9050 0286111) — 60(0,0223216)
— 0, 0549016.

5.2 Segona manera (Resolucié mitjancant la transformada de Mellin)

Tenim |'equaci6 Black-Scholes segiient:

2 0S8

Wy 27 DEY | (1), — () =0
V(T,S) = £(5),

tal que
. V(S,t) és el valor de I'actiu derivat a I'instant t.

. S és el subjacent.
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. f(S) és el valor de I'actiu el dia del venciment 7.
Observem que en aquest cas permetem que o2 i r siguin funcions deterministes de ¢.

Ara el primer que fem és definir la transformada de Mellin.

Definicio. La transformada de Mellin és una transformada integral que pot ser considerada com
una versié multiplicadora de la transformada bilateral de Laplace. Aquesta transformada integral
esta intimament relacionada amb la teoria de les séries de Dirichlet, i és usada habitualment en
la teoria de nombres i la teoria de séries asimptotiques; també esta fortament relacionada amb la
transformada de Laplace, la transformada de Fourier i la teoria de la funci6 Gamma, i forma part de
les funcions especials. Es diu que una funcié g(x) pertany al domini de la transformada de Mellin si
la funcié g(x)x*~1 € L*(]0,00)), és a dir, és integrable Lebesgue en [0, 0c). Llavors la transforma
de Mellin de g(x), que denotem com M |g(x)](z) es defineix com

g (z) = M[g(z)](2) = /Ooog(x)xz_lda: Re(z) <k (71).

Ara definim les propietats de la transformada de Mellin que fem servir.

Proposicio. La transformada de Mellin compleix les segiients propietats:

1.M és lineal

! k=207 (x) = 0, aleshores

2. Si lim,_,o 2" tg(x) =0y lim, oz

Mlzg'()|(2) = —29"(z) (i),

M[z%g"(2)](z) = (2 + 2)g"(z)  (iv).

3. L'inversa de la transformada de Mellin ve donada per

a-+100
Mg (2)) (@) 1/ G@rdn,  a>k ()

27 —100

oV oV 0%V

Considerem el problema (i), que admet una solucié V(S,t) tal que -, 35, Ggz pertanyen al

domini de la transformada de Mellin. Sigui

v(t)(2) = MV (-, 1)](2) = / TS nds. (vi)

0

Llavors fent servir (iv) , (v) i (vi) obtenim les segiients igualtats:

oV y
MISSE( () = —u(t)(z) (il

M[Sz%(-, )] = (2* + 2)v(t)(2) (viii).
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Considerem també f(S) pertanyent al domini de la transformada de Mellin. Aleshores,

£1(z) = MIF(S)](z) = / TSsp(s)ds (i)

0

Ara si apliquem la Transformada de Mellin a I'equacié de Black-Scholes obtenim el segiient:

%_‘; — () — %02(25)52% - (t)Sg—ga
Aleshores
M[aa_‘t/] — M[r(t)V - %a%)SQ% - <t>5(;_g]'

Aleshores

%M[V] — r(OM[V] - 502(15)]\4[32%} - (t)M[SZ—Z].
Aleshores

%v(t)(z) = r(t)o(t)(2) — 507 (1) (2% + 2)v(t)(2) + r(t)2v(t)2
Aleshores

%UW) _ _%Uz(t)zz n ggm) —r(t)z = r(O(t)(2)

on

p(2) = 502 ()2 + (5o(0) — r{t)z — r{r).

Observem que es tracta d'una equacié diferencial ordinaria, que té com a solucié

v(t)(2) = f(2)ePOED o<t < T,

| aplicant la inversa de la transformada de Mellin obtenim:
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a+io0o
V(S,8) = M7 () (2)](S) = o / 5% (2)e PN g,

2T

—100

Ara fem aquest canvi de variable

Z:Oé+iT’ dz = idT.
Per tant tenim
1 | |
V(S, t) = — / S—(a-i-m')f* (Oz + iT)e_p(a+lT)(t_T)dT,
2m Jr
1 | )
V(S, t) = — / S—(a-i—m')f*(a + iT)ep(T)(t—T)dT (*)’
2 Jr
on,
p(1) = —pla+it) =
1 1 1 1

Observem que V/(S,t) és solucié de I'equacié de Black-Scholes.

Anem a comprovar-ho. Si f(S) pertany al domini de la transformada de Mellin, llavors tenim
V(S,T) = % /R ST (o 4 ir)dT = f(S) (%),
i tenint en compte la definicié obtenim
|f (o +iT)] SM(a):/OOO]f(x)\xaldx V7T € R.
Pera0<t<T,

+o0
[ ISl s i) D

o0

“+oo
< M(&)Sae(tT)(502(t)(a2+a)+r(t)(a+1))/ 6502(t)72(t7T)d7_ < 00.

—00

| per tant I'expressid(x) esta ben definida, i satisfa I'equacié ().
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Llavors sabent que f_t:o TIe29"W-T)dr < 50 amb j=1,2y 0 <t < T i usant el teorema de
diferénciaci6 tenim que

v 1 . .
s 1) = —— —(a+iT) px . . —p(cx—i-ZT)(t—T)d
T (S,1) o |, S f(a+im)p(a+ir)e T,
1 . 4
g—g(s, =g [(a+ims I g in)e e Dy
0?V 1

W(S’ t) = o /R(oz +i7) (v + i1 + 1)5’_(6“”7)_2]”*(& + iT)e_p(a”T)(t_T)dT.

Ara substituint aquests valors a |'equacié original de Black-Scholes obtenim

oV ,0o%(t) 9*V ov B
o POy g TSmOV
L (7% o arim “(t) o : : -2
=5 T —pla+iT) + 5 SYa+it)(a+it+1)S7°—

—r(t)S(a +7)S™t — r(t)] f* (o + iT)e PletN=T) —

i per tant comprovem que és solucié.

6 Solucié numeérica de ’equacié de Black-Scholes

6.1 Reduccié de la equaci6é de Black-Scholes a I’equacié de la Calor

L'equacié de Black-Scholes pel valor del actiu derivat V'(S,¢) en el instant ¢ i per un valor del
subjacent S és la segiient:

W REOPY ()G, ()Y =0 (i)
V(T.S) = f(9),

tal que

.V (S,t) és el valor de I'actiu derivat a l'instant ¢

. S és el subjacent

. f(S) és el valor de I'actiu el dia del venciment T'f

Fem els segiients canvis de variables per transformar la nostra equacié en I'equacié de la Calor:

o*(t)
2

),  z= (T —1), V(t,S)=KW(t,>S).

r = ln(%
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Aleshores derivant obtenim

oV oW 0z
o N o ar
oV _Kow
oS S Oz’

PV KW K PW

952 - S or TS o

Substituint en I'equacié (i) de forma similar a com ho hem fet abans obtenim el segiient:

o*(t) "W (r(t) _ (t))aW 0z rOW =0 (i)

2 Ox? 2 8$+§82_

Ara fem el mateix canvi que a |'apartat anterior W (x,z) = e®®*+(®)= i derivant respecte x i z
obtenim:

ow ou
7 pa(t)ztb(h)z -
e (a(t)u(x, z) + 81:) :
O*W ou  d*u
— pat)z+b(t)z 2 __ -
5 € (a (Hu(zx, z) + 2a<t>6m + 8:1:2)
ow

= Utz +b(t)2 (b(t)u(:p, z) + %) i

0z 0z

Ara substituint en I'equaci6 (i7) i reordenant obtenim:

o?(t) 0%u o?(t) o?(t) ou 0z 0u
9 8ZE2+( 5 2a(t)— 5 +’/’(t>>£+§&
2 2
+ J—(t)a2(t) +r(t)a(t) — U—(t)a(t) —r(t) + b(t)% u=0. )
2 2 ot
Per a qué aquesta equacié sigui I'equacié de la Calor s’ha de complir el segiient:
o*(t) o*(t) _
5 2a(t) — 5 +r(t) =0,
ZO i2(t) + rityat) - ZDafe) ~ r(t) + 0% = 0
54 r(t)a 5@ r i
Per tant de la primera igualtat tenim
1 r(t)
o) =3~ 2y
| suposant que ¢(t) = 32((?) tenim
1 —c(2)
a(t) = 5



A la segona igualtat dividim per @ i obtenim:

G(t) + r(t)a(t) — a(t) — r(t) + b(t)%af(t) —0.
Substituint el valor de a(t) obtenim:
L+ A2(t) —2c(t)  cft)—c*(t) 1—ct) 0z 2
- + EEGEE S el bl g i =
- L= () —2e(t) D2 2
- () 5 s =0
- 9: 2 (1+c)y
Z +c

O 2w = 4

Aleshores

(Lt et))? 02 1o*()
4 ot 2

b(t) =

Per tant amb aquestes a(t) i b(t) I'equacié (iii) queda com:

o (05 0
0z ot 2 Oz

Anem a calcular 22 tal que z = ”22“) (T —1t)

’

% () -0 - w).

Ara denotem

- % —1 0_2(t) _ O'Z(t) _ B
(m) > T ot - P

Per tant substituint en b(¢) obtenim:

| al final obtenim I'equacié de la Calor

ou 0%u ,
2Dt 2s ().

| com que z(7") = 0 la condici6 final es converteix en una condici6 inicial de la forma

V(S,T) = Ke“(T)mu(x, z) = f(S),
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on

o) =240y = L by,
_2r(T) s a?(T)
D=y PE T e o
(S) = m%) A(t) = “2“) (T —1).

Per resoldre I'equacié de la Calor fem servir métodes de diferéncies finites. Aplicant els métodes de
diferéncies finites obtenim la solucié aproximada u(x, z) en alguns punts de pla.

Considerem el segiient domini

2
O S z S Zmaz,on Zmaz — O-T(O)j"'7
Xm'm <z < Xmaam on szn = ln(szn) 1 Xmaa: = ln(Smax)'

K K

Dividim el pla en una xarxa de punts , en els quals busquem la solucié aproximada de I'equacié de
la Calor. La xarxa de punts constitueix en un feix de rectes paral.leles a I'eix X que es tallen amb
el feix de rectes paral.leles a I'eix Z.

Les rectes sén equidistants, la distancia entre les rectes paral.leles a I'eix X és h = Ax i la distancia
entre les rectes paral.leles a l'eix Z és k = Az. Els punts d'intersecié d'aquestes rectes sén els
nodes de la xarxa.

(jh,nk), j =

Denotem per v} al valor de la solucié en el punt (jh,nk), és a dir u(jh,nk) = uj.

Per calcular la solucié en aquests punts fem una aproximacié de les derivades primera i segona en
I'equacié (iv). Llavors fent servir el desenvolupament de Taylor tenim:

Ju 10%u 1 0u , ,
u(l’o + h, Zo) = u(]?o, Zo) + a—x(ﬁo, Zo)h + iﬁ(ﬁo, Zo)h2 + -+ ﬁ@(foﬂo)hj + O(hj+1>,
ou 10%u 1 0™u
u(f(]; Zo + ]{3) = U(SU(]7 ZO) + a—x(xo, ZO)/{? + 5@(1’0, Zo>/{?2 + -+ ﬁ O (xo.Zo)k’n + O(kn+1)
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6.1.1 Esquema explicit

Evidentment per resoldre la nostra equacié de Black-Scholes és suficient resoldre I'equacio (iv).

Llavors tenim
u(r,0) = g()

{%:Dwmi

Prenem el valor de I'equacié en el punt (jh,nk) qulasevol, on h = Az i k = Az

(52 -7 (G,

n
Fem servir el desenvolupament de Taylor per calcular una aproximacié de (%)
J

ou
n+1 2
ut =+ (52) k06,
Aleshores

(%): 5 T L om) ().

Per obtenir I" aproximacié del terme de la segona derivada respecte x calculem el desenvolupament
de Taylor en els punts u(jh + h,nk) i u(jh — h,nk)

o=+ () () (G200

=8 = (g 5 () () + 0w

Per tant sumant les dues expresions obtenim:

Aleshores tenim

(82u>” _ u g Fuiog —2uy
8132 J

Per tant I'equaci6 avaluada en el punt (jh,nk) és la segiient:

ut — u? A+ ut o — 2u”
———+0(k) =D" 7+ = LTI oM (vid).
Llavors traient els termes d'error ens queda
~n+1 ~n ~n ~n ~n
U T W T U — 20
k N h? ’
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Aleshores finalment tenim

u? , +ul_, —2u”
- - +1 1
"t =4 + D"k J .
J J h?

Les condicions de forntera pemeten |'aproximacié de la solucié real. La condicié inicial permet
calcular el valor de la solucié aproximada en els punts tals que z = 0, u? = u(jh,0).

També hi han solucions en els punts que pertanyen a les condicons de frontera

n Zmax
up = g1(nAz) 1<n< .
n Zmaz

up =g(nhz) 1<n< .

6.1.2 Esquema implicit

El métode s'aplica en el punt (jh,nk + k) fent servir els nivells (j,n 4+ 1) i (j,n). L'equacié en el

punt (j,n+ 1) és
@ n:DnH @ "
0z i 02 i

Per aproximar la derivada respecte z fem servir |I' aproximaci6é backward, i obtenim:

Hu\ " U?H —ur
(g)j = T + O(k)

| per aproximar la segona derivada respecte x fem la mateixa aproximacié que el métode explicit
pero avaluant en el punt (j,n + 1) , i obtenim:

32u n+1 ;1111 4 unJrl 2u?+1 )
) = h2 + O(h%).
Aleshores la nostre equacié queda d’'aquesta forma
uﬂ-i-l — TL+1 4 un-‘rl 2uﬂ+1
% + O(k) prtt Uj1 h2 J + O(h2>

Per tant I'aproximacié de I'equacié de la Calor en aquest esquema és

k
n+1 n n+1 n+1 n+1
ujt :“j+D+h2(gi1+“ =205
- k k k
n+1 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
wp = =D St (142D St — D,

Per resoldre-ho s’ ha de resoldre aquest sistema d’equacions
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uj ot 1+ 2Dn+1% _Dnﬂhﬁ? 0 e 0 U?Liﬂ

Ui+ _DTLH% 1+ 2Dn+1hﬁ2 _DnH% : u?;iﬂ
. .. _Dn+1h£2 :

u}lmar1 0 . 0 _l)n—l-lh_k2 1+ 2Dn+1% u?,:alz_l

Les condicions de frontera i inicials sén les mateixes que a I'esquema explicit. Per resolde el métode
s'ha d'invertir la matriu del sistema d’'equacions, i fer servir métodes com el d’eliminacié gaussiana,
Gauss-Seidel,etc.

6.2 Metode alternatiu de resolucié de diferéncies finites

Tenim la segiient equacié de Black-Scholes per un Put:

052

%—‘;4—53”—;82‘/ —i—rSg—g —rV =0
V(T,S) = f(S) =max{K — S,0}

on

V(S,t):[0,00) x [0,T] — R.

Suposant que S = Sy, it =ty i aplicant la formula de Taylor i diferéncies finites obtenim:

Per %—‘t/ aplicant diferéncies progressives en el temps tenim

v V(So,to + At) = V(Sp,to) AtV

Br Sorto) = At 2 o

ot (So0sm), to <m <ty+ At (%),

i per les derivades de S aplicant diferéncies centrades tenim

ov V(So+ AS ty) — V(Sy — AS,t AS)2 3V
%(So,to) _ (So O;AS (So 0) ( - ) 755 (£1,10), So <& < Sp+AS (xx),
aQ_V(S to) = V(So + AS, tg) — 2V (So, to) + V(S — AS, to)
552 "0 (AS)?
(AS)? 0V

12 w(&,to), So <& < Sp+ AS, ().

Ara fem els segiients canvis per a I'aproximacié del punt (Sp, o), pel node (j,n):
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V(Smto) = V]m V(50+AS, to) = V}+1,n; V(SO_AS> to) = ‘/}fl,n; V(So,to—i-At) ~ V},n+1.

Definim AS = h = Sﬁ i ANt =k = % Es a dir, estem considerant M +1 possibles valors de

I'actiu i NV + 1 instants de temps.

Llavors per a n € [0, N] i j € [0, M], el punt (j,n) correspon al preu del actiu jAS a I'instant
nAT. Denotem per V;,, el valor de I'opcié en el punt (j,n).

Ara substituim les equaciéns (x) i (x%) i (% % %) a I'equacié de Black-Scholes original, i obtenim
| “equacié en diferéncies finites

V(Soto+ 88 = V(Sosta) | V(So+AS.to) = V(Sh = AS.t)
At " N

0252V (Sy + AS, tg) — 2V (So, to) + V(So — AS, tp)
2 (AS)2

- TV(S(), to) — FET = O,

on ET representa I'error del truncament, donat de la segiient manera:

At 0*V (AS)* O°V
- Y

5252 (AS)? 9V
2 12 05*

(&1, to) + (€2 t0)-

Tenint en compte que S = jAS = jh, i introduint |'aproximacié del error del truncament obtenim:

Viner — V;

k

2h 2 h?

—rVin=0.
Multiplicant per —k |' equacié obtenim:
a;Vicin +b;Vin + ¢Vitin = Vinpn  (0)
on,
k

aj:§[rj—02j2], 1=2,3,...... M+ 1

b, =1+ klo?j* + 1], j=1,2,....., M+1

k
cj:—§[rj+02j2], j=12,...M in=1,....,N



Ara fem el mateix per la condici6 inicial de I'equaci6 de Black-Scholes. La condicié inicial és
V(T,S) = f(S) = max{K — S,0}. Per tant obtenim:

Vin = f(GAS) = f(jh) = E—jh,  amb j=12,..M+1 (i)

V]V[-i—?,n = O, amb n = O, 1, 2, ...... s N (UZ)

L'equacié (i) ve donada per valors 7 = 2,3,..., M, o sigui falten j = 11i j = M + 1. Per a que el
sistema tingui solucié hem d'afegir dues equacions :

Per 57 =1,
bl‘/l,n + Cl‘/Q,n = Vvl,n—&-l (ZZ),

iper j=M+1,
ar+1Varn + on1Varsin = Vars o1 (i17)

Per tant fent servir les equacions (i) i (i7) i (iii) obtenim la segiient forma matricial:

bl C1 ceh et eriieeene e ‘/l,n VLn—i—l
ag b2 Co cee eeen eiieeenn eieeeaen Vén ‘/2,n+1
as bg C3 T ‘/3,n . ‘/37”+1
apg bar CMm VM,n Vrns1

IR S apr+1 b]y[.H 1L V]Vf-i-lm ] L VM—i—l,n—H ]

El sistema és de la forma AX = B, on A és una matriu tridiagonal d’ordre (M + 1) x (M + 1).
X és un vector d'ordre ((M+1)x 1) que representa incognites de la forma Vj,,, on j = 1,2, .., M+1.
B és un vector d'ordre ((M +1) x 1) que representa dades de la forma Vj ,,11, on j = 1,2, ..., M +1.

Per resoldre el sistema fem servir la informacié presentada a (iv), (v) i (vi).

7 Analisi de la formula de Black-Scholes

Estudiem la formula segiient:

C(S,t) = SN(ay) — Ke "N (ay) (i)

on,

In(2)+ (r+36?)(T —t)

oVl —t
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a; =



In(2)+ (r— o) (T —t)

oI —t

1. Estudiem el comportament de C quan S =0

(iid)

a9 =

C0,t)=0 tel0,T)

Veiem que en aquest cas tenim problemes quan calculem a4i a9, ja que ens queda In 0, per tant hem
de veure el comportament del limit quan S — 0,

S—0 = aj,as - —00 = N(ay), N(az) =0

Aleshores

lim C'(S,t) =0

S—0
2. Ara estudiem el comportament de C' quan S — +oo

S—>—i—oo:>a1,a2—>—|—oo:>N(a1),N(a2)—>1

— C(S,t) » S—Ke " T9 8

Comprovem que compleixen totes les equacions que modelen el Call europeu

Derivem I'equacié (7) respecte .S, aleshores:

% = N(ay) + S%N(al) — Ke_T(T_t)%N(ag) =
= N(ay) + SN’(al)% — Ke_T(T_t)N'(ag)%
A partir de (iz) i (ii7) obtenim:
0ay _ Day _ 1
s 9SS  SoyT —t
—
oC SN’ (a))—Ke TN’ (ay)




| afirmem que

N (az)

Ara ho comprovem.
Notem que,

1 1o 1 2

N = e 21 N'(az) = e 2%
(al) \/% ( 2) \/ﬁ

—

Na) _ -yet-ap

N’ (az)

també tenim que

In(2)+ (r+3e®)(T—t) In(2)+ (r—36*)(T - 1)

2= oV —t oV —t

i tenim
N (2)+ (r+L)(T—t) In(2)+(r—1a?)(T —1t)
a, + ar = —
! 2 oI —t oI —t
In(£
o ) oy
oV —t o

Per tant, com que

a? — a3 = (ay + a)(a; — ay) = (ovVT —1)(2

- 2111(%) +2r(T — 1)
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—r(T—t)

=€

N’ (a1) —1(a2—a3) _ e%(zln(%)wr(pt)) _ %e

| per tant ens queda que:

Per un Put europeu
P(S,t) = Ke " T"YN(—ay) — SN(—as)

i fent una analisi analoga a la del Call, obtenim

oP

%:N<a1)—1

8 Programa en llenguatge C per calcular el Call i el Put

Hem vist en els apartats anteriors que el Call i el Put ens queden en funcié de la funcié de distribucio
normal “N (0, 1)”Z i sabem que N(:p) =101 + erf(\/f).) , on erf és la funcié error, per tant per
fer el programa si el nostre compilador reconeix la funcié “erf” no cal programar-ho, pero en cas
contrari ho hauriem de programar. Per tant el nostre programa és el segiient:

#include<stdio.h>
#include<math.h>
#include<stdlib.h>
double erf(double x) {
// constants

double al = 0.254829592;

double a2 = -0.284496736;
double a3 = 1.421413741;
double a4 = -1.453152027;
double ab = 1.061405429;

double p = 0.3275911;
// guardar el signe de x
int sign = 1;
if (x < 0)
sign = -1;
x = fabs(x);
//

double t = 1.0/(1.0 + p*x);
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double y = 1.0 - (((((abxt + ad)*t) + a3)*t + al2)*t + al)*txexp(-x*x);
return signky;

}

int main(void){

double N1,N2,S,K,auxl,aux2,t,T,r,P,C,v,al,a2,a3;

printf ("Introdueix el preu del actiu S:\n");
scanf (" %1f",&S);

printf (" Introdueix el strike K:\n");

scanf (" %1f",&K);

printf (" Introdueix la taxa d interés anual r:\n");
scanf (" %1f",&r);

printf (" Introdueix la date inicial en anys t:\n");
scanf (" %1lf",&t);

printf (" Introdueix la date de venciment en anys T:\n");
scanf (" %1f",&T);

printf (" Introdueix la volatilitat v:\n");

scanf (" %1f",&v);

al=1log (S/K)+((r+v*v/2)*(T-t));

a2=v*xsqrt(T-t);

a3=1log (S/K)+((r-v*v/2)*(T-t));

auxl=al/a2;

aux2=a3/a2;

Ni=(1+erf (aux1/(sqrt(2.))))/2;

N2=(1+erf (aux2/(sqrt(2.))))/2;

C=(S*N1) - (KxN2*exp (-r*(T-t)));
P=C+(K*exp (-r*(T-t)))-S;
printf( "E1 Call és \n" );
printf (" %25.161f\n" ,C );
printf( "E1 Put és \n" );
printf (" %25.161f\n" ,P );
return (0);

9 Conclusio

Podem destacar com a conclusié la importancia de I'equacié de Black-Scholes en el mén finacer
gracies a la seva facilitat d’aplicaci6 i també podem destacar que permet als inversors |'oportunitat
de protegir-se i continuar invertint els seus fons. En el nostre treball hem deduit I'equacié de Black-
Scholes de tres maneres diferents, i I'hem resolt utilitzant diferents métodes analitics i numérics.
Per a fer-ho hem necessitat coneixements matematics sobre processos estocastics, analisi de Fourier,
equaciones amb derivades parcials, equacions diferencials i modelitzacié. Aixo ens demostra la
importancia de les matematiques en I'ambit financer i altres ambits.
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