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Introduccio

Aquestes sén les notes de 'assignatura semestral Geometria Lineal del grau de Matematiques de la
UB impartit durant els semestres de tardor dels anys 2010, 2011 i 2012. El que aqui es troba es poc
més (molt poc més) del que s’ha explicat en les menys de 30 hores de les que s’ha disposat. Per encabir
un curs standard de Geometria Lineal en aquest periode tan curt de temps s’han deixat de banda
alguns temes usuals en cursos d’aquestes caracteristiques com ara ’estudi de les formes hermitiques
o un analisi detallat de les families més importants d’afinitats. Se suposa que els alumnes que cursen
I’assignatura han superat els cursos precedents en el Grau “Matrius i Vectors” i “Algebra Lineal”.

Aquests apunts s’han beneficiat dels comentaris i suggerencies fets per Miguel Angel Barja, Eduard
Casas, Teresa Cortadellas i Gerald Welters als que vull expressar el meu reconeixement. També vull
agrair a ’alumne Adria Parés que em fes arribar les notes en Latex del curs 2010-2011 que m’ha servit
de base per redactar el primer tema i part del segon.
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1 Espais afins

En tot el tema treballem amb un cos K fixat al que anomenarem cos base. En certs moments

necessitarem posar hipotesis sobre el cos, per exemple que sigui de caracteristica 0. Aixo vol dir que

d
si 1 és ’element neutre respecte del producte, aleshores n -1 e/ 1+ M. 41 # 0 per a qualsevol natural

n > 0. En particular K conté Z i tots els enters no nuls tenen invers.

1.1 Espais Afins.

Definicié 1.1. Un espai afi sobre K és un triple (A, E, ), on A és un conjunt, E és un K-espai
vectorial de dimensid finita i ¢ és una aplicacio:

¢: AXE—A
(p, @) — o(p,@) "= p+a

amb les propietats segiients:
a) (p+@)+T=p+ (Z+7), VpeA iVU, VekE
b) Fizat p € A, Uaplicacido f: E — A tal que f(@) = p+ U és bijectiva.

Als elements de A els anomenem punts. La propietat b) ens diu que “hi ha tants punts com vectors”.
Degut a aizo, és natural definir la dimensio de ’espai afi com la dimensio del K-espai vectorial E.
Sovint direm que (A, E) és un espai afi sense fer esment explicit al cos base ni a l'aplicacio ¢.

Exemple. Considerem el producte cartesia K™ com a conjunt de punts i d’altra banda £ := K™ amb
I’estructura natural de K-espai vectorial. Definim I’aplicacié

¢: K" xE — K", ((7-7327)7(7yz>))'_>(7xz+yza)

Aleshores (K", E, ¢) és un espai aff de dimensié n. Usem el simbol A%, per referirnos a aquest exemple.

Les propietats de la definicié d’espai afi es poden reformular com segueix:

Proposicié 1.2. Siguin p,q,r € A punts de l’espai afi. Aleshores a), b) de la definicio son equivalents
a:

¢) Ezisteix un inic vector o tal que p + v = q. Diem v = ﬁ
Y 7=+ 7

Demostracié: La propietat ¢) és una re-escritura de la propietat b) de la definici6. Si posem 7, o
pels vectors @, q7 tenim per la propietat a) de la definicio:

p+ (T +T)=(p+ )+ 7 =(p+p4) +qF =q+qf =

Per tant;@—i—q? = U+ = p7 Viceversa, si p € A i 7,7 € E anomenem g ap+7 ira
g+ = (p+7)+7. Per provar a) hem de veure que r = p+(7+7), o sigui que pf = W+ = p4+qf
que és cert perque estem suposant d). O



Observaci6é. Segons aquesta proposicié una definicié alternativa d’espai afi és donar un triple
(A, E,1), amb A conjunt de punts, £ un K-espai vectorial i ¢) una aplicacié:

v: AXA—F
(p,q) — ¥(p,q) =Pl

satisfent les propietats ¢) i d).

Proposicié 1.3. Es tenen les propietats segiients:
a) pi=0 < p=gq

b) b4 = —ap

c) pl =78 siinomés sipf = qé

Demostracié: Per provar a) primer notem que per la propietat d) de la proposicié anterior aplicada
a p=q=r tenim que ﬁ = ﬁ + ﬁ Simplificant: ﬁ = (0. Suposem ara que ]ﬁ = 0, aleshores:

_>
p=p+ 0 =p+pi=q.

%
Per demostrar b) notem_glue 0 = @ = @ + (ﬁ Finalment, com ﬁ = ﬁ + 78+ Q, aleshores @ =78
siinoméssi pf4+5¢= 0 i siinoméssipf=—5(=gs. O

1.2 Sumes de punts. Baricentres.

En aquest apartat suposem que el cos base té caracteristica zero, ja que necessitarem que els escalars
% estiguin ben definits en K per a tots els naturals k # 0.

En general no té cap sentit fer combinacions lineals de punts ja que les Gniques operacions permeses
s6n la suma de vectors (operacié en I'espai vectorial E) i la suma ¢ de punt i vector. Podriem convenir
que per definir una combinacié lineal de punts:

o1p1+ -+ o P
amb o; € K, p; € A, es fixa un punt auxiliar O i es calcula:
s s
O+ a10p1 + -+ apOpg. (1)

Aix0 no tindra cap interés si el resultat de (1) depeén del punt O.

Proposicié 1.4. Per a qualsevol parella de punts O,0’ € A es té la igualtat
— — — —
O+a10p1+ -+ anOpp =0+ 1 0'p1 + - 4+ 0y, (2)

st 1 momeés st o + -+ o = 1.



Demostracié: La igualtat (2) equival a

— — — T
O+a10p1+ -+ a,Op, —a1O0'py — -+ — o, O'p, = O’

és a dir:

— — — — — —

00 = a1(Opy — O/pl) + -+ ax(Opg, — O/pk) = (a1 + -+ ) 00'.

—

Operant: (1—a3—---—ag) 00" = ﬁ per a qualsevol parella de punts O, 0’ € A. Per tant (2) equival
aar+--+oa,=1 O

A partir d’aquest moment escriurem «1py + - -+ + agpr sempre que la suma dels coeficients sigui 1,
amb el benentés de que aquest punt és (1) on O és un punt auxiliar arbitrari.

Exemple. Fixem dos punts diferents p,q, aleshores (1 — ¢)p + tq esta ben definit per a qualsevol
t € K. Si agafem O = p en la definicié, tenim:

(1—t)p+tq=p+ (1 —)ph+tpd = p+ tpf.
Si K = R, definim el segment d’extrems p, ¢ com el conjunt de punts: {tp + (1 —¢)q|0 <t < 1}.

Definicié 1.5. El baricentre de k punts p1,...,p; de A és el punt

1

1
bar(pl""’pk):Epl_‘_"'"i'%pk-

Si k =2, el punt bar(p1,p2) s’anomena punt mig de p; i ps.

Proposicié 1.6. Siguin pi,...,pr € A. El baricentre B = bar(pi,...,px) €s linic punt tal que
Bpi+-+Bpp=0.

Demostracié: Per definicié de baricentre tenim:

1—> 11—

per a qualsevol punt O. En particular, si O = B:

11— l— =
—Bpy+---+ -Bp,= 0.
k k
. . p =i =7 =
Per veure la unicitat suposem que per un altre punt B’ també tenim B’p; +---+ B'p, = 0, aleshores
N — — — —_— —
0 =Bpi+--+Bp.=(BB+Bp)+--+ (B'B+ Bpy) =kB'B+ (Bp1+---+ Bpy) = kB'B

Per tant B = B’. O

Notacis: Quan el context ho permeti i sigui dificil confondre punts i vectors alleugerirem la notacio
deixant d’utilitzar la fletxa per denotar els vectors, de manera que posarem u en comptes de q.
Normalment les lletres utilitzades: u, v, w,... pels vectors, a, b, ¢, p, q, r,... pels punts, ja indicaran
de quin? tipus és I’element. Només mantindrem aquest simbol quan es tracti del vector associat a dos
punts pq.



1.3 Varietats lineals.
Definicié 1.7. Una varietat lineal en un espai afi (A, E) és un subconjunt de la forma
L=p+F:={p+u|ueF},

onp € A ésun punt i FF C E és un subespai vectorial. Diem que F és el subespai director de L
i que dimL = dim F'. Aixi, els punts sén varietats lineals de dimensié 0 i ["inica varietat lineal de
dimensio n és A. A les varietats lineals de dimensio 1 les anomenem rectes, a les de dimensio 2
plans i a les de dimensioc n — 1 hiperplans.

Observacié. Una varietat lineal . = a + F' és en si mateixa un espai afi, on LL és el conjunt de punts,
F D’espai vectorial i 'aplicaciéo . x F© — L és la restricid de A x F — A.

Exemple. En l'espai aff A}, considerem un punt p = (a,...,a,) i un subespai

F= (.. o), . ..,0F. ) cE=K"

’r n

Per definicié, la varietat lineal . = p 4+ F' és el conjunt de punts de la forma

(aly'--van)"i')\l(’u%a'"7U711)+"'+)‘k(v]1€7'-'7v7]§) = (al—i_)‘lv%_‘_'"+/\kvlfa'--7an+)‘1vylz+"'+)‘kvvli)

variant \; en K.

Exemple. El subconjunt . C A% definit per
L:{(Ccl,...,ﬂfn) EAT[L(|A1$C1++ATLI”+B:0}

és una varietat lineal, on A; € K sén constants no totes nul-les i B € K. En efecte, considerem el
subespai vectorial H C £ = K" donat per

H=A{(z1,...,2n) € K" | A1x1 + -+ Apz,, = 0}.

Aleshores una solucié general de 'equacié que defineix L. s’escriu com la suma d’una solucié particular
i una solucié del sistema homogeni, per tant IL és una varietat lineal de subespai director H. Aquesta
varietat té dimensié n — 1, per tant és un hiperpla. També podem considerar varietats lineals donades
per diverses equacions. El subespai vectorial director ve definit pel mateix sistema d’equacions un cop
eliminats els termes independents.

Proposicié 1.8. FEs tenen les propietats segiients:

a) SiqeL=p+ F, aleshores L =q+ F.

b) El subespai director és unic.

c) Si dos punts a,b pertanyen a L = p+ F, aleshores % eF.

d) p+FCq+G < peq+GiFCG



Demostracié: Provem a) per doble inclusié, si x € L = p + F, aleshores © = p + u, amb u € F.
Notem que si g € L, aleshores ¢ = p + v, o sigui ]ﬁ =v € F. Aixi

r=q+q@p+u=q+v+ucq+F

En direcci6 contraria, si a € ¢+ F, és a dir a = ¢ + w, subsituint: a = p+v+w € L.
Per definicié, per un vector u € F' podem posar b = p+ u i u = pb. Per tant F' s’identifica amb el
conjunt {]@ |beL}. Aleshores

F={pb|beL}=pi+{gh|beL},

Com F és subespai i p§ € F tenim que també F = {q% |b e L}. Aixo demostra b).

Per provar c¢) expressem a = p+ u, b = p + v i tenim que % = @ + p? = u —v € F. Finalment
provem la equivaléncia d): si p+ F C ¢+ G, aleshores p € p+ F C ¢+ G. Pel primer apartat podem
posar ¢ + G = p+ G i tenim

F={pblbep+F)c{phlbep+G}=G

De dreta a esquerra: com p € g + G, aleshores ¢+ G =p+ Giarribemap+ F Cp+G=q+G. O
Operacions amb varietats lineals. Siguin L, M dues varietats lineals, considerem la interseccio
com a conjunts de I i de M, o sigui el conjunt de que pertanyen a les dues varietats. En la proposicié

segiient provem que la interseccio és una varietat lineal i que el seu subespai director és la intersecci
dels subespais directors.

Proposicié 1.9. Si (p+ F)N(¢+ G) # 0, aleshores (p+ F)N(¢g+ G) = c+ (FNG), on ¢ pertany a
les dues varietats.

Demostracié: Siguic € (p+F)N(¢+G). Podem suposar p = ¢ = ¢. Aixi c+FNG C (c+F)N(c+G).
Per laltra inclusid, si z € (c+ F)N(c+G), tindrem que = c+u,u € F'ix =c+v,v € G. Aleshores,
per definicié, u =t =v € FNG. ([l

El segiient resultat caracteritza quant una interseccié de varietats lineals és no buida.

Proposicié 1.10. Siguin L = p+ F, M = q + G dues varietats lineals. Aleshores LNM # () si 4
nomes si]ﬁ e F+G.

Demostracié: Suposem que es tallen i sigui ¢ € LNM, aleshores c=p+v,v e Fic=qg+4+u,u € G.

Tenim que:
pt=v  q=u

i per tant, @ :ﬁ—l—@ =v—u € F+ G. Suposem ara queﬁ =u+wv, u € F,v € G. Definim
c=p+u€p+ F. Tindrem que:

c:p+u:p+ﬁ—v:q—v6q—|—G.
Per tant, c € (p+ F) N (¢ + G) # 0. O

Definicié 1.11. Siguin L=p+ F, M = ¢+ G dues varietats lineals. Anomenem suma de L i M, i
ho escriurem com L 4+ M, a la varietat lineal més petita que conté L 1 M.



Observacio. SiL ¢ M aleshores LN M =L iL + M = M.

Atencidé. La suma de varietats lineals introdueix una notacié que pot portar a confusio: si po, ..., pg
sén punts, podem veure cadascun d’ells com una varietat lineal de dimensié 0 i per tant podem usar la
notacié pg + - - - + pr que simbolitza la varietat lineal més petita que conté els punts. No cal confondre
amb la suma dels punts en 'espai aff, que com hem fet notar no té sentit (a no ser que posem coeficients
que sumin 1).

Proposici6 1.12. FEs té la formula segiient per la suma de dues varietats lineals L = p+F i M = ¢+G:
L+M=p+ (p§)+F+G

Demostracié: Per definici6 p + (p§) + F + G és una varietat lineal que conté L. Com ¢ = p + p§
també tenim
g+G Cq+ Pl +F+G=p+ph) + F+G.

Ara cal veure que és la varietat lineal més petita que conté I i M. Sigui H = a + Hp una altra varietat
tal L ¢ Hi M C H. Aleshores per la proposicié (1.9) tenim p,q € Hi F,G C Hyp. Per tant pg € Hy i
tot plegat diu que (pd) + F + G C Hy la qual cosa implica que

p+ P +F+GCp+Hy=a+ Hy=H.

Definicié 1.13. Diem que dues varietats lineals p+ F i ¢+ G son paral-leles si F C G o G C F'.

Observacié. Pot passar que dues varietats lineals no es tallin i no siguin paral-leles. Si L i M sén
paral-leles, o no es tallen o estan una dintre de 'altra.

Teorema 1.14. (Férmulas de Grassmann.) Siguin L =p+ F, M = q+ G dues varietats lineals.
Es tenen les formules segiients:

a) dim (L + M) = dim L + dim M — dim(L N M), si LN M # 0.
b) dim (L +M) =dim L +dim M+ 1 —dim(FNG) si LNM = 0.

Demostracié: Recordem primer la formula de Grassmann per subespais vectorials dim (F' + G) =
dim F' + dim G — dim F' N G. Aplicant la proposicié (1.12):

a) dim (L + M) = dim ((p§) + F + G) = dim (F + G) = dim F + dim G — dim (F N G) = dim L +
dim M — dim (L " M), ja que pé € F + G per tallar-se les varietats.

b) dim (L + M) = dim ((p§) + F + G) = dim(F +G) + 1 = dim F + dim G —dim (FNG) + 1 =
dimL + dimM + 1 — dim (F N G), ja que P4 ¢ F + G per no tallar-se les varietats.

O
Cal notar que el terme dim(F'NG) de la férmula b) no es pot substituir per la dimensié de la interseccié
de les varietats lineals ja que en aquest cas L. N M = ().

Exemples. Les segiients sén conseqiiencies directes de les definicions i de la férmula de Grassmann:



a)

b)

Si p,q sén dos punts diferents, aleshores la varietat suma té dimensié 1. O sigui: “per dos punts
diferents passa una unica recta”.

Si p,q,r sén tres punts diferents, considerem la recta [ que passa per p i gq. Si r € | diem que els
tres punts estan alineats. En cas contrari la varietat suma dels tres punts té dimensié 2, és un pla.
En aquest cas els tres punts determinen un triangle. Si afegim un quart punt fora del pla diem
que els quatre punts determinen un tetraedre.

Considerem dues rectes r = p+ (u) i s = ¢ + (v) en un espai afi de dimensié 2. Suposem que les
rectes sén diferents. Sino es tallen, per la férmula de Grassmann (apartat b)):

dim (r +s) = dim 7 + dim s — dim (u) N (v) + 1 = 3 — dim (u) N (v).

Ates que l'espai aff té dimensié 2, dim (r + s) < 2 1 per tant dim (u) N (v) > 1, és a dir (u) = (v) i
les rectes s6n paral-leles. Sir i s es tallen i sén diferents, aleshores

PCrnsCr

i per tant r N's és una varietat lineal de dimensié 0, o sigui un punt. En aquest cas, per la férmula
de Grassmann r + s és tot el pla. La conclusié és que dues rectes diferents del pla o sén paral-leles
o es tallen en un punt.

Amb la mateixa notacié suposem ara que 7,s son rectes en un espai afi de dimensié n > 3. Si
es tallen, pel mateix argument que abans, ho fan en un punt i r 4+ s és un pla. Diem que sén
coplanaries secants. Si son disjuntes, per la formula de Grassmann trobem dos casos: si sén
paral-leles (o sigui (u) = (v)) aleshores dim (r+s) = 2. En aquest cas s6n coplanaries paral-leles.
En el segon cas no sén paral-leles, la dimensié de (u) N (v) és zero. Per la férmula dim (r 4 s) = 3,
diem que les rectes es creuen.

Suposem que L és una varietat lineal de dimensié k i que p és un punt que no pertany a L. Aleshores
la férmula de Grassmann ens diu que la dimensié de L. +p és k + 1.

Considerem un hiperpla H i una varietat lineal I de dimensié k en un espai afi A. Suposem que
L ¢ H, aleshores existeix un punt p € L que no esta en H. Per 'exemple anterior A = H + p, per
tant I + H = A. Aplicant la férmula de Grassmann trobem:

a) SiLLNH # 0, aleshores dim (L4+H) = n = k+n—1—dim(LNM). Per tant dim (LNH) = k—1.

b) Si LNH = (), aleshores dim (L+ M) =n=k+n—1—dim(FNG) + 1, on F és el subespai
director de L i G el de H. Per tant dim F NG = dim k = dim F. Per tant F' C G i les
varietats son paral-leles.

Particularitzem la situacié anterior al cas d’una recta r i un pla 7 en un espai afi de dimensié 3.
Obtenim que es poden donar tres situacions: 6 bé » C w, 0 bé r i 7 es tallen en un punt, o bé r i
7 s6n paral-leles.

Siguin po, ..., pn € A punts diferents. Com a conseqiiéncia de I'exemple e) dim ({po} +---+{pr}) < k
(cada punt afegit augmenta la dimensi6é com a molt en una unitat). Aixo motiva la definici6 segiient:

Definicié 1.15. Diem que k + 1 punts diferents sén linealment independents si dim({po} + -+

{px}) = k.



Exemples. Dos punts sén linealment independents si sén diferents. Tres punts ho sén si formen
triangle i quatre si formen tetraedre.

Observacié. Utilitzant la Proposicié (1.12) de manera reiterada tenim que

{po} + -+ {px} = pi + DiDb, - - - » PiDL)-

Per tant els punts sén linealment independents si i només si dim (p;pp, . .., pipi) = k per a qualsevol
1. Equivalentment si els k vectors p;pg, ..., p;pt son linealment independents.

1.4 Sistemes de referéncia. Coordenades cartesianes.
En aquest apartat fixem un espai afi (A, E, ¢) de dimensié n.

Definicié 1.16. Una referéncia cartesiana o sistema de referéncia és el conjunt format per un
punt p € A i una base eq,...,e, de l’espai vectorial . Posarem:

R={p;e1,...,en}.

Una forma equivalent de donar un sistema de referéncia consisteix en donar una col-leccié ordenada

de n+ 1 punts linealment independents {po,...,pn}t. En aquest cas e; = m és una base.
Donat un punt x € A, posem ﬁ =z1e1+ -+ xpe, @ diem que (z1,...,2,) son les coordenades del

punt x en la referéencia R. Al punt p se l’anomena origen del sistema de referéncia o bé origen
de coordenades. Observem que p = (0,...,0).

Les operacions fonamentals de I’espai afi tenen una facil expressié en termes de les coordenades: si
a = (ai,...,ap) en un sistema de referencia R = {p;e;} i u té coordenades (ui,...,uy) en la base e;,
aleshores les coordenades del punt b = a + u sén les segiients:

E=m+3=ﬁ+u:2aiei+2ui6iZE(aiJrui)ei,

osiguib =a+u = (a1 + u1,...,an + up). Es a dir I'operacié “punt+vector” es calcula sumant
coordenada a coordenada. Aixo ens diu també que conegudes les coordenades de dos punts a,b €
A, a=(a,...,ay)1b=(b1,...,by), les coordenades del vector ab en la base e; sén

(b1 —ay,...,bp —ap).

Equacions de les varietats lineals. Fixar un sistema de referéncia permet crear un nexe entre la
geometria i I’algebra: les varietats lineals tenen equacions associades que permeten comprovar quan un
punt pertany a una varietat lineal fent calculs amb les seves coordenades. Hi ha dues formes naturals
de donar les equacions d’una varietat lineal, les fem per separat.

Equacions parametriques. Suposem que s’ha fixat un sistema de referencia i considerem la varietat
lineal de dimensi6 k seglient

L= (ay,...,an)+ ((a},...,ak),.... (aF, ... k).



Aleshores els punts de L sén, per definicid, els que s’escriuen sumant a (ay,...,a,) combinacions
lineals de la base del subespai, o sigui (z1,...,2,) pertany a L si es té la igualtat

($17"'axn) = (a1+)\10&+"'+)\kalfa---aan+)‘la'}z+"'+)‘kafz)
per certs escalars \; € K. Les equacions parametriques seran doncs:

x1=a1+)\1a%+"'+Akalf

xn:an—l-)\la}L—}--”—i-)\kafL
Exemple. Una recta d’un pla aff que passa per un punt p de coordenades (aj,az) en una referéncia
fixada i vector director (u,us) té equacions parametriques:

T = a1 + Auq, Y = ag + Aug, AEK.

Equacions implicites. Recordem primer com es troben les equacions d’un subespai vectorial F.

Fixem una base e; i suposem que (af,...,al),..., (ak,...,aF) sén les coordenades en la base fixada
d’una base de F'. Imposem que un vector variable (z1,...,z,) pertanyi al subespai demanant que
r; ol ... of
rang : : : = k.
o ol ... ok

Caldra anul-lar els menors d’ordre k + 1 i aix{ obtindrem un sistema d’equacions homogenies. En el
cas de l'espai aff amb una referéncia fixada {p;e;}, tenim que un punt x pertany a L. = a + F si i
només si és de la forma z = a + u, on u € F. Per tant at = u € F. Utilitzant la notacié d’abans per
una base de F, tindrem que:

r1 — aq Oz} e Oé’f
rang : : : =k. (3)
Ty — Qp a}l afL

Aix0 ens donara les equacions de L (no necessariament homogenies). Notem que cadascuna d’aquestes
equacions provindra d’imposar ’anul-lacié d’un menor d’ordre k£ + 1 de la matriu anterior. O sigui,
imposem

.. 1 k . 1 k . 1 k
Ty — g, O T 4 ¢ @iy, 0y . og
0= = : _ .
. _a- 1 k . 1 k . 1 k
xlk+l a2k+1 aik+1 aik+1 x2k+1 aik+1 aik+1 alk«kl aik+1 tte aik+1

En la descomposicié anterior el primer terme déna una equacié homogenia, mentre que el segon és
constant. Aixo ens diu que si eliminem els termes independents de les equacions de la varietat lineal
ens queden les equacions del subespai director F'.
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Exemple. Considerem el cas d’un hiperpla, o sigui & = n — 1. La matriu que ha sortit a (3) resulta
ser quadrada n per n. Per tant el rang sera n — 1 si i només si el determinant és 0:

T —a ol ... af

Ty — Qp 04,11

Aix0 ens dona una sola equacié de la forma
Az +---+ Az, = B.
L’equacié del subespai director sera A1z + -+ + Az, = 0. En particular dos hiperplans
Az +---+Az, =B i /1:B1+---+A;1xn:B/
sén paral-lels si i només si les equacions dels subespais directors son proporcionals, o sigui:

<(A17-~'7An)> = <( lla" : 7A;1)>

En general, gracies al metode d’orlar, una varietat lineal de dimensié k vindra donada per n — k
equacions i en conseqiiencia es pot veure com la interseccié de n — k hiperplans.

Baricentres en coordenades. Recordem que el baricentre de k punts p1,...,px es calcula
1— 1—
bar(pi) = O + £0p1+ -+ - Opy,

. —
on O és un punt qualsevol. Agafant O com l'origen de coordenades els vectors Op; tenen com a
coordenades exactament les coordenades del punt p;. En definitiva, si les coordenades dels punts sén
pi = (ay,...,a}) les coordenades del baricentre sén:

T k 1y ... k
bar(pi):<al+ Rl a”+k+a">.

r ey

En particular el punt mig s’obté fent el promig de les coordenades dels dos punts.

Nota. Hem estat utilitzant la paraula baricentre sense fer cap esment a la nocié, probablement ja
coneguda per 'estudiant, de baricentre d’un triangle. Recordem que una mediana d’un triangle
de vertexs A, B,C és una recta que uneix el punt mig de dos vertexs amb l’'altre vértex. Anem a
comprovar usant coordenades que les tres medianes es tallen en el baricentre dels tres punts, o sigui
que el baricentre dels punts coincideix amb el baricentre del triangle. En efecte, agafem com a sistema
de referencia R = {4; zﬁ, z@} de manera que les coordenades dels punts sén A = (0,0), B = (1,0)
i C = (0,1). Pel que acabem de dir les coordenades del baricentre sén bar = (3, 3). Sera suficient
comprovar que aquest punt pertany a les 3 medianes:

e La mediana que passa per A = (0,0) i el punt mig (%, %) de Bide C té equacié y = x i bar hi
pertany.

e La mediana que passa per B = (1,0) i el punt mig (0, %) de Aide C té equaci6 = + 2y = 1.
Notem que bar satisfa aquesta equacié.
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e Canviant el papel de la primera i la segona coordenada en el calcul anterior obtenim que la
tercera mediana és 2z + y = 1. També bar la compleix.

Canvis de referéncia. Fixem dos sistemes de referencia:

Rlz{P1§€1a“‘ 76n} i RZZ{pQ;vlv"' ,’Un}.

Volem relacionar les coordenades d’un punt en els dos sistemes de referencia. Per evitar confusions
posarem un subindex al final de les coordenades per indicar el sistema de referéncia. Per exemple posem
p2 = (a1, -+, )1 per indicar les coordenades de py en la referéencia Ry, oObviament ps = (0,...,0)s.
Calculem primer la matriu de canvi M entre les dues bases posant v; en funcié de e;:

1 n
n aj ... aj
_ i _ .
vy = g ae; — M= :
i—1 1 n
Siguin (z1,---,2p)2 les coordenades d’un punt r en el sistema de referéncia Ry. Volem calcular les

coordenades de r en R;. Per definicid W = x1v1 + - + TpUy, O sigui:
paf = xi(ate; + -+ aben) + -+ zp(aler +--- +aley).
Tenim que:

Pit = pips + Daf = (ane1 + -+ - + anen) + z1(aler + -+ alen) + - + zn(aler + - - - + aey)

= (1 +xa} + -+ zpai)er + -+ (o + z1al + -+ 200y,
que sén les coordenades de 7 en la referencia R;. Per tant:

a} ... al T [a%1 xla%%—---—}—xna%—kal
| = : (4

Tn Qp $1a711+"'+xnaz+04n

2 1

Podem integrar totes les dades del canvi de referencia en una sola matriu posant els coeficients «; com
una darrera columna. Per tal que la matriu de canvi de base sigui quadrada (i la poguem invertir per
trobar el canvi de referéncia invers) afegim una fila de zeros al final amb un 1 en la darrera posicié.
Aix{ la igualtat (4) esdeve:

a% a}L aq T xla% +--+ xna% + o1
al ap On Tn, az:la,lZ + -+ apap + o
0 0 1 1 1

Observacié. La fila final de la matriu de canvi de referéncia amb zeros i un 1 al final té una explicacié
natural en termes de coordenades projectives, tal com es veura en un proper curs.
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De manera resumida, la matriu de canvi de referencia de Ry en funcié de R; és de la forma:

aq
M
P=
(679
0 .. 0 1
on M és la matriu de canvi de base de v; en funcié de e; i (aq,...,a;,) son les coordenades de py en
la referéncia Ry. Sir = (x1, -+ ,2n)2 = (Y1,-..,Yn)1 aleshores
Z1 n Y1 1
p = i P =
Tn Yn Yn Tn
1 1 1 1

1.5 Rao Simple. Teoremes Classics.

Donats 3 punts sobre una recta en un espai afi (A, F), volem associar-lis un nombre que mesuri la
posicié relativa entre ells.

Definicié 1.17. Siguin a,b,c € A tres punts alineats tals que b # c¢. La raé simple dels tres punts
és l'escalar \ que satisfa la relacio

_ —

at = A\ be.

Ho denotarem per (a,b,c) = A.

Avis. No hi ha unanimitat sobre la definicié de raé simple en els diferents textos que es poden
consultar. Es freqlient trobar la definicié: (a,b,c) = X si at = \a que és diferent de la que acabem
de donar. La motivacié per la opcié que se segueix aqui és la seva compatibilitat amb la radé doble
que s’introduira en 'assignatura Geometria Projectiva.

Observacions. Tot i que hem imposat que el segon i el tercer punt siguin diferents, es poden donar
altres coincidéncies entre els punts. Si posem (a,b,c) = A, aleshores:

e ¢ =>b siinoméssi\=1.
e ¢ =c siinoméssi\=0.

Una altra situacié en la que és facil calcular la raé simple la trobem quan un dels punts és el punt mig
dels altres dos. De la definicié obtenim facilment:

a) Si a és el punt mig de b i ¢, aleshores at = %% i per tant (a,b,c) = %

%
b) Si b és el punt mig de a i de ¢, aleshores at = 2bc i (a,b,¢) = 2.
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c¢) Finalment, quan ¢ és el punt mig de a i de ¢, tenim que at = % (a,b,c) = —1.

El valor de la raé simple depen de 'ordre en que es posin els punts com hem vist en el cas del punt
mig. Per determinar exactament I’efecte de permutar els punts en la raé simple, necessitem el segiient
resultat:

Lema 1.18. Siguin a,b,c tres punts alineats diferents dos a dos de lespai afi. Si (a,b,c) = A,
aleshores: (b,a,c) = 3 i (a,c,b) =1— A,

Demostracio: Suposem que at = )\b_c>. Aleshores E; = %a_)c per tant (b,a,c) = % D’altra banda
ab=at+ cb= Aot + ch= (—A+1)cb,

que implica (a,c,b) =1 — A. O

El Lema ens diu com canvia la raé simple permutant els dos primers punt o els dos dltims. Com

composant aquestes dues transposicions podem obtenir totes les permutacions arribem a la taula
segilient:

(a,b,c) A (ba,c) 1/A
(a,c,b) 1—=X| (¢,a,b) 1/(1=X\)
(b,c,a) A=1)/A| (¢, b,0a) AJ(A—=1)

Calcul de la raé simple amb coordenades. Considerem en un espai afi n dimensional una
referencia fixada i tres punts alineats a = (a1,...,a,), b= (b1,...,by)ic= (c1,...,¢,). Larad simple
A satisfa per definicié:

(c1 —ay,...,cn —ap) =1 —by,...,cp —by).
Per tant, si ¢; # b;, tenim
C; — Qg
a,b,c) == )
(a,.c) ¢ — b

Teoremes Classics.
El seglients sén resultats ben coneguts i involucren la raé simple:

Teorema 1.19. (Thales, 624 AC — 546 AC) Siguin r i s dues rectes del pla afi que es tallen un punt
O, i siguin ly,la,l3 tres rectes paral-leles tallant r © s en punts p1,p2,p3 © q1,q2,qs Tespectivament.

Aleshores (p1,p2.p3) = (q1, 42, 43)-
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Demostracié: Considerem el sistema de referencia R = {O;Op1,0q1} en el qual O = (0,0),p; =
(1,0),q1 = (0,1) i la recta Op; té equaci6é y = 0. Per tant les coordenades de ps i p3 s6n de la forma
p2 = (a,0) i ps = (b,0). La recta Og; té equacié x = 0, mentre que la paral-lela a piq; per py és:

p2 + <Eq—1>> - (CL, 0) + <(_17 1)>

Per tant g2 és de la forma (a,0) + p(—1, 1) i al mateix temps pertany a x = 0. Aixo implica que p = a
i g2 = (0,a). De la mateixa forma g3 = (0,b). Aleshores:

(p17p27p3) = ((170)7 (aa 0)7 (b7 0)) = % = ((07 1)7 (O,CI,), (07 b)) = (QI7Q27Q3)'

O

En els dos Teoremes segiients trobem propietats sobre triangles. Entendrem per un costat del triangle
una recta (no un segment!) que conté dos dels seus vertexs.

Teorema 1.20. (Menelao, 70 — 140). Donat un triangle de vértexs Ay, Aa, As del pla afi anomenem
a; al costat oposat a A;. Sigui r una recta que talla els tres costats del triangle en punts B; = r Na;
diferents dels vértexs. Aleshores

(A2, A3, B1) (A1, A3, By) (A2, A1, B3) = 1.
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Demostracié: Considerem la referencia R = {A;; E,M} en la qual 4; = (0,0), A2 = (1,0) i
Az = (0,1). Els costats del triangle tenen equacions respectives y = 0, z = 01z +y = 1. El punt
By € AjAs sera de la forma (0,b) i analogament Bs = (a,0). Com sabem que no sén vertexs tenim
que a,bno sén ni 0 ni 1. La recta r = By B3 té equacié parametrica (z,y) = (a,0) + A(—a,b). Tallant
amb la recta z +y = 1 s’obté que a # b i que:

B, - (a(b— 1) b(l—a)>.

b—a > b—a

Calculem les tres raons simples:

(A3, Ay, By) = ((07 D.(L0), (a(b— D b —a))) _alb-1) (a(b— ) 1) _ =)

b—a b—a b—a b—a bla—1)
b
(Ala As, BQ) = ((07 0)7 (07 1)7 (O’ b)) = ﬁ
a—1
(AQaAlaB?)) = ((170)> (010)7 (a,O)) = a .
Multiplicant els tres resultats déna 1. ]

Teorema 1.21. (Ceva, 1647 — 1734). Donat un triangle de vértex Ay, Aa, As del pla afi anomenem
a; al costat oposat a A;. Sigui O un punt que no pertany a cap dels costats i tal que, per a tot i, la
recta per O i A; talla a; en un punt B;. Aleshores

(Ag, A3, By) (A1, A3, Bo) (A2, A1, B3) = —1.

Demostracié: Considerem la referencia R = {Aj; m,m} en la qual A7 = (0,0), Ay = (1,0) i
As = (0,1). Els costats del triangle tenen equacions respectives y = 0, z = 01z +y = 1. Siguin (a,b)
les coordenades del punt O en aquesta referencia, per hipotesi a # 0,0 # 0ia+ b # 1. Unim cada
vertex A; amb O i tallem amb el costat oposat. Obtenim que perque hi hagi interseccié a +b, a — 1 i
b — 1 s6n no nuls i les solucions sén:

a b b a
Bi=(— — By = _— By3=|— .
1 (a—l—b’a—{—b)’ 2 (Oal_a)v 3 (1_b50>
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Aleshores:

a b a a a
(142,89 = (00,00, (75525 ) = 2 (S -1) - -

(A1, A3, Bo) = ((0,0),(0,1), (O’lba>> = 1Ea : <1ba_1> :leil

(As, Ay, Bs) = <(1,0),(0,0),< ib,())) - (ﬁb —1> : 1ib - a+2_1.

Multiplicant els tres resultats déna —1. O

—

2 Aplicacions afins i afinitats

2.1 Definicié d’aplicacio afi i exemples.

Definicié 2.1. Donats dos espais afins (A1, E1), (Aa, E2) una aplicacié afi és un parell d’aplicacions:
fihr— Ay f:E— By

tals que:

a) f és lineal.

b) Per a tot punt p € Ay i per a tot vector u € Ey, tenim f(p +u) = f(p) + f(u).

Equivalentment, si en la propietat b) posem q = p + u, tenim que f(p)f( ) = f‘(ﬁ)

Observacié. Sovint, es diu només que f : Ay —> As és una aplicacié afi, i que f és 'aplicacio lineal
associada.

Definicié 2.2. Diem que una aplicacio afi és una afinitat si és bijectiva.

Exemples. Suposem que (A, Fq) = (Ag, E2) = (A, E). En aquest cas, direm que un punt p és fix
per una aplicacié aff f si f(p) = p.

1. Si f(p) = p per a tot p, aleshores f(p)f(q) = p§. Aixi la identitat és una afinitat amb f=Id en E.

2. Fixem un vector no nul v € E i definim f(p) = p+ u la translacié de vector u. Comprovem que

és una afinitat: donats dos punts p,q € A, observem que pf (ph = qf(q) = u, aleshores

Ffw)f(@) = f(p)p + bl + af (q) = = + bl +2'= .

Per tant f és una afinitat amb f =Id en E. Notem que en aquests dos primers exemples I’endomorfisme
associat és la identitat.
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3. Fixem un punt O € A i una constant r € K, r # 0,1. Definim ’homotécia de centre O i rad r
com la transformacié: h: A — A, h(p) = O + r Op. Es una afinitat: en efecte, donats dos punts
P, q € A tenim

h(p)h(q) = h(p)O + Oh(q) = rpO +r Og = r i

Per tant h és una afinitat amb endomorfisme associat h = rId.

4. Sigui L = a + F C A una varietat lineal. Suposem que G és un complementari de F' en E, o sigui
que £ = F & G. Un vector u € E descompondra de manera tinica en una suma ug + ug on cada
sumand pertany al subespai que indica el subindex. Definim la simetria d’eix IL i direccié G
com laplicacié s : A — A, s(p) = a+app —apée. SiL és un punt 'anomenem simetria central.

Ates que per qualsevol parella de punts p, g es té

s(p)s(q) = s(p)a + as(q) = pap — pac + aqt — aqd = par —

pac:

obtenim que s és afinitat amb endomorfisme associat § determinat per ser la Id sobre F' i -Id sobre
G. Dit d’'una altra forma, § diagonalitza amb VAPS 11 —1, F' és el subespai de VEPs de VAP 1 i
G és el subespai de VEPS de VAP —1. Notem que tots els punts de ’eix L. sén fixos i que, per la
mateixa definicid, s? és la identitat en A.

5. Utilitzant les mateixes notacions que en l’exemple anterior definim la projeccié sobre L en la
direccié G com l'aplicacié IT: A — A, II(p) = a+ @F, o sigui, els vectors de G sén ara vectors
del Nucli (per tant VEPs de VAP 0). Raonant de la mateixa manera trobem que és una aplicacié
aff (no afinitat) i que I’aplicacié lineal associada és la identitat sobre F' i és 0 sobre G. Observem
que TI(A) = L i que I12 = IL.

Tenim les caracteritzacions segiients:

Proposicié 2.3. Sigut f : A — A wuna aplicacio afi d’endomorfisme associat f : F — FE.
Aleshores:

a) f és la identitat o una translacid si i només si f=Id.

b) [ és una homotécia si i només si f és una homotécia de rad # 0, 1.
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c) f és una simetria si i només si f? =Id i f #Id.

d) f és una projeccié si i només si f? = f i f #Id.

Demostracio: En tots els casos hem vist que les condicions sén necessaries, anem a veure un per

un que també sén suficients. Suposem primer que f =Id i fixem un punt p. Posem u = pf (p). Per
qualsevol altre punt ¢ es tindra:

o (@) = @b+ pF ) (&) = @+ pF () + 2l = pf (p) = .

— . . . .
Aixi f =q+qf ) q+u. Siu= 0, f és la identitat, en cas contrari és una translacio.
Con&derem ara el cas en que f = rld, r # 0, 1. Volem veure que f té un punt fix. Notem que si f fos

una homotecia aleshores existiria un punt fix O tal que f(p) = O 4+ r Op i per tant:

rOp=0f(p) = 0p+pf(p) — (r—1)0p=pf(p)

o=p+w=p+%m- (5)

Considerem un punt p arbitrari i definim O com el punt donat per (5). Comprovem que és fix:

i aixi tindriem que

f(O) = f(p) —3 +7pf(p =p+(1+1%r)pf(p =p+ %pf(p =0.

Ara ja podem veure que, suposant f = rlId, f és I'homotécia de centre O i raé r:

f(p) = (O + Op) = £(0) + f(Op) = O + 1 Op.

Per provar c), considerem f amb f? =Id i notem que si p és un punt qualsevol, aleshores el punt mig
M de pide f(p) és fix:

FOM) = Fp+ 3 pF ) = ) + 5 @) = £0) + 5 F0)(6) = £0) + 5 )b =

Posem f(p) = M + f (1\7];) i apliquem aquesta expressié dues vegades p = f2(p) = M + f2(]\71>9), per
tant f2(]\7]>7) Mp. O sigui f2 és la identitat. Obtenim que el minim de f divideix a 22 — 1. Com f
1o és la identitat tenim que el minim és z+1 o0 (z+1)(z—1). En el primer cas f (i per tant f) és una
homotecia de raé —1, o sigui una simetria central. En el segon cas f diagonalitza amb VAPs 11 —1.
Denotem per F' (respectivament ) el subespai de VEPs de VAP 1 (respectivament —1), aleshores

E =F ®G. Sigui O un punt fix. Tenim:
— - = s = = — =
f(p) = f(O+O0p) =0+ f(Op) =0 + f(Opr + Opc) = O + Opr — Opg.

Per tant f és la simetria d’eix O + F' i direccié G. El cas de la projeccié és gairebé identic: el minim
és x(r — 1), f diagonalitza i s’agafen F' com el subespai de VEPs de VAP 11i G com el VEPs de VAP
0. O
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2.2 Propietats de les aplicacions afins. Determinaci6 i matrius associades.

Estudiem primer les propietats més basiques de les aplicacions afins.

Propietats. Siguin f: Ay — Ay, g : As — A3 dues aplicacions afins.
1. La composicié go f: A; — Ag és aff i (9/\7) = (o f).
f és injectiva si i només si f ho és.

f és exhaustiva siinomés si f ho és.

)

)
c) f és bijectiva siinomés si f ho és.

) Una aplicacié afi f envia una varietat lineal L = a + F a la varietat lineal f(L) = f(a) + f(F).

) Sigui M una varietat lineal tal que f~'(M) # 0 i sigui a € f~'(M). Aleshores si M = f(a) + G,
tindrem que f~1(M) = a + f~1G).
f) Siguin a, b, c € A; tres punts aliniats amb b # ¢, aleshores f(a), f(b), f(c) € A també estan alineats
o sén el mateix punt. Si f(b) # f(c), aleshores (a,b,c) = (f(a), f(b), f(c)), és a dir, la rad simple
es manté per aplicacions afins.

Demostracié. Per provar la primera propietat és suficient notar que

I(f@0) = g(f(p)f (@) = 9(f(»))g(f(a)),

per tant la composicié és aplicacié afi amb aplicacié lineal associada g o f.
Siguin p,q € A dos punts diferents amb la mateixa imatge f(p) = f(q), aleshores u = P4 £ 0

pertany al Nucli ja que f (ﬁ) = f(p)f (qi = ﬁ, o sigui f no és injectiva. En direccié contraria: si
u # 0 és del Nucli, aleshores per a tot p € A, si posem ¢ = p+ u, T = fu) = f(pg) = f(p)f(q) Aix{
f(p) = f(q) i f no és injectiva.

Suposem f exhaustiva i sigui v € Ey. Per un punt ¢ € Ay qualsevol posem ¢ = g+ u. Per hipotesi
existeixen p,p’ € Ay amb f(p) = ¢, f(p) = ¢'. Per tant f(pp') = f(p)f(p’j} Suposem que [ és
exhaustiva i sigui ¢ ENAQ._Ponat un pu~nt p € Aq, considerem el vector f(p)q i una antiimatge u.
Aleshores ¢ = f(p) + f(f(p)a) = f(p) + f(u) = f(p+uw).

La propietat d) és conseqiiencia de b) i de c).

Per demostrar e) notem que els punts de L sén de la forma a + u, on u € F, per tant

FL) = {f(a+u)|ue F}={f(a) + f(u)|u € F} = f(a) + f(F).
Sigui a € f~'(M). Aleshores podem posar M = f(a) + G. Un punt p € f~*(M) si i només si
f(p) = fla) + v amb v € G. O sigui f(a)f(p) € G. Equivalentment f(ap) € G. En definitiva, els
punts de f~1(M) sén de la forma p = a + ap€a+ fHQG).
Finalment, si a,b,c alineats i b, ¢ sén diferents podem posar at = )\b_c>. Aplicant f a aquesta

igualtat: f(a)f(c) = A (b)f(c). Si f(b) = f(c), aleshores els tres punts sén iguals. En cas contrari
(f(a), £(b), f(€)) = A = (a,b,¢). O

A continuacié demostrem que una aplicacié afi queda determinada per la imatge d’una referéncia.
Aix0 ens permetra associar-li una matriu.
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Proposicié 2.4. Siguin (A1, E1), (Ag, Eo) dos espais afins. Fizem punts p1 € Aj,p2 € Ao i su-
posem donada una aplicacio lineal h : By — FEy. Aleshores existeiz una unica aplicacid afi (f, f) :
(A1, E1) — (A2, Es) tal que f(p1) = p2 i f = h. En altres paraules, una aplicacid afi queda totalment
determinada per Uaplicacio lineal associada i la imatge d’un punt.

Demostracié: Comencem veient la unicitat. Si existeix una tal aplicacié afi (f, f), aleshores

f(@) = f(pr+pid) = f(p1) + f(p1) = p2 + h(pid),

per tant p1,p2 i h la determinen completament. Aixo també ens diu com hem de definir f per provar
lexisténcia. Posem f(z) = pa + h(pif) . Només falta veure que és una aplicacié aff amb f = h. En
efecte, donats dos punts z,y tenim que f(z) = p2 + h(m) ifly)=p2+ h(m) Per tant,

F(@)f(y) = f@)p2+ paf (@) = —h(pi#) + h(p1]) = h(pr]) — Pid) = h(ZD).

O

Com una aplicacié lineal esta determinada per la imatge d’una base, la Proposicié anterior ens diu
que una aplicacié afi queda determinada per la imatge d’un sistema de referéncia, o bé per la imatge
de n + 1 punts linealment independents:

Corollari 2.5. Siguin (A1, E1) i (Ae, Ey) dos espais afins i sigui n la dimensid del primer.

a) Fizat un sistema de referéncia R = {po;e1,--- ,en} en (A1, E1) i donats qo € Ag i v1,- - ,vn € B2

qualssevol, existeir una unica aplicacio afi (f, f) tal que f(po) = qo i f(e;) = v;.

b) Donats po,--- ,pn € A1 linealment independents i n + 1 punts qualssevol qo,- - ,qn € Ag, ezisteix

una unica aplicacio ofi (f, f) tal que f(p;) = q;.

Matriu associada a una aplicacié afi.

Sigui (f, f) : (A1, E1) — (A2, F5) una aplicacié afi. Fixem sistemes de referéncia

Ri={p;er,....en},  Ro=A{quv1,...,om}

en A; i Ay respectivament. Suposem que f(p) té coordenades (ayq,...,q,) en la referéncia Ra, i que
f(ei) = ajvy + -+ al,vm. Es a dir la matriu de f en aquestes bases és:

1 n
ay ay
M= : :
1 n
am am

Anomenem matriu associada a f en les referencies Ry, Ry a la matriu:

aq
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Tenim que

aq 71
F@)=f+pE) = f) +fEE)=| + [ +M| : ],
ap T,
amb (x1,--- ,zy) coordenades de z en R;. Per tant si (z7,...,x},) sén les coordenades de f(x) en Ra:
x1 x]
M = |-
T, xy,
1 1

Observacié. L’expressié matricial anterior es pot escriure en forma d’equacions:
x] =X aix; + o

*

L,

X an,Ti + o,

de manera que les coordenades z; del punt imatge depenen linealment de les coordenades del punt
inicial z;. Com la imatge d’una referencia determina de manera tinica una afinitat, la matriu també
la determina. Aixo ens diu que un cop fixada una referencia podem donar una afinitat mitjancant un
sistema d’equacions com ’anterior.

Exemples.

1. La matriu de la identitat utilitzant la mateixa referencia a la sortida i a ’arribada Ry = Rs és la
identitat. En canvi, si considerem la identitat amb una referéncia diferent a la sortida i a ’arribada,
retrobem la matriu de canvi de referencia de R; en funcié de Rs.

2. Sigui t, una translacié. En qualsevol base la matriu de ¢, és la identitat. Per tant en un sistema
de referéncia qualsevol, si el vector de translacié té coordenades (ay, ..., ay) les equacions sén:

* .
r; = x; + a;, 1=1,...,n,

i la matriu és:

1 ... 0 aj
M = . . : .
0 ... 1]ap
0 ... 01
3. Sigui h una homotecia de raé r i centre O. En una referencia {O;eq, -+ ,e,} tenim que

M, xn) = (0,...,0) +7(0,...,0)(x1,..., %) = (rag,...,ra,).

Per tant les equacions sén:

x¥

=TT, 1=1,...,n,

23



i la matriu és:

. Sigui L. = a+ F una varietat lineal i G un complementari de F' en E, o sigui £ = F®G. Prenem un
sistema de referencia R = {a;e1,..., €k, €xt1,--,€6n} ON €1,..., € és una base de F i egiq,... e,
és una base de GG. Aleshores la simetria s d’eix L i direccié G satisfa:

s(x1,...,xn) = 8(O +x1€1 4+ -+ + Tpep + Tppr€p1 + -+ Tpep) =
s(O) + §(x1e1 + - -+ + xper + Tpp1€k41 + - + Tpey) =

O+ rie1+ -+ Tpek — Tpy1€k4+1 — 0 — Tnplp = (‘Th s s Ty TTRA41s -0y _mn)‘
Per tant les equacions de s soén:

* *

T] = T1,..., T = T,

* *

Tpyqy = —Thtl, - LTy = —Tp.

La matriu en aquesta referencia és:

1 0

1 0

M = -1 0
-1

0 0|1

5. En ’exemple anterior, i amb la mateixa notacié, la matriu de la projeccié sobre L en la direccié G

és:
1 0
1 0
M = 0 0
0
0 01

2.3 Varietats lineals invariants per una afinitat.

En aquesta seccié (A1, E1) = (Ag, Bo) = (A, E) i (f,f) : (A, E) — (A, E). Suposarem que f és un
automorfime, és a dir, que f és una afinitat. Recordem que anomenem punt fix a p € A si f(p) = p.
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Definicié 2.6. Diem que una varietat lineal L = a + F és invariant si f(L) = L.

Observacions. Notem que si u € F, aleshores f(a), f(a + u) € L, per tant f(u) € F. Obtenim que
f(F) = F. Atencié6: 'invers no és cert, per exemple sigui r = a+ (u) una recta i sigui f la translacié de
vector v amb v linealment independents amb w. La recta r es transforma en una paral-lela i per tant
no és invariant, en canvi f (que aqui és la identitat) transforma F = (u) en si mateix. Es important
no confondre varietat invariant (si p € L, f(p) € L) amb varietat de punts fixos (si p € L, f(p) = p).

Meétodes de calcul.

Punts fixos. Només cal imposar f(z1,...,2,) = (2],...,2}) = (z1,...,2,). Algunes propietats del
conjunt dels punts fixos son:

Proposicié 2.7. a) El conjunt de punts fizos és una varietat lineal.

b) Sipi,...,pr son fixos, aleshores tots els punts de la varietat lineal p1 + - - - + p son fizos.
¢) Sil no és VAP de l’endomorfisme f, aleshores Uafinitat té un unic punt fiz.
Demostracié. Fixem un sistema de referencia. Suposem que les equacions de f sén:

.’L‘T I b1
= A : +

Tn

*
3

L

Els punts fixos sén els que satisfan el sistema

1 b1
(A —1d)

Tn by,

Aixo demostra a). L’apartat b) n’és una conseqiiencia. Notem finalment que si 1 no és VAP, aleshores
det(A—Id) # 0 i el sistema de punts fixos és compatible determinat. O

En particular, si pp, p1 sén punts fixos aleshores tots els punts de la recta py + (popi) sén fixos.

Rectes invariants. Si una recta r = a + (v) és invariant, aleshores f((v)) = (v). Es a dir, el vector
director de r és propi. Com hem fet notar en una observacié més amunt, que el subespai director
sigui invariant per f no és una condicié suficient per tenir varietats lineals invariants. El que farem és

trobar primer els VEPs de f i aleshores imposar que pf(p) sigui VEP. Aixi determinarem les rectes
invariants que tenen aquest VEP com a vector director.

Exemple. Considerem ’afinitat d’un pla afi que en un cert sistema de referéncia té equacions
=y, y=x+2.

La matriu associada a aquesta afinitat és:

O = O
O O =
= N O



Estudiem primer els VEPs de ’endomorfisme associat el qual té matriu:

(Vo)

El polinomi caracteristic és 2> — 1 = (z — 1)(x + 1). El subespai de VEPs de VAP 1 és ((1,1)). Anem
a veure quines rectes invariants tenen vector director propi de VAP 1: si p = (x,y) pertany a una tal

recta aleshores pf(p; = (z* —z,y" —y) = (y — z,x + 2 — y) sera proporcional a (1,1) i per tant:

0:' y—xr x—y-+2

1 1 ’:y—x—x—l—y—2:—2x+2y—2.

Obtenim la recta invariant z — y + 1 = 0. Repetim els calculs amb l'altre VAP. El subespai de VEPs
de VAP —1 esta generat per (—1,1). Hem d’imposar la mateixa condicié que abans perd canviant el
vector. Obtenim que els punts (z,y) de la possible recta invariant satisfan:

y—x z—y—+2

0:‘ -1 1

’:y—x+x—y+2:2
No hi ha cap recta invariant amb vector director un multiple de (—1,1).

Hiperplans invariants. Recordem que hem suposat que 'aplicacié afi és bijectiva. Aixo ens permet
imposar la invariancia demanant la condicié equivalent de que f~1(IL) = L. En el cas dels hiperplans
aquesta formulacid és especialment convenient ja que si Ajz1 + - 4+ Apzy, + B = 0 és 'equacié d'un
hiperpla H en un sistema de referéncia fixat, aleshores:

f_l(H) ={(z1, - ,zp) tal que f(zy1, -+ ,x,) = (27,...,2,) € H}.

Per tant f~!(H) és I'hiperpla d’equacié Ajzt + -+ + Az} + B = 0. Suposem que les equacions de f
son: |

Dit d’una altra forma, la matriu de f és

al al | by
M = . .

ay ay | by

0 01

L’equacié de 'antiimatge de H sera:

Az 4+ Apa, + B = Ay(Sa xj + b1) 4 -+ An(Sja) w5+ by) + B =

(Ajal + -+ Apa) zy + -+ (Aral + -+ Apa?) 2y + (A1by + - + Apb, + B) = 0.

Hem obtingut que els coeficients de I’equacié de f~1(H) s’obtenen aplicant M7 als de H:

al ...oab |0 Aq
al co.oan |0 An
by by |1 B



Per tal que f~!(H) = H els nous coeficients han de ser proporcionals als originals. Per tant hem
obtingut:

Proposicié 2.8. Sigui f : A — A wuna afinitat que en certa referéncia té matriv M. Un hiperplad
d’equacié A1xy + -+ + Apxn + B =0 és invariant per f si i només si (Ay, ..., An, B) és un VEP de
MT i algun A; és no nul.

Exemple. Tornem a considerar I'afinitat del pla afi amb matriu
010
M=|10 2
0 01

en un cert sistema de referéncia. Les rectes invariants (hiperplans en aquest cas) tenen equaci6
Az + By+C =0on (A, B,C) és un VEP de M7 amb A o B no nul. El caracteristic de la matriu
transposada és (1 — z)(2? — 1) per tant els VAPS sén 11 —1. Els VEPs de VAP 1 sén multiples
de (0,0, 1) que no correspon a cap recta. En canvi els VEPs de VAP —1 s6n multiples de (1,—1,1).
Tornem a obtenir que I'inica recta invariant és x —y + 1 = 0.

3 Espais vectorials euclidians

En aquest tema introduim nocions “meétriques” en un espai vectorial tals com ortogonalitat, norma (o
modul) d’un vector, etc. Suposarem en tot el tema que el cos base és el dels nombres reals. Per tant
FE sera un R-espai vectorial de dimensi6 finita n.

3.1 Producte escalar.
Definicié 3.1. Una forma bilineal en E és una aplicacio
p:ExE — R
que assigna un escalar a un parell de vectors i que és lineal en les dues variables, €s a dir que satisfa:

o p(ur +uz,v) = p(u1,v) + p(uz,v),

[ ]
S
£

<
S

+

<
N

Il
5
£

<
S

+
5
£

<
N

o o(u, A\v) = Ap(u,v).
per a qualssevol vectors u, w1, us, v, v1,ve © nombre real A € R. Diem que la forma bilineal és simétrica

st o(u,v) = p(v,u).

Matriu de Gram. Donada una base ey, ...,e, de E posem g;; = ¢(e;,e;). Anomenem matriu de
Gram de ¢ en la base e; a
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gn1 ... Gnn

La matriu G permet calcular la imatge de dos vectors gracies a la bilinealitat. Fn efecte, siguin
u=(x1, - ,xn),v= (Y1, - ,Yn) coordenades en la base fixada, aleshores:

p(u,v) = p(Ezie;, Byje;) = Bryjp(ei, €5) = Bxiy;Gij-
Per tant:
gi1 - YGin n
o(u,v) = (x1 -+ @) | 1 : :
gnl ° YGnn Yn

De manera una mica abusiva es sol posar u! G v per referir-se a aquesta darrera expressi6, on s’entén
que u, v sén en realitat vectors de coordenades posats en columna.

Observacid. Utilitzarem més endavant que G és I'inica matriu que satisfa la relacié
p(u,0) =u" G,

ates que g;; = el Ge;.

La matriu de Gram ens permet identificar rapidament quan una forma bilineal és simetrica:
Proposicié 3.2. Sigui ¢ una forma bilineal en E. Son equivalents;

a) ¢ és simeétrica.

b) Per a tota base de E la matriu de Gram és simétrica.

¢) Existeiz una base tal que la matriu de Gram en aquesta base és simétrica.

Demostracié. Si ¢ és simetricai{e;} és una base qualsevol, aleshores g;; = ¢(e;,e;) = v(ej, €;) = gji.
Per tant G és simetrica. Aixo demostra que a) implica b). Notem que b) implica c¢) és obvi. Per
provar que c) implica a) fixem una base en la qual la matriu de Gram G és simetrica. Aleshores:

o(u,v) = u?'Gu o (uf' Gv)T = 0T GTu = vTGu = p(v,u).

La igualtat en () es deguda a que v’ Gv és una matriu 1 per 1. O

Canvi de base. Sigui ¢ una forma bilineal en F i siguin e; i v; dues bases. Denotem per G,, G, les
corresponents matrius de Gram. Sigui P la matriu de canvi de base de v; en funcié de e;.

Proposicié 3.3. Amb les notacions anteriors:

G, =P'G.P
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Demostracié. Siguin z,y € E. Posem z.,y. (respectivament x,,y,) per denotar les seves coorde-
nades en la base e; (respectivament en la base v;). La matriu P transforma les coordenades en la base
v; en coordenades en la base e;, per tant Pz, = Te 1 P Yy = . Aixi:

go(w,y) = xZGeye = (P xv)TGeP Yv = xqj;PTGeP Yu-
Com només hi ha una matriu tal que ¢(z,y) = 2L G,y, obtenim la igualtat de I’enunciat. O

Observacié. Notem que, en contrast amb els canvis de base per endomorfismes ens apareix la
transposada PT en comptes de la inversa P~ 1.

Producte escalar.

Definicié 3.4. Diem que una forma bilineal ¢ és definida positiva si
o(u,u) >0, Yu i o(u,u) =0 <= u=0.
Definicié 3.5. Un producte escalar en un espai vectorial E és una forma bilineal:
p:ExFE—R

simetrica i definida positiva. Un espai vectorial euclidia és un espai vectorial amb un producte
escalar. Es denota per (E,p) o (E,-). En un espai vectorial euclidia tenim les definicions segiients:

1. Dos vectors u,v son ortogonals si u-v = 0.
2. Un vector u és unitari si u-u = 1.

3. Una base e; és ortogonal sie; -e; =0, Vi # j, és a dir, tots els seus vectors sén ortogonals dos a
dos. Aixo equival a que la matriv de Gram sigui diagonal en aquesta base.

4. Una base e; és ortonormal si és ortogonal i esta formada per vectors unitaris. Equivalentment,
és una base en la qual la matriv de Gram és la identitat.

Exemple. Siguin u = (x1,...,2,),v = (y1,...,Yn) dos vectors de 'espai vectorial R™. Aleshores
U-v =1T1Y1+ ... + Ty, defineix un producte escalar: és lineal en cada variable, és clarament simeétric
i

u'u:x%—i— —I—:CiZ(),

essent 0 només quan x; = ... =z, = 0. Diem que és el producte escalar “estandard” o “usual”.

Si ¢ és un producte escalar arbitrari en un R-espai vectorial F i e; és una base ortonormal, aleshores
G és la identitat i obtenim que el calcul en coordenades té la mateixa expressié que el producte escalar
estandard en R™.
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3.2 Metode d’ortonormalitzacié de Gram-Schmidt i aplicacions.

Fixem un espai vectorial vectorial euclidia (F,-). Volem demostrar que existeixen bases ortonormals

i per fer-ho donem un procés constructiu per produir-ne una a partir d’una base qualsevol vy, ..., v,.
Aquest procés es coneix com el metode d’ortonormalitzacié de Gram-Schmidt.
Observem primer que si trobem una base ortogonal v}, ..., v}, podem definir una base ortonormal
normalitzant els vectors de la base. Definim:
U// = :} - ,U/
vy - U

1 no__ : " no__ L .
Aleshores v’ -vj =11 v/ 07 =0sii#j.
Ens centrem per tant en la construccié d’una base ortogonal. Definim recurrentment la base ortogonal
e; de la forma segilient: e; = vy, es = vo + Aep, on A queda determinat per la condicid

O0=-eg-e1 = (va+Aep) e =va-e1+ Aey - ey.

Per tant:

V2 - €1 V2 - €1
- y €2 = U2 —
e1 - el €] -e1

A=

e1.

Suposem que hem definit els primers k vectors ey, ...e; de la base ortogonal. Definim el £ + 1 de la
manera segiient:

€k+1 = Vkt1 + A1e1 + -+ - + Ageg,

i imposem l'ortogonalitat amb tots els anteriors:
0=¢i-err1 =€ - (Vpr1 +A1e1+ -+ Agex) = €i - Vg1 + A€ - €.

Per tant:
Vk+1 - €1 Uk+1 - €k
€11 =Vgy1 — —————— €1 — - — —— €.
€1 €1 €L - €k

Continuant amb aquest procés obtenim n vectors ortogonals dos a dos. Observem que si posem en
columna les coordenades de e; en funcié de v; obtenim una matriu de la forma:

S
01 x ... x
00 . : ,
S o1 %
o0 --- 0 1

ja que cada ey es defineix modificant vy amb combinacions lineals dels vectors v; amb ¢ < k — 1. Com
la matriu és té determinant 1, és invertible i els vectors e; formen una base.

Com a conseqiiencia de la construccié anterior tenim dos corol-laris:
Corol-lari 3.6. Sigui ¢ : E x E — R una forma bilineal.
a) ¢ és un producte escalar si i només si existeir una base en la qual la matriu de Gram és la identitat.

b) St és un producte escalar aleshores la matriu de Gram G en una base qualsevol satisfa det(G) > 0.
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Demostracié. La implicacié d’esquerra a dreta en a) ve justificada pel metode d’ortonormalitzacié
de Gram-Schmidt. En sentit contrari, si la matriu de Gram és la identitat en certa base la forma
bilineal és simetrica (per ser-ho la matriu de Gram) i en coordenades

Aleshores o((..., @5 ... ), (..oy@iy...)) =23+ -+ 22 > 01 és zero si z; = 0, Vi.

Sigui v; una base qualsevol i sigui G la matriu de Gram de ¢ en aquesta base. Sigui e; una base
ortonormal qualsevol. Aleshores, per la férmula del canvi de base, existeix una matriu P tal que
G = PT Id P, ja que la matriu de Gram de la base ortonormal és la identidad. Prenent determinants
tenim det(G) = det(P)? > 0. Aix6 demostra b). O

Per acabar aquesta seccié volem donar un criteri que permeti identificar a partir de la matriu de Gram
d’una forma bilineal si és o no definida positiva. Per exemple, en I’apartat b) del corol-lari hem provat
que una condicié necessaria és que el determinant de la matriu sigui positiu. Pero aixo no és suficient
com mostra l’exemple segiient:

Exemple. Considerem la forma bilineal ¢ : R? x R? — R que en certa base e; té matriu associada:

01 O
10 0
00 -1

Aquesta matriu té determinant positiu (i fins i tot és simetrica) perod no representa un producte escalar
ja que p(e1,e1) = 0. Observem que els termes de la diagonal de la matriu de Gram d’un producte
escalar g;; = (e, ;) sén sempre positius i aixod no es compleix en cap terme de la diagonal d’aquesta
matriu. Tampoc les condicions g; > 0 sén suficients. Per exemple en R?* la forma bilineal simetrica ¢
que en la base canonica té matriu:

1 2 00
2100
0 01 2
0 0 21

satisfa que el determinant és positiu i també que ho soén tots els termes de la diagonal. En canvi no
representa un producte escalar: ¢((1,—1,0,0),(1,—-1,0,0) = -2 < 0.

Notacid. Per establir el criteri segiient necessitem considerar “submatrius” de la matriu de Gram:
sigui G la matriu de Gram d’una forma bilineal en una base v;. Anomenem G, a la matriu obtinguda
eliminant les dltimes (n — r) files i les dltimes (n — r) columnes de la matriu G. O sigui:

g11 9ir
G, = :
gr1 Grr
Aquesta matriu també es pot interpretar com la matriu de la restriccié de ¢ al subespai (v1,...,v,).
Ates que @ és definida positiva, també ho sera la seva restriccié a un subespai, per tant es complira
que det(G,) >0 perar =1,...,n. Anem a veure que aquestes condicions si sén suficients.
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Proposicié 3.7. Sigui ¢ una forma bilineal simétrica en E. Son equivalents:

a) ¢ és definida positiva.

b) Per a tota base, la matriv de Gram G en aquesta base satisfa det(G,) >0 per ar=1,...,n.

¢) Ezisteix una base tal que la matriu de Gram en aquesta base satisfa det(G,) > 0 perar=1,...,n.

Demostracié. Per la discusié anterior només cal provar que ¢) implica a). Ho fem per induccié. Si
n = 1, aleshores E = (v1), G = (a), amb

a = p(vy,v1) > 0.

Per tant, ¢ és definida positiva.

Suposem cert el cas n = k — 1, i anem a veure que el cas n = k és cert. Sigui vy,--- ,v; la base
tal que la matriu G de ¢ satisfa les condicions sobre els determinants. Sigui F' = (vy,-- ,v5_1) i
considerem la forma bilineal simetrica ' = ¢|pyp. La matriu de ¢’ en la base v1,...,vp-1 és Gy_1 i
per tant podem aplicar la hipotesi d’induccié. Tenim doncs que ¢’ és definida positiva i per tant és un
producte escalar. Sigui eq,...,e;x_1 una base ortonormal en F. Juntament amb vy proporciona una
base de ¥ de manera que la matriu de ¢ en aquesta base sera de la forma:

1 e 0 al
Go =

0 e 1 A1

ar - Q-1 ag

Com aquesta matriu s’ha obtingut mitjancant un canvi de base de la matriu G: Gy = PTG P, tenim
que també det(Gp) > 0. Busquem el determinant d’aquesta matriu:

1 ... 0 ay 1 ... 0 0
det(Go)=| = = | o= :

0o ... 1 | ak_1 0o ... 1 0

a1 e Ak ag a1 cee Ak—1 ap — a% [ — az_l

(hem restat a la columna k-éssima la combinacié de columnes a;Cy + -+ + ax_1Ck—_1, on C; és la
columna i-essima). Obtenim la desigualtat:

det(Go) = ap —a?--- —aj_; > 0. (6)
Anem a veure que ¢ és definida positiva utilitzant la matriu Gg:

I

<p((x1,...,xk),(acl,...,:ck)):(xl,...,xk)Go =
Tn

(21 + arz)? + (22 + aowp)® + - 4 (@p—1 + ap—12%)* + (ag —af — -+ — a}_)z}.
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Per tant: o((...,@i,...), (..., @i,...)) > 0degut a (6). A més a més, si és zero cadascun dels sumands
de la darrera férmula seran 0 (per ser tots els termes positius). Aleshores tindrem que:

1+ a1z =0

Tp—1+ag_12x =0

(ag —a%—-~-—a%_1)x% =0.

De I'dltima equacié es dedueix que x, = 0, i substituint a la resta d’equacions trobarem que z; =
-+ =x_1 = 0, per tant ¢ és definida positiva. O

3.3 Normes. Mesura d’angles.

Definicié 3.8. Una norma en un espai vectorial de dimensio n és una aplicacio

||| : E— RY = [0, +00)

tal que:
a) ||ul| =0 siinomés siu=0.
b) ||k -ul = |k|-||ull, per a qualssevol vector w € E i escalar k € R.

c) llu+v| <|lull +||v] (desigualtat triangular).
Sigui (F, ) un espai vectorial euclidia. Associem al producte escalar una funci6 E — R* de la forma
segilient:
Jul = +Vu-u,

on u € E. Anem a comprovar que és una norma:
a) Es conseqiiencia de que el producte escalar és definit positiu.
b) ||k -u|| = /(ku) - (ku) = |k|y/u-u, Yu € E, Vk € R.
¢) Hem de veure que ||u + v|| < [Jul| + ||v||. Per fer-ho necessitem el segiient resultat:
Lema 3.9. (Desigualtat de Cauchy-Schwarz). Siguin u,v € E, aleshores:

(- v)? < (u-u)(v-v).
Demostracié. Considerem una constant A € R. Tenim que:

0< (u4+M) - (u+ ) =u-u+2 u-v+ oo

. - . . .. .
Observem que si v = 0 aleshores la desigualtat del Lema és trivial. Suposem doncs que v # 0 i
tindrem una equacié de segon grau en la variable A amb coeficient positiu en A\2. Les seves solucions
sén:

—2u-v /4 (u-v)2—4(u-u)(v-v)
2v-v '

A=
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Veiem que 4 (u-v)? —4 (u-u)(v-v) <0, ja que en cas contrari hi hauria dues solucions diferents A, Ay
i per a tots els valors A € (A1, A2) # 0 el valor de I’equacié seria negatiu. Hem trobat que:

(u-v)? < (u-u)(v-v).

Finalitzem ara la demostracié de la desigualtat triangular:

(u—|—v)-(u—{—v):u-u—|—2u-v+v-v§u-u—|—2\/u-u\/v-v—|—v-v:(\/u-u—i—\/v-v)2

i per tant, fent arrel quadrada:

Vu+v) - (u+v) <vVuu+ Voo

Observacié. La desigualtat de Cauchy-Schwarz també ens diu que
- o] < lull - [|o]
o sigui
=l ol < w-v < ull - [Jv]l

Si ara suposem u, v # 0, tenim:
u-v
1< ——— < 1.

=l ol T
Aleshores, existeix un unic nombre real a € [0, 7] tal que

cos(a) = uu

(7)

lull - ol

En un tema posterior donarem la definicié d’angle associat a dos vectors no nuls (de fet unitaris). De
moment ens conformarem amb definir la mesura de ’angle entre u, v mitjancant la férmula (7).
Notem que si els vectors sén ortogonals el cosinus és 0.

3.4 Subespais ortogonals. Relacié amb el dual. Projeccié ortogonal.

Fixem un espai vectorial euclidia (E,-). Donat un subespai vectorial F' definim 1’ortogonal de F
com el conjunt de vectors ortogonals a tots els vectors de F:

Ft={zcE|u-z=0,VYuecF}.
Proposicié 3.10. Sigui I' C E un subespai vectorial. Aleshores:
a) F+ és un subespai.
b) dim F+ =dimE —dimF i E=F®F*.
c) (FH)t=F.

34



d)
¢)

Si F C G, aleshores F+ > G+.

Sigui G C E un altre subespai, aleshores (F +G)t =FtnGt i (FNG)t =Ft+Gt.

Demostracio.

a)

b)

Siguin z,y € F*, o sigui 2 -u =y -u = 0 per a tot u € F. Aleshores (z +y)-u=z-u+y-u=0.
Per tant  +y € F-. Analogament, si A € R, aleshores \z € F*.

Sigui e; una base ortonormal de F'. Pel teorema d’Steinitz, la podem ampliar a una base de E i
aplicant el metode d’ortonormalitzacié de Gram-Schmidt a partir del vector (k + 1)-essim obtenim

una base ortonormal de E, {e1,..., €, €x+1,...,€n}. Aleshores x = x1e1 + ...z e, pertany a Ft
si i només si és ortogonal a tots els vectors de F', o equivalentment x-¢; =x; =0,7=1,...,k. Per
tant F'X = (ex11,...,¢en). Obtenim que la dimensié és n — k i a més a més:

Ez(el,...,en>:(el,...,ek>69<ek+1,...,en>:F@FL.

De I’apartat anterior, veiem que F i (F-)! tenen la mateix dimensié. D’altra banda de la mateixa
definicié obtenim que F és ortogonal a tots els vectors de F*, per tant F C (FL)J-. Deduim que
son iguals.

Suposem que F' C G i que € G*. Aleshores x és ortogonal a tots els vectors de G, en particular
ho és als de F. Per tant z € F'*.

Sigui x € (F+G)*. Aleshores 2-(u+4v) = 0, per a qualssevol u € F'iv € G. En particular, agafant
u= 0 ov= 0 tenim que z és ortogonal a tots els vectors de F' i de G, o sigui € F- NG~ .

Viceversa: si x € F- NGt tenim que x - w = 0 per a tots els vectors de F i tots els de G. Per tant
també sera ortogonal a totes les sumes de vectors de F i de G. Deduim que z € (F + G)*.

Per obtenir I’altra igualtat n’hi ha prou d’aplicar la que acabem de demostrar als subespais F-, G
(Ft+chHt =(FHrnEHt =Fna.

Prenent el subespai ortogonal a tots dos costats de la igualtat obtenim la igualtat buscada.

Isomorfisme amb ’espai dual. Denotem per E’ ’espai dual de E:

E' ={w:E — R lineal}.

Recordem alguns fets basics que s’han vist a ’assignatura A]gebra Lineal i que ens seran ttils al llarg
d’aquest curs:

1.

Donada una base e; de E podem definir una base associada en E’ de la forma segiient:
e, E — R, ei(ej) =0, sii#j 1 ei(e)=1

Diem que és la seva base dual.
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2. Donat un endomorfisme f : E — FE de matriu M en la base ¢;, ’endomorfisme dual:
fE — F, fllw)y=wof
té matriu M7 en la base /.

3. Donat un subespai F' C E es defineix el subespai de E’ de les formes que s’anul-len en els vectors
de F:
FHd:={we F' | w(e) =0 per a tots els vectors e € F},

(la notaci6 usual és F' L T’hem canviat per F-¢ per evitar confusions amb I’ortogonal).

La preséncia d’un producte escalar permet definir un isomorfisme v : E — E’ canonic (o sigui que
no depen de l'eleccié d’'una base). La definicié de y(u) és la forma w, “fer producte escalar amb u”:

~vy:E — FE
U—>wy  E— R,

on wy(v) =u-v.

Proposicié 3.11. L’aplicacio v és un ismorfisme d’espais vectorials. Si considerem una base e; en
E i la seva dual €; en E’, aleshores la matriu de v en aquestes bases és la matriu de Gram de la base
e;. A més amés, si F C E, tenim que y(F*) = F44,

Demostracié. Comencem per veure que vy és lineal. Fixem dos vectors u,v € E, aleshores, per a tot
Tz €k

Y+ 0)(@) = wupo() = (utv) -z =u-z+0v-2=w(2) +w(r) =7 (@) +7(v)(@).

Per tant y(u+v) = v(u) +v(v). Analogament es comprova que y(Au) = Ay(u). Anem a veure que és
injectiva: si u pertany al Nucli aleshores w, = 0 i com el producte escalar és definit positiu tenim que
u= 0. Atés que E i E’ tenen la mateixa dimensié tenim que ~ és un isomorfisme.

Per calcular la matriu M de v posem ~(e;) = Aiej + -+ + Ael . Aixd )‘;" és l'element de la fila j i
columna 7 de M. Apliquem ara a un vector e; i tenim:

Y(e)(ej) = gij = (A€l + - + Anel)(e) = Niefle;) = N,

per tant M és igual a la matriu de Gram.
Finalment observem que si v € F, aleshores (1) = w, és una forma que s’anul-la sobre F, és a
dir y(F+) ¢ F-?. Com tots dos tenen dimensié n — dim F tenim la igualtat. O

Projeccié ortogonal. Sigui F' un subespai i sigui « € E un vector qualsevol. Per projectar or-
togonalment el vector sobre F utilitzem la descomposicié en suma directa E = F @ F per posar
T =x1+ T2, onx €Fixg e F. Aleshores diem que:

1 = P O(x, F )
és la projeccié ortogonal de z sobre F. Per calcular-la considerem una base ortogonal (no
necessariament ortonormal) eq,..., e, de F. La complementem fins a una base ortogonal ey, ..., e,
de F. Posem:

:U:)\1€1+'--—|—)\kek—|—)\k+1ek+1—I—--'+)\nen:x1+x2
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on
x1 = Ae1 + -+ Ageg, T2 = Agg1€p41 + 0+ Anen.

Aleshores x - e; = \je; - ;. Per tant la projeccié ortogonal x1 té la férmula segiient:

xT - e1 X - €L
PO(x,F) = er+ -+ ek
€1-€1 €k - Ck
(recordem que la férmula és valida si e, ..., ex és una base ortogonal de F'). Per exemple, si k = 1,

aleshores la projeccié ortogonal d’un vector x sobre un subespai F' = (e) és

PO(z, () = “Ce.

€-e

3.5 Orientacions i matrius ortogonals.

Considerem dues bases ortonormals e; 1 v; en un espai vectorial euclidia F. Aleshores la matriu de
canvi de base M satisfa

MT1dM = Id, (8)
ates que la matriu de Gram de les dues bases és la identitat. Aixo ens porta a la segiient definicio:

Definicié 3.12. Diem que una matriu quadrada M amb coeficients reals és ortogonal quan es com-
pleiz que MTM = Id, és a dir, quan M~ = MT.

Proposicié 3.13. Una matriu quadrada M amb coeficients reals és ortogonal si i només si és el
canvi de base entre dues bases ortonormals.

Demostracié. La férmula (8) ens diu que una matriu de canvi de base entre bases ortonormal és
ortogonal. En sentit contrari: sigui e; una base ortonormal de E i sigui M una matriu ortogonal.
Definim v; = M e;. Per construccié M és la matriu de canvi de base entre e; i v;. Només ens falta
comprovar que la base v; és ortonormal: en efecte, la matriu de Gram en la base v; és MTIdM =
MT M = 1Id. O

Observacié. Una matriu ortogonal M satisfa que det M = +1jaque MT'M = Ididet M = det MT.
El contrari no és cert, per exemple la matriu

(31)

37



té determinant 1, perdo AT A # Id.

Orientacions. Sigui B el conjunt de totes les bases. Definim en B la relacié {e;} ~ {v;} si
dete,(v1,...,v,) > 0.
Les propietats dels determinants impliquen que aquesta relacié és d’equivalencia:

o dete,(e;) = 1, per tant és reflexiva.

1
o det.,(vi) = det ()’ per tant {e;} ~ {v;} implica que {v;} ~ {e;}.

det,,

o dete,(w;) = det,(v;) dety, (w;), per tant {e;} ~ {v;} i {vi} ~ {w;} impliquen que {e;} ~ {w;}.

Fixada una base e;, considerem ’aplicacié
D:B — R-{0}, D(v;) = dete,(v1, ..., Un).

Notem que B_ = D71(—00,0) i By = D~1(0,00) sén les dues classes d’equivaléncia de la relacié: en
efecte totes les bases de B, estan relacionades amb e; i per tant entre si. D’altra banda, si v;, v, € B
aleshores

dety, (V] ..., vh) = dety, (€1, ..., e,) dete, (v, ..., v}) > 0.

rvn e n

Definicié 3.14. Una orientacié en E és una classe d’equivaléncia en B. Un espai vectorial
euclidia orientat és un espai vectorial euclidia en el que s’ha fixat una orientacid. En aquest cas
diem que una base representa l’orientacio positiva si la seva classe és l'orientacid fixada. També es
diu que la base és directa. En cas contrari es diu que representa l'orientacid negativa o que és una
base indirecta.

3.6 Producte vectorial.

Fixem en aquesta seccié un espai vectorial euclidia orientat de dimensié 3. Sigui e, es, e3 una base
ortonormal representant l’orientacié fixada. Observem que, donats dos vectors qualssevol u,v € FE,
I’aplicacié

d:E — R

z +— dete, (u, v, 2)

és lineal definint una forma en E’. Recordeu que hem vist com construir un isomorfisme canonic
E = E’ amb l'ajut del producte escalar:

E — F
r—w,: EFE — R

on wy(y) = z - y. Aleshores existeix un unic vector x pel qual w, = d. Aquest vector rep el nom de
producte vectorial de w i v i es denota per u A v. Dit d’'una altra forma, v A v és 'inic vector que
satisfa la igualtat:

‘ (uAv)-z = dete,(u,v, z) ‘ 9)
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per a tot vector z € E. Com veurem de seguida totes les propietats del producte vectorial es dedueixen
de la igualtat (9).

Proposicié 3.15. FEl producte vectorial satisfa les propietats segiients:

1.

e

R

Només depén de l’orientacio.
Es lineal en cada variable: (up +ug) ANv=u; ANv+ug Ao, etc.
Es antisimétric: uAv = —v A u.

uANv = 0 siinomés si uiv son linealment dependents. Si u Av # 0, aleshores u,v,u A v és
una base directa.

uAv és ortogonal a u i av.

Si ey, ea,e3 és una base ortonormal directa (o sigui, representant l'orientacid fizada), aleshores
e1 Neg =e3, 62 Neg =e1, e3 Nep = ea.

Demostracio:

1.

Sigui €} una altra base ortonormal representant la mateixa orientacié. Aleshores la matriu de canvi
de base és ortogonal, per tant amb determinant £1. Com les dues bases representen la mateixa
orientaci6 el determinant és 1. Per tant:

dete,(u,v,x) = det,, (e}, e, €5) dete (u,v,z) = dete (u,v,z).

Per tant la definicié del producte vectorial no depen de la base ortonormal que hem fixat sino de
I’orientacid.

. Per veure que (uj + u2) Av = uj Av+ug Av fem producte escalar del vector de I'esquerra amb un

vector x € E qualsevol:
((u1 + u2) Av) - & = dete, (u1 + ug, v, x) = dete, (u1, v, ) + dete, (uz, v, ) =
(ur Av) -z 4+ (ug Av) -2 = (U1 Av+uz Av) - x.

Aixi (u1 + u2) Av) — (ug A v+ ug Av), és ortogonal a tot vector z, per tant és zero.

. Es conseqiiencia del fet que transposant dos vectors en un determinant es produeix un canvi de

signe:
(u Av) -z = dete,(u,v,z) = —dete, (v,u,x) = (—v Au) - .

. Si u,v sén linealment dependents (per exemple, v = ku) aleshores per a qualsevol vector x € E:

(u Av) -z =dete,(u,v,z) = dete,(u, ku, z) = 0.
I si sén linealment independents podem completar-los fins a una base u, v, w i tindrem:

0 # dete, (u,v,w) = (uAv) - w,
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per tant u A v no pot ser zero. En aquest cas:
dete, (u,v,u Av) = (uAV) - (uAv) = |JuAv]* >0,
per tant u,v,u A v és una base directa.
5. En efecte (u Av) - u = dete, (u,v,u) = 0 i analogament per v.

6. Per la propietat anterior e Aey és ortogonal a e i a ea. Com la base és ortonormal (ej, €2>J‘ = (es).
Per tant existeix un escalar A de manera que e; Aes = Aes. Determinem ara A utilitzant una vegada
més la definicié del producte vectorial:

1 = dete,(e1,€2,e3) = (e1 Nea) - e3 = Xez - e3 = A
El mateix argument serveix per la resta de les afirmacions.

0

Com a conseqiiéncia d’aquestes propietats obtenim una férmula per calcular el producte vectorial
explicitament. Suposem que les coordenades de u i v en la base ortonormal directa e, e, e3 sén
respectivament (u1,ugz,ug) i (v1,va,v3), aleshores (sobre cada igualtat s’indica la propietat utilitzada
de la llista de la proposicié anterior):

_ 2)(4)
UNV = (u1€1 + ugseg + U3€3) VAN (’0161 + voeg + 1)363) =
uvierAe] + uivze; A ea + ujvser A es+

ugv1e2 N e1 + ugvoea e + usvzea N es+

(3)
usvies N e1 + usvaes N ea + usvsesAes =

(6)
(’LL1U2 — ’LL2U1)61 N e + (U2U3 — U3U2)62 N ez + (ulvg — U3’U1)€1 Nes =

(u1ve — ugvy)es + (ugvy — usve)ey — (u1vs — ugvy)es

Es a dir, les coordenades de (ug,ug,u3) A (v1,ve,v3) sén:

( )

Regla mnemoteécnica: la férmula anterior és més facil de recordar si la identifiquem amb el deter-
minant segiient:

U2 U3
v2 U3

up u3
U1 U3

Ulp U2
v U2

) )

€1 €2 €3
(u1,u2,u3) A (v1,v2,v3) = | U1 uz u3
V1 VU U3

Aquest determinant no té cap sentit (les entrades de la primera fila sén vectors!), per6 ens ajuda a
recordar com es calcula el producte vectorial.

(Manca d’)associativitat. Tot i que el producte vectorial no és associatiu tenim la férmula segiient:

40



Proposicié 3.16. Siguin u,v,w € FE, aleshores :

(uAV)ANw = (u-w)v— (v-w)u.

Demostracié: Notem primer que si u,v sén linealment deg;endents (en particular si un dels dos és
zero) la férmula és certa, ja que a 'esquerra tenim el vector 0 i a la dreta (suposant per exemple que
v = Ru):

(u-w)(ku) — (ku - w)u = k((w—w)u — (u—wju) = 0.
A continuaci6 ens adonem de que la férmula és igual de certa (o falsa) si a u 0 a v 1i sumem un multiple

de l'altre, ja que
(uAN(v+Au)Aw=(uAv)\w

(u-w)(v+ ) — (v+ ) - w)u = (u-w)v — (v-w)u+ Au—wju — Au—wJ.
Analogament, si multipliquem w o v per un escalar no nul la férmula és equivalent. Les observacions
anteriors ens diuen que per demostar la formula podem modificar els vectors u,v fins a obtenir dos
vectors unitaris i ortogonals entre si. Podem suposar doncs que e; = u,es = v,e3 és una base
ortonormal. Siguin (a, b, c) les coordenades de w en aquesta base. Aleshores:

(uAv)ANw = (e1 Ae2) A(a,b,c) =e3 A (a,b,c) =(0,0,1) A (a,b,c) = (—b,a,0) = aez — bey,
i per una altra banda:

(u-w)v—(v-w)u= (e - (a,b,c))es — (ez- (a,b,c))er = aes — bej.

]
Corollari 3.17. (Identitat de Jacobi). Siguin u,u,w € E vectors qualssevol, aleshores
%
(uAvV)ANw+ (wAu) Av+ (VAw)Au = 0.
Demostracié: Apliquem la Proposicié (3.16) a cada sumand:
(uAv)ANw = (u-w)v—(v-w)u
(vAw)Au = (v-u)w— (w-u)v
(wAu)ANv = (w-v)u— (u-v)w.
Sumant les tres igualtats obtenim la identitat de ’enunciat. O

La Proposicié (3.16) també és clau per demostrar el resultat segiient:

Proposicié 3.18. Considerem quatre vectors uy,us,v1,vs € E, aleshores

(u1 VAN 'LLQ) . (1)1 VAN ’Ug) = (u1 . v1)(uz . 1)2) — (u1 . 'UQ)(UQ . Ul).
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Demostracié: Fixem una base ortonormal directa e;. Primer convertim el terme de 1’esquerra en un
determinant respecte d’aquesta base i després apliquem (3.16):

(u1 Aug) - (v1 A vg) = dete, (u1, uz, v1 A ve) = dete, (V1 A va,ur, u2) = ((vi Ave) Auy) - ug

2V (o) vr — (ur - v2) vr) wa = (g - o) (uz - v2) — (un - v2) (uz - v1).

Un corol-lari d’aquesta proposicié és la formula seglient per la norma d’un producte vectorial:

Corol-lari 3.19. Siguin u,v € E, aleshores:

[l Aof| = ]l - [[o]| - | sin(a)].

Observacié: Hem vist que podem associar a dos vectors un nombre real « € [0, 7] de manera que el
seu cosinus ve donat pel producte escalar dividit pel producte de les normes. Un cop fixat el cosinus,
el valor absolut del sinus queda fixat per la férmula cos?(a) + sin?(a) = 1.

Demostracié: Apliquem la proposicié anterior amb u; = uo = u i v1 = v9 = v. Aleshores
lu ol = (wAv) - (uAv) = (u-u)(v-v) = (u-v)* = ul*[o]*(1 = cos*(a)).
Ara només cal substituir (1 — cos?(a)) per sin?(a) i fer arrel quadrada. O

Nota final: Quan la base no és ortonormal el calcul del producte vectorial de u i v es pot fer utilitzant
les propietats: sabem que és ortogonal a u i a v, que la base (suposem que els vectors sén linealment
independents ) u,v,u A v estd orientada positivament i ara també coneixem la seva norma per la
propietat anterior. Tot i aixi, és natural demanar-se si existeix una formula tancada per calcular el
producte vectorial en qualsevol base. La resposta és positiva, tot i que d’una certa complexitat, pel
qual habitualment no se’n fa ts. Anem a deduir-la.

Fixem una base ortonormal ej, eo, e3 representant ’orientacié fixada i sigui vy, ve,vs una altra base.
Denotem per P la matriu de canvi de base de la base v; en funcié de la base e; i per G la matriu de
Gram de v;. Per la férmula de canvi de base per productes escalars tenim que PT -1d- P = G. En
particular, det(P)? = det(G). Volem calcular les coordenades en la base v; del producte vectorial u A v
on u = (uy,u2,u3) i v = (vy,ve,vs). Per simplificar les férmules posem

Uz U3
v2 U3

uy us
Ay = , Ao = , Ag=
U1 U3

v V2

u uz‘

Si la base v; fos ortonormal directa, aleshores u A v = (A1, —Ag, A3).
Recordem que, per definicié, per a qualsevol vector = es té (u A v) - x = det,,(u,v,z). Posem
(21, 2, x3) per les coordenades de z i (a, b, ¢) per les del producte vectorial en la base v;. Escribim la
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féormula anterior en coordenades:

x1
(a,b,c) G| x2 | =dete,(u,v,x) = dete,(v1,v2, v3) dety, (u,v,z) =
x3
Uy U2 ug
det(P) dety, (u,v,z) = Vdet G | vi v2 w3 | =VdetG (r1A1 — x2As + x3A3) =
r1 T2 X3
1
vV detG(Al,—Ag,Ag) X9
T3

Com aix0 és cert per a qualsevol x obtenim:

(a,b,¢) G =Vdet G- (A1, —As, As),

per tant, aplicant G~! per la dreta i transposant (G~! és simetrica per ser-ho G) arribem a que les

coordenades del producte vectorial u A v en la base v; sén:

Ay
VdetG-G™1- | —A,
Az

3.7 Volums.

Sigui F un espai vectorial euclidia orientat de dimensié n. Volem associar a cada base v; un nombre
real que mesuri la “capacitat” del paral-lelepipede vectorial associat:

P(v) == {8 Mvg | 0< )\ <13

Dit d’una forma una mica més concreta: agafant com a unitat de volum P(e;), on e; és una base
ortonormal directa, volem comptar quantes d’aquestes unitats conté P(v;).

Definicié 3.20. El volum (amb signe) d’una col-leccié ordenada de n vectors v; de E és:
Vol(v;) = dete,(v1,...,Un),

on e; €s una base ortonormal directa.

Observacions.

e La definicié no depén de la base ortonormal fixada sino de 'orientacid, ja que si €; és una altra
base ortonormal directa, dete,(€}) = 1.

e Si v; és una base ortonormal directa, el volum és 1.
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e Si els vectors v; sén linealment dependents aleshores el volum és 0.
e En el cas en que v; és una base, el signe del volum és positiu si i només si la base és directa.

e Siguin vy, ..., vt vectors linealment independents en E. Com 'orientaci6é en E no determina una
orientacié en (v1,...,v;) no podem definir el volum amb signe d’aquests vectors. Si té sentit
|Vol(v;)| calculat com el determinant (en valor absolut) dels vectors v; en funcié d’una base
ortonormal qualsevol de (vy,...,vg).

Exemples. Sin = 1 aleshores v = Ae, on e és un vector unitari fixat. El volum és A i, llevat del signe,
coincideix amb la norma del vector: |[A| = ||v||. En el cas de dimensié 2, expectativa és que la nostra
definicié, en valor absolut, ens doni ’area del paral-lelogram que determinen dos vectors. Fixem una
base ortonormal i posem u = (a1, b1), v = (az, b2).

+ - (b].) _al)

PO(v, (u)™)

Si multipliquem [|u|| - |[PO(v, (u)1)||, i.e. “base per alcada”, obtenim (usant la férmula de la projeccié
ortogonal obtinguda en la secci6 anterior d’aquest tema):

(ag, ba) (b1, —a1) |agbi — a1bs|
: b - — 2 b2 — 5 2 b2 = b — b = d t
||U’H H (bla —@1)(51, _al) ( 1, CL1)H aj + 1 CL% + b% ay + 1 ‘GQ 1— a1 2’ ’ e (ua U)|7

on hem utilitzat (b;, —a1) com a generador de (u)'.

Usant com a model el que hem fet en 'exemple de dimensié 2, podem definir recurrentment el volum
(sense signe) d’una col-leccié de vectors.

Definicié 3.21. Sigui vi,... v, € E una col-leccio ordenada de n vectors. Definim recurrentment el
volum sense signe d’aquests vectors com sequeiz:

loi]] sin=1
Vol ™ (v;) = {
Volt(vi,...,0n_1) [|[PO(vn, (v1,...,vn_1)Y)|| 80 n> 1.

Proposicié 3.22. Amb les notacions anteriors es té que Vol™ (v;) = [Vol(v;)|.

Demostracié: Per induccié sobre n. Si n = 1 ja ho hem vist en els exemples anteriors. Suposem
n > 11 que la igualtat és certa per n—1. Notem primer que si els primers n—1 vectors vy, ..., v,—1 SON
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linealment dependents, també ho sén els n vectors i per tant det(vs,...,v,) = Vol(v;) = 0. D’altra
banda

V0l+(U17 s avnfl) ”PO(UTH <U17 s >Un71>L)|| H:I |V0l(1}1, cee 7Un71)| ||PO(UTL7 <U17 s 7’Un71>L)|| = 07

ja que el volum de vectors linealment dependents és zero.

Podem doncs suposar que els primers n — 1 vectors sén linealment independents i, usant Gram-
Schmidt, triem una base ortonormal directa e; de manera que (e1,...,€e,—1) = (v1,...,0p—1). Amb
aquesta elecci6 els vectors v, ¢ < n—1, tenen un 0 en la darrera coordenada. Suposem que (ay, ..., a,)
son les coordenades de v,, en la base fixada. Aleshores

Vol (v;) e Volt(vr, ..., 0n1) | PO(wp, (w1, ..., vn_1)D)

H.I.
= |det617--~76n—1(vla ey Uﬂ*1)| HPO((alv s aan)a <617 v aen*1>J_)H

= |detey,..en 1 (V1,001 [PO((an, -, an), en)|

* ...k aj
= |det61,~-~,en71 (’Ula s 7””—1” ‘an‘ = ’
*  Ap—1
0O ... 0 ay

= |dete,, . e, (V1,...,00)| = [Vol(v;)|.
O

A nivell de calcul és 1til adonar-se’n de que el determinant de v; respecte d’una base ortonormal e; no
és res més que el determinant de la matriu de canvi de base M entre v; i ¢;. Per la férmula del canvi
de base del producte escalar M7 Id M = G. Per tant:

Volt(v;) = |det M| = +Vdet G.

Aquesta formula té interessants conseqiiencies de tipus practic. Aixo quedara de manifest en ’exemple
segiient: en l'espai vectorial E = R® amb el producte escalar usual ((...,2i...) (..., %,...) =
Yx;y;) considerem tres vectors linealment independents v = (2,0,1,3,—1),vy = (—1,2,0,—1,2),v3 =
(1,1,1,1,1). Per calcular el volum Vol™(v;) = |det(v;)| haurfem de trobar una base ortonormal de
(v1,v2,v3), calcular les coordenades dels vectors v; en funcié d’aquesta base i després fer el determinant.
Molt més curt és aplicar la férmula anterior:

V1 V1 V1-0V2 VU1-U3 15 -7 5
G = Vg U1 V2-V2 V2-U3 = —7 10 2
V3 - V] U3-U2 U3 - U3 5 2 5

Aixd:

Vol* (v;) = \/det(G) = V750 — 70 — 70 — 250 — 60 — 245 = /55.
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4 Espais afins euclidians.

4.1 Distancia en un espai afi euclidia.

En tot el tema (A, E) és un espai aff de dimensi6é n sobre R i suposem que E ve dotat d’un producte
escalar (o sigui E és un espai vectorial euclidia). Diem que la terna (A, E,-) (o simplement (A, E)) és
un espai afi euclidia.

Definici6 4.1. La distancia entre dos punts p,q € A es defineiz com:

d(p,q) =Il P4 |

La funcié distancia aix{ definida:
d:AxA—R

satisfa les propietats segiients:
a) d(p,q) > 01 és zero si i només si p = q.
b) d(p,q) = d(q,p)
c) d(p,r) <d(p,q) + d(q,r) (desigualtat triangular),
ja que, com varem veure en el tema anterior la norma les compleix.
Nota: La nocié de distancia val per un conjunt A qualsevol. Es defineix de la mateixa manera: és

una aplicacié d : A x A — R amb les propietats a), b), c¢) anteriors. Es diu aleshores que (A, d) és
un espai metric.

Teorema 4.2. (Teorema de Pitagores). Siguin p,q,r € A tres punts linealment independents tals que
gﬁ . q7 = 0. Aleshores

d(p,r)* = d(p,q)* + d(q,7)*.

Demostracié: Posem pfr = p§ + g. Aleshores:

d(p,r)? =|| pt |[>=pF - pF = (9§ + aF) - (PG + q") =
Pl - D4 + 2p4—q + qf - gf = d(p, q)* + d(q, 7).

O

Observeu que sense la hipotesi de que ]ﬁ i q7 siguin ortogonals el sumand 2@ . q7 es pot substituir

per 2d(p,q)d(q,r)cos(a)) on « s l'angle que formen els vectors pG i qf. Sobté aixi la férmula del
cosinus.
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4.2 Distancia entre varietats lineals.

Siguin L = a + F;, Ml = b 4 G dues varietats lineals en A. La distancia entre aquestes dues varietats
lineals es defineix com:

d(L,M) = infim {d(z,y)|z € L,y € M}.

Per exemple, si L N M # () aleshores d(L,M) = 0. Es pot demostrar, tot i que no ho necessitem,
que aquest infim és en realitat un minim. La segiient proposicié ens permetra calcular la distancia en
molts casos practics:

Proposicié 4.3. Suposem que L = a+ F ¢« M = b+ G son disjuntes i que existeizen xg € L i yo € M
tals que Toyy € F+ NG+, Aleshores d(xo,y0) = d(IL, M)

Demostracié: Siguin a € IL i b € M punts qualssevol. Per hipotesi xgyg és ortogonal a azy € Fia
y?g € G. Aleshores:

d(a,b)? = ab - ab = (@ + Fogh + yob) - (@ + Togh + yob)
— (@0 + (@@ + yob)) - (Fowh, + (@ + yob)
= ZoYo - ToYo +m+(a_fu+ﬁ
= || 0w |12 + || @@ + yob 12> d(x0, y0)>.

0

Aquest resultat déna un metode general per a calcular la distancia entre dues varietats lineals L = a+F
i M = b+ G. Caldra considerar punts variables xg € L, yg € M, i bases v1,...,v; de F' i wy,...,w;
de G i imposar les condicions :Fyg ~v; = 0, JFyg -w; = 0. Aixo déna un sistema d’equacions lineals
que permet determinar punts xo, yo (no necessariament tnics) que determinen la distancia entre les
varietats lineals. Aqui deixarem de banda aquesta discussié general per descriure la situacié que es
produeix en un grapat de situacions molt usuals.

Distancia punt-hiperpla. Volem determinar la distancia entre un punt p i un hiperpla H = a + H,
dimH = n — 1. L’ortogonal a H té dimensié 1: H* = (u); el vector u és normal a I'hiperpla. Diem
q a la projeccié ortogonal de p sobre H, és a dir a la interseccié de la recta p + (u) amb H. Per
construccié el vector ;@ és un multiple de u i per tant és ortogonal a tots els vectors de H. Per la
Proposicié (4.3) obtenim que la distancia entre p i H és igual d(p, q):

d(p, H) = d(p, q).
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ARVe.

Per estalviar-nos el calcul del punt ¢ donem una férmula en la que només intervenen a, p i u.
Podem descomposar @ = cﬁ + cﬂ i per tant:

@-uZ(@—i—@)-u:@/u—i-ﬁ-u.

Prenent valor absolut:
ap - u| = |gp - u| = d(p, q) - |ul = d(p,H) - ||u].

Obtenim la férmula:

@b - ul

AT

(10)

Quan la referencia és ortonormal podem explicitar més aquesta férmula. En efecte, suposem que
I’equacié de H és:
Az + -+ Apxy, + B=0.

Recordeu que les equacions del subespai director d’una varietat lineal s’obtenen considerant les equa-

cions de la varietat lineal i eliminant-ne els termes independents. En aquest cas tindrem que I’equacio
de H és:

Aixy+ -+ Apxy = 0.

Com estem en el suposit de que la referencia és ortonormal aquesta darrera equacié es pot escriure
com un producte escalar:

(Al,...,An) . (xl,...,:z:n) =0
la qual cosa ens diu que (Aj,...,A,) és ortogonal a tots els vectors de H. Hem provat:

Lema 4.4. En referéncia ortonormal el vector (A1, ..., A,) és ortogonal a Uhiperpla d’equacié Ajxq+
-+ Apz, + B=0.

Usem aquest lema per reescriure la férmula (10): suposem que p té coordenades (aq,...,a,) 1 que
a = (ay,...,a,) és un punt qualsevol de I’hiperpla. En particular Aja; + - -+ Ana, + B = 0, o sigui:

—Alal_"'_Anan:B- (11)
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El vector u de la férmula (10) sera el vector (A41,...,A,):

JA(ar —ar) 4+ -+ Ap(an — ay)]

VAT -4 A2

Usant (11) obtenim finalment:

Ao 4 -+ Apay, + B

Distancia entre dues rectes de ’espai tridimensional. Si les rectes es tallen la distancia és zero.
Suposem que les rectes sén paral-leles: posem 7 = a + (u) i s = b+ (u). Degut a la proposicié, la

distancia entre 7 i s coincideix amb la distancia entre a i un punt a’ € s tal que aa’ - u = 0.

El calcul del punt a’ es pot fer tallant s amb el pla ortogonal a r (i a s) que passa per a.

Si la referencia és ortonormal la segiient formula permet calcular la distancia sense haver de trobar el
punt a':

d(r,s) = (12)

En efecte:
%

— — —
ab Au = (aad’ + a'b) Au = ad' Au+ dBA .
Prenent la norma i tenint en compte que aa’ i u formen un angle de 90 graus tenim:
— o
lab A ull = [lad|| [lu] [sin(3)] = d(a, a) [[ul|

que implica la férmula (12).

Suposem ara que les rectes sén no paral-leles, o sigui r = a + (u) i s = b+ (v) sén disjuntes i u,v
sén linealment independents. Com hem indicat a 'inici d’aquest apartat podem considerar punts

variables:
r=a+METr

Yy =b+puves,

iimposar ﬂ/u =0= ﬁ/-v. D’aquesta manera obtenim punts tinics xg € r, yp € s determinant I'tinica
recta que talla i és perpendicular a r i s simultaniament. Diem que aquesta recta és la perpendicular
comd a ria s. Tenim que d(r, s) = d(xg,yo)-

49



Observacié: La perpendicular comu de r i s també es pot pensar com la interseccié dels plans
a+ (u,u Av)yib+ (v,uAv).

Per calcular la distancia entre les rectes 1 = a 4+ (u) i s = b+ (v) d’abans (o sigui, entre zg i yo),
considerem un vector w € (u,v)! ortogonal a u i a v. Observem que w i Zoyj s6n proporcionals.

perp. comu

i o

ax(

Descomposem ? = + Toyh + y;z i com azy € (u) 1 yob € (v) tenim que

a ‘wz(a—ﬂ)JrﬂﬂoyoJr?R)'w:u’ono-w-

Prenent valor absolut:

Hem trobat la férmula:

Recordem que la projeccié ortogonal PO(E, (u,v)*+) = PO(%, (w)) s’expressa de la forma:

ao - w

PO(ab, (w)) =

Per tant la férmula anterior es pot expressar aixi:

d(r,s) = [|PO(ab, (u, v)1)].

Com abans, si estem en referéncia ortonormal {O; e, es, €3}, podem reescriure-ho tot utilitzant w =
u A v iobservant que ab - (u Av) = dete,(u,v, ab):

_ |dete, (u, v, a?)|

d —
O
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4.3 Angles entre varietats lineals.

Més tard (en el proper tema) definirem l’angle associat a dos vectors unitaris u, v d’un espai vectorial

euclidia com la classe de [{u,v}] =: uv respecte d’una certa relacié d’equivalencia. Vagi per endavant
que l'expressio:
u-v
e (13)
[l - ol

no depen dels representants de la classe d’equivalencia, per tant tot angle té associada una mesura en
radians tinica a € [0, 7] de manera que el cosinus d’aquest « és igual a expressié (13).

Suposem donada una orientacié en ’espai vectorial de dimensié 2 generat per w i per v i sigui eq, es
una base ortonormal directa. Aleshores posem associar a una parella ordenada de vectors unitaris
un valor « € [0, 27| amb el conveni segiient: si u,v representen 'orientacié positiva, és a dir:

detfe, en)(u,v) >0

aleshores « es pren entre 0 i w i queda determinat pel cosinus. Si per contra ’orientacié és negativa,
aleshores « es troba entre m i 27 i és el negatiu del que ens déna el cosinus. O sigui si el cosinus ens
déna un valor « aleshores s’ha de prendre 27 — «.

€9 v u

T—» €1 b’ U v
. ., o
orientacio

Contrariament al que acabem d’explicar, en el calcul de I'angle entre varietats lineals (en els pocs

. N . T
casos en que ho definirem) I’angle sera un valor entre 0 i 7

Angle entre rectes. Considerem les dues rectes r = a+wu, s = b+ v on u i v s6n unitaris. Observeu
que tant u com v estan determinats llevat de signe. L’angle entre r i s (en realitat la mesura de
I'angle) és per definicié el valor en [0, 5] associat a |u-v|. El valor absolut I'hem de posar per eliminar

la indeterminacié del signe dels vectors directors.

Angle entre dos hiperplans. Per definici6 és I’angle entre vectors (unitaris) normals als hiperplans.
Novament estan determinats llevat de signe, per tant novament obtenim un valor en [0, 7.

Angle entre una recta i un hiperpla. Sigui n un vector unitari ortogonal al pla i sigui v un vector
unitari director de la recta. Aleshores I’angle entre I'hiperpla i la recta és 5 — o on cos(a) = |n - ul.
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5 Endomorfismes simetrics i ortogonals

En tot el tema F és un espai vectorial euclidia de dimensié n. Estem interessats en els endomorfismes
d’aquest espai vectorial amb una “bona” relacié amb el producte escalar.

5.1 Aplicacié adjunta.

Sigui f : E — F un endomorfisme. Recordeu que tenim associat un altre endomorfisme f’, aquesta
vegada de lespai dual E' = {w: E — R |w és lineal }, donat per

E — F
w—wo f.

La preséncia del producte escalar indueix un isomorfisme canonic v : E — E’ que ja hem usat en
temes anteriors. Es el que envia un vector u a la forma lineal “fer producte escalar amb u”

wy: E — R
T U T,

Podem doncs convertir f’ en un endomorfisme de E transportant f' a E via 7:

LR oI AN Ry o)

Notem que, per definicid, v o f* = f’ o. Per a tot vector y € E tindrem que:

Y(f(y) = wpagyy = f'(7(y) = f(wy) =wyo f.

Aplicant aquesta igualtat a un vector arbitrari x trobem
wra(y)(x) = wy(f(2)),
i recordant la definicidé de w; i w Fa(y):
f@) y=a-f4y). (14)
Hem demostrat la part de I’existencia de la proposicié segiient:

Proposicié 5.1. Donat un endomorfisme f € Endgr(E) existeix un unic endomorfisme f* de E,
anomenat adjunt de f, satisfent la formula (14) per a qualsevol parella de vectors x,y € E.

Demostracié: Només resta provar la unicitat. Si g és un altre endomorfisme amb aquesta propietat,
aleshores

y-f'@) =y-gx), y-(g9(x)—f4x)=0
Per tant g(z) — f%(x) és ortogonal a tot vector y. Com E+ = {ﬁ}, tenim que g(z) — f*(z) = ﬁ, per
atotx € . 0O

Matriu de P’aplicacié adjunta. Fixem una base ey, ..., e, de E. Sigui M la matriu de f en aquesta
base. Recordeu que:
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a) La matriu de v quan a l'espai d’arribada agafem la base dual €, ..., €}, és la matriu de Gram G
de la base ¢;.

b) La matriu de 'endomorfisme dual f’ en la base e} és MT.

Usant la definicié de f® s’obté que la seva matriu en la base ey, ..., e, és:
G MTG.

En particular, si la base és ortonormal, la matriu de f és la transposada de la matriu de f.

5.2 Endomorfismes simeétrics i ortogonals.

Ens interessen els segiients dos tipus d’endomorfismes:

Definicié 5.2. Diem que f € Endg(E) és simetric si f* = f. Equivalentment

f@)-y=z-f(y)
per a qualsevol parella de vectors x,y.
Altres definicions equivalents sén:
a) En qualsevol base, la matriu M de f satisfa G' M7 G = M (o bé: MT G = G M).

b) En base ortonormal la matriu M de f és simetrica: M7 = M .

Definicio 5.3. Diem que un endomorfisme f és ortogonal si preserva el producte escalar, o sigus,
per a qualsevol parella de vectors x,y tenim

f@)-fly)==-y. (15)
Observem que, en particular, prenent x = y i fent arrel quadrada:
1f @) =[]
Conseqiiencia d’aquesta férmula és que tot endom_>orﬁsme ortogonal és un isogorﬁsme. En
efecte, si un vector x és del Nucli, aleshores f(z) = 0 i per tant ||z|| = || f(z)|]| = || 0| i tenim que

x = 0. Com f és un endomorfisme, en ser injectiva és un isomorfisme.

El lema segiient ens déna una caracteritzacio forca 1util d’aquests endomorfismes:
Lema 5.4. Un endomorfisme f € Endg(E) és ortogonal si i només si f& = f~1.
Demostracié: Suposem que f és ortogonal. Utilitzem la féormula (14) que defineix f®:

f ort

woy = flx)- fly) =z [ (fy)
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Com aquesta férmula és certa per a qualsevol parella de vectors x,y obtenim que f®o f =Id. Com f
és invertible: f* = f~!. Suposem ara que f* = f~!, aleshores per a tota parella de vectors z, y:

def. de f¢

f@) - fy) () T ey,

la qual cosa ens diu que f és ortogonal. O

Usant el lema tenim dues noves definicions equivalents d’endomorfisme ortogonal, de caire matricial,
semblants a les que teniem pels endomorfismes simetrics:

a) En qualsevol base, la matriu M de f satisfa G MT G = M~ (o bé: MTG M = G).

b) En base ortonormal la matriu M de f és ortogonal: MTM =1d.

Una de les propietats més interessants dels endomorfismes ortogonals és que la condicié de preservar
el producte escalar implica la linealitat:

Proposicié 5.5. Sigui f : E — E una aplicacid qualsevol on E és un espai vectorial euclidia. Si f
preserva el producte escalar aleshores f és lineal.

Demostracié. Volem veure que f(u+v) = f(u)+ f(v) on u,v € E. Per fer-ho veiem que el producte
escalar f(u+v) — f(u) — f(v) amb ell mateix és zero:

(flutv) = flu) = f(0)) - (f(utv) = f(u) = f(v)) = flutv) - flutov)+
fu) - flw)+ f(v) - f(v) = 2f(u+0v) - fu) = 2f(u+v) - fv) +2f(u) - f(v) =
(u4v) - (u+v)+u-u+v-v—2u+v) - u—2u+v) - v+2u-v=0.

Amb el mateix metode es demostra que f(Au) = Af(u) per tot A € R. O

Grup ortogonal. Denotem per O(FE) el conjunt dels endomorfismes ortogonals de E. Anem a provar
que té estructura de grup:

Proposicié 5.6. O(E) és un grup considerant com a operacid la composicié d’endomorfismes. L’ano-
menem grup ortogonal.

Demostracié: Comencem per veure que la composicié d’endomorfismes ortogonals és ortogonal:
siguin f,g € O(F) i siguin z,y € E, aleshores

(go f)(x)-(go fy) =g(f(x)-g(f(w) " =" flx) fly)" = "=-y.

D’altra banda, la identitat és clarament ortogonal. Només ens falta veure que l'invers de f € O(F) és

ortogonal:
feo(E)

@) M) FU @) - FF ) =2y
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Sovint posarem O(n) en comptes de O(FE) per referir-nos al grup ortogonal d’un espai vectorial euclidia
de dimensié n, ja que no és dificil veure que per a dos espais vectorials euclidians de la mateixa dimensio
els corresponents grups ortogonals sén isomorfs (definiu un isomorfisme 7 entre els espais vectorials
enviant una base ortonormal a una base ortonormal i aleshores I’assignaci6 f — 7o for~! proporciona
un isomorfisme entre els grups ortogonals).

Proposicié 5.7. Per a tot f € O(n) el determinant de f és 1 o —1. A més a més, si A és un valor
propi de f, aleshores A = +1.

Demostracié: Com el determinant de f no depén de la base podem prendre-la ortonormal . Aix{ la
matriu associada M és ortogonal M- M7 = Id. Prenent determinant en aquesta igualtat det(M)? = 1.
Sigui ara u # 0 un VEP de f de VAP A. Aleshores:

wouE f) - fu) = () Ow) = A% e,

per tant \? = 1. ]

Definici6é 5.8. Anomenem directes o propis als endomorfismes ortogonals amb determinant 1, i
indirectes, inversos o impropis als de determinant —1. El conjunt dels endomorfismes ortogonals
propis formen un subgrup de O(n) al que es denomina subgrup especial ortogonal i es denota per

SO(n).

Acabem la seccié amb dues caracteritzacions més dels endomorfismes ortogonals.

Proposicié 5.9. Un endomorfisme f és ortogonal siinomés si preserva normes, o sigui || f(z)|| = ||z|]
per a tot x € E.

Demostracié: Ja hem vist que si f és ortogonal aleshores es conserven les normes. Suposem ara que
les normes es conserven, siguin x,y € E. Per hipotesi || f(z + y)|| = ||z + y||. Calculem per separat
cada membre (elevat al quadrat):

fle+y)- fle+y) = (F@)+ fy) - (f@) + Fly) =
f@) - f@) + fy) - fy) +2f(@) - f) = £ @7+ 1FI? +2f (@) - f(y) =
[* + Iy 1> + 2f () - ().

Per altra banda:
(z+y) - (+y) = =l® +|lyl* + 2z - y.

Comparant f(z) - f(y) =z - y. O

Nota: Aquesta Proposicié tindra molta importancia en el proper tema, en el qual considerarem les
afinitats (f, f) d’un espai afi euclidia que mantenen la distancia, és a dir tals que

d(f(p),d(f(q)) = d(p,q).

Fixem-nos que aixo equival a dir que Hf(p)f(q)” =|f Q)| i |pg|| sén iguals, o dit d'una altra forma,
que f manté normes. Per la Proposicié anterior hem arribat a

Proposicié 5.10. Una afinitat (f, f) manté la distancia si i només si f és ortogonal.
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Proposicié 5.11. Un endomorfisme f és ortogonal siinomés si per a tota base ortonormal ey, ..., ey
tenim que v; := f(e;) és també una base ortonormal. A més a més la base v; té la mateiza orientacid
que la base e; si i només si f € SO(n).

Demostracié: Suposem que f és ortogonal i que la base e; és ortonormal. Aleshores

vi-vj = flei) - fleg) =ei-ej.

En direccié contraria, sigui e; una base ortonormal. La matriu de canvi de base P de la base v; en
funcié de e; és per construccié la matriu de f. Com la matriu de Gram és la identitat i P és una
matriu ortogonal, trobem que f és ortogonal. La afirmacié sobre la preservacié de la orientacié és
conseqiiencia de la relacié:

det(f) = dete,(f(e1), ..., f(en)) = dete,(v1, ..., vn).

5.3 Endomorfismes simeétrics i ortogonals en dimensio 2.

L’objectiu d’aquest apartat és provar que als endomorfismes ortogonals (respectivament simétrics) en
dimensié 2 se’ls hi poden associar matrius especialment simples i aprendre a trobar-les. La utilitat
és doble: per una banda ens déna la possibilitat de llegir en aquestes matrius informacié geometrica
sobre I’endomorfisme i per tant “entendre’]” d’una forma més profunda. Per una altra banda aixo ens
permetra reconeixer de manera efectiva quan dos endomorfismes es poden representar per la mateixa
matriu (s6n “equivalents”). En les properes seccions estendrem aquesta analisi a dimensié arbitraria
mitjancant un argument inductiu que utilitzara els resultats d’aquesta seccié.

Lema 5.12. Sigui f un endomorfisme ortogonal o simeétric. Aleshores vectors propis de valors propis
diferents soén ortogonals.

Demostracié: Fem primer el cas en que f és simetric. Siguin u, v dos vectors propis de valors propis
respectius A i u, A # u, aleshores:

Mu-v) = f(u)-v=u-f"(v) =u- f(v)=u-pv=plu-v).

Per tant (A — p)(u-v) =01 com A\ — p # 0, aleshores u - v = 0.
Suposem ara que f és ortogonal i mantenim la mateixa notacié. Com que ja sabem que els VAPs
sén 1 o —1 i estem suposant que son diferents, aleshores podem suposar A =11 = —1. Per tant:

w-v = fu)- f(v) = () - (0) = —u-v.
Per tant u-v = 0. ]

Lema 5.13. Tot endomorfisme simétric d’un espai vectorial euclidia de dimensio 2 diagonalitza en
base ortonormal.
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Demostracié: Sigui ej, eo una base ortonormal. Sigui f un endomorfisme simeétric que en la base

fixada té matriu:
a b
b ¢ )’

El polinomi caracteristic és 22 — (a + ¢)x + (ac — b?) i té arrels:

atcty/(a+e)? —dac+4b? atc+y/(a—c)+4°
" :

a

Sia=cib=0, aleshores f és una homotecia. En cas contrari té dos VAPs diferents i per tant
diagonaliza. Pel Lemma (5.12), VEPs de VAPs diferents sén ortogonals. Per tant, en tot cas, f
diagonalitza en base ortonormal. O

Estudi de O(2). Anem ara a treballar amb els endomorfismes ortogonals en dimensié 2. Si el
determinant és —1, o sigui si f és impropi, aleshores el polinomi caracteristic és de la forma 22 4+ ax — 1
amb discriminant o +4 > 0. Tenim doncs dues arrels diferents i f diagonalitza. Ateés que els VAPs
només poden ser 1 o —1, que els VEPs de VAPs diferents sén ortonormals i que el determinant és —1
obtenim que en certa base ortonormal wvi,wvs la matriu és:

(0 1)

Observem que f2 = Id i per tant és una simetria d’eix (v;) i direccié (vs) (en varem parlar en el
tema 2, repasseu l'exemple 4 de la secci6 2.1). En les simetries ortogonals usualment només es déna
I’eix ja que la direccié de simetria és forcosament ortogonal a aquest.

Estudiem ara el cas propi, f € SO(2). Fixem una base ortonormal ej,ey. La matriu associada en

aquesta base sera:
a c¢
M =
(b a)

amb M~t = M7 i det M = 1. Calculem la inversa de M i igualem a M”:

1 d —c d —c a b
_1_ _ _
M _detM(—b a>_<—b a>_<c d)'

Per tant a = d i ¢ = —b. O sigui, la matriu M associada a f en una base ortonormal qualsevol té la
forma;:
a —b
(5 2)

on a’® + b?> = det M = 1. Interpretant (a,b) com un punt de la circumferéncia de radi 1 centrada en
el (0,0) tenim que existeix un unic a € [0, 27) tal que a = cos(«), b = sin(a). Aixi que, amb aquesta
definicié de «, M esdevé la matriu:

( cos(a) —sin(a) ) _ (16)

sin(a)  cos(w)
Observeu que aquest és I’aspecte de la matriu en qualsevol base ortonormal. Diem que f és un gir
(vectorial) d’angle « i el denotem per g,. Aquest nom ve justificat per la propietat segiient:
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Proposicié 5.14. Sigui f = go un gir d’angle «, aleshores per a qualsevol vector unitari u:

a) u- go(u) = cos(a).

b) dete, e, (U, go(u)) = sin(a), per a qualsevol base ortonormal ey, ea representant l’orientacid fixada.
En particular, fizada una orientacid, o no depén de la representacié matricial de f (és un “invariant”).

Demostracié: Fixem una base ortonormal e, es. La matriu de f en aquesta base sera com (16).
Siguin (z,y) les coordenades del vector unitari u en la base fixada; tenim 22 +%? = 1. Usant la matriu
obtenim

cos(a) —sin(a)

x . .
Ja(u) = ( sin(a)  cos(a) ) < Y > = (cos(a)x — sin(a)y, sin(a)z + cos(a)y).
Ara tant a) com b) sén calculs no gaire complicats:

- go(u) = (z,y) - (cos(a)x — sin(a)y, sin(a)x + cos(a)y) =
z(cos(a)x — sin(a)y) + y(sin(a)x + cos(a)y) =

22 cos(a) — zysinta) + zysin(@) + y2 cos(a) = cos(a).

Aix0 demostra a). Comprovem b):

x y
cos(a)x — sin(a)y  sin(a)z + cos(a)y

2% sin() + zycost@) — zycosta) + y? sin(a) = sin(a).

dete, e, (U, ga(u)) =

0

Nota: Si no haguéssim fixat l'orientacié el determinant de 'apartat b) podria canviar de signe en
canviar la base e; per una altra base ortonormal €}, ja que

dete o (U, ga(u)) = dete; o1 (€1, €2) - dete, 5 (U, ga(u))

i det o (e1,€2) pot ser 1 o —1.
El grup SO(2). Es facil comprovar que dues matrius de la forma (16) sempre commuten. Per tant
SO(2) és un subgrup commutatiu de O(2). En aquest grup, gracies a les férmules del cosinus i sinus

d’una suma d’angles, se satisfa que la composicié d’un gir d’angle @ amb un gir d’angle 8 és un gir
d’angle a + 8. D’aquesta manera obtenim un isomorfisme de grups

SO(2) — A:=R/(27Z), ga > «.
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5.4 Angles.

L’analisi que acabem de fer del grup SO(2) permet definir (finalment!) la nocié d’angle. Considerem
FE un espai vectorial euclidia orientat de dimensié 2 i anomenem P al conjunt de les parelles ordenades
de vectors unitaris:

Pi={(u1,u2) € EX E | [Jur] = [Juzll = 1}.

Es defineix en P la relacié d’equivaléncia segiient: (ug,us2) ~ (v1,v2) si existeix un element f € SO(2)
tal que f(u1) = v1 1 f(u2) = vo. Com la identitat és un gir (de zero graus), la inversa d’un gir és un
gir i la composicié de girs és un gir (en definitiva SO(2) és un subgrup), tenim que efectivament la
relaci6 és d’equivaléncia. A la classe d’una parella (u,v) se la denota per uv.

No és el proposit d’aquestes notes estendre’s en aquest punt. Ens limitem a indicar com construir
una bijecci6 entre P/ ~ i el grup de “mesures d’angles” A = R/(277Z) que associa a cada angle la
seva mesura:

a) Es prova que donat un parell de vectors (u,v) € P, existeix un unic f € SO(2) tal que f(u) = v.

b) El gir f anterior només depén de la classe d’equivalencia. Es a dir, tenim una bijeccié:

P/ ~— SO(2), uw — f.

¢) Combinant la bijeccié anterior amb I'isomorfisme SO(2) — A trobat abans, assignem a uv un
valor a € R/(27Z) Diem que « és la mesura de 'angle uv en radians. Notem que per l'apartat
a) de la Proposici6 (5.14) cos(uv) = u - v.

Un cop definit 'angle com a entitat geometrica (classe d’una parella de vectors) i establert I’isomorfisme
amb A no distingirem més entre 1’angle i la seva mesura i parlarem, com de fet ja veniem fent en un
abus de notacié, de “l'angle de « radians”.

5.5 Teoremes espectrals.

Enunciem primer els dos Teoremes centrals d’aquest tema.

Teorema 5.15. (Teorema espectral dels endomorfismes simetrics) Tot endomorfisme simétric diago-
nalitza en una base ortonormal .

Corol-lari 5.16. Tota matriu simétrica amb coeficients reals €s diagonalitzable.

Demostracié (Corol-lari): Considerem la matriu com 'associada a un endomorfisme f de R” en
bases canoniques i suposem R™ dotat del producte escalar habitual. Aleshores f és simeétric i pel
teorema és diagonalitzable. O
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Teorema 5.17. (Teorema espectral dels endomorfismes ortogonals) Sigui f € O(n), aleshores existeix
una base ortonormal tal que la matriu de f en aquesta base és de la forma:

1

Ay

Ay

on cada A; €s una matriu 2 per 2 del tipus segiient:

ni= (plog —snted .

sin(a;)  cos(ay)

amb « diferent de 0 i de m (si @ = 7 la matriu A; seria diagonal amb dos —1 com a valors propis i
formaria part del bloc format per —1’s a la diagnal).

Lemes preparatoris. Per demostrar els teoremes espectrals necessitarem tres resultats previs. Un
cop els tinguem a la ma les demostracions dels Teoremes seran molt rapides.

Lema 5.18. Sigui f un endomorfisme ortogonal (respectivament simétric) i sigui W un subespai
invariant per f, és a dir f(W) C W. Aleshores W+ també és invariant.

Demostracié: Observem primer que tant en el cas simétric (f = f¢) com en l'ortogonal (f% = f~1)
el subespai W és també invariant per f¢. Sigui ara u € W. Volem veure que f(u) € W, és a dir
que f(u)-w =0 per a tot w € W. En efecte: f(u) - w=u-f*w)=0 jaque f*(w) € W. O

Lema 5.19. Sigui f un endomorfisme ortogonal (respectivament simétric) i sigui W un subespai
invariant per f. Aleshores la restriccid de f a W és ortogonal (respectivament simeétric).

Demostracié: Tot es redueix a veure que (f*)w = (fjw)® ja que aleshores, si f és simetric:
(fiw)* = )w = fiw,

i analogament pel cas ortogonal. Per veure que ’adjunt de la restriccié és la restriccié de ’adjunt,
observem que per tota parella de vectors z,y € W:

fw@)y=f)-y=z- @) =z (f)w)
O

Lema 5.20. Per a tot endomorfisme d’un espai vectorial real E existeix un subespai invariant de
dimensid 1 o 2.
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Demostracié: Si el polinomi minim té algun factor lineal tindrem I'existéncia de VAPs i per tant
també de VEPs. Si u és un vector propi, aleshores W = (u) és invariant de dimensi6 1. Suposem que el
minim només té factors quadratics irresolubles. Sigui 22 + ax 4+ b un d’aquests factors i descomponem
el minim de la forma:

my(z) = (22 + ax +b) - R(x).

Per definicié de minim, R(f) # 0. Sigui up € E tal que R(f)(up) = u # 0. Aleshores

0 =my(f)(uo) = (f* +af +bIA)(R(f)(uo)) = (f* + af +b1d)(u).

Per tant f2(u) = —af(u) — bu. Aixd implica que W = (u, f(u)) és un subespai invariant de dimensi6
2. En efecte, si = au+ Sf(u) € W, aleshores:

fla) = floau+ Bf(u) = af(u) + Bf*(u) = af(u) + B(—af(u) - bu) € (u, f(u)) = W.
d

Demostracié dels Teoremes espectrals: Aplicant (5.20) trobem un subespai invariant W de
dimensié < 2. Pel Lema (5.18) 'ortogonal W+ tambés és invariant. Pel (5.19) la restriccié a W+ torna
a ser simetric (resp. ortogonal) i per tant podem aplicar de nou el Lema (5.20) a fyy. Fent aquesta
descomposicié successivament trobem que E és suma directa de subespais invariants de dimensions 1
0 2 i ortogonals 2 a 2:

L L
E=Wi@--- oW (17)

Com la restricci6 de f a W; és simetric (resp. ortogonal) podem aplicar l'estudi que hem fet dels
endomorfismes simetrics i ortogonals en dimensié 2. O

5.6 Endomorfismes ortogonals de ’espai tridimensional.

Ja hem vist com sén els elements de O(2): en el cas impropi tenim una simetria ’eix de la qual és el
subespai dels VEPs de VAP 1. En el cas propi tenim girs que queden totalment classificats per I'angle.
Aquest es pot calcular, llevat de signe, amb la traga de la matriu que és 2cos(a). Per determinar
totalment I’angle caldra calcular el seu sinus seguint la Proposicié (5.14) amb, per exemple, u = e;:

dete, e (€1, ga(e1)) = sin(a),

on e, ey és una base ortonormal representant ’orientacié fixada.

En vista del Teorema espectral dels endomorfismes ortogonals tot element f € O(3) té matriu associada
en certa base ortonormal una de les segiients:

Cas propi
1 00 1 0 0 1 0 0
01 0)obél 0 -1 0 | obé| 0 cos(a) —sin(c)
0 01 0 0 -1 0 sin(a)  cos(a)

61



Observem que la primera i la segona matriu sén casos particulars de la tercera matriu: només cal posar
a=01ia=mx. Lidiem rotacié de « graus ja que el primer vector de la base és propi de VAP 1 i
en el subespai ortogonal tenim un gir de a graus. El subespai generat pel VEP de VAP 1 s’anomena
eix. Quan a = 0 tenim la identitat. Quan o = 7 és una simetria (el quadrat és la identitat) a la que
s’anomena axial.

Cas impropi

-1 0 0 -1 0 0 -1 0 0
0 1 0 ) obé 0 -1 0 | obé 0 cos(a) —sin(a)
0 01 0 0 -1 0 sin(a)  cos(a)

Novament les dues primeres corresponen a casos particulars de la tercera amb o = 0, 7. La primera
rep el nom de simetria especular ja que tenim un subespai de dimensié 2 format per VEPs de
VAP 1, mentre que un vector ortogonal a aquest subespai és propi de VAP —1. La segona és una
homotecia de raé —1 i rep el nom de simetria central. La tercera és una rotacié d’angle « i eix
(e) seguida d’una simetria especular respecte de (). Aquest darrer nom queda justificat per
la descomposicié matricial

-1 0 0 -1 0 0 1 0 0
0 cos(a) —sin(a) | = 01 0] - 0 cos(x) —sin(a)
0 sin(a)  cos(«) 0 01 0 sin(a)  cos(a)
que mostra aquest endomorfisme com una rotacié seguida d’una simetria. Com també es pot posar
-1 0 0 1 0 0 -1 0 0
0 cos(a) —sin(a) | = | 0 cos(a) —sin(a) | - 010
0 sin(a)  cos(a) 0 sin(a)  cos(a) 0 01

ho podem veure com una simetria seguida d’una rotacio.

Tant en les rotacions com en les rotacions seguides de simetria especular la traca ens permet calcular el
cosinus de I'angle de gir, peré no I'angle. Aixo és degut a que la seva determinacié depen de fixar una
orientacio en el pla ortogonal a I’eix. Observeu que una orientacié en F no determina una orientacié
en un subespai de dimensi6 2. Per determinar amb precisié ’angle de gir necessitem orientar 1’eix de
rotacid, o sigui triar un dels dos vectors directors unitaris. Automaticament el pla ortogonal tindra
associada una orientacié i, com en el cas de SO(2), 'angle o queda determinat.

Exemple. Considerem un espai vectorial euclidia orientat de dimensié 3 amb una base ortonormal
fixada e;. Volem trobar la matriu de I’endomorfisme ortogonal f que consisteix en una rotacié d’angle
7/3 al voltant de l'eix Eqy = ((1,1,1)). Sino es déna més informacié la rotacié no esta ben definida
(no podem distingir entre la rotacié6 d’angle 7/3 i —7/3). Suposem que F; esta orientat per u; =

@(1, 1,1). Per definicié de rotacid, si prenem la base ortonormal directa:
ui = ¥3(1,1,1)

ug unitari i ortogonal a u1 qualsevol, per exemple uy = g(l, -1,0)
U3 = U1 N\ ug = %(1, 1, —2),
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(observem que és directa perque dete, (u1,u2, uz) = (ug Aug)-uz = ||ug Auz||?> > 0), la matriu associada
a f és la matriu reduida:

1 0 0

3

|0 1
3

0 3 3

Fem ara un canvi de base. Observem que la matriu

V3 V2 V6
3 2 6

és ortogonal (és la matriu de canvi de base entre dues bases ortonormals: u; en funcié de e;). Per tant
la matriu buscada és:

2 _1 2

3 73 3

2 2 _1

P.R-Pl=p.R.PT = 3 3 3
_1 2 2

3 3 3

La taula segiient resumeix la informacié més important dels endomorfismes ortogonals en dimensié 3.

Nom Det Matriu Reduida Elements geometrics
caracteristics
1 00
Identitat 1 010
0 0 1
1 0 0
Rotacié d’angle « 1 0 cos(a) —sin(a) Eix=VEP de VAP 1.
0 sin(a) cos(a) Traga és 142 cos(a). (Si
a = m una sim. axial).
-1 00
Simetria especular -1 0 10 Subespai de simetria =
0 01 VEPS de VAP 1.
-1 0 0 Traga = —1 + 2 cos(a).
Rotaci6 seguida de sim. especular | —1 0 cos(a) —sin(a) Eix de rotaci6: VEP u
0 sin(a) cos(a) de VAP —1. Subespai
de simetria: (u)t (si
a = 7 simetria cen-
tral).
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Com estudiar endomorfismes ortogonals: Donat un endomorfisme d’un espai afi euclidia (de
dimensié 2 o 3) i de matriu M en una base e;, entendrem per “estudiar-lo” o “classificar-lo” el
seglient:

e Esbrinar si és o no ortogonal: cal mirar si M7 G M = G on G és la matriu de Gram de la base.

e Si és ortogonal, trobar quin dels tipus anteriors li correspon (per tant quina és la seva matriu
reduida en una base convenient): el determinant ens diu si és propi o impropi. L’existéncia o no
de VEPs de VAP 1 0 —1 i la traga determinen la matriu reduida corresponent.

e Finalment donem els elements geometrics més caracteristics: si és una rotacié cal trobar l'eix i
el cosinus de I’angle; si és una simetria especular el subespai invariant de dimensié 2, etc.

5.7 Classificacié d’endomorfismes ortogonals i simetrics.

En general, classificar vol dir que, donat un conjunt X amb una relacié d’equivalencia ~ som capagos
de descriure el conjunt de les classes X/ ~: saber quantes classes hi ha, trobar elements distingits en
cada classe i, finalment, saber trobar explicitament ’element distingit associat a un element donat.
En el nostre cas fixem un espai vectorial euclidia de dimensié n i el conjunt X sera O(E) (o bé el
conjunt dels endomorfismes simetrics). La relacié d’equivalencia es defineix aixi: f ~ g si existeixen
bases e; i v; tals que la matriu de f en la base e; és la mateixa que la de g en la base v;. Observeu
que si f ~ g aleshores tots dos tenen el mateix polinomi caracteristic i per tant també comparteixen
la informacié que se’n deriva mirant els seus coeficients i arrels: traca, determinant, valors propis,...
En el cas simetric els valors propis classifiquen: si f ~ g, aleshores els VAPs sén els mateixos i
viceversa: si els VAPs son els mateixos, atés que tots dos diagonalitzen, sén equivalents.

En el cas ortogonal, utilitzem el determinant per separar propis i impropis. En dimensié 2 tots els
impropis sén equivalents i en el cas dels propis cos(«) classifica. Si fixem lorientacié i modifiquem
Pequivaléencia demanant que es preservi l'orientacié aleshores la classificacié la déna 'angle (veure
(5.14)). En dimensié 3 tenim que determinant i traga classifiquen:

Teorema 5.21. Sigui E un espai vectorial euclidia de dimensié 3. Aleshores dos endomorfismes
fyg € O(E) son equivalents si i només si det(f) = det(g) i traca(f) =traca(g).

Demostracié: D’esquerra a dreta és obvi. De dreta a esquerra: podem suposar tots dos propis o
impropis i amb la traga trobem el cosinus de 'angle. Per tant podem associar a f i a g la mateixa
matriu reduida llevat de canviar o per —a. Observem que les matrius

1 0 0 1 0 0
0 cos(a) —sin(a) i 0 cos(a) sin(a)
0 sin(a)  cos(a) 0 —sin(a) cos(a)

sén equivalents: si la primera és la matriu de f en la base eq, es, e3, aleshores la matriu de f en la base
e1, €3, €2 €s la segona. El mateix passa amb les rotacions seguides de simetria. Podem dir que tant els
endomorfismes propis com els impropis de O(3) es poden classifcar pel determinant i la traca. ]

En dimensié general no podem usar la traca. Cal considerar la part real de les arrels del caracteristic
que no sén ni 1 ni —1. Aixd permet considerar els termes cos(«;) de les diferents “caixes” de la matriu
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reduida. D’una manera semblant es pot provar que aquestes parts reals i el determinant classifiquen
els endomorfismes ortogonals.

6 Desplacaments

6.1 Definicions.

En aquest tema (A, E, -) és un espaf aff euclidia. El nostre proposit és estudiar les aplicacions A — A
que preserven la distancia entre punts:

Definicié 6.1. Diem que una aplicacido f : A — A és un desplagament si per a tota parella de
punts p,q € A tenim que

d(p,q) = d(f(p), f(q))-

Aquesta condici6 implica que f és una aplicacié afi. En efecte, fixem un punt a € A i definim
f:E — FE per la férmula

flu) = f(a)f(b), onb=a+u.

Lema 6.2. Amb aquestes notacions, f és lineal i f és una aplicacié afi amb endomorfisme associat

f.

Demostracié. Per veure que f és lineal sera suficient provar que preserva el producte escalar gracies
a la Proposici6 (5.5). Equivalentment n’hi haura prou de veure que preserva les normes. Sigui u € E
i posem b = a + u. Aleshores:

If(@)l* = F(u) - f(u) = f(a)f () - f(a)F(b) = d(f(a), f(b))* = d(a,b)* = |[u]*.

Veiem ara que f és una aplicacié afi, fixem dos punts p,q € A, aleshores:

F(p) (@) = f(p)f(a) + f(a) f(q) = f(Pd) + f(ad) = [(pd +ad) = F(pd)-
O

La condicié de preservar les distancies es converteix, per la deﬁnicié~de distancia, en que f preserva
les normes. Per la Proposici6 (5.10) tenim que aixo equival a que f € O(E). Seguint la pauta que
hem usat en el tema anterior, direm que el desplagament és propi o directe si det(f) = 11 que és

impropi, indirecte o invers si det(f) = —1.
Com a corol-lari del teorema espectral dels endomorfismes ortogonals (mireu (5.17)) sabem que en un

referéncia ortonormal convenient les equacions d'un desplagament sén de la forma (n és la dimensié
de lespai aff):
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T L1 ai
1
-1
= + (18)
—1
Aq .
xy, ' A Tn, an,
k

Recordem que les submatrius A; corresponen a girs en subespais de dimensié 2 d’angle a; # 0, 7.
T T )

La matriu anterior encara es pot reduir més amb una eleccié adient de 'origen de coordenades O.
Per exemple, si existeix un punt fix P, considerant O = P aconseguim que a; = --- = a, = 0. No
sempre ens trobarem en aquesta situacid, per exemple les translacions sén deaplacaments que no tenen
punts fixos. Tot i aixi sempre podrem anul-lar alguns dels coeficients a; com veurem a continuacié.
Considerem els sistema de punts fixos del desplagament anterior:

T; = x; + ay, sit=1,...,7
Tj=—xj+aj sijg=r+1,....,r+s
Lyts+1 = COS(Oél) Tris+1 + Sin(al) Trysto + Qragstl

Trts42 = — Sin(al) Trys+1 T COS(al) Trts+2 + Qrys42

(estem suposant que hi ha r valors propis 1 i s valors propis —1). La primera fila (corresponent a
les primeres r equacions) només té solucié si els coeficients a; sén zero. Respecte de la segona fila, la
soluci6 és x; = a;/2. El subsistemes dos per dos restants es re-escriuen de la forma segiient (només
escrivim el primer):

(cos(a1) — 1) Tpysy1 +sin(ar) Trisio = —@ritst1
—sin(a1) Tpps1 + (cos(@r) — 1) Tpysio = —Grisia-
La matriu associada a aquest sistema té determinant

cos(ag) =1  —sin(aq)

sin(a;)  cos(ay) —1 | (cos(a1) — 1)* + sin*(ay) = 2 — 2 cos(a) # 0.

Per tant el sistema té una solucié inica Z,45+1 = Apgs+1, Tris+2 = Aryst+2. Considerem el punt

O/ = (0, e ,O, ar+1/2,. . .,ar+3/2,)\r+3+1,)\r+s+2, N )
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Aleshores
f(O/) = (al, ceey Qp, ar+1/2a ey ar+s/2, )\r+s+1a )\r+s+27 cee )a

i O'f(O’) és combinacié dels r primers vectors de la base de la referéncia ortonormal. Per tant, canviant
en la referéncia O per O' aconseguim que els termes independents a;,7 > r siguin zero. Observem que
les r primeres equacions del desplagament descriuen una translaci6 de vector v = (a1, ...,a,). La part
vectorial d’una translacié és la identitat que, en qualsevol base, té matriu associada la matriu identitat.
Podem canviar els primers r vectors de la base de manera que continui sent una base ortonormal i el
primer vector de la mateixa sigui proporcional a u. D’aquesta manera ’aspecte de la part vectorial
de la matriu és el mateix i aconseguim que el vector de translaci sigui proporcional al primer vector
de la base, essent de la forma (a,0,...,0). Aixi doncs, la conclusié final d’aquest apartat és que en
un referéncia ortonormal convenient les equacions d’un desplacament sén de la forma:

1

* 1 T a

:L"l T2 0
1
-1
= + (19)
-1

: Ay .

Tn Tn, 0

Ay,

Observem que si n = 1, aleshores (19) es converteix en l'equacié z* = +x + a. En el cas propi el
coeficient de x és 1 i ens queda la identitat si ¢ = 0 o una translacié si a # 0. En el cas impropi
queda z* = —zx i obtenim una simetria central.

La resta del tema es dedica als desplacaments en dimensions 2 i 3. No incidirem en la qiiesti6 de la
classificacio respecte de la relaci6 d’equivalencia natural ((f, f) ~ (g, g) si en certes referéncies tenen les

mateixes equacions) i ens limitarem a veure quina matriu reduida podem associar a un desplagament
donat i com aquesta matriu explica la geometria de la transformacié.

6.2 Desplacaments del pla.

Tornant a les equacions (19) per n = 2, tenim les possibilitats segiients:

Cas propi: Per un cert « i en referéncia ortonormal:
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()= (et s () +(8)

Si 'angle és 0 la part vectorial és la identitat, per tant ens queda que f és la identitat sia=b6=01
una translacié de vector (a,0) si (a,b) # (0,0). Les matrius reduides corresponents son:

— o

1 00 10
010 i 0 1
0 01 0 0

respectivament.
Si v # 0 aleshores a = 0 i per tant hi ha un unic punt fix (en l'origen de coordenades) anomenat
centre de gir. La matriu reduida obtinguda és:

cos(a) —sin(a) 0
sin(o)  cos(a) 0
0 0 1

Cas impropi: En referéencia ortonormal:

() =00 2)-()+(8)

Observem que si a = 0 el sistema de punts fixos té com a solucié la recta y = g a la que anomenem
eix de simetria. Trobem la matriu reduida:

S O =

0 0
-1 0
0 1
Aquest desplacament rep el nom de simetria axial. Per descriure’l només cal donar 'eix de simetria,

que coincideix amb la recta de punts fixos.

Si a # 0, aleshores el sistema de punts fixos no té solucié. La matriu reduida que s’obté té les
descomposicions:

1 0 a 1 00 1 0 a 1 0 a 1 00
0 -1 0|=10 -120 01 0]=101P0 0 -1 0
0 01 0 01 0 0 1 0 01 0 01

Per tant la veiem com una simetria axial seguida d’una translacié de vector paral-el a I’eix
de simetria. A efectes de trobar l'eix (no podem utilitzar els punts fixos en aquest cas) és til
adonar-se’'n de que el punt mig d’un punt i la seva imatge pertany a ’eix de simetria (s és la simetria
i f la simetria seguida de translacié de vector u):
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Amb la notacié del dibuix, el punt mig de P i P* = f(P) és
1 1 1 1
P4 PP = Py L (Ps(P) +u) = (P+ L Ps(P)) + gu.

Com s(P) és el simetric de P respecte de leix, aleshores P + %PS(P; pertany a l’eix i per tant el punt
mig de P i de P* també.

Una altra observacio til és la segiient: aplicant dues vegades el desplacament a un punt P obtenim
dues vegades el vector de translacié:

Exemple. Considerem I’afinitat d’un pla afi euclidia que en referéncia ortonormal té equacions:
r=y+2 vt =x+4.
Notem que la matriu de ’endomorfisme associat és:
01
M =
(15)
que satisfa M - MT =Id i det M = —1. Per tant és un desplacament impropi. El sistema de punts

fixos no té solucid, per tant es tracta d’una simetria axial seguida de translacié. Per calcular 1'eix
considerem dos punts, per exemple (0,0) i (2,0). Calculem les seves imatges: (2,4) i (2,6); i fem punts
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mitjos de cada punt amb la seva imatge. Obtenim que tant (1,2) com (2,3) sén de l'eix. Per tant la
seva equacié és y = = + 1. Fent la imatge de (0,0) dues vegades: f2(0,0) = f(2,4) = (6,6) = 2(3,3)
tenim que la translacié és (3, 3).

6.3 Desplacaments de I’espai.

Particularitzem les equacions (19) amb n = 3. Tenim les possibilitats segiients:

Cas propi: Per un cert « i en referéencia ortonormal:

x* 1 0 0 x a
vy | =1 0 cos(a) —sin(e) |- | v |+ O
z* 0 sin(a) cos(a) z 0

Si 'angle és 0 la part vectorial és la identitat, per tant ens queda que f és la identitat si a = 0 i una
translacié de vector (a,0,0) si a # 0. Les matrius reduides corresponents son:

1 0 00 1 0 0 a
0100 ; 01 00
0010 0 010
00 01 00 01
respectivament.
Si a # 01 a =0 la matriu reduida corresponent és
1 0 0 0
0 cos(a) —sin(a) 0O
0 sin(a) cos(a) O
0 0 1

L’anomenem rotacié d’eix r i angle «, on r és la recta de punts fixos, ja que sobre els plans
ortogonals a r és un gir de « graus. Si o = 7 també se li diu simetria axial.

Liltim cas propi correspon a a # 0, a # 0. La matriu reduida és

1 0 0 a
0 cos(a) —sin(a) 0
0 sin(a) cos(e) 0 |’
0 0 0 1
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que es pot descomposar aixi

1 0 0 0 1 0 0 a
0 cos(a) —sin(a) 0O 0100
0 sin(a) cos(a) O 0010
0 0 0 1 0 001

Es tracta per tant d’una rotacié seguida d’una translacié en la direccié de 'eix. Aquest desplagament
rep el nom de moviment helicoidal. Donat un desplagament en coordenades és facil reconeixer quan
es tracta d’'un moviment helicoidal: el determinant de ’endomorfisme associat f és 1, no hi ha punts
fixos i f no és la identitat. El cosinus de I’angle de gir es troba amb la traca com ja hem vist en
diverses ocasions. D’altra banda el VEP de VAP 1 ens déna el vector director de I’eix. Per calcular
Peix caldra prendre un punt variable p = (z,y, z) i imposar que el vector ]ﬁ = (z*—x,y* —y,z"—2
sigui proporcional al VEP trobat. Un cop determinat l'eix, la translacié la trobarem calculant ﬁ
on p pertany a l’eix.

Exemple. Considerem ’afinitat que en una referéncia ortonormal fixada té equacions:

2 1 2
3 3

z* T 1

" _ 2 2 1
vol=1 3 3 “3 y |10
z* z 2

_1 2 2

3 3 3

L’endomorfisme associat f és ortogonal, propi i la traga és 2 = 1+ 2cos(a). Els VEPs de VAP 1 sén
miiltiples de (1,1,1). Tot aix0 ens diu que f és una rotacié (vectorial) d’eix ((1,1,1)) i angle §. El
sistema de punts fixos:

-r -y +2z =-3
20 —y —z =0
- 42y —z =-6
és incompatible (si sumeu les tres equacions queda 0 = —9) per tant es tracta d’'un moviment helicoidal.

Per a un punt variable p = (z,y, z) el vector pf(p) és

Yy 2z 2t 'y z T 2y

* * «_ (T 2T z
@ vy —y 2 m2) =g -t gty gty o3

Imposem que sigui proporcional a (1,1,1), o sigui:
rang =1.

Anul-lant els menors d’ordre 2 ens queda

—r—-—y+224+3=2xr—y—z2z=—x+2y—2+6.
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Operant trobem que l'eix té equacions x — y = 2, x — z = 1. Finalment escollim un punt de l’eix, per
exemple p = (1, —1,0) i calculem el vector de translacié: pf(p) = (1,—1,0)(2,0,1) = (1,1,1).

Cas impropi: Tenim dues possibilitats la primera correspon a la matriu

z* 1 0 0 T a
y* = 01 O vy | +1 0
z* 0 0 -1 z 0

Si a = 0 obtenim una simetria especular. El pla de simetria és el pla dels punts fixos. Si a # 0
tenim una simetria especular seguida d’una translacié paral-lela al pla. Les observacions fetes
en dimensié 2 per trobar els elements geometrics caracteristics d’una simetria seguida d’una translacié
continuen siguent valides. El punt mig d’un punt qualsevol p i la seva imatge f(p) pertany al pla de

simetria i el vector de translacié es troba fent la meitat de pf2(p). En la segona possibilitat, per un
cert angle o no nul, i en referéncia ortonormal tindrem la matriu:

x* -1 0 0 T 0
y* | = 0 cos(a) —sin(a) y |+ 0
z* 0 sin(a) cos(a) z 0

L’anomenem simetria especular seguida de rotacié d’eix perpendicular al pla de simetria.
Observeu que la simetria i la rotacié commuten per tant també podem pensar que és una rotacid
seguida d’una simetria. A efectes de trobar els elements geometrics caracteristics notem que el punt
fix determina la interseccié entre el pla de simetria i I’eix de rotacié. Usant un VEP de VAP 1 l'eix
queda determinat i per 'ortogonalitat també el pla. Finalment la traca ens donara el cosinus de ’angle
de rotacié.

6.4 Semblances.

Acabem el curs amb un breu esment a les afinitats (f, f) : A — A d’un espai afi euclidia amb la
propietat
d(f(p), f(q)) = rd(p,q)

per a tota parella de punts p,q € A, on r > 0 és una constant real positiva. Diem que una afinitat
amb aquesta propietat és una semblancga de raé r. Es clar que si r = 1 aleshores és un deplacament.

Exemple. Sigui h: A — A una homotecia qualsevol de raé r, aleshores:

d(h(p), h(q)) = [RPA] = 1R@ED)] = IrED] = rIFdl = rd(p.q).

Per tant les homotecies sén semblances.
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Un altra familia d’exemples s’obté fent la composicié d’una homotecia A amb un desplacament g
ja que:
d(h(g(p)), h(9(q))) = rd(g(p),9(q)) = rd(p, q).

Proposicié 6.3. Sigui f una semblanca de rad r d’un espai afi euclidia A. Sigui O € A un punt
qualsevol i considerem [’homotécia h de centre O i rad r. Aleshores h™' o f és un desplacament g.
Per tant f = ho g és un desplacament sequit d’una homotecia de rad .

Demostracié. Siguin p, ¢ dos punts de A. Aleshores

A (FR), B (@) = ~d(F(p), f(0)) = + 7 d(p.0) = d(p,a),
per tant h~! o f és un desplacament. O

Aixi doncs una afinitat és semblanga de radé r si i només si el seu endomorfisme associat f com-
posat amb una homoteécia vectorial %I d és un endomorfisme ortogonal. Apliquem aix0 per provar les
caracteritzacions segiients:

Proposicié 6.4. a) Amb aquestes notacions, si M és la matriu de f en una base e; de E de matriu
de Gram G, aleshores f és semblanca de rad r si i només si

MTGM =r*G.
En particular det(M)? = r* (n és la dimensié de E ).
2

b) f és semblanca de rad r si i només si f(u)- f(v) =r2u - v.

Demostracié. f és semblanca de raé r si i només si % f és ortogonal. Com la matriu d’aquest
endomorfisme és %M tenim que la condicié necessaria i suficient és

1 1
-MTG-M =G,
r r

que equival a la igualtat de I'apartat a). D’altra banda % f és ortogonal si i només si

1
r

S| =

flu)-=fv) =u-v,

per a qualsevol parella de vectors u, v, aixo implica b). O
Proposicié 6.5. Sigui f una semblanca de rac r.

a) Si X és un VAP de f, aleshores \ = +r.

b) Sir # 1, aleshores f té un unic punt fix.

c) [ és la composicid d’un desplagament g amb punts fizos i una homotécia amb centre en un punt
fix de g.

Demostracié.
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a) Com f és la composicié d'una homotecia h i d’'un desplagament g, aleshores f=hog=rg. Sigui

- ~ A
wun VEP de f. Tindrem Au = f(u) = r g(u), per tant — és un VAP de § i només pot ser 1 o —1.
r

b) Es una conseqiiencia de Iapartat ¢) de la Proposicié (2.7) i de Iapartat anterior.
¢) N’hi ha prou d’agafar el punt O del Lema anterior igual al punt fix de la semblanca.

O

Com a conseqiiencia d’aquests resultats tenim que cada semblanca té associat un desplacament to-
talment determinat: 1’obtingut composant amb 1’homotecia de rad % i centre I'inic punt fix de la
semblanga. Aixo implica que tingui sentit definir semblances directes i inverses. Fixem-nos que
una semblanca directa de rad r té determinant 7™ i una inversa —r”. Finalment demostrem la segiient

propietat geometrica de les semblances:

Proposicié 6.6. Sigui f l’endomorfisme associat a una semblanga directa d’un espai afi euclidia
(A, E) de dimensid 2 aleshores f preserva angles. FEn altres paraules, si u,v son dos vectors de E i
posem v’ = f(u), v' = f(v) aleshores

uwo = u'v'.

Demostracié. Ates que els endomorfismes ortogonals directes mantenen els angles és suficient veure-
ho per una homotecia h de raé r. Primer provem que el cosinus de ’angle és el mateix:

h(u) - h(v) o Tusrv. U
A - () rwll-lroll ull - ol
D’altra banda dety, ,(h(u), h(v)) = dety,(ru,7v) = 72 > 0. Per tant 'angle és el mateix. O
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