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Capitulo 2. Mixtura de dos distribuciones Normales:
método de los momentos con estimadores muestrales no
sesgados

1. Introduccidon

La mixtura de distribuciones Normales a partir de la metodologia de los momentos
fue introducida en 1894 por Karl Pearson. En su famoso trabajo “Contributions to
the Mathemdtical Theory of Evolution”, Pearson logra descomponer una
distribucion de probabilidad desconocida en la combinaciéon lineal de dos
Normales.

Los parametros poblacionales que definen estas dos distribuciones Normales
(i1, 42,01,02) y los pesos de su combinacion lineal (p;,p,), son estimados al
resolver un sistema de ecuaciones basado en los cinco primeros momentos
(&, iy, fi3, 4, i5) de la muestra de la distribucién analizada.

Expresion 1:

1=p;+p;

0=fy =p16, +p26;

fiz = p1 (67 + of) +p2 (63 + 03)

fis = p1 (67 + 36,07) + p,(63 + 36,0%)

Ay = p1 (67 + 66707 + 307) + p,(6; + 60307 + 307)

fs = p1(07 + 1083062 + 1560,0¢) + p, (65 + 100307 + 150,05)

donde:
01 =p — 4
O, =pp — 1

Para estimar los cinco primeros momentos, Pearson propuso dos opciones:
“analytically or graphically according to the accuracy or rapidity with which we wish
to work”17. Pero ambas metodologias de estimacion presentan un problema con el
sesgo, principalmente cuando el tamafio de la muestra es pequeiio o la forma en la
que la muestra se distribuye es “extrema”.

'7 pearson (1894) p.78
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Probablemente, el impacto del sesgo en el ejemplo!® numérico del trabajo de
Pearson no fue significativo debido a la utilizacién de una muestra suficientemente
grande “one thousand individuals from Napels” y a una distribucién muestral
bastante “comun”. De todas formas, un enfoque mas general, lo deberia haber
tenido en cuenta.

La cantidad de algebra requerida para obtener y solucionar el polinomio de
noveno grado generado a partir del sistema de ecuaciones, llevo a algunos autores
a buscar procesos mas sencillos de resolucién. C. Radhakrishna Rao (1948) utilizo6
cumulants en vez de momentos, y A. Clifford Cohen (1967) desarroll6 el sistema de
ecuaciones inicial (expresion 1) para casuisticas especificas. En el primer caso, Rao
igual6 los k statistics de Fisher a los cumulants, evitando el problema del sesgo de
la estimacion muestral’®. Pero en el segundo caso, Cohen no hizo ninguna
referencia explicita al uso de estimadores muestrales insesgados20. Algunos afios
mas tarde, Richard E. Quandt (1975), tampoco hizo ninguna referencia al
respecto?l.

Lo mismo sucede con trabajos recientes que abarcan una casuistica mas amplia,
por ejemplo, Bruce G. Lindsay and Prasanta Basak (1993) y Animashree
Anandkumar, Daniel Hsu, and Sham M. Kakade (2012). En estos estudios, aunque
el método de los momentos es utilizado en mixturas finitas de modelos multivariantes,
las implicaciones del sesgo de los momentos muestrales no es tenida en cuenta.

'8 pearson (1894) p.85

¥ Rao (1948) p.164: “Estimation by the method of moments.- The method of estimating the
parameters by the method of the moments consists in equating the moments as calculated from the
observations with functions of parameters representing the moments in the population. Since the
expectations of calculated moments are not the same as the moments in the population this method
might introduce a little bias in the estimating equations. This can be avoided by equating the
calculated moments to their expected values Instead of this, one can choose the system of k-statistics of
Fisher (defined in Statistical Methods for Research Workers) and equate them to their expectations
which are the cumulants of the distribution.”

20 Cohen (1967) p.17, 18: “Upon equating population moments to corresponding sample moments, it
follows from (6) that a[6; — X] + (1 — a)[6, — x] = 0, and further that am, + (1 —a)m, =0, ...
a[150¢m; + 1002m3 + m$ —vs] + (1 — @)[1505m, + 1002m3 + m3 —vs] =0 where % is the
sample mean and v;, (i = 2, 3, 4, ...)is the ith central moment of the sample.”

21 Quandt (1975) p.3: “In case of two components the density function the parameters of which are to
be estimated is
e_é(;ti) N A e_%(%] (2-1)
2no, :}21102
Equating the sample mean to the theoretical first moment of (2-1) and the second, third, forth and

fifth sample moments about the mean to the corresponding theoretical central moments we obtain
five equations from which it is possible to solve for A, i, U,, 04,0,.”

(e thotin 0.2 -
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2. Estimadores no sesgados de los momentos

Una estimacion sesgada de los momentos de la muestra, puede distorsionar el
resultado del proceso de célculo de la construccion de la mixtura. Para evitar la
distorsion, se hace imprescindible eliminar el sesgo.

2.1. Estimadores no sesgados de los cuatro primeros momentos
Las expresiones matematicas de los estimadores no sesgados de la media y la
varianza de una muestra de variables aleatorias IID, son populares en el &mbito de

la estadistica??:

Expresion 2:
f=X-= lEX
n- !

~> n
0" =—o0
n-1

RS

En cambio, las expresiones matematicas de los estimadores no sesgados de la
asimetria, S, y la kurtosis, K, son menos conocidas, y han requerido de una algebra
mas elaborada por parte de sus desarrolladores 23:

Expresion 3:

>
1
95}
1

n

K= eDanns

((n? = 2n + 3)Kz — 3(2n — 3)07 )

En general, en el campo de la estadistica descriptiva, s6lo los cuatro primeros
momentos centrales son considerados relevantes. Pero para estimar los

*2 Klemens (2008) p.9
3 Cramer (1947) p.352; Abbasi (2008) p.693, 695; Ruiz Espejo et al. (2013) p.46, p.54, p.55, p.56

** Error en Klemens (2009) p.8. El cdlculo de o es incorrecto, lo cual lleva a una expresién incorrecta
del estimador no sesgado de la kurtosis en p.9. La expresién correcta de ag deberia ser:

(n-1)2 (n(n—2)+3

441
n(n-1) o +nK)'

4 =
b3 nZ

Utilizando esta nueva férmula, es posible obtener la expresion correcta del estimador no sesgado de la
kurtosis.
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parametros de la mixtura de dos Normales, la estimacion del quinto momento
central también es necesaria. Es por ello, que el desarrollo del dlgebra requerida
para la construccion del estimador no sesgado del momento central de quinto
orden es imprescindible.

2.2. Estimador no sesgado del quinto momento central

Dada una muestra de variables aleatorias IID, el quinto momento central respecto
su promedio puede ser descompuesto de la siguiente forma:

Expresion 4:

X

Fy(X,)=E(X,-X) = E(X})-5E(X/X)+10E(X)X*)-10E(X;X’)+5E(X X*)- E(X°)

Tratando algebraicamente los sumandos dos, tres y cuatro obtenidos por la
descomposicion anterior para que sean funcion de los momentos
ordinarios/centrales de las variables aleatorias que conforman la muestra, se
pueden obtener las respectivas expresiones:

Expresion 5:

E(Xf)?)=%E(Xf +X142X,.)= ...=%E(X.5)+ (n_l)E(X.“)M

i=2

Expresion 6:

3
1

2 2
(2,0,...,0)2}("2 *(1,1,”,,0)2&2?(./'

Jj>i

2(n—1)

2
n

(n2 —3n+2)

2

e E(X)+ (”_21)E(xf)E(xf)Jr

. - E(X})u+

Expresion 7:

3 3 3
L o

J>i k>j

. 3(n” - n;32(n -1)) (E(X,.z))2 s 3(n- lns(n -2) E(X))u+ (n- 1)(n’:32)(n -3) E(X )
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Si ademas se tiene en cuenta la siguiente igualdad:

Expresion 8:

E(XX')=E(X)

el quinto momento centrado en el promedio puede ser expresado como:

Expresion 9:

Fy(Xi)= n’-5n° +310n—10E(Xi5)+—5n3+25nz3—50n+30E(Xi4)M+10n2_53()n+40E(Xi3)E(Xi2)+
n n n

+10n3 —6On;;|-110n—60E(Xi3)M2 _30n° —:3(m+60(E(Xi2))2M_ 10(n—1)(z3—2)(n-3)E(Xi2)M3 .

+4E(Y5)

El desarrollo individual del altimo sumando de la expresion anterior al incorporar
la media de las variables aleatorias de la muestra, genera:

Expresion 10:

e () 500 ) o () 30 1) ()

Introduciendo la expresion 10 en la expresion 9 y utilizando la descomposicion
tradicional de los cinco primeros momentos centrales, se obtiene:

Expresion 11:

4 3 2
(Xl)— “=n _Sn +10n _10n+4R(X)

4 i
n n

N 10n° - 501" +80n — 40

4

S(X))o*(X,)

Finalmente, el valor esperado del producto de la skewness y la varianza:

Expresion 12:

2 _ Tl4 _ 2 _ (Tl—l)
So° = ((n—l)(n—z)(n2—5n+10) Sxo% (n2—5n+10) F)

permite obtener la expresion del estimador no sesgado del quinto (F) momento
central:
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Expresion 13:

n2

n-1)(n-2)(n-3)(n—4)

F= ((n2 — 5n+10)Fy — 10(n — 2)5,?0—)%).

Aunque el estimador no sesgado del quinto momento central puede ser obtenido
aplicando la metodologia de Dwyer?> (hs-statistics) o Heffernan2¢ (us-statistics),
esta expresion es mucho mas compacta y permite poner de relieve algunas
propiedades que resultan utiles.

3. Anadlisis de la sensibilidad de los estimadores no sesgados de los
momentos centrales

Los estimadores no sesgados de los momentos segundo al quinto son sensibles al
tamafio muestral. Cuanto mayor es la muestra, menor es su discrepancia con los
valores poblacionales.

Expresion 14:

a=X

Expresion 15:

. n Ay ..o
lim—— =1—1imé? = lim——o% = 0°.

n—o g — 1 n—o n—° p — 1

o]

> Dwyer (1937) p.27, 28:

h _ n@?-5n+10)(5) ¢ (nP-5n+10)(M@) 10(n—2)(3)(2)
57 m-p@W (n-1)® (n-1)®
@3 | 4"
10 (n—])(‘l‘) + n®)

(n?-4n+8)(3)(1)? (2n-4)(2)%(1)
0 "G +15 o) -

+1

% Abbasi (2008) p.691
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Expresién 16:

L

n2
= w
(n—l (n—2) "
2
n
" | =45
(n—l)(n—Z) .
2 2
. n A n
im—— =1— IimS=lim———S§_=3S.
== (n-1)(n-2) e = (p=1)(n-2) ¥
Expresion 17:
> n 2 _ - _ 4
R = et (0 — 2n.+ 3)Kz — 3(2n - 3)o3)
n(n?—2n+3) — o 3n(2n-3) | — o
m-1)(n-2)(n-3)|,,_3 -1 (n-2)(n-3)|,,_,3
n(n?-2n+3) _ 3n(2n-3) | _
m-Dn-2)(n-3)|p, 4 7,3333 m-D(M-2)(n-3), s 10
) n(n?-2n+3) . 3n(2n-3) _
limy,c, (n-1)(n-2)(n-3) 1 limpe (n-1)(n-2)(n-3)
. oo 1: n 2 _ - — — 4 =
limy oo K = limy o0 s ((n 2n+3)Kg — 3(2n 3)aX) K

Expresién 18:

2

o " - e —10(n — 2)Sgo?
F = (0 — 5n.+ 10)Fg — 10(n — 2)Sg0})

nz(n2—5n+10) | — 10n*(n-2) I =
-Dn-2)n-H -, m-1)(n-2)(n-3)(n-4) |, 4

n?(n?-5n+10) 10n2%(n-2) |

= 10,4167 = 3125

DD -0 |, (D=2 (=)
. n?(n?-5n+10) _ . 10n2(n-2) _
lim,,_,q 1 limy,e (n-1)(n-2)(n-3)(n—4)

(n-D)(n-2)(n-3)(n-4)

~ n?

llmn_wo F = llmn—>00 (n_l)(n_z)(n_3)(n—4)

((n? = 5n + 10)Fg — 10(n — 2)Sgo2) = F
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Figura 1: Evolucion de los coeficientes de los estimadores sesgados
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II
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20 F |I -
|
|
L
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3.1. Tamaiio minimo de la muestra

Los estimadores no sesgados de los momentos centrales de cuarto y quinto orden,

K y F respectivamente, también estdn condicionados por estimadores sesgados de
otros momentos centrales: g y Sg.

En el caso de la kurtosis, dado que:

Expresion 19

Vi =X, -X

4

2
Z(Yiz—yf)2>0—>%2y;‘>(%zyf) —>K}-(>O';?

Jj>i

s6lo cuando el naimero de elementos es superior a 5:

Expresién 20
n(n?-2n+3) | 3n(2n-3) |
=375 = 4,375
m-1D(n-2)(n-3)|,, g m-1D(n-2)(n-3),,_,s
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n(n?-2n+3) 3n(2n-3)
=27 = 2,7
(n-1)(n-2)(n-3)1,,_,¢ (n-1)(n-2)(n-3) 1,4
n(n?-2n+3) — 22167 3n(2n-3) | — 19250
m-1D(n-2)(n-3),,_,, ’ m-D(n-2)(n-3)|,,_,, ’

es posible asegurar la positividad del estimador no sesgado, K. Para ser consistente
con esta propiedad, seria deseable que el tamafio de la muestra fuera superior a 5.

En el caso del momento central de quinto orden, ninguna evidencia analitica puede
extraerse del comportamiento de Fg con respecto S yo)-? (s6locuandon=3yn =4
puede demostrarse que |Fz| > |S§0}%|). Pero al simular el comportamiento de Fz
con respecto S)-(O')%, se puede comprobar que en la gran mayoria de los casos se
cumple que: 1) el signo de Fz es el mismo que el de Sgo%,y 2) |Fg| > [Szog|-

Si el nimero de elementos de la muestra es superior a 10:
Expresion 21

10n2(n-2)

n?(n?-5n+10) | _ —
m-Dn-2)(n-3)n-D 10 1,7091 m-Dm-2)(n-3) (-l 10 1,8182

n?(n?-5n+10) _ 10n%(n-2) _
r-D-M-Dn-D |, ,11 Le2l7 e mams no11 1,5648

se evita que el tamafio muestral pueda ser decisivo en el signo de F, y que este
pueda estar determinado por S ,-(a)% en vez de por Fgz atiin cuando se cumplan las dos
condiciones anteriores. Esta es una propiedad deseable, dado que es consistente
con el comportamiento esperado de F cuando el tamafio de la muestra aumenta.

3.2. Comportamiento del sesgo

Expresion 22:

D n(n®-2n+3) o 3n(2n-3) -
Bias =K — K3 = ((n_l)(n_z)(n_g) 1) Kx (-Dm-2)(n-3) X

! (4n? — 8n + 6)Kz — (6n? — 9n)o—,i;)

(n-1)(n-2)(n-3)

donde:

4n? —8n+ 6 > 6n% —9n,s6losin = 1.
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Expresion 23:

A n2(n?-5n+10) _ _ 10n?(n-2) 4 _

Bias = F —Fx = ((n—1)(n—2)(n—3)(n—4) 1) Fx (n-1)(n-2)(n-3)(n-4) X
1 3 _ 2 _ _ 3 _ 2 2

(n-1)(n-2)(n—3)(n—4) (5n® —25n% + 50n — 24)Fg — (10n° — 20n )SXUX)

donde:

5n3 — 25n% +50n — 24 > 10n3 — 20n?,s6losin < 3

, L. -2n2+n+6 —5n3-5n2+50n—24
Figura 2: Evolucion de YLy Yy -
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Aunque los coeficientes de Kz y Fg son menores que los coeficientes de a)i; yS )?0')%
respectivamente, el hecho que: 1) la diferencia de estos coeficientes tiende a cero
muy rapidamente cuando la muestra aumenta, 2) Kg > a)i; y 3) en general se
cumple que el signo de Fz es el mismo que el de S};a}% y |[Fg| > |S,-(0)-§|, implica, que
el sesgo es mayor cuando las muestras estan distribuidas de forma “extrema”.
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4. Evidencia empirica de la transcendencia del sesgo

El impacto del sesgo puede ser muy significativo en la estimacién de una mixtura
de dos Normales. Para evidenciar este hecho, se generan, sobre las mismas
muestras estresadas (el criterio de eleccion de las muestras se basa en el resultado
del andlisis de la seccién anterior), dos mixturas de dos Normales. Una de las
mixturas, es estimada a partir de estimadores sesgados de los momentos centrales
de la muestra (mixtura sesgada), y la otra a partir de estimadores no sesgados
(mixtura no sesgada). Una vez el proceso de estimacién ha finalizado, se analiza el
grado de similitud entre las mixturas.

4.1. Particularidades de la metodologia de calculo

Para estimar los pardmetros de las mixturas, se utiliza el algoritmo ‘Trust-region-
dogleg’ propuesto por Matlab para resolver sistemas de ecuaciones no lineales?’.
Los valores por defecto de los principales inputs del algoritmo han sido

modificados para aumentar la precision del proceso.

Script 1

optimoptions('fsolve', 'Diagnostics','on', 'Display', 'Iter', 'MaxFunEvals
',10000, 'MaxIter',1000, 'TolFun',le-8, 'TolX',6le-8);

4.2. Restricciones en las soluciones del sistema de ecuaciones

A pesar de que el sistema de ecuaciones inicial (expresion 1) no presenta ningun
tipo de restriccion sobre el dominio de los pesos de las Normales, p; y pz la
programacién fuerza el proceso iterativo a la restriccion p,,p, € [—1,1] para
poder condicionar posteriormente las soluciones a la combinacién lineal convexa
entre p;y pz.

Expresién 24:

1= |psl + Ipal

0 =fy = |p1l61 + |p2|6;

fiz = |p11(6F + of) +|p2| (65 + 03)

fis = |p11(67 + 36,07) + |p,1(65 + 36,07)

Ay = |p1| (61 + 66707 + 301) + Ip2|(67 + 60705 + 307)

fs = |p(67 + 108362 + 156,04) + |p,|(65 + 108362 + 150,05)

" Mathworks: “trust-region-dogleg'is the only algorithm that is specially designed to solve nonlinear
equations. The others attempt to minimize the sum of squares of the function.”.
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Ademas, para evitar incoherencias de caracter conceptual, las soluciones obtenidas
como estimacion de las volatilidades de las dos Normales son positivizadas a
posteriori.

Expresion 25:

o1 = |oil y 03 = o3|

4.3. Valores iniciales

La obtencion de soluciones eficientes del sistema de ecuaciones, implica iniciar el
proceso de calculo desde diferentes origenes. La generacion de un rango
suficientemente amplio de valores iniciales para los parametros de las dos
Normales se programa en base a bucles anidados, generando una matriz de cuatro
dimensiones con el output del proceso.

Script 2

contl = 0;
for mul = -30:10:30
cont2 = 0;
for mu2 = -9:2:9
cont2 cont2+1;
cont3 = 0;
for volal = 1:3:10
cont3 = cont3+1;
contd = 0;
for vola2 = 1:3:10
contd4 = contéd+1;

oe

PROCESO DE ESTIMACION DE LAS MIXTURAS

oe

oe

end
end
end
contl = contl+l;
end

4.4. Contraste de similitud entre mixturas

El grado de similitud de las mixturas obtenidas se determina a partir del p-value
del test de Kolmogorov-Smirnov.

El test de Kolmogorov-Smirnov se aplica a las mixturas sesgadas y no sesgadas

estimadas de la misma muestra estresada, usando cien valores distribuidos
uniformemente a lo largo del rango:
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Expresion 26:
[min{(—Za + .U)i=1,2,3,4}» max({(Za + li)i=1,2,3,4})];

donde o; y y; son los valores estimados de cada una de las cuatro distribuciones

Normales i = 1,2,3,4 asociadas a cada analisis de similitud.

Script 3

M = [2*volal+mul 2*vola2+mu2 2*vola3+mu3 2*volad+mud];

M _AUX = max(M);

m = [-2*volal+mul -2*vola2+mu2 -2*vola3+mu3 -2*volad+mud];
m_AUX = min(m);

n = (M _AUX-m AUX)/99;

X = m AUX:n:M AUX;

% KOLMOGOROV-SMIRNOV

4.5. Resultado obtenido para una muestra estresada de 40 observaciones

Tabla 1: Datos de la muestra

-0,599272 | -0,058959 | -0,853541 | -1,853008 | -0,207303
0,270378 | -0,652771 | 0,477227 | -0,071320 | -0,938301
0,161364 | -0,268183 | -0,409873 | -0,711323 | 0,061445
-1,846129 | -0,398333 | -0,543548 | -2,735696 | -5,958096
-9,202814 | 1,621899 | 2,927523 | -0,470611 | 0,833398
1,918552 | -0,242934 | -1,622610 | -3,787695 | -7,331272
-2,968688 | -2,486508 | 0,153496 | -0,188180 [ 1,346763
-1,089775 | 0,950106 | 1,324278 | 2,093174 | -0,232220

Tabla 2: Estimaciones sesgadas y no sesgadas de los primeros cinco momentos de la

muestra
Absolute Relative
BIASED UNBIASED Difference | Difference
Mean -0,839734 -0,839734 0,000000 0,0000%
Variance 5,550465 5,692784 0,142320 2,5641%
Skewness -22,183907 -23,950237 -1,766330 7,9622%
Kurtosis 197,856477 214,625120 16,768643 8,4752%
Fifth Moment | -1372,297608 | -1530,396673 | -158,099065 | 11,5208%
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Figura 3: Primera solucion del proceso de estimacion de las mixturas

40-OBSERYATIONS STRESSED SAMPLE: 2NORMAL MIXTURE FITTING
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Tabla 3: Primera solucion del proceso de estimacién de la mixtura sesgada

S; Sss S121 S126
H; -10 -10 0 0
H> 0 -2 -4 -2
H3 1 2 2 3
H, 1 3 2 3
Flag 1 1 3 1
P; 8,0194% 8,0194% 91,9806% 91,9806%
P, 91,9806% 91,9806% 8,0194% 8,0194%
Mean; -7,357479 -7,357479 -0,271480 -0,271480
Mean; -0,271480 -0,271480 -7,357479 -7,357479
Std dev; 1,390639 1,390639 1,356146 1,356146
Std dev;, 1,356146 1,356146 1,390639 1,390639
FV; 0 0 0 0
FV, 0,00E+00 0,00E+00 0,00E+00 0,00E+00
FV; -8,88E-16 8,88E-16 0,00E+00 8,88E-16
FV, -7,11E-15 3,55E-15 3,55E-15 0,00E+00
FVs 1,99E-13 -5,68E-14 -2,84E-14 0,00E+00
FVs -4,54747E-13 | -4,54747E-13 6,82121E-13 | 4,54747E-13
Flag 1 1 1 1
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S; Sss S121 S126
95" percentil| -6,919926 -6,919926 -6,919926 -6,919926
FV; -9,90E-10 -9,89E-10 -9,90E-10 -9,90E-10
Flag 1 1 1 1
90" percentil | -3,013017 -3,013017 -3,013017 -3,013017
FV; 6,90E-10 6,90E-10 6,90E-10 6,90E-10
Flag 1 1 1 1
75" percentil| -1,489202 -1,489202 -1,489202 -1,489202
FV; 9,06E-11 9,07E-11 9,06E-11 9,05E-11
Flag 1 1 1 1
50™ percentil| -0,419963 -0,419963 -0,419963 -0,419963
FV; 8,88E-16 8,88E-16 7,77E-16 -1,28E-15

Si- Sj : Soluciones idénticas del sistema de ecuaciones, a partir de puntos iniciales diferentes
en el proceso de cdlculo.

H;y: Valor inicial de la media;.
Hz: Valor inicial de la media.
H3: Valor inicial de la desviacién estdndar;.
Hy: Valor inicial de la desviacién estdndar».

Flag: Indicador de la “bondad” del proceso de cdlculo.

P;: Peso de la primera distribucion Normal.
P2: Peso de la segunda distribucién Normal.

Mean;: Media de la primera distribucion Normal.
Meany: Media de la segunda distribucion Normal.
Std deviationy: Volatilidad de la primera distribucion Normal.
Std deviation;: Volatilidad de la segunda distribucion Normal.

FVi: Valor del ith término constante del sistema de ecuaciones cuando el proceso de cdlculo ha

finalizado.

Tabla 4: Primera solucién del proceso de estimacién de la mixtura no sesgada

H;
H;
H;
H,
Flag
P;
P,

Mean;
Mean;
Std dEV1
Std dEV2
F V1
F Vz
F V3

S1 Ss4 S118 S124
-10 -20 0 0
-2 -2 -4 -2
1 2 3 3
3 3 1 3
1 1 1 1
7,9347% 7,9347% 92,0653% 92,0653%
92,0653% | 92,0653% 7,9347% 7,9347%
-7,554624 | -7,554624 -0,261007 -0,261007
-0,261007 | -0,261007 -7,554624 -7,554624
1,366354 1,366354 1,342202 1,342202
1,342202 1,342202 1,366354 1,366354
0 0 -1,11022E-16 0
-1,11E-16 0,00E+00 0,00E+00 1,11E-16
-8,88E-16 1,78E-15 0,00E+00 0,00E+00
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FV,
FVs
Flag
95" percentil
FV;
Flag

90" percentil
FV;

Flag

75" percentil
FV;
Flag

50™ percentil
FV;

S1 Ss4 S118 S124
3,55E-15 -1,07E-14 -3,55E-15 0,00E+00
2,84E-14 0,00E+00 -2,84E-14 -5,68E-14

4,54747E-13 | -4,55E-13 -2,27374E-13 | 2,27374E-13

1 1 1 1

-7,100685 | -7,100685 -7,100685 -7,100685
-5,41E-09 -5,41E-09 -5,41E-09 -5,41E-09
1 1 1 1
-2,952523 | -2,952523 -2,952523 -2,952523
3,44E-09 3,44E-09 3,44E-09 3,44E-09

1 1 1 1

-1,462440 | -1,462440 -1,462440 -1,462440
1,43E-08 1,43E-08 1,43E-08 1,43E-08

1 1 1 1

-0,406271 | -0,406271 -0,406271 -0,406271
1,11E-16 2,22E-15 2,33E-15 0,00E+00

Tabla 5: Test de Kolmogorov-Smirnov aplicado a la primera solucién de mixturas

sesgadas y no sesgadas
K-S
Hsy false
p-value 99,2102%
n 100

Hsy: Contraste de la hipétesis de Kolmogorov-Smirnov con un p-value del 5%.
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Figura 4: Segunda solucion del proceso de estimacion de las mixturas
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Tabla 6: Seqgunda solucion del proceso de estimacion de la mixtura sesgada

559 599 5100 5120

H; 0 0 0 0

H; 0 0 0 -4

H3 4 3 1 1

H, 1 2 3 3

Flag 1 1 1 1
P, 32,4714% 32,4714% 67,5286% 67,5286%
P, 67,5286% 67,5286% 32,4714% 32,4714%
Mean; -2,860357 -2,860357 0,131889 0,131889
Mean; 0,131889 0,131889 -2,860357 -2,860357
Std dev; 3,239018 3,239018 0,517052 0,517052
Std dev, 0,517052 0,517052 3,239018 3,239018

Fv; 0 0 0 0
FV, 0,00E+00 0,00E+00 3,33E-16 -1,11E-16
FV; -8,88E-16 4,44E-15 6,39E-14 0,00E+00
FV, 7,11E-15 0,00E+00 1,49E-13 -7,11E-15
FVs -1,14E-13 5,68E-14 7,67E-13 0,00E+00

FVg 2,27374E-13 | 1,36424E-12 | 2,04636E-12 | 4,54747E-13
Flag 1 1 1 1
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559 599 5100 5120
95" percentil | -6,162547 -6,162547 -6,162547 -6,162547
Fv; 5,85E-08 5,85E-08 5,85E-08 5,85E-08
Flag 1 1 1 1
90" percentil | -4,485148 -4,485148 -4,485148 -4,485148
FV; 6,92E-12 6,94E-12 6,94E-12 6,94E-12
Flag 1 1 1 1
75" percentil | -0,917078 -0,917078 -0,917078 -0,917078
FV; 2,53E-10 2,53E-10 2,53E-10 2,53E-10
Flag 1 1 1 1
50" percentil | -0,063406 -0,063406 -0,063406 -0,063406
FV; 9,47E-09 9,47E-09 9,47E-09 9,47E-09

Tabla 7: Seqgunda solucion del proceso de estimacion de la mixtura no sesgada

H;

H;

Hs

H,

Flag

P,

P
Mean;
Mean;

Std dEV1
Std dEVZ
FV1
FVz
FV3

FV,
FVs

FVg
Flag

95" percentil
FV;
Flag

90" percentil
FV;
Flag

75" percentil
FV;
Flag

50" percentil

Sss So4 Sos S117

-30 -30 0 0

0 0 -4 -2

2 2 1 3

1 2 4 4

1 1 1 1
32,3226% 32,3226% 67,6774% 67,6774%
67,6774% 67,6774% 32,3226% 32,3226%
-2,916120 -2,916120 0,151944 0,151944
0,151944 0,151944 -2,916120 -2,916120
3,306558 3,306558 0,383900 0,383900
0,383900 0,383900 3,306558 3,306558

0 0 0 2,22045E-16

-1,11E-16 0,00E+00 1,11E-16 1,11E-16
8,88E-16 1,40E-13 5,33E-14 0,00E+00
3,55E-14 3,66E-13 1,24E-13 0,00E+00
8,53E-14 1,73E-12 3,69E-13 -5,68E-14

-9,09E-13 | 2,04636E-12 | 1,81899E-12 0

1 1 1 1
-6,277290 -6,277290 -6,277290 -6,277290
4,21E-07 4,21E-07 4,21E-07 4,21E-07

1 1 1 1
-4,561482 -4,561482 -4,561482 -4,561482
1,34E-12 1,35E-12 1,34E-12 1,34E-12

1 1 1 1
-0,710508 -0,710508 -0,710508 -0,710508
6,04E-09 6,03E-09 6,03E-09 6,03E-09

1 1 1 1
0,005281 0,005281 0,005281 0,005281
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FV;

Ss5
3,77E-15

So4
3,66E-15

Sos
3,66E-15

5117

4,44E-15

Tabla 8: Test de Kolmogorov-Smirnov aplicado a la sequnda solucién de mixturas

sesgadas y no sesgadas
K-S
Hsy false
p-value 9,9376%
n 100

4.6. Resultado obtenido para una muestra estresada de 11 observaciones

Tabla 9: Datos de la muestra

-1,393273 | 1,523269 | 1,798494 | -0,116884 | -0,960589
2,452549 | 1,470478 | 2,295753 |-15,334837 | -4,440916
0,000000

Tabla 10: Estimaciones sesgadas y no sesgadas de los primeros cinco momentos de la

muestra

BIASED UNBIASED Absolute Relative
Difference Difference

Mean -1,155087 -1,155087 0,000000 0,0000%
Variance 23,825709 26,208280 2,382571 10,0000%
Skewness -248,431992 -334,003012 -85,571020 34,4444%
Kurtosis 3730,278218 5318,675807 1588,397588 | 42,5812%
Fifth Moment | -52003,675425 | -82096,655792 | -30092,980367 | 57,8670%
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Figura 5: Solucion del proceso de estimacién de las mixturas
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Tabla 11: Solucion del proceso de estimacion de la mixtura sesgada

S; Si168
H; -30 0
H; -2 -4
Hs 1 4
H, 2 2
Flag 3 3
P; 11,0217% | 88,9783%
P, 88,9783% 11,0217%
Mean, -14,214781 | 0,462606
Mean; 0,462606 | -14,214781
Std dev; 2,019916 1,589995
Std dev, 1,589995 2,019916
FV; 0 0
FV, 2,22E-16 2,22E-16
FV; 0,00E+00 3,55E-15
FV, 8,53E-14 5,68E-14
FV; 1,36E-12 -4,55E-13
FV; 0 7,28E-12
Flag 1 1
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51 5168

95" percentil | -14,449980 | -14,449980
FV, 2,75E-12 2,75E-12
Flag 1 1

90" percentil | -11,539747 | -11,539747
FV, -6,74E-08 -6,74E-08
Flag 1 1

75" percentil | -1,137653 | -1,137653
FV, 2,98E-08 2,98E-08
Flag 1 1

50 percentil | 0,214764 0,214764
FV, 1,06E-08 1,06E-08

Tabla 12: Solucidn del proceso de estimacion de la mixtura no sesgada

H;

H;

Hs

H,

Flag

P,

P
Mean;
Mean;

Std dEV1
Std dEVZ
FV1
FVz
FV3

FV,
FVs

FVg
Flag

95" percentil
FV;
Flag

90" percentil
FV;
Flag

75" percentil
FV;
Flag

50" percentil

S: S163
-20 0
-4 0
4 2
2 3
1 3
10,0729% 89,9271%
89,9271% 10,0729%
-16,044701 | 0,512734
0,512734 | -16,044701
1,583345 1,117266
1,117266 1,583345
0 0
2,22E-16 -2,22E-16
-2,13E-14 0
2,27E-13 5,68E-14
0,00E+00 9,09E-13
0 -1,46E-11
1 1
-16,059071 | -16,059071
1,23E-11 1,23E-11
1 1
-12,173370 | -12,173370
-5,51E-08 -5,51E-08
1 1
-0,571160 -0,571160
6,78E-11 6,79E-11
1 1
0,355366 0,355366
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-HH 4,80E-11 ‘ 4,77E-11 \

Tabla 13: Test de Kolmogorov-Smirnov aplicado a solucion de mixturas sesgadas y no
sesgadas

K-S

H 59% true
p-value 0,0018%

n 100

4.7. Analisis de los resultados

Los resultados empiricos de la seccion anterior, muestran evidencia de la
transcendencia del sesgo en la estimacion de la mixtura de dos distribuciones
Normales. Aunque se utilicen las mismas muestras y metodologia en el proceso de
calculo, tanto los graficos, como los p-value de los test de Kolmogorov-Smirnov,
como las cifras de los percentiles, muestran un alto grado de disimilitud entre las
distribuciones de las mixturas si el sesgo de los estimadores de los momentos
centrales de las muestras es tenido, o no tenido, en consideracion.

En el primer andlisis empirico (apartado 4.5.), la estimaciéon de las mixturas
utilizando una muestra estresada de 40 observaciones, es determinada por los
siguientes vectores:

p, = 8,0194% P = 7,9347%
p, = 91,9806% p, = 92,0653%
Trrpbiased — | M1 = —7,357479 | T=unpiasea _ | M1 = —7,554624
MIXY™0 =1 = —0.271480 | MM = | 1, = —0,261007
o, = 1,390639 o, = 1,366354
o, = 1,356146 o, = 1,342202
p. = 32,4714% P, = 32,3226%
p, = 67,5286% p, = 67,6774%
Trrpbiased — | M1 = —2,860357 | = piasea _ | M1 = —2,916120
Mz =", = 0,131889 | MIXz =| 4, =0151944 |,
o, = 3,239018 o, = 3,306558
o, = 0,517052 o, = 0,383900

donde los componentes de MIX; and MIX; son los parametros estimados de dos
mixturas obtenidas como solucién del sistema de ecuaciones inicial (expresion 1).
El superindice “sesgado” o “no sesgado” se refiere a la mixtura sesgada o a la
mixtura no sesgada. Las primeras dos componentes de cada vector son los pesos
estimados de la relacion lineal, y los siguientes cuatro son las medias estimadas y
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las desviaciones estandar estimadas de las dos distribuciones Normales,
respectivamente.

El p-value de 99,2102% del test de Kolmogorov-Smirnov obtenido de las dos
primeras mixturas estimadas comparables, MIX;biased and MIX;unbiased, presentan un

alto grado de similitud.

Los percentiles 95th, 90th, 75th y 50th son también muy similares:

95th = —6,919926 95th = —7100685

- 90th = —3,013017 - 90th = —2,952523
MIXblased l — ) MIXunblased l — ) )

1 P = 75en = _1489202 1 PE =1 75th = _1 462440

50th = —0,419963 50th = —0,406271

En cambio, si se consideran las segundas mixturas estimadas comparables,
MIX;biased and MIXpunbiased e] p-value obtenido del test de Kolmogorov-Smirnov es
de 9,9376%. Esta cifra tan baja, muestra un alto grado de disimilitud.

Los percentiles 95t, 90th, 75th y 50t también presentan mayor discrepancia,
especialmente cerca del centro de la distribucién:

95th — _6,162547 95th = —6,277290

- 90th = —4,485148 - 90th = —4,561482
MIXblased l — ) MIXunblased l — ] )

2 P = 75tn = 0917078 2 PE =1 75th = _0 710508

50th = —0,063406 50th = 0,005281

Asi pues, el alto grado de similitud entre las primeras soluciones comparables,
MIX;biased and MIX; unbiased permite considerarlas similares / iguales en términos
estadisticos. Por el contrario, el importante grado de disimilitud entre las segundas
soluciones comparables, MIXzPiased and MIXzunbiased impide poder repetir la misma
afirmacién, al menos de forma tan contundente.

Si cabe, una evidencia de disimilitud empirica mas significativa, puede observarse
en el segundo andlisis (apartado 4.6.). Utilizando una muestra estresada de 11
observaciones, las discrepancias entre los estimadores sesgados y no sesgados de
los momentos centrales son mayores que en el primer analisis.

Las mixturas obtenidas a partir de la muestra estresada de 11 observaciones, esta
determinada por los siguientes vectores solucion:

py = 11,0217% p, = 10,0729%
p, = 88,9783% p, = 89,9271%
o | m=—14214781 | —— | u = 16044701
MIXTEE = = 0462606 | MIX =| 1, =0512734 |,
o, = 2,019916 o, = 1,583345
o, = 1,589995 o, = 1,117266
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y rechazan la hipdtesis nula del test de Kolmogorov-Smirnov con un p-value de
0,0018%. Los percentiles 95th, 90th, 75th yy 50th muestran una considerable mayor
diferencia entre mixturas que en el andlisis anterior:

95t" = —14,449980 95th = —16,059071

- 90th = —11,539747 - 90th = —12,173370
M] X biased l= ’ M]Xunbiased = ’ .
pe 75th = —1137653 pe 75th = —0 571160
50th = 0,214764 50t" = 0,355366

Por lo tanto, en este caso, el alto grado de disimilitud entre soluciones permite
considerarlas diferentes en términos estadisticos.
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