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DISTRIBUCIONES TEORICAS DE PROBABILIDAD

Funciones de probabilidad y de densidad de probabilidad. Funcion de
distribucidn. Esperanza y varianza. Modelos para variables discretas: Binomial y
Poisson. Modelo Normal para variables continuas. Convergencias.

INTRODUCCION

“all the world believes it (Gaussian distribution) firmly, because the mathematicians
imagine that it is a fact of observation, and the observers that it is a theorem of
mathematics” (Lippmann a Poincaré, 1912)"

A. El concepto de DISTRIBUCION se refiere al reparto de los individuos de una
poblacion segun una caracteristica. Supongamos que la caracteristica es el sexo. Si
en la poblacion hay tantas mujeres como hombres se dice que la distribucién de sexo
en la poblacion es uniforme, y por tanto la probabilidad de que un individuo
seleccionado al azar sea mujer vale 0,5:
Uniforme: PM)=05 ;PMH)=05 Suma=1

Si el reparto no es uniforme, entonces la probabilidad de que el individuo sea mujer
valdra diferente de 0,5, por ejemplo:

No-uniforme: P (M)=0,7 ;P (H)=0,3 Suma=1

1 DISTR. UNIFORME 1 DISTR. NO-UNIFORME
0,8 - 0,8 -
0,6 0,6 ‘
04 - FEE 0,4 -
0,2 - IS 0,2 ‘

0 f 0 A

1=mujer 2=hombre l=mujer 2=hombre

B. Sea como sea el reparto, al final la suma de todas las probabilidades ha de ser
siempre igual a uno.

C. Hay que distinguir ente distribucion de frecuencias y distribucién de probabilidad. La
primera es un reparto empirico observado en una coleccién de datos. El histograma es
una técnica gréafica para representar la distribucion de frecuencias de una variable

LEn: Encyclopedia of Statistical Sciences. Vol 4: Laws of error. Ver bibliografia.
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continua. Una distribucion de probabilidad es un reparto teérico de la poblacion y por
tanto es una funcion matematica. La representacion gréafica serd una curva como por
ejemplo la campana de Gauss.

D. En teoria de probabilidad se usa el concepto de variable aleatoria como una
manera de conseguir que cualquier caracteristica estudiada sean numeérica.

E = “seleccionar al azar una persona”

S = {Hombre , Mujer}

VA: Hombre =0 ; Mujer=1

E. Definicién formal. Una VARIABLE ALEATORIA, VA, es una funcibn matematica que
asigna diferentes numeros reales a cada resultado de una experiencia aleatoria.
VA: espacio muestral (S) - conj. Reales (R)

F. Ejempilo:
E = “lanzar al aire una moneda 2 veces”
S ={(c,c); (c,x); (x,0); (x,x)}
VA = “contar el nUmero de caras”

CARA= (C,C) ——2
CARA<<iz
CRUZ= (C,X)
>>> 1
CARA= (X,C)
CRUZ<§::
CRUZ= (X,X) ————0

G. Recorrido de una VA: Conjunto R de todos los valores posibles. En el ejemplo
anterior R = {0, 1, 2}.

H. La intencién al definir una V.A. es poder convertir cualquier espacio muestral en un
conjunto de nimeros. Esto se puede hacer de distintas maneras. Ejemplos:
e Asignacién arbitraria
E = “lanzar una moneda”
S = {cara, cruz}
VA="valor de la cara obtenida: c=0; x=1"
R ={0,1}
e Asignacién identidad
E = “lanzar un dado de 6 caras”
S={1,2,3,4,5, 6}
VA= “puntos de la cara”
R={1,2,3,4,5, 6}
e Asignacién por medida
E = “extraer al azar una persona de una poblacion”
S = {Pepe, Luis, Marta, Carlos,...... , Ana}
VA="altura de una persona”
R ={148,152.5, 167.3,...,190.4}
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I. Las variables aleatorias se identifican con letras mayusculas- X, Y, Z,...- y los
valores particulares con letras minusculas- x, y, z, ... Ejemplo:

E = “extraer al azar una persona de una poblacién”

Resultado posible = Miguel

Variable aleatoria = Altura = X

Valor de X en Miguel = Altura de Miguel = X(Miguel)= 173,6cm = X

J. Sobre una experiencia aleatoria con un espacio muestral dado se puede definir mas
de una variable aleatoria, cada una con un recorrido distinto. Ejemplo:
E = “lanzar dos monedas”

S ={(c,c); (c.x); (x,c); (X.X)}; c=0, x=1
X ="contar nimero de caras”; R={0,1, 2}
Y ="sumar los dos resultados”; R={0,1, 2}

Z = "multiplicar los dos resultados”: R ={0,1}
W = “sumar los dos resultados, la 28tirada vale doble”; R ={0, 1, 2, 3}

K. Tipos de variables aleatorias
e DISCRETA (“discontinua”). Variable con un conjunto de resultados limitados
(recorrido finito o infinito numerable).
X = numero de hijos de una mujer
Y = nimero de partos en taxis de Barcelona en un afio
e CONTINUA. Variable con un conjunto de resultados ilimitado, es decir, el
recorrido es infinito. Ejemplos:
X = la altura de un individuo
Y = el salario de un trabajador

FUNCIONES DE PROBABILIDAD Y DE DENSIDAD DE PROBABILIDAD

A. La teoria de la probabilidad tuvo un origen historico separado de la estadistica.
Tradicionalmente se afirma que empezo6 en Francia en 1654 con la correspondencia
por carta entre dos matematicos (Pascal y Fermat) que debatian sobre la division de
apuestas en los juegos de azar’.

B. En el juego de lanzar dos dados de seis caras y sumar los puntos de ambos, los
resultados no son equiprobables. Obtener un siete es mas probable (6/36) que obtener
un dos (1/36) porque hay mas maneras de conseguir ese resultado. Para compensar,
el premio asociado al dos (“snake eyes”) es mayor.

C. Una distribucion tedrica de probabilidad describe el reparto de los valores de una
variable aleatoria en una poblacién. Los valores que son mas abundantes tendran
mayor probabilidad de aparecer al realizar la experiencia aleatoria que los valores méas
escasos.

2En: Encyclopedia of Statistical Sciences. Vol 7: Probability, History of. Ver bibliografia
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D. El reparto de probabilidad de una variable discreta se define mediante la FUNCION
DE PROBABILIDAD que asigna a cada valor posible de la variable aleatoria un niumero
p en el intervalo [0,1]:

FP: x - P(X)=p si x esta en el recorrido
X - PX)=0 si el valor x no estéa recorrido
Dos propiedades importantes:
* Los valores p son siempre positivos o nulos: p=0

* Lasumade todas las p’s ha de serigual auno: 3p =1

E. Ejemplo:
E = “lanzar al aire una moneda 2 veces”
S ={(c,c); (c,x); (x,0); (x,x)}
VA = X= “contar el nUmero de caras”

1 _
. I
(C,C) 2 > P(Z):1/4 0,75 -
=
gl
(C,X) g 05
> 1—> P(1)=2/4 - ©
(X,C) 035 -
(X,X) 0 > P(0)=1/4/ 0 : :
- 0 1 2
NUmero de caras

D. Problema. ¢Cuél es la funcién de probabilidad del juego “Chuck-a-luck™? [Un
jugador escoge un numero entre 1 y 6. Se lanzan 3 dados. Si el nimero sale en los
tres dados el jugador ganara 3$, si aparece solo en dos ganara 2$ y si aparece en s6lo
uno ganara 1%, pero si no aparece en ninguno dado tendra que pagar 1$]. ¢ Es justo?

E. En las variables aleatorias continuas no se puede usar la funcion de probabilidad
porque la probabilidad en un punto x, sea cual sea, es siempre cero®:

P(X=x) =0
En consecuencia en variables continuas solo tiene sentido hablar de probabilidad
referida a intervalos, que pueden ser muy pequefos:

P (XO[a, b]) # 0 ; siendo ay b nimeros reales cualesquiera

F. Para explicar el reparto de probabilidad de una variable continua se utiliza la
FUNCION DE DENSIDAD DE PROBABILIDAD (f) que es una curva continua con las
siguientes propiedades:

® Una forma intuitiva de justificarlo es partir de la idea de que el recorrido es infinito, por tanto
repartir 1 entre todos los valores del recorrido queda asi: lim(R — +o0) [1/R] =0

Medicina — BEIR 2016/17 4 B. Campos - UB



) DO

S’ @Y WE 8

e En cualquier punto de la recta real la funcién es positiva o cero (pero no
necesariamente menor que 1):

f(x)=0; Vxreal

» El areatotal bajo la curva de f vale uno:

+ 00

frdv=1

— 00

G. Existen muchas curvas que cumplen los criterios para ser funcion de densidad, por

ejemplo las siguientes:

uniforme

no-uniforne simétrica

no-uniforme asimétrica

f(x)

f(x)

f(x)

H. La funcién de densidad de probabilidad servir4 para calcular la probabilidad en un
intervalo resolviendo la integral en ese intervalo.

b
P(a<XSb)=f fdx <1

(a,b) = (-0, 0.4)

(a,b) = (0.6, 1.0)

(a,b) = (1.0, +)

f densidad

fdensidad

f densidad
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FUNCION DE DISTRIBUCION

A. La funcién de distribucion (F) de una variable aleatoria nos informa de la
probabilidad acumulada por debajo de un valor real t. La definicién es la misma tanto
para variables discretas como continuas:
FFt - FWO=PX<t)
Las propiedades son:
« Estéd acotada en Y: el minimo es cero y el maximo uno:
0 < F(t) <1 paratodotreal
» Es no-decreciente: al desplazarnos por el eje X hacia la derecha la funcion
crece 0 se mantiene constante:
F(@ <F((b) sia<h, paratodoay breal
« Es siempre continua por la derecha (acercarse a un punto desde la derecha).
Por la izquierda puede ser continua o discontinua.
e La probabilidad en un intervalo cualquiera (a, b) se obtiene por diferencia de
funciones de distribucion:
P@a<X<b)=F(()-F(a sia<b, paratodoay breal

B. En las variables discretas la funcion de distribucion para t se obtiene por sumas de
probabilidades asociadas a valores de X inferiores a t. La representacion grafica tiene
forma de escalera.
Fy=Zp(x) ; x<t
C. Ejemplo
E = “lanzar al aire una moneda 2 veces”

S ={(c,0); (c,x); (x,c); (X,x)}
VA = X = “contar el nUmero de caras”

t x | F( o S
<o |-| o 0,75 - ——————
0al [ 0] 025 0,5
1a2 | 1] 075 025 6———
>=2 | 2| 1,0 @ . 1 ) 3

D. En las variables continuas la funcién de distribucién para t se obtiene integrando la
funcion de densidad de probabilidad desde — infinito hasta el valor t. La representacion
gréafica tiene forma en “s” (escalones minimos).

t
F(t) = f f(x) dx

[nota: ergo, la funcién de densidad es la derivada de la funcién de distribucion]
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E. La probabilidad acumulada F corresponde al area de la cola inferior de la funcion de
densidad.

E. Ejemplo
E = “extraer al azar una persona de una poblacién”
S ={Pepe, Luis, Marta, Carlos,......, Ana}
VA="altura de una persona”
P(Altura <163,27) = F(163,27) = 0,2

Funcién de densidad (f) Funcién de Distribucion (F)

0.05 4
08

0.04 4
08 -

0.03 4

f densidad
P acumulada

0.4 -
002

024
0.01

0.00 T T T T T 00 — T T T T T
150 160 170 180 190 150 160 170 180 190

F. Se llama percentil de una variable aleatoria X al valor x que acumula una
determinada probabilidad (%). En el ejemplo anterior x=163,27 es el percentil 20%. El
percentil 50% acumula la mitad de la distribucién y corresponde siempre a la mediana.

ESPERANZA'Y VARIANZA

A. Se llaman “valores esperados” de una variable aleatoria a su media y variancia en
la poblacion.

B. El concepto es el mismo para variables discretas y continuas, pero cambia la forma
de calculo. Los valores esperados de las discretas derivan de la funcion de
probabilidad y se resuelven con sumatorios. En las continuas se aplica la funcién de
densidad y hay que integrar.

C. La esperanza de una variable aleatoria, media teorica, es el valor alrededor del cual
se distribuye el conjunto de valores ponderando por la probabilidad y de denota:

E(X) =p

D. El valor de la esperanza se localiza entre el minimo y el maximo de X y no tiene que
coincidir necesariamente con un valor del recorrido.

Medicina — BEIR 2016/17 7 B. Campos - UB
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E. La esperanza se interpreta como centro de gravedad actuando las probabilidades
como masas, es decir, es el punto de equilibrio. En los juegos de azar, una esperanza
cero indica que las ganancias y las pérdidas estdn compensadas, por tanto que el
juego es justo. Sin embargo, una esperanza negativa indica que esta sesgado a favor
de la banca, como es el caso del juego “Chuck-a-luck”.

F. Ejemplo.
E = “lanzar al aire una moneda 2 veces”
X = “contar el nimero de caras”

1 1 1
Esperanza(X)=Z[x*p(x)]:0*z+1*§+2*1=1
R

G. La variancia de una variable aleatoria, variancia teérica, es una medida de la
dispersién de todos los valores alrededor del valor central y se denota:
VX) = E(X - EX)]*) = o?

H. El valor de la variancia es siempre positivo o nulo.

I. La variancia se puede interpretar como promedio ponderado de distancias
cuadraticas.

J. Ejemplo.
E = “lanzar al aire una moneda 2 veces”
X = “contar el nUmero de caras”

Variancia(X) =[x~ *p()] = (0 =1 e 34 (1~ D2 azt @~ 1o g ==
R

K. La esperanza tiene la misma unidad de medida que la variable X, y la variancia la
misma unidad elevada al cuadrado.

L. Una variable aleatoria X puede modificarse aplicando transformaciones del tipo
multiplicar por una constante. Esto sucede cuando se aplican factores de conversion
de unidades para pasar, por ejemplo, de centimetros a pulgadas. La esperanza y
variancia de una variable transformada Y se pueden derivar de las originales con las
siguientes propiedades:
» Sea X una variable aleatoria constante, X=k, entonces
EX)=k ; V(X)=0
¢ SeaY =k*X, donde k es una constante, entonces
E (Y) =k* E(X) ; V(Y) = k?** V(X)
¢ SeaY = X+Z, suma de dos variables aleatorias
E (Y)=EXX) + E(2)
V (Y) =E(X) + E(Z) si Xy Zsonindependientes
* SeaY = X-Z, resta de dos variables aleatorias
E(Y)=EX)-E(@)
V (Y) =E(X) + E(2) [j'] si Xy Zson independientes
e SeaY = X*Z, multiplicacion de dos variables aleatorias
E (Y) =E(X) *E(2) siXy Zsonindependientes
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MODELO DISCRETO: BINOMIAL

A. Un modelo de distribucién de probabilidad es un reparto tedrico que se expresa
mediante una ecuacion.

B. Hay modelos de probabilidad para variables discretas y continuas. Entre los mas
conocidos estan*:

V. Discretas V. Continuas
Bernoulli Normal
Binomial Ji-cuadrado
Poisson t-Student

F de Fisher

C. Cada modelo tiene una funcién de distribucién (F) distinta, cuya forma dependera
de la ecuacion general y de los valores particulares que tengan sus coeficientes,
llamados parametros.

D. El modelo BERNOULLI es el mas simple para variables discretas y se aplica
cuando la experiencia aleatoria es del tipo:

E = “Realizar un ensayo con resultado dicotdmico: éxito o fracaso”
y la variable aleatoria se define de forma arbitraria con indicadores

X ="resultado del ensayo: fracaso=0; éxito=1"; R ={0, 1}

E. Ejemplo
E = “escoger al azar una persona de un grupo” - éxito = “ser zurdo”
X ="mano de escritura: derecha=0; izquierda=1"; R ={0, 1}

F. Funcion de probabilidad y de distribucién de Bernoulli
Probabilidad de éxito = p

F.P. P(xx=0)=1-p; P(x=1) =p
F.D. F(-1)=0; F(0) = 1-p; F(1)=1
Funcion de Probabilidad Funcién de Distribucién
i - 1 ‘ —
0,75 0,75 -
0,5 - 05
0,25 - 0,25 -
7
0 | ) |
O=fracaso 1=éxito -1 0 1 2
ser ZURDO ser ZURDO

* NIST/SEMATECH e-Handbook of Statistical Methods
< http://www.itl.nist.gov/div898/handbook/eda/section3/eda366.htm >
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G. Lo valores esperados del modelo Bernoulli son:
Esperanza (X) =p
Variancia (X) = p*(1-p)

H. El modelo BINOMIAL® explica el reparto de probabilidad de los resultados que se
pueden observar al realizar una experiencia aleatoria del tipo:

E = “repetir n veces un ensayo con resultado dicotomico”
y la variable aleatoria es el recuento de los éxitos

X ="numero de éxitos en n repeticiones del ensayo”

R={0,1...,n}

I. Ejemplo
E = “escoger al azar 3 persona de un grupo éxito = “ser zurdo”
S={(d, d, d); (d, d, 2); (d, z, d); (z, d, d); (d, z, 2); (z, d, 2); (z, z, d); (z, z, 2)}
X ="numero de zurdos en 3 personas escogidas al azar”
R={0, 1,2, 3}

» 6
—

J. Para decir que una variable aleatoria X sigue una distribucién de probabilidad
Binomial se utiliza la expresion:
X ~B(n,p)
siendo ny p los dos parametros del modelo:
n = namero de repeticiones
p = probabilidad de éxito (1-p= q =probabilidad de fracaso)

K. La funcion de probabilidad de una Binomial se genera con la férmula:

n
P(X=x)=( )px(l—p)"‘x ;. x=01,..,n
X
siendo el paréntesis vertical el nimero de combinaciones posibles’
=Cnx)=——"—
X x!I(n—x)!
Funcion de Probabilidad Funcién de Distribucién
1- - ® @
G
0,75 - 0,75 -
05 - 0,5 @—
0,25 - % 0,25 -
0 1 2 3 -1 0 1 2 3 4
#zurdos en n=3 #zurdos en n=3

> El nombre se debe al Teorema del Binomio: IP(x) = 1 = (p+(1-p))"

® Después de cada extraccion tiene que haber reemplazo, pero es desdefiable si el grupo es
muy grande.

" En las combinaciones se tienen en cuenta todos los resultados gue dan el mismo recuento,
sin importar el orden: (d,d,z) = (d,z,d) = (d,z,d).
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L. Para que las probabilidades calculadas con el modelo sean vélidas, se han de
cumplir las siguientes condiciones:
- el mismo ensayo se repite n veces de la misma manera
- en cada ensayo s6lo hay dos resultados posibles: se observa la caracteristica
de interés (éxito) o no (fracaso).

- los ensayos son independientes, es decir, el resultado de uno no condiciona
el siguiente.

- la probabilidad de éxito, p, se mantiene constante en todos los ensayos.

M. La forma de la funcién de probabilidad dependera de los valores de los parametros.
El nimero de barras es igual a (n+1) y por tanto a mayor n mas bajas son las barras.

La simetria del conjunto sélo ocurre para p=0.5, mientras que para cualquier otro valor
de p el reparto es asimétrico.

B (n=3, p=0.5) B (n=6, p=0.2)
04 - -
£ B %
2 502 é
: : /
: IR 7
O & o T ' T T o T T

3 0 1 2 3 4 5 6
X =#zurdosenn

X=#zurdosenn

N. La funcién de distribucion Binomial se construye por suma de probabilidades:

P(X < x) =ZP(X = x)
i=0

N. Los valores esperados del modelo Binomial son:
Esperanza (X) = n*p
Variancia (X) = n*p*(1-p)

O. Cualquier Binomial se puede generar por sumas de n variables Bernoulli con la
misma probabilidad de éxito

si X ~ Bernoulli (p=0,2), entonces [X + X + X] ~ B (n=3,p=0,2)

P. A partir de lo anterior, se afirma que la Binomial es aditiva, es decir, que la suma de
variables Binomiales con distintos nimeros de repeticiones, pero p comun, es también
Binomial:

Sean X;~B (N, p)y Xo ~B(nz, p); [Xe+ Xz ]~B(ny+nyp)

Medicina — BEIR 2016/17 11 B. Campos - UB
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MODELO DISCRETO: POISSON

A. El modelo de POISSON? explica el reparto de probabilidad de una variable aleatoria
gue se ajuste a una expresion del tipo:
X ="numero de acontecimientos raros en un intervalo de tiempo o espacio”
R={0,1..., o}
En esencia, se trata de un recuento sin limite superior de resultados con una
probabilidad muy baja.

B. Ejemplos
- nimero de soldado prusianos muertos por coz de caballo en un afio®
- nUmero mujeres que dan a luz durante un vuelo de avién en un afio
- numero de nuevos casos de cancer de mama en varones en una region

C. Para decir que una variable aleatoria X sigue una distribucién de probabilidad
Poisson se utiliza la expresion:
X ~ & (lambda)

siendo lambda ( A) el inico parametro de la distribuciéon

D. La funcién de probabilidad de una Poisson se genera con la férmula:
X

A
PX=x)= Fexp(—l); x=0,1,..,0

E. La forma de la funcion de probabilidad dependerd sélo del valor lambda.
Teoricamente el recorrido de la variable acaba en infinito por eso el nimero de barras
es siempre ilimitado.

0,5 0,5
Poisson (lambda =1) Poisson (lambda =4)
0,4 - 04 -
] f o
303 | T 03
B B
3 3
502 002 - -
& = 7
N
0,1 | 01 A Z g
¢ 1
0 4 E T T T T T T T 0 +E 27 é - A = -
012 3 456 7 8 9101112 01 2 3 456 7 8 9101112
X: # casos raros X: # casos raros

F. Para que la aplicacion del modelo sea valida se ha partir de la idea de que el
intervalo de tiempo t, o espacio, se puede dividir en n subintervalos de tamafio t/n=dt
que no se solapan y asumir
- la probabilidad de observar un acontecimiento en un subintervalo es
proporcional a su tamafio.
- el nimero de acontecimientos por unidad de tiempo es constante a lo largo de
todo el intervalo (estacionalidad)

® En honor al matematico francés Siméon Denis Poisson, por ser quien la derivé en 1837.
o Ejemplo real e histdrico que fue la primera aplicacién de este modelo
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- la ocurrencia de una acontecimiento en un subintervalo no influye en lo que
sucedera en el siguiente (independencia).

G. Los valores esperados del modelo Poisson son:

Esperanza (X) = A

Variancia (X) = A
De aqui se concluye que A es el valor promedio de observaciones en el periodo de
tiempo, o espacio, estudiado.
La igualdad entre esperanza y variancia se aplica para detectar epidemias. Se
sospecha de un efecto de contagio si al estudiar los casos nuevos de una enfermedad
la igualdad no se cumple.

H. La funcién de distribucion de Poisson se construye por suma de probabilidades:

P(X < x) =2P(X —x)
i=0

I. Se dice que la Poisson es aditiva porque al sumar dos variables con distribuciones
de Poisson de lambda cualquiera la nueva variable también sigue una Poisson:
SeanX1~f()\1)y x2~ﬂ§()\2), [X1+X2]‘“‘f()\1+)\2)
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MODELO CONTINUO: NORMAL

A. La distribucion NORMAL es un objeto matematico. Fue la solucidon encontrada por
A. de Moivre para aproximar calculos de probabilidad en juegos de azar a principios
del siglo XVIII. Posteriormente fue empleada para explicar los errores de medida en
fisica y astronomia. Galileo ya habia razonado que los errores de observacion se
distribuian simétricamente y tendian a agregarse en torno a su valor real. K.F. Gauss
la utiliz6 en un trabajo que publico en 1809 y su nombre acabd identificando la
distribucion porque la us6 con a menudo cuando analizaba datos astronémicos. El
protagonismo de esta distribucion en las ciencias de la vida se debe al desarrollo de la
Biometria. Hacia finales del siglo XIX se generaliz6 el uso de esta distribucion de
probabilidad para justificar la distribucién de frecuencias de caracteristicas biologicas.
Hoy en dia también se utilizan otras distribuciones como la lognormal.

Histograma Campana de Gauss
Distribucion de frecuencias Distribucion de masa de probabilidad
g _ 0.06
o | 0.05 -
7
= 7 0.04 —
E § b 7 7 % 0.03 -
£ g+ [ 002
21 7 0.01
g J J %771
= T T T T T T 1 0.00 T T T T T T T
140 150 160 170 180 190 200 140 150 160 170 180 190 200
Datos Variable X

B. Ejemplos de variables aleatorias continuas que se modelan con la Normal son:
- altura de la poblaciéon de hombres
- concentracion de colesterol en una poblacion de personas sanas

C. La campana de Gauss es la representacion grafica de la funcion de densidad, f, del
modelo Normal cuya férmula es:

1 —(x —w?*\
f(x)—amexp< >3 > x € (—o0, +00)

D. Los parametros del modelo son py o. El primero, |, es la esperanza de X y decide
la posicion de la campana a los largo del eje horizontal. ElI segundo, o, es la raiz
cuadrada de la variancia X y determina la anchura de la campana. Para decir que una
variable aleatoria X sigue una distribucién Normal se utiliza la expresion:

X ~n(u o)

siendo p = E(X) y 0 = VV(X) = DT(X)
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E. Caracteristicas de la densidad normal
- por definicién de densidad, el area total bajo la curva vale 1.
- la curva presenta un pico (maximo) en el centro, cuya altura puede ser mayor
gue 1 si la desviacion tipica es muy pequenia.
- la curva es simétrica respecto al eje vertical que pasa por el centro.
- la media, mediana y moda coinciden en el mismo punto.
- la funcién tiene dos puntos de inflexiébn en las abscisas (u-10) y (u+10)
respectivamente, con lo cual la desviacion tipica es la distancia desde el eje
central a los puntos de inflexion.
- las colas son infinitas, es decir, la curva toca el eje X en -0 y +0o,
- cualquier campana de Gauss cumple siempre las siguientes proporciones:
area entre (u-10) y (u+1o) =68%
area entre (u-20) y (u+20) = 95%
area entre (U-30) y (u+30) =99%

F. Una aplicacién directa de este modelo es la definicion de “intervalos de referencia”
para interpretar resultados de bioquimica clinica o del coeficiente de inteligencia.

G. La funcion de distribucién, F, de la Normal se obtiene integrando la funcién de
densidad, pero no existe solucion analitica y se tiene que resolver por métodos
numéricos. El valor de F para cualquier valor real t, F(t), es el area bajo la campana
desde -» hasta t y se ha de interpretar como la probabilidad acumulada de que la
variable aleatoria tome un valor por debajo de t. La representacion gréfica es una linea
en forma de “ese” acotada por un minimo en cero y un maximo en uno.

—

Fix)
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G. En el modelo Normal el calculo de la probabilidad acumulada aprovecha la simetria
de la campana para obtener:

- cola inferior: P (X < p-¢) = F(u-c)
- cola superior: P (X= ptc) =1- F(u-c)
- intervalo centrado: P(u-c < X < p+c) = 1 -2*F(p-c)

fdensidad
Tdensidad

fdensidad

E. Cualquier variable aleatoria puede ser transformada mediante operaciones
matematicas en una nueva variable con propiedades iguales o no a la original. En
particular, el proceso de tipificacion que consiste en restar la media y dividir por la
desviacion tipica genera siempre una variable con media cero y desviacién tipica uno.
X—-EX)

- DT(X)
Si la variable X original tiene distribucién Normal, entonces la variable nueva hereda la
distribucion. Una variable con distribucion Normal de pardmetros cero y uno se la
conoce como “normal tipificada” o sencillamente “zeta”.

X~N(u,0) - tipificacion - Z~N(0,1)

E(X)=0; DT(Y) =1

F. Este proceso de tipificacion es importante para el célculo de probabilidades, porque
la F de x de una Normal cualquiera se conserva al transformarlo a zeta:
x —
FG)=P(X<x)=P(z< T“) — F(z)
La funcién de distribucion N(0,1) esté tabulada convenientemente en lo que se conoce
como tabas de la Z. Percentiles importantes de la misma son:
F(z=1,285)=0,90 F(z=1,645)=0,95 F(z=1,96) =0,975

G. Teorema de la Adicion. La suma de dos variables aleatorias Normales

independientes entre si da lugar a una nueva variable aleatoria con distribucién
también Normal de parametros

uy =EX; +X3) 0y =V(Xy) +V(Xy)
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CONVERGENCIAS

A. Convergencia es un concepto del analisis matematico que tiene que ver con lo que
ocurre con una sucesion que se lleva al limite. Si la sucesién estd compuesta por
variables aleatorias y el limite es otra variable aleatoria con una distribucion
aproximadamente equivalente, entonces se habla de convergencia de distribuciones.

B. De Binomial a Poisson. Se puede demostrar matematicamente que la distribucién

Poisson (lambda) aparece como un paso al limite de la distribucién Binomial(n,p):
X

Aim, B(n,p)(x) = —7exp(=4) = p(d)

p—0 '
Esto quiere decir que, cuando n es grande y p suficientemente pequefia, las
probabilidades de wuna variable Binomial (n,p) se pueden obtener, de forma
aproximada usando la formula de una Poisson (lambda=np). La regla préctica es: n>30
y p<0,1. Asi, una Binomial (1000, 0.002) puede ser aproximada por un Poisson (2).

P(X=0) P(X=1) P(X=2) P(X=3)
B (1000,0.002) 0,13506 0,27067 0,27094 0,18063
Poisson (2) 0,13532 0,27067 0,27067 0,18045

C. De Binomial a Normal. El teorema de DeMovire-Laplace afirma que si X es una
variable Binomial construida por suma de n variables Bernoulli, todas con la misma p,
entonces la distribucion de X converge a una distribucién normal en el limite cuando n
tiende a infinito.

1 <—(x - np)2>
exp dx
+/ 2mnpq 2npq

Los parametros de la Normal han de coincidir con la esperanza y la variancia de la
Binomial:

lim Bnp)) = [

u=E(Bin)=nx*p;, c=+V(Bin)=n=*p=*(1—p)

00 La aproximacion se aplica para valores de n
grandes y de p no muy extremos. En la
practica esto se traduce por:

n grande n > 30

p no pequefio min (np, nq) >5
Dado que el modelo Normal es continuo y el
Binomial discreto, la aproximacién puede
005 - mejorarse aplicando un factor de correccion
de continuidad (cc) que consiste en sumar 0.5
a los valores de la variable.

015 5 probabilidad de éxito= 0.2

probabilidad
=
e
=
|

0.00 + T T T T T

# exitos en n=30
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P(X=20) |P(16<X=<20) |P (18<X=22)
B (100, 0.2) 0,559462 0,367124 0,37684
Normal (20,4) 0,50 0,341345 0,382928
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D. Teorema del Limite Central (CLT). Este teorema es una generalizacion del teorema
que permite usar la Normal para aproximar una Binomial y es la razén de que el
modelo Normal sea tan importante en estadistica. Existen varias versiones segun las
condiciones que se impongan a las variables aleatorias que forman la sucesion. La
més completa es la de Lindeberg-Feller que fue resuelta ya entrado el siglo XX, pero la
mas conocida y utilizada es el caso especial de Lindeberg-Levy:

“Sea {X, , n=1} una sucesién de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas (no necesariamente normal), con media comun y variancia comudn vy finita.
La variable suma de la sucesion, S, tipificada converge en el limite a una variable con
probabilidad acumulada aproximadamente normal con media cero y variancia uno”
Sp—nu

lim P(a <

lim <b)2Eb) - E(0)
E. Ejemplo. Supongamos 3 dados de seis caras. Se define la variable aleatoria:
X; = “puntos obtenidos al lanza el dado i una vez”
que tiene distribucion uniforme, P(X=x)= 1/6, y valores esperados:
E(X;))=pn=35 ; V(X)=0°=292
Se define la suma de la sucesion de {X;, n=3}
S; = “suma de los puntos observados en los tres dados”
La distribucién de S, no es uniforme, sino que recuerda a una Normal. El teorema dice
que si el numero de dados fuera infinito, o si usdramos el mismo dado infinitas veces,
la distribucion de la distribucion de puntos seria Normal.

"Lanzar 1 dado de 6 c" "Lanzar 3 dados de 6 c y sumar"
0,2 0,2

T 0,15 - T 015
z T
8 01 ® 01
° °
® 0,05 & 0,05 - H H

0 T T 0 E\D\D\I—]I T T T T T T \.\l—||l]|D|=

1 2 3 4 5 6 3456 7 8 91011121314151617 18
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GLOSARIO

Aproximacion Normal a la Binomial
Asimetria y curtosis de una fdp
Correccion de continuidad
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(valor esperado, media poblacional)
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Modelo de distribucion de una variable continua
Modelo de distribucion Normal
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Modelo de probabilidad
Modelo normal tipificado
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Percentiles
Probabilidad en el intervalo (a,b)
Transformacion de v.a.
Variable aleatoria (v.a.)
V.a. continua
V.a. dicotdbmica
V.a. discreta
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Variancia / varianza (poblacional)
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