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Abstract

We present a theoretical study of signed measures, complex measures and vector
measures. The study is focused on the Radon-Nikodym Theorem and the Riesz
representation Theorem (its various versions). Complex Radon measures over locally
compact Hausdorff spaces are extensively treated. Regarding vector measures, we
aim to provide a vision deep enough on Bochner integration to prove that vector
extensions of the latter theorems are not generally true and to discuss when they
are.

Resumen

Presentamos un estudio teérico de las medidas con signo, las medidas complejas
y las medidas vectoriales. El estudio se centra en el Teorema de Radon-Nikodym y
el Teorema de representacion de Riesz (sus varias versiones). Las medidas complejas
de Radon en espacios Hausdorff y localmente compactos se tratan extensamente.
Por lo que a las medidas vectoriales respecta, pretendemos dar una vision suficiente
profunda de la integral de Bochner para demostrar que las extensiones vectoriales
de los teoremas anteriores no son ciertas en general y para discutir cuando lo son.
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Introduccion

Este trabajo nace de un interés personal hacia la Teoria de la Medida y el Ané-
lisis; interés nutrido en gran parte por las asignaturas del grado de Analisis Real
y Analis Real y Funcional. Esta tltima asignatura, ademas de servir de trampolin
motivacional, también es la que provee de una base tedrica.

Desde un principio, y a sugerencia de la Dra. Maria Jestus Carro, la intencion fue
iniciarse en el estudio de las medidas vectoriales. Evidentemente, antes hizo falta
trabajar generalizaciones mas débiles del concepto clasico de medida como son las
medidas con signo y las medidas complejas. Este primer estudio, que ocupdé la mi-
tad del curso, supone, de hecho, la continuacién natural de la parte de Teoria de la
Medida vista en la asignatura de Andlisis Real y Funcional. En este primer tramo
estudiamos resultados fundamentales de las medidas con signo y las medidas com-
plejas como el Teorema de Radon-Nikodym y las distintas versiones del Teorema
de representacion de Riesz, llegando, por ejemplo, a identificar las medidas comple-
jas de Radon sobre un espacio X localmente compacto y Hausdorff con Co(X)*. A
continuaciéon empezamos a estudiar las medidas vectoriales, con especial atencion
a la integracion de funciones vectoriales y, finalmente, a la veracidad o falsedad
de las extensiones vectoriales del Teorema de Radon-Nikodym y del Teorema de
representacion de Riesz.

La estructura de la memoria respecta, en general, el orden de estudio que aca-
bamos de comentar. Con lo que la memoria consta de dos capitulos: el primero
dedicado a las medidas con signo y a las medidas complejas, y el segundo a las
medidas vectoriales. Ambos con el Teorema de Radon-Nikodym y el Teorema de
representacion de Riesz como leitmotiv.

Cabe mencionar que en la presente memoria no se plasma todo el trabajo rea-
lizado durante el curso, puesto que, al optar por utilizar como hilo argumental
unificador el Teorema de Radon-Nikodym y el Teorema de representacion de Riesz,
temas como la diferenciacion de integrales o las funciones de variacion acotada se
han visto excluidas de la memoria.



Capitulo 1

Medidas con signo y medidas
complejas

En este capitulo vamos a estudiar un par de generalizaciones del concepto clasico
de medida. Concretamente estudiaremos, en este orden, las medidas con signo y las
medidas complejas.

Se ha seguido [1| mayormente, salvo en el Teorema de Radon-Nikodym, donde
se ha complementado con [8] y aportaciones propias, en el apartado de Medidas
de Radon, donde se han tomado [3| y [5] como referencia, y en el del Teorema de
representacion de Riesz, donde se ha optado por [9]. En la breve explicacion de la
integracion respecto de una medida compleja se ha seguido [4].

1.1. Medidas con signo

Definicién 1. Sea (X, X)) un espacio medible. Una medida con signo es una funcion
de conjunto u : ¥ — (—o0, +00] (0 bien p: ¥ — [—o0, +00) tal que u(@) =0y
que es o-aditiva, es decir, tal que

§ <Erj En) = u(En),

neN neN

con convergencia en la recta real.

Definicién 2. Sea p una medida con signo sobre el espacio medible (X, ). Diremos
que un conjunto E € 3 es positivo si para todo F' C E se cumple pu(F) > 0. De
forma analoga, E € ¥ es negativo si para todo F' C E se cumple pu(F) < 0y es
nulo si para todo F' C E se cumple pu(F) = 0.

Para establecer el primer teorema importante necesitamos un par de lemas pre-
vios:

Lema l. Si E,F e X, FCE y|u(FE)| < +oo, tenemos que |p(F)| < +oo.
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Lema 2. La diferencia de dos conjuntos positivos es un conjunto positivo y la union
numerable de conjuntos positivos también lo es.

Demostracion. Sean E y F dos conjuntos positivos. Entonces E\ F C E y ya
estamos. Sea ahora {E,},ecy una familia de conjuntos positivos y E = |J,,cny En-
Sea D C FE medible cualquiera. Para cada n € N consideramos

D,=DNE,N(X\E,_)N...N(X\ E),

de esta forma tenemos que D,, es subconjunto de E,, con lo cual pu(En) > 0 pa-
ra todo n € N. Y ya estamos, puesto que es evidente que D = |4 _ D, v, por
consiguiente, que (D) = > u(Dy) > 0.

neN

g

Teorema 1. Sea p una medida con signo sobre el espacio medible (X,Y). Existe
una particion de X (descomposicion de Hahn de X para p) formada por un cojunto
positivo, A, y un cojunto negativo, B.

Si {A,B} y {A’, B'} son dos descomposiciones de Hahn de X para p, entonces
para todo E € ¥ se cumple que wf(ENA)=pu(ENA) y wW(ENB)=pu(ENB).

Demostracion. Suponemos sin pérdida de generalidad que p : ¥ — (—o00, +00].
Notamos que 0 € {u(F) : E conjunto negativo}, o sea que tiene sentido considerar

a = inf{u(F) : E conjunto negativo},

con lo cual existe una sucesion de conjuntos negativos, (E,).en, tales que a =
lim,, o t(Ey). Ahora bien, por el lema anterior B = |J,,cy En €s un conjunto ne-
gativo y es claro que u(B) < p(FE,) para todo n € N, con lo cual u(B) = ay
a > —o0.

Si probamos que A = X \ B es un conjunto positivo ya tendremos una descom-
posicién como la del enunciado. Argumentaremos por contrareciproco. Supongamos
que A no es positivo, esto es, que existe £ C A tal que u(FE) < 0. Pero E no es un
conjunto negativo, ya que si lo fuese B U E seria negativo y (B U E) < a; o sea
que existe £} C F tal que pu(F;) > 0. Sea ny € N el primer entero positivo para
el que existe F; C E con u(E;) > 1/n;. Ademés, como E; C E y E es negativo
(|u(E)| < +00), el primer lema previo nos garantiza que u(FE;) < 400. Conside-
ramos ahora E \ Ej, de esta forma pu(F \ E1) < pu(E) — 1/ny < 0y, siguiendo el
mismo argumento que antes, elegimos el menor ny € N para el exista Fy, C F'\ Fy
tal que p(Es) > 1/ns.

Obtenemos por recurrencia una sucesion (ng)rey € N con ny el minimo para
el que se tiene que existe un Fy C E \ (Uf;ll E;) con pu(Ey) > 1/ng. Ademas,
utilizando otra vez el primer lema previo, u(lH,cn Er) = D ey #(En) < +00, con
lo que limg p(FEx) = 0 y, en consecuencia, limy 1/n; = 0. Ahora bien, todo M C
B\ (U2, Ej) tiene que cumplir p(M) < 0 por la minimalidad de los ny y que

limg ni = 0. En conclusion, F' es un conjunto negativo y llegamos a contradiccion
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observando que
WBUF) =a+u(F)=a+uE) =Y uE) <a
j=1

Consideremos ahora dos descomposiciones de Hahn {A, B} y {A’, B'}. Probemos
que, efectivamente, u(ENA) = u(E N A’) para todo E € ¥ (la otra comprobacion
es andloga). Como EN(A\ A’') C EN A, tenemos que u(EN(A\ A")) > 0. Pero
del mismo modo, EN(A\ A") € EN B implica que u(EN(A\ A4")) < 0. De
este modo obtenemos que u(E N (A\ A’)) = 0y, de forma totalmente analoga
w(EN(A\ A)) =0. Asi pues,

u(ENA) =puEN(AUA) =u(ENA).

El anterior teorema nos permite definir los siguientes conceptos.

Definiciéon 3. Sea p una medida con signo sobre un espacio medible (X, ) y sea
{A, B} una descomposiciéon de Hahn cualquiera. Entonces definimos la variacion
superior de p y la variacion inferior de p como put(E) = w(ENA) y p (E) =
—u(E N B), respectivamente. La descomposicion de p como g = put — = se conoce
como descomposicion de Jordan de p. La medida |pu| = p* + = se llama variacion
total de pu.

Con las definiciones que acabamos de ver es evidente que para todo E € ¥ se
tiene que |p(E)| < |u|(E). También es sencillo obtener la siguiente propiedad:

Proposicion 1. Si p es una medida con signo sobre el espacio medible (X,3) se

cumple
|| (E) = sup{z (B E = tl—J E,., E, € X}

neN neN

Demostracion. Si E =4 _y E,, se cample que

neN
ZM n < Z |N| n |N| )
neN neN

Por otra parte, si {A, B} es una descomposicion de Hahn de X para p,
[Wl(E) = [n(E N A)| + [w(E N B)|.

Con lo que, de hecho, el supremo se alcanza y, por lo tanto, si u es finita también
lo es |p-

g
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1.1.1. Teorema de Radon-Nikodym

Durante esta seccién vamos a considerar (X, Y, A) un espacio de medida y p una
medida con signo sobre (X, 3).

Definicién 4. La medida con signo p es absolutamente continua respecto de A si
w(E) siempre que A(FE). Lo notaremos: p < .

Para abordar la demostracion del Teorema de Radon-Nikodym es conveniente
enunciar antes un par de lemas (el segundo se desprende trivialmente de las defini-
ciones que acabamos de ver).

Lema 3. Sean A y pu son dos medidas finitas tales que p < X\ y u # 0. Entonces
eriste € > 0y A € ¥ tal que u(A) >0 y A es un conjunto positivo para la medida
con Signo b — €.

Lema 4. Tenemos ju < X si, y solo si, |u| < A, lo cual ocurre si, y solo si, up= < A
ypm LA

Para hacerlo mas llevadero vamos a descomponer el Teorema de Radon-Nikodym
en cuatro resultados, cada uno un poco méas general que el anterior.

Teorema 2 (de Radon-Nikodym). Sea (X,3,\) un espacio de medida finita y u
una medida finita sobre (X, X)) tal que p < \. Entonces existe una funcion medible
finita y positiva f tal que para todo E € X3,

u(E) = /E Fdx.

Ademds, si dos funciones medibles cumplen esto, son iguales a.e.(\).

Demostracion. Vamos a ver la existencia de dicha f. Suponemos en primer lugar
que 4 es positiva y que ambas medidas son o-finitas sobre (X, ). Consideramos el
conjunto

¢={feL'(\;f> 0,/ fdX < pu(F) para todo E € ¥}
E

Notamos que la funcién idénticamente 0 esta en ¢ y, por lo tanto, que tiene sentido
considerar s = sup ¢, [ fdX y, en particular, s > 0y s < 400 al ser y finita. Si
existe, la f que buscamos tiene que estar en ¢ y alcanzar este s que hemos definido.

Sea (fn)nen una sucesion tal que s = lim,, o fX fndX. Definimos g, : X —
[0, +00] mediante g, = max{fi,..., fn}, con lo cual es claro que g, es medible y no
negativa. Sea E € ¥; considerando

Ai:Eﬂ< ﬂ (fi—fk)l([07+00])>

k=1k#1
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para i = 1,...,n y escribiendo Fy = Ay, By = Ay \ Ay,...,E, = A, \ U;:ll A,
queda claro que, en E, podemos escribir: g, = Y\, fixg,. Asi pues, g, es integrable

y tenemos
[ondr=3" [ fixmdr <3 n(B) = u(E).
E i=1 7V E i=1

Con lo que deducimos que g, € ¢ para todo n € N. Sea fy = sup{f, : n € N}.
Es claro que fy = lim,_ .. g, y que aplicando el Teorema de la convergencia
mono6tona obtenemos

/ fodh= lm [ gud\.
X X

n—-+00
Asi pues fX fod\ < s. Pero también tenemos que f, < g, para toda n € N, o sea
que,
s = lim / fnd\ < lim gndX = / fod,
b's X b's

n—>-+4o00 n—>-+o00

y obtenemos la igualdad s = fx fodX. Ademéas fy € ¢, ya que, otra vez por el
Teorema de la convergencia mondtona, fE fod\ =1lim,, fE gndX < p(E). Como
fo € L'()\) podemos escoger un representate de su clase de equivalencia con valores
finitos; le llamaremos f.

Sea fi(E) = u(E) — [, fdX. Es claro que i es una medida finita y que g < A
La intencion es ver que po(E) = 0 para todo E € ¥; supongamos lo contrario.
De este modo, existe ¢ > 0y A € ¥ tal que pug(A) > 0 y A es un conjunto
positivo para la medida con signo py — e\. Sea ahora E € ¥ cualquiera, tenemos
que po(E N A) —eX(A) > 0, o en otras palabras,

ENA) < po(E N A) = p(EN A) —/E pix

Consideramos ahora g = f 4 ey, claramente integrable y positiva. Comprobamos
que g € ¢ :
/gd/\: fdX\+ fAN+eA(ENA),
E E\A ENA

y utilizando lo que teniamos
[oans [ axeu(ENA) < p(E\A) + 00 A) = u(E).
E E\A

Con lo que g € ¢. Pero por otra parte [, gd\ = [, fd\+ eu(A) > a y entramos
en contradiccion con la condicion de supremo de a. Asi pues, po(E) = 0 para todo
E €%, es decir, u(E) = [, fdX para todo E € X.

Probemos ahora la unicidad de f. Sea g otra funcion que cumple pu(E) = fE gdA,
entonces g es positiva a.e.(\) e integrable, con lo cual [,(f — ¢)d\ = 0 para todo
E € ¥y, por lo tanto, f = g a.e.

g

Ya tenemos la primera version del teorema. Extendamoslo ahora a medidas o-
finitas.
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Teorema 3 (de Radon-Nikodym). Sea (X, %, \) un espacio de medida o-finita y
W una medida o-finita sobre (X,X) tal que p < A. Entonces existe una funcion
medible positiva f tal que para todo E € ¥,

u(e) = [ gax
E
Ademds, si dos funciones medibles cumplen esto, son iquales a.e.(\).

Demostracion. Como 'y p son o-finitas, existen particiones {X;}jen y {Y;}jen de
X tales que A\(X;) < 400 y A(Y;) < 400 para todo j € N. Tomando E;; = X; NY;
es evidente que construimos una nueva particion de X tal que tanto A\ como g son
finitas sobre cada conjunto. Definimos, para toda pareja (7,7), la aplicacion A, ; :
¥ — [0, +00) mediante \; ;(A) = M(AN E;;) para todo A € ¥. Evidentemente,
Aij es una medida finita para cualquier pareja (i,7). Analogamente construimos
pij o X — [0,400) mediante y; j(A) = p(AN E;;), que también es una medida
finita para toda pareja (i, 7).

De este modo, esté claro que p; ; < A; ; para ¢, j cualquiera y podemos aplicar la
primera version del Teorema de Radon-Nikodym. Asi obtenemos, para cada pareja
(4,7) una funcion medible, finita y positiva f;; tal que p;;(A) = [, fi;d\ para
todo A € ¥. Ademas, es evidente que podemos considerar f;;(z) = 0si x ¢ E, ;.
Como los E; ; son disjuntos dos a dos y forman una particion de X podemos definir
f(x) = fij(x) six € Ejj; es decir, tal como hemos definido las f; ;, f = >, . fi; (es
claro que f es positiva). Evidentemente queremos ver que esta es la f que buscamos,
es decir, que u(E) = [, fd) para todo E € 3. Comprobémoslo.

wE) =Y wENE;) = 2/ JigdXi; = Z/ figdA,
i, i E i EQEZ‘J'

donde la ultima igualdad es inmediata comprobandola para funciones simples. Re-
tomando el hilo,

E) = / fi AN = /fx ,L.,.d)\:/fd)\.
HE) sz: ENE; ’ %: E = E

La ultima igualdad es consecuencia directa del Teorema de la convergencia mono-
tona.

Nos falta por ver la unicidad a.e.(\) de f. Sea g otra funcién que para todo
E € ¥ cumple u(E) = [, gd\. Entonces, para todo E € ¥ tenemos que

/ fdXNi; = / gdXi; = p(ENE; ;).
B B

Con lo cual f = g a.e.()\;;) (por la unicidad vista en la version anterior del teorema).
Pero si ahora consideramos C = {z € X : f(x) # g(x)}, tenemos que

AMC) = A (U(c N EM)> =Y AMCNEy) =0

1,J

10
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0

Y ya estamos casi preparados para encara la tltima version del teorema. Para
ello, pero, necesitamos probar previamente un lema.

Lema 5. Sean f y g dos funciones medibles en (X, 3, \) tales que:

s [(fH9)TdN < +o0 o [ (f+g) d\ < +oo.
w ([T gN)dN<+ooy [ (fT +g7)d\ < 4o0.

= Las integrales de f y g estdn bien definidas, en el sentido que si la parte
positiva integra infinito la negativa no lo hace.

Entonces para todo E medible [,(f + g)d\= [, fd\+ [ gdA.

Demostracion. Sea f = h — g con h y g funciones medibles positivas. Entonces se
tiene que h — g = f* — f~ y, por lo tanto, que h + f~ = f* + g. Asi pues, para
todo E medible tenemos:

/EhdA+/Ef—dA=/EgdA+/Ef+dA

y bajo las condiciones impuestas en el enunciado es claro que podemos escribir

/Ehd)\—/EgdA:/Eﬁd)\—/Efd)\.

Visto esto, escribimos f+¢g = ft+¢" —(f~ +g—) donde fT+g¢" y f~+g~ juegan
el papel que jugaban h y g respectivamente. Asi pues, con lo visto anteriormente es
inmediato que para todo E € X

/E(f—kg)d/\:/Efd/\wL/gd)\.

Teorema 4. Sea (X, X, \) un espacio de medida o-finita y p una medida con signo
o-finita sobre (X,X) tal que p < X. Entonces existe una funcion medible f tal que
para todo E € X,

g

u(E) = /E fdx.

Ademds, si dos funciones medibles cumplen esto, son iguales a.e.(\).
Si p es finita, f es integrable y si p es positiva, f también.
Demostracion. Sea u la medida con signo. Consideramos la descomposicion de Jor-

dan: 4 = pu* — p~. Entonces, por la tltima version del teorema que hemos visto,
sabemos que existen funciones medibles positivas f; y fo tales que para todo F

11
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medible: p*(E) = [, fid\y p~(E) = [, fadX. Dado que tanto f; como f, son
positivas esta claro que la integral de ambas esta bien definida. Por otra parte,

/E<f1 Cf)dr= /fp.ﬁ(fz < /ng O < oo,

Finalmente tan s6lo hace falta comentar que como f; y fs son positivas f; = f; =0
y, por tanto, estamos en las condiciones del lema que hemos enunciado. Aplicandolo
se obtiene directamente el resultado.

g

Cabe comentar que este teorema tiene una extension mas, y es que la o-finitud de
i no es necesaria. La demostracion de este hecho se puede consultar en [9]. También
en |9] se puede consultar una demostracion alternativa de Von Neumann (para el
caso de medidas finitas) que hace uso de algunas de las propiedades que tienen los
funcionales lineales y continuos sobre L*(\).

Seguimos el rumbo natural del estudio de las medidas con signo con otro resultado
fundamental: el Teorema de descomposicion de Lebesgue.

1.1.2. Descomposicion de Lebesgue

Definicién 5. Sea p una medida con signo sobre el espacio medible (X, ). Diremos
que p esté concentrada en S € ¥ si u(E) = u(E N S) para todo F € .

De la definicion se deduce inmediatamente el siguiente resultado.

Proposicion 2. Una medida con signo p sobre el espacio medible (X, %) estd con-
centrada en S € ¥ si, y solo si, |u|(S¢) = 0.

De esta forma queda muy claro que si {A, B} es una descomposicion de Hahn
de X para p, entonces put estd concentrado en Ay p~ lo esté en B.

Definicién 6. Sean p y v medidas con signo sobre el espacio medible (X, ).
Diremos que p y v son singulares una respecto la otra, y los escribiremos plv, si
estan concentradas sobre conjuntos disjuntos entre si.

Obtenemos directamente de la definicion la siguiente proposicion (las demostra-
ciones son triviales y no ocupan més de dos lineas).

Proposicion 3. Sea p1, o y v medidas con signo sobre el espacio medible (X, X).
Entonces se cumple que:

v Ly si, y solo si, |p| Ly

w Siplv oy pely, también py + polv (lo mismo ocurre con la continuidad
absoluta).

12
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w Siplyyp <y, tenemos que p = 0.

Ahora ya podemos enunciar y demostrar el Teorema de descomposicion de Le-
besgue.

Teorema 5 (de descomposicion de Lebesgue). Sea (X, 3, A) un espacio de medida
o-finito y p una medida con signo o-finita sobre (X,X). Entonces existe un dnico
par de medidas con signo sobre (X, %), ps y pa, tales que pg, < p, ps Ly y

M= fs + fla-

Demostracion. Consideramos primero que || y A son medidas finitas. También
supondremos que p es positiva.

Como p < A+ p, el Teorema de Radon-Nikodym nos garantiza la existencia de
fe LY\ +p) C LY ()N LY(X) positiva tal que para todo F € ¥

u(E) = [E far+ [E fd.

Si consideramos E, = {z € X : f(z) > 1+ 1/n} tenemos que

p(En) = [ fdp = (1+1/n)u(E,),
E,
con lo que u(E,) =0paratodon e Ny 0 < f <lae.SeaAd={re X: f(z)=1}

Entonces
1(A) = A(A) + p(A)

y por lo tanto A(A) = 0 y A esta concentrada en B = A°. Definimos ahora ps(F) =
w(ENA), que hemos visto que cumple s L. Definiendo . (E) = p(ENB) tenemos
trivialmente que p = p, + p15. Y s6lo nos queda comprobar que p, < p (y extender
después el resultado).

SiA(E) =0, pa(E) = p(ENB) = [, 5 fdu, pero de este modo [, ,(1—f)du =0
y f=1lae . en ENB, pero f <1en B, con lo cual u,(F) = u(ENB)=0.

Veamos la unicidad. Supongamos que tenemos dos descomposiciones de Lebesgue
distintas:

M = MGL + Hss

[t = e +
Entonces, considerando v = ps — pl, = pl, — pa, se cumple que vLA y que v < A.
Con la proposicion anterior es inmediato que p, = p), y que ps = pi..

Finalmente s6lo nos falta extender els resultado para A o-finita y x4 con signo y o-
finita. Extendamoslo primero al caso en que \ es o-finita y u es una medida o-finita.
Hemos visto en la extension andloga del Teorema de Radon-Nikodym que existe una
particion {Xj}ren de X con A(Xy) < +o00 y pu(Xi) < +o00. Entonces la extension
de la demostracion es muy parecida a la ya citada; para cada E € X se define
wie(E) = n(ENXy) y considerando la descomposicion de Lebesgue g = fis g+ ok €l
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CAPITULO 1. MEDIDAS CON SIGNO Y MEDIDAS COMPLEJAS

resultado es inmediato: fta = D, oy Mak ¥ s = Y pen Ms,k (que es trivial que cumplen
las propiedades que buscamos). Para acabar, si y es una medida con signo, tomamos
w y p~, que son medidas o-finitas, y con lo visto anteriormente el resultado es
directo.

g

1.1.3. Teorema de Representacion de Riesz

Una aplicacion directa de las medidas con signo y, en particular, del Teorema de
Radon-Nikodym, es el conocido como Teorema de representacion de Riesz, que nos
describe, para 1 < p < 400, el dual de los espacios LP(p).

Lema 6. Sea (Q, %, 1) un espacio de medida finita y g una funcion integrable tal
que para una constante M > 0,

‘/gsdu‘ < M]||s][,

para todas las funciones simples s. Entonces, si é + é =1, g€ Li(p).

Demostracion. Consideremos primero p > 1. Sea (S, ),en una sucesion de funciones
simples no negativas tal que lim,,_, ., s, = |g|? de forma creciente. Sea, para todo
n €N, v, = (s,)/Psgng. De este modo las 7, son funciones simples y

1/p
Pl = ([ 5ot}

Como 7,9 > [1ul[a|Y7 = [1]3 5 = 7, tenemos que

1/p
/sndu < /%gdu < Mllyll, <M (/ sndu) ,

con lo que [ s,du < My por el Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue
deducimos que g € L(u).

Veamos ahora el caso p = 1. Tenemos que ver que g esta acotada a.e.(u). Conside-
remos F = {x € Q: |g(x)] > M} y supongamos u(E) > 0; sea entonces f = ﬁXE-

Claramente f es una funcioén simple y || f||; = 1, pero entonces | [ gsdu| > M||s||,
y entramos en contradiccion con la hipotesis. Asi pues u(E) =0y g € L>®(u).

U

Teorema 6 (de representacion de Riesz). Sea (€2, %, 1) un espacio de medida o-
finito y 1 < p < +o00. Entonces, si q cumple %—1—% =1, para todo F € LP(u)* eziste
g € Li(p) tal que para toda f € LP(u) se cumple que

F(f)= /fgd/t-

14



CAPITULO 1. MEDIDAS CON SIGNO Y MEDIDAS COMPLEJAS

Demostracion. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que F' cae en R, puesto
que si cae en C, con los resultados que se veran en la siguiente seccion (Medidas
Complejas), el procedimiento es totalmente analogo. Consideremos primero que p es
finita. Entonces toda funcion medible acotada esta en LP(u), con lo cual podemos
definir A : ¥ — R mediante \(E) = F(xg). Veamos que asi definida A es una
medida con signo. Sea {E, },en € ¥ una familia de conjuntos disjuntos dos a dos y

E =% E,; al ser F lineal y continuo,

= lim
N—+00

lim
N—+00

F(xp) — Z F(xe,)

N
F (XE - XEn>
n=1

+00 1/p
:Nggmnmm( U E)

n=N-+1

N
XE — ZXEn

n=1

< lim ||F|
N—+o00

p
y como estamos considerando y finita, deducimos que A(E) = >°"% \(E,,). Es claro,
pues, que A es una medida con signo. Ademas, si u(E) = 0, xg = 0 en LP(u) y
AE) = 0; es decir, A < u. En estas condiciones, el Teorema de Radon-Nikodym

nos asegura la existencia (y la unicidad) de g € L'(u1) tal que

F(xg) = \ME) —/Egdu

para todo E € Y. De la linealidad de F' y de la integral se deduce inmediatamente
que F(s) = [ fgdp para toda s simple. Entonces, como |F(s)| < ||F]|]|s]|, para
toda s simple, el lema anterior nos garantiza que g € L9(pu).

Sea ahora ¢, € LP(u)* definida por ¢y4(f) = [ fgdu (que esta claramente bien
definida por la desigualdad de Holder). Entonces ¢, — F € LP(u)* y (¢, —F)(s) =0
para toda s simple. Ahora bien, como las funciones simples son densas en LP(pu),
F = ¢,. Ademas, es claro que ||F|| = ||g]l4- Y ya hemos visto el resultado para p
finita.

Sea ahora u o-finita. Sea (F,)!>] una sucesion creciente tal que u(E,) < 400

para todon € Ny Q) = UZS& E,. De este modo, para cada n > 1 existe g, € LI(u),
con ||gnlly < ||F|| , nula fuera de E, tal que F(f) = [ fgdu para toda f € LP(u)
nula fuera de F,. La unicidad de las g, nos asegura que g, = g,, a.e.(u) siempre
que n < m, con lo que definiendo g(z) = g,(z) si x € E, \ UZ'E; tenemos que
g = gn a.e.(u) en E, para toda n > 1. De este modo, lim,, . |g,|? = |g|? de
forma creciente a.e.(u), con lo que por el Teorema de la convergencia mondtona

q _ a7, — ¢ 94, — ¢ 7 < q
lolls = [ lottdn =t [lalrdi= tim gl < 1F) < 4o

vy g € Li(p). Sea ahora f € LP(u). Considerando fyg,, es evidente que, puntual-
mente, lim,, ., fxg, = f. Como, por la desigualdad de Hoélder, |fg| € L'(u)
v |fagl < |fgl, utilizando el Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue
tenemos que

[ toau= tim_ [ fgdu= tim_ [ fugudn= tim_F(5) = F(P)
n—>+00 n—>+00 n—s+00
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CAPITULO 1. MEDIDAS CON SIGNO Y MEDIDAS COMPLEJAS

donde en el ultimo paso hemos utilizado que lim,, ., f,, = f en LP(u) también
(trivial mediante el Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue).

O
Nota 1. Acabamos de ver que el Teorema de Radon-Nikodym implica el de represen-
tacion de Riesz. En el siguiento capitulo, Medidas Vectoriales, concretamente en la

seccion del Teorema de Radon-Nikodym, veremos que el Teorema de representacion
de Riesz, considerando p = 1, implica el Teorema de Radon-Nikodym.

1.2. Medidas complejas

Definicién 7. Una medida compleja sobre un espacio medible (X, ¥) es una funcion
de conjunto u : ¥ — C tal que

§ (L{r} En) =Y u(Ey).

neN neN

Si rec(p) € R diremos que pu es real (en otras palabras, una medida con signo
finita).

Notamos que, pese a habernos referido a las medidas complejas como una gene-
ralizacion de las medidas con signo, son medidas finitas y, por lo tanto, no incluyen
las medidas con signo que toman el valor 400 o el valor —oo. De esta forma, si p
es una medida compleja sobre (X, X), Ry y Zu son medidas reales.

Hecho este inciso, seguimos con la descripcion de las medidas complejas (descrip-
cion que nos llevard a otra version del Teorema de Radon-Nikodym y al Teorema
de descomposicion polar).

Definicién 8. Sea 1 una medida compleja sobre el espacio medible (X, ). Entonces
la variacion total de p se define para todo FE € Y como

l(E) = sup{) _ |u(E,)|; E = 4] En, E, € 5;

neN neN

donde tomamos el supremo sobre las particiones de FE.

La Proposiciéon 1 nos garantiza que la definiciéon es coherente con la definicién
de variaciéon total que tenfamos para las medidas con signo. O sea, que en el caso
de las medidas con signo finitas, ambas definiciones son equivalentes.

Proposicion 4. Si pu es una medida compleja sobre el espacio medible (X, %), |ul
es una medida finita.

Demostracion. Primero de todo, es claro que para todo F € X
[l(E) < [Rul(E) + [Zpl(E),
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CAPITULO 1. MEDIDAS CON SIGNO Y MEDIDAS COMPLEJAS

con lo que es inmediato que |u| es finita. Ademas es trivial que |u|(0) = 0.

Veamos la c-aditividad. Si E = W,y E, = W,y F, entonces tenemos que
Fj = ¥, en(En N Aj) para todo j € N. Asi pues,

PIIEAIEDS

jeN jeN

> u(A;NEy)

neN

< ) AN E)] <Y [pl(E).

(n,j)eENXN neN

Asi pues, ya tenemos que |u|(E) < > _y|p/(E) para todo E € ¥. Veamos la
desigualdad contraria. Sea otra vez £ = |4, .y En ¥, dado € > 0, sea E,, = L—ﬂjeN A

tal que > n|p(An;)| = |u(En) — €/2". De esta forma E' = ¥, jjenwn Any ¥

D lul(Ba) —e < |ul(E).

neN
Asi pues, como la desigualdad es véalida para cualquier € > 0, haciéndolo tender a 0
obtenemos la desigualdad que nos faltaba para probar la igualdad.
O

Veamos a continuacion la version del Teorema de Radon-Nikodym para medidas
complejas.

Teorema 7 (de Radon-Nikodym). Sea (X, X, \) un espacio de medida o-finito y
w una medida compleja sobre (X, X)) tal que u < \. Entonces existe una funcion
integrable f tal que para todo E € ¥,

u(e) = [ fir

Ademds, si dos funciones medibles cumplen esto, son iguales a.e.(\)

Demostracion. Consideramos i = Ry + iZu, donde, como ya hemos comentado,
Ruy Zp son medidas reales (es decir, medidas con signo finitas). Por otra parte, si
1 << A, es evidente que también se cumple que Ry < Ay que Zpu < A. Entonces
podemos aplicar el Teorema de Radon-Nikodym a ambas medidas con signo y, al
ser finitas, obtenemos f; y fo integrables tales que para todo FE € X

Ru(E) = [ )

Tu(E) = /E FadA.

De este modo, podemos escoger f = f; +ifs, que, dada la integrabilidad de ambas
funciones, claramente cumple p(E) = [, fdX para todo E € X. La unicidad a.e.())
viene dada por la unicidad ya conocida de f; y fo.

g
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CAPITULO 1. MEDIDAS CON SIGNO Y MEDIDAS COMPLEJAS

Nota 2. Tanto en el caso de medidas con signo como en el de medidas complejas,
la funcion f que provee la versidn pertinente del Teorema de Radon-Nikodym es
conocida como derivada de Radon-Nikodym de u respecto dX\ (con la notacion que
hemos utilizado). Esto se puede notar de la siguiente forma: f = du/d\.

A continuacién queremos probar otro resultado fundamental: el Teorema de des-
composicion polar. Este resultado nos servira, por ejemplo, para demostrar (lo hare-
mos mas adelante) que si X es un espacio Hausdorff y localmente compacto, Co(X)*
es isométricamente ismorfo a M (X), dénde M(X) denota el conjunto de medidas
complejas de Radon sobre X.

Para demostrar el teorema haremos uso del siguiente lema.

Lema 7. Sea (X, %, \) un espacio de medida o-finito. Si f € LY(\) y F C C es un
cerrado tal que para todo E € ¥ de medida finita y no nula

1
B )T
entonces f(x) € F a.e.()\).

Demostracion. El resultado que queremos probar es equivalente a ver que
AM{zeX:f(x)eC\F})=0.

Al ser C\ F un abierto, se puede expresar como unién numerable de bolas, con lo
cual es suficiente probar que si B C C\ F es una bola, entonces A(f~*(B)) = 0.
Supongamos que no. De este modo habria una bola de radio B € X \ F' (r > 0 va
a denotar su radio y ¢ € C su centro) con

0<AfH(B)) < +o0

(la ultima desigualdad es consecuencia clara de la o-finitud de \). De este modo

‘ﬁ/BmA—c :'ﬁ/B(f—c)dA‘gﬁ/jy}\f—dd)\éh

lo cual es una contradiccién de la hipotesis.

g

Teorema 8 (de descomposicion polar). Sea (X,3) un espacio medible y u una
medida compleja sobre el mismo. Entonces existe una unica funcion medible h tal
que |h(x)| =1 para todo x € X y tal que du = hd|pu|.

Demostracion. Considerando el espacio medible finito (X, X, |u]) v que evidente-

mente ;1 < |u|, podemos aplicar la version del Teorema de Radon-Nikodym para
medidas complejas y obtenemos una funcion medible & € L*(|u|) tal que para todo

Eey,
FE) = d|ul.
u(E) [Efw
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Hay que ver, pues, que h(x) = 1 a.e.()\). La estrategia serd ver que si € < 1, entonces
P(e) = {z € X : |h(z)| < €} tiene medida nula y que \({z € X : |h(z)| > 1}) = 0.

Veamos lo primero. Sea {P, },en una particion de P(e), entonces

SO (B =Y /E hdlul| < 3 dul(En) = elul(P(e)),

neN neN neN

con lo cual |u|(P(€)) = 0 para todo € < 1 y tenemos que h(z) > 1 a.e.(|u]). Para
ver lo segundo vamos utilizar el lema previo al teorema en el disco unidad, o sea

tomando F' = B(0,1). Esta claro que para todo E € X,

[ paul| = 1wE) < )
Con lo que si |p|(E) > 0, aplicando el lema tenemos de forma inmediata que h(z) €
B(0,1) ae.(|ul).

El Teorema de Radon-Nikodym nos garantiza la unicidad de h (de hecho h es la
derivada de Radon-Nikodym de u respecto de |ul).

g

De forma parecida a como hemos generalizado a las medidas complejas el Teore-
ma de Radon-Nikodym, podemos hacer lo propio con el Teorema de descomposicion
de Lebesgue.

Teorema 9 (de descomposicion de Lebesgue). Sea (X, 3, \) un espacio de medida
o-finito y p una medida compleja sobre (X,3). Entonces existe un tnico par de
medidas con signo sobre (X, X), 15 Y jta, tales que p, < p, ps Ly (ahora esto quiere
decir |ps| Lp) y

1= ps =+ fla-

Demostracion. Podemos escribir p = Ry + ¢Zp. Entonces, por el Teorema de des-
composiciéon de Lebesgue que ya hemos visto, para medidas con signo, tenemos
que existen fis g, MaRs s ¥ Moz Unicas y tales que psrl A\, ptagr < A, pszl Ay
,ual < .

Asi pues, basta con tomar pis = ps g + ifls 7 ¥ fla = far + iftez (l1as comproba-
ciones tanto de la validez como de la unicidad de este par es trivial).

g

1.2.1. Integraciéon respecto de una medida compleja

Definicién 9. Sea (X, X)) un espacio medible y x una medida con signo sobre dicho
espacio. Entonces, si f : X — C medible y 4 = u™ — p~ es una descomposicion
de Lebesgue de p, diremos que f € L'(u) si f € L' (u™) N LY (™).

En estas condiciones, definimos

[ tin= [ sant = [ gan
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Definicién 10. Sea (X, X)) un espacio medible y 1 una medida compleja sobre dicho
espacio. Entonces, si f : X — C medible y u = Ry + illy, diremos que f € L'(u)
si f € L' (ur) N LY ()

En estas condiciones, definimos

[ tdn= [ sdn.+i [ s

1.3. Medidas de Radon

Aqui pretendemos llegar a algunos resultados relacionados con la medida y la
integracion en espacios localmente compactos y Hausdorff (LHC). Es especialmente
importante el Teorema de representacion de Riesz (para espacios LHC), que nos
lleva a relacionar teoria de la medida y andlisis funcional y a nuevas herramientas
de construccion de medidas.

Durante todo el capitulo, si no se especifica nada, X va a denotar un espacio
LHC y By la o-algebra de los borelianos de X.

1.3.1. Funcionales lineales positivos sobre C.(X)

Un funcional lineal sobre C.(X) (con imagen en R) se considera positivo si I(f) >
0 cuando f > 0. La primera propiedad es inmediata:

Proposicion 5. Sea I un funcional lineal y positivo sobre C.(X). Para cada com-
pacto K de X existe una constante Ck tal que |I(f)| < Ckl|fllu para todo f €
C.(X,[0,1]) con soporte contenido en K, donde ||f||.. denota la norma del supremo.

Demostracion. Dado un compacto K, el Lema de Urysohn nos permite escoger una
v € Ce(X,[0,1]) con v = 1 en K. Entonces, si el soporte de f estd en K, tenemos que
If] < |If]luy- O sea que, escribiendo la dos desigualdades obtenidas al deshacernos
del valor absoluto de f llegamos al resultado: [I(f)] < [IT(")|||f]lw-

g

Es claro que I(f) = [ fdu es un lineal positivo (con p medida). Asi pues, si
tenemos una medida de Borel en X finita sobre los compactos, es claro que C.(X) C
L' (i), puesto que |f]| tiene el mismo soporte que f. De forma parecida a lo que se
consigue con el Teorema de Radon-Nikodym, el primer Teorema de representacion
de Riesz nos asegura que, de hecho, todos los funcionales lineales positivos son de
esta forma. Imponemos algunas condiciones sobre la medida p para que, ademas,
esta sea unica para cada funcional.

Definicién 11. Una medida p sobre X se llama de Radon si es una medida de Borel
(eso es, definida sobre los borelianos), exteriormente regular en todos los borelianos
e interiormente regular en los abiertos y tal que la medida de todo compacto es
finita.
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Decimos que una medida p es interiormente regular en F si
pu(E) =sup{u(K): K C E,K compacto}
y es exteriormente regular en E si

w(E) =f{u(U) : E C U,U abierto}.

Antes de anunciar la primera version del Teorema de respresentacion de Riesz,
un apunte de notacion. Si U es abiertoy f € C.(X), notaremos f < U si0 < f <1
y el soporte de f estd en U. Ahora ya si:

Teorema 10 (de representacion de Riesz, version I). Si I es un funcional lineal
positivo sobre C.(X), entonces existe una unica medida de Radon p en X tal que

I(f) = [ fdu para todo f € C.(X). Ademds, p satisface:

w w(U) =sup{I(f): fe€CAX),f <U} para todo U C X abierto,
w u(K) =mf{I(f): feC(X),[>xk} para todo K C X compacto.

Demostracion. Veamos primero la unicidad. Como p es de Radon es exteriormente
regular, con lo cual para ver que es tinica solamente hace falta comprobar que p
queda determinada por I en los abiertos. Como I(f) = [ fdu para todo f € C.(X),
esta claro que si f < U, entonces I(f) < p(U). Ademas, si K C U compacto, por el
Lema de Urysohn puedo escoger f € C.(X) tal que f < Uy f =1en K, con lo cual
u(K) < I(f). Asi pues, para todo compacto K C U hemos encontrado f € C.(X)
tal que f < U que cumple pu(K) < I(f) < wp(U). Pero como u es medida de
Radon es interiormente regular sobre los abiertos, lo que quiere decir que existe una
sucesion de compactos { K, }nen contenida en U tal que p(U) = lim, pu(K,), pero
para cada K, podemos escoger f,, € C.(X) con f, < U con pu(K,) < I(f,) < n(U).
Aplicando el Lema de Sandwich, llegamos a que u(U) = lim, I(f,), o sea, a que,
efectivamente, p viene determinada por I sobre los abiertos y, por lo tanto, sobre
todos los borelianos.

Nos falta probar la existencia de p. Definimos

p(U) = sup {I(f) : f € Ce(X), f < U}

para todo U abierto y p*(F) = inf {u(U) : E C U,U abierto} para E' C X arbitra-
rio. Es evident que si U y V son abiertos con U C V se tiene que pu(U) < u(V),
puesto que si f € C.(X) es tal que f < U, entonces también f < V; con lo cual,
w(U) = p*(U) para todo U abierto.

Para ver que yu asi definida es la que buscamos vamos a probar que:

1) p* es medida exterior.
11) Todo abierto es pu*-medible.

) pu(K)=mf{I(f): feC.(X),[f>xx} para todo K C X compacto.
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V)

11)

I(f) = [ fdu para todo f € C.(X). De (i) y (i), mediante Carathéodory, se
obtiene directamente que todo boreliano es p*-medible. De (ii7) se extrae de
forma trivial que p es finita sobre los compactos (solamente hace falta tener
presente Urysohn) y, también facilmente, que y es interiormente regular en los
abiertos. Sea U un abierto y a < u(U), escogemos [ € C.(X) tal que f < U
v I(f) > a; sea K el soporte de f. Entonces si g € Co(X) v g > xk, 9> f
v I(g) > I(f) > a. Asi pues, u(K) > a y p es interiormente regular en los
abiertos.

Vamos, pues, a demostrar estos cuatro puntos.

Basta con ver que si {U;}32, es una sucesion de abiertos y U es su unién,
entonces (U) < >, pu(Uj), puesto que asi tendremos que

p'(E) = inf {Z p(U;) = Uj abierto, E C UU]},
J J
y esto, por Carathéodory, define una medida exterior. Veamoslo pues. Sea
U= Uj Ujy f < U con K su soporte. Com K es compacto tenemos que K
estd en una union finita de U;’s, con lo que, por el Teorema de particion de la
unidad, existen funciones g1,..., g, € C.(X) tales que g; € Ujy >0 g; = 1
en K. Entonces f = Zj fg; v fg; < Uj, o sea que

I(f) =" I(fg;) <Y u(U;) <Y u(ly)
j=1 j=1 j=1
y como esto lo tenemos para cualquier f € C.(X) con f < U, obtenemos que
n(U) < Z;;O(f w(U;) v ya estamos.

Hay que ver que si U es abierto, entonces para £ C X cualquiera con
w*(E) finito (sino es evidente) tenemos que p*(E) > p*(ENU) + p*(ENU®).
Veamoslo primero para E abierto, entonces jugando con la definicion de p*(F)
veremos que es facil generalizar. Si E es abierto entonces F N U también
lo es y, por tanto, para € > 0 existe f € C.(X) con f < ENU tal que
I(f) > u(ENU)—e. También es abierto F\sop(f) es abierto, con lo que como
antes existe una g € C.(X) con g < E\sop(f) tal que I(g) > u(E\sop(f))—e.
Ahora bien, claramente f + g < E o sea que

u(E) =2 I(f) + 1(9) > pn(ENU) + p(E \ sop(f)) — 2¢;
pero como sop(f) C U,
w(E) > p (ENU)+p (E\U) — 2e.

Asi, haciendo tender ¢ a 0 obtenemos el resultado deseado. Finalmente, si
1 (E) es finito (ahora ya con E cualquiera) podemos encontrar un abierto V'
tal que E C Vy u(V) < u*(E) — ¢, con lo que

p(E)+e>pV) = p(VNU)+u(VNUs)
ycomo ECV, p*(E)+e>p* (ENU)+ p*(ENU°). Haciendo tender € a 0,

obtenemos el resultado.
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111)

V)

Si K es compacto, f € Co.(X)y f > xk,sea U, = {z : f(x) > 1—¢}. Entonces
U. es abierto y si g < U, tenemos que g < (1 —¢)"!f y, en consecuencia,
I(g) < (1 —¢)7YI(f). Por lo tanto, como K C U, tenemos que

w(K) <p(U) < (1—e)'f,

v haciendo tender € a 0, vemos que p(K) < I(f). Por otra parte, para cula-
quier abierto U que contenga K, por el Lema de Urysohn tenemos que existe
feCX) tal que f > xxgy f < U, con lo que I(f) < p(U). Como pu es
exteriormente regular ya estamos.

Basta demostrarlo para f € C.(X,|0,1]), porque C.(X,[0,1]) genera (lineal-
mente hablando) C.(X); es decir, si tenemos f € C.(X) con f no nula en todo
punto, sino trivialmente f € C.(X, |0, 1]), cogiendo W vemos que la pode-

mos recuperar. Dado N € N, para 1 < j < Nsea K; = {z: f(z) > N 'j} y
sea Ky = sop(f). Definimos también:

fi = min{mazx{f — N~'(j —1),0}, N"'}.

Ast tenemos fi,..., fiv € Ge(X), Sy fi = 1y Nohag < f; < N,
con lo que N~'u(K;) < ffjdu < N7 'u(Kj-1). Ademés, si U es un abierto
que contiene K;_q, (f]) < N~ 1u(U) y7 por tanto, utilizando la regularidad

exterior y que p(K;) =f{I(f): f € C.(X), f> XKj}>

N7u(Ky) < 1(f;) < N7 (o).

. N .
Pero como hemos comentado ya, se tiene que > ;' f; = f vy, en consecuencia:

N

NS ) < [ fds N ()

1

NS ) < T(F) < NS (K

Por lo tanto,

_ / fp) < N7Nu(Ko) — u(Kx)) < N~ pu(sop(f)).

y al ser u(sop(f)) < +o00 ya estamos.

1.3.2. Regularidad y teoremas de aproximacién

Proposicién 6. Si p es una medida de Radon en X, entonces | es interiormente
reqular en todos los subconjuntos o-finitos.
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Demostracion. Sea E C X cualquiera con u(E) < 4o0o0. Dado € > 0, podemos
escoger un abierto U tal que £ C Uy p(U) < u(E) + € y un compacto F C U tal
que pu(F) > p(U) —e. Como p(U \ E) < € podemos escoger un abierto V' tal que
U\ECUyupV)<e Sea K=F\V, que claramente es compacto al ser cerrado
de un compacto, K C By u(K) = w(F)—w(FNV) > p(E)—e—pu(V) > u(E) — 2e.
Por lo tanto, p es interiormente regular en E. Si F es o-finito pero tiene medida
infinita, entonces existe una union creciente de E; con p(E;) < +ooy u(E;) — +o0.
Por lo tanto para todo N € N existe un Ej; con ,u(E ) > Ny, en consecuencia, por
lo visto antes, existe un compacto K C E con u(K) > N y u es interiormente
regular en F.

g

Corolario 1. Toda medida de Radon p o-finita en X es regular. Si X es o-
compacto, entonces toda medida de Radon p es reqular.

Proposicion 7. Sea o una medida de Radon o-finita en X y E un boreliano de
X. Entonces se cumple que para todo € > 0 existen U abierto y I’ cerrado tales que
FCECUyuU\F)<e.

Demostracion. Como p es o-finita en X, podemos escribir £ = U+°° E; con E;’s
disjuntos dos a dos y de medida finita. Para cada L} con51deramos U tal que
E; cU; y p(U;) < u(E;) + €291 y tomamos el abierto U=U2U;. Asi, dado
que U\E C U 2 (U;\ Ej), es claro que p(U\ E) < Zj L i(U;\ E;) < €/2. Haciendo
exactamente 10 mismo con E° llegamos a un abierto V' que contiene E° y tal que
w(V\ E€) < €/2; evidentemente tomamos el cerrado F' = V¢ y ya estamos:

WU\ F) = U\ E) + u(E\ F) < e

g

Teorema 11. Sea X un espacio LHC tal que todo abierto es o-compacto. Entonces
toda medida de Borel en X finita sobre compactos es reqular y, por lo tanto, de
Radon.

Demostracion. Si p es de Borel y finita sobre les compactos, entonces C.(X) C
L'(u) y la aplicacion I(f) = [ fdp es un funcional lineal y positivo esobre C.(X).
Sea v la medida de Radon asociada a este funcional (sabemos por el Teorema de
representacion de Riesz que existe y que, como medida de Radon, es tnica). Si U
es un abierto de X por hipoétesis lo podemos escribir como U = szoi’ K con Kj’s
compactos. Escogemos por el Lema de Urysohn f; € C.(X) tal que fiy < Uy fi =1
en K;. Inductivamente, para n > 1 escogemos f, € C.(X) con f, < Uy f, =1
en (J;_, Kj yen U;:ll sop(f;) (ya que queremos una sucesion creciente para aplicar
el Teorema de la convergencia monétona). Asi obtenemos una sucesion {f, }nen
creciente a Yy, y por lo tanto, aplicando el Teorema de la convergencia mondétona
obtenemos que

w(U) = lim /fnd,u— llm /fnu—y
n—--+00
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Sea ahora E un boreliano cualquiera y veamos que v es regular. Como p es claramen-
te o-finita en X al ser X abierto y, por tanto, o-compacto, hemos visto que podemos
escoger un abierto V' y un cerrado F' con F C E C V tales que v(V \ F') < €. Pero
V \ F es abierto y v(V\ F) = pu(V \ F), con lo que u(V) < u(E) + €y p es
exteriormente regular. Ademds u(F) > pu(FE) —ey F es o-compacto al serlo X, con
lo que existen K;’s compactos y crecientes tales que pu(K;) — pu(F), o sea que 1 es
interiormente regular. Asi pues p es regular y, como teniamos que era finita sobre
compactos por hipdtesis, u es de Radon (e igual a v por unicidad).

4

Para seguir y demostrar el Teorema de Lusin necesitamos algunos resultados
previos, como el Teorema de Egoroff. Dediquemos pues un momento a hablar de las
sucesiones Cauchy en medida y convergentes en medida.

Definicién 12. Una sucesion de funciones medibles y a valores complejos es Cauchy
en medida si Ve > 0

p{z - [fa(z) = fm(z)| = €}) — 0

cuando n,m — oo. Se dice que es convergente en medida a f si Ve > 0

p{z [ falz) = f(2)] = €}) — 0

cuando n — oo.

En general, una sucesion que converge en medida también lo hace en el sentido
Cauchy. Vamos a ver que el reciproco es cierto (de hecho veremos mas que esto).

Lema 8. Si {f,}nen es Cauchy en medida existe una subsucesion {g;}jen tal que
Vi eN ‘ .
p{z :gjn(z) —g;(z)] = 277}) <277,

Demostracion. Como la sucesion es de Cauchy, para cada 7 € N podemos escoger
n; € N tal que Vn,m > n;

p{z | fulz) = fn(2)| 2 277}) <277

Inductivamente arreglamos los n;’s para que n; < n;y;. Finalmente ponemos g; =
Jn,; y obtenemos trivialmente una subsucesion que cumple el enunciado.

g

Lema 9. Si {f,}nen es Cauchy en medida existe una subsucesion {g;};en conver-
gente a.e. a una funcion medible.

Demostracion. Sea {g;}jen la subsucesion del lema anterior. Entonces si escribimos
Ej = {x :|gj1(x) — gj(x)] > 277} tenemos p(E;) < 277, con lo que Y7 pu(Ej) <
+00 y, por el Lema de Borel-Cantelli, y(limsup E;) = 0. Ademés, Vz ¢ limsup E;
existe k € N tal que Vj > k se tiene que |g;+1(x) — gj(x)| < 277. Con lo que, en
(lim sup Ej)¢, {g;}; converge puntualmente (tenemos convergencia Cauchy puntual).
Ponemos f = 0 en limsup F; y ya estamos.

g
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Lema 10. Si {f,}nen es Cauchy en medida converge en medida a [ si alguna
subsucesion lo hace.

Demostracion. Esto es trivial, puesto que dado € > 0,
p{z [ fulz) = f@)} Z €) < pl{a | fu(@) = fu, (@) + [ fur (@) = f(2)] = €})
< p{@ : | fu(@) = fu (@) = €/2}) + p(@ [ fo, () = f(2)] 2 €/2}).

Y con el primer sumando fijamos N y con el segundo ny; > N.
O

Teorema 12. Sea {f,}nen Cauchy en medida. Entonces existe f medible tal que
fn — [ en medida (es la misma f a la que converge a.e. una subsucesion de

{fn}neN)'

Demostracion. Para verlo solamente hace falta ver que una subsucesiéon converge
en medida a f. Sea {g,} en la subsucesion construida en lemas anteriores y f la
funcion a la que converge a.e. Sea, como antes, E; = {x : |gj1(z) — g;(x)| > 2771}
y F, = Uj:oz E;, con lo que limsup E; = (/=5 Fy.. Entonces, si v ¢ Fy, Vi,j > k
con 7 > j se tiene que

19;(@) — gi(a)] < Z s () — an()] < 219,

Ahora bien,
19;(x) — f(2)] < lgj(x) — gi(2)] + |gi(x) — f ()|

y,six ¢ Fj se tiene x ¢ limsup E; y, por lo tanto, para todo = ¢ F}, podemos escoger
i > j tal que |g;(x) — f(z)| sea arbitrariamente pequenio. En particular, para j > k,
siz ¢ Fy: |g;(x) — f(z)] < 2%77. Pero sabemos que p(F)) — 0 (esto ya lo hemos
justificado en lemas previos mediante el Lema de Borel-Cantelli) y, en conclusion,
g; — f en medida (ya habiamos comentado que esta f era medible). Esto altimo es
inmediato dado que para € > 0, queremos ver que pu({z : |g;(z) — f(z)| > €}) — 0,
pero evidentemente podemos escoger n tal que Yk > n, 227% < ¢, con lo que

p{z = |g;(x) = f(2)] = €}) < p(Fy) para todo k > n.

Proposicion 8. Si {f,}nen converge en medida a f y g, entonces f=g a.e.

Demostracion. Sea € > 0. Para todo n € N:

p{e  |f(@)=g(@)| = €}) < p{a - |f (@)= fulz)] = €/2})+u({z - | fulz)—g(2)] = €/2}),

y, por lo tanto, u({z : |f(z) — g(z)| > €}) = 0. Para todo n € N existe A, nulo tal
que |f(z) —g(x)| < 1/nsix ¢ A, y, poniendo A =, oy An, #(A) = 0, con lo que
f(z) = g(x) Vo € A°y ya estamos.

g
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Teorema 13 (de Egoroff). Si v es una medida finita sobre X y {f,}nen converge
a.e. a f, entonces Ve > 0 eriste E C X tal que u(E) < € y f, — [ uniformemente
en B°.

Demostracion. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que f,, — f en todo
X (sino cogemos E' = E'U A con A dono no converge). Para k,n € N,

En(k) = |J (& : |fml2) = f(2)] = 1/k}.

m>n

Entonces, fijada k, E, (k) decrece con n. Como f,, — f, se tiene que :ﬁ E.(k) =
0y, como pu(X) < oo, u(E,(k)) — 0 cuando n — 4o00. Dado e > 0y k € N
cogemos ny, tal que p(E,, (k) < e27% y esceribimos E = |J=5 E,,, (k), con lo que
w(E) <eyVa ¢ E, |f.(x)— f(z)| < 1/k ¥n > ny. Entonces, dado § > 0 existe kg
tal que 6 > 1/ko y obtenemos ny,. Es decir, si © ¢ E, |fo(x) — f(z)| < 1/ko < ¢
Vn > ny,; por lo tanto f,, — f uniformemente en E°.

4

Ahora ya podemos volver a donde estabamos y deducir de lo que hemos visto
algunos resultados de aproximacién en espacios con medidas de Radon.

Proposicion 9. Si p es una medida de Radon en X, entonces C.(X) es denso en
LP(p) para 1 < p < 0.

Demostracion. Sabemos (es muy sencillo de demostrar utilizando el Teorema de
la convergencia dominada) que las funciones simples son densas en LP(u), con lo
que solamente hace falta ver que para todo boreliano E de medida finita, yg se
puede aproximar en LP(u) por elementos de C.(X). Dado € > 0, podemos escoger
un compacto K C E y un abierto £ C U tal que u(U \ K) < e. Entonces, por el
Lema de Urysohn existe f € C.(X) tal que xx < f < xu, 0 sea que

IxE = fllp < p(U\ K)VP < €7,

g

Teorema 14 (de Lusin). Sea p una medida de Radon en X y f : X — C medible
tal que, si E = {x : f(x) # 0}, se tiene u(E) < 4+o00. Entonces, para todo € > 0,
existe ¢ € Co(X) tal que p({z : f(x) # p(x)}) < e. Si f estd acotada, ¢ se puede
escoger tal que [|¢llu < |[f]lu-

Demostracion. Suponemos primero que f es acotada. Entonces, como p(E) < +oo,
es claro que f € L'(u) vy, por la proposicion anterior, existe una sucesion {g, }nen
de C.(X) que converge a f en L'(u) y, por tanto, converge a f en medida. Como
hemos visto en el Teorema 3, existe una subsucesion de {g, },eny que converge a
f a.e. (denotaremos igualmente a esta subsucesion por {g,}nen para no complicar
la notacion). Sea € > 0. El Teorema de Egoroff nos garantiza la existencia de un
A C E tal que p(E\ A) < €/3y tal que g, — f uniformemente en A. Sabemos, al
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ser 1 de Radon, que existen un B compacto con B C A y un U abierto con £ C U
tales que u(U \ E) < ¢/3 y u(A\ B) < ¢/3 (p es interiormente y exteriormente
regular sobre los conjuntos o-finitos).

Ahora bien, g, — f uniformemente en B, con lo cual, al ser B compacto, f|g
es continua. Aplicando ahora el Teorema de extension de Tietze, tenemos que existe
una g € C.(X) tal que g = f en B y sop(g) C U. Entonces {z : f(z) # g(z)} C
U\ B, y, con lo visto al principio, tenemos que p(U \ B) < e. Comprobamos ahora
que, si f acotada, se puede escoger ¢ como dice el enunciado. Sea § : C — C
definida por

z st [2] <[ f]lu
Az) =
[fllusgn(z) si 2] > [ £l

Asf es claro que 3 es continua y que ¢ = o g cumple ¢ € Co(X) y [[@lu < [|f ]l
y ¢ = f donde teniamos g = f.

Si f no estd acotada, consideramos A, = {z € E : |f(x)| < n}. Entonces A,
crece claramente hacia E con n, con lo que, para un N suficientemente grande, se
tiene que u(E\ Ay) < €/2. Pero en Ay f esta acotada, con lo que podemos aplicar
el razonamiento anterior y encontramos ¢ € C.(X) tal que

plz € X o(x) # fxa,(r)) <€/2,

y por lo tanto

ulp(x) # f(x)) < e

1.3.3. El dual de Cy(X)

Definicién 13. Cy(X) = {f € C(X) : f se desvanece en oo}, donde “f se des-
vanece en oo” quiere decir que para todo € > 0 el conjunto {z : |[f(z)| > €} es
compacto.

Proposicion 10. Si X es un espacio LHC, Cy(X) es la clausura de C.(X) en la
métrica uniforme (podemos llamarlo “clausura uniforme” en un abuso de lenguage).

Demostracion. Si {f,}nen es una sucesion en C.(X) que converge a f € C(X)
uniformemente, para cada e > 0 existe n tal que || f,— f||. < €. Entonces |f(x)| < esi
x ¢ sop(fn), con lo que f € Cy(X). De forma parecida, si f € Cy(X), consideramos
los compactos K,, = {x : | f(x)| > n~'}. Entonces, por el Lema de Urysohn, existen
gn € Co(X) con 0 < g, <1y g, =1en K,. Si consideramos ahora f, = g,f
ya estamos, puesto que f, € C.(X) v ||fo — fll. < n7%, con lo que f, — f
uniformemente.

g
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Asi pues, si p es una medida de Radon sobre X, el funcional I(f) = [ fdu se ex-
tiende continuamente a Cy(X) si, y solo si, es acotado con la norma uniforme. Fijan-
donos en que pu(X) = sup{ [ fdu: f € Co(X),0< f <1}y que | [ fdu| < [|f|dp,
esto sucede exactamente cuando p es finita; entonces u(X) = ||I]|. Y por lo tanto,
hemos identificado los funcionales lineales positivos de Cp(X) con la integracion
respecto de medidas de Radon finitas. Pero lo que queremos es dar una descripcion
global de Cy(X)*. Para ello veamos el siguiente resultado.

Lema 11. Si I € Co(X,R)*, entonces existen funcionales lineals positivos It €
Co(X,R)* y I~ € Co(X,R)* tales que I =1 — 1.

Demostracion. Sea I € Cy(X, [0,400)). Definimos

I (f) =sup{I(g) : g € Co(X,R),0 < g < f}.

De esta forma, y como se tiene |I(g)] < [[Z|lllgll. < I f]l. al ser 0 < g < f,
es inmediato que 0 < IT(f) < | I||||f|l.. Ademas I" es claramentre trivial (para
ver la suma se demuestran sin dificultad ambas desigualdades con la definicion de
IT). Ahora, si f € Co(X,R), es eviente que f7, f~ € Co(X,[0,4+00)) y definimos
IT(f)=1I7(f")—I*(f"). Demostrar la linealidad es facil y, sobre todo, totalmente

anélogo a la demostraci’on que se hace para ver la linealidad de la integral. Ademés

(IO < mdx{ (), (O < NSl 1) = NI T

con lo que [|[I1] < ||I||. Finalmente, definimos I~ = I — I* y, con la definicion de
It es trivial que I~ es positiva.

0

Ahora bien, todo I € Cy(X)* estd tnicamente determinado por su restriccion
J a Cy(X,R) y tenemos J = J; + iJy con Jy, Jo funcionales lineales reales. Por lo
tanto, con lo que hemos visto: para todo I € Cy(X)* existen medidas de Radon

finitas ju1, pig, p3, p1a tales que, tomando p = puy — pig + (s — pa), I(f) = [ fdp.

Definicién 14. Una medida de Radon signada es una medida signada de Borel
cuyas variaciones positiva y negativa son medidas de Radon. De forma parecida,
una medida compleja de Radon es una medida compleja de Borel cuyas parte real
e imaginaria son medidas signadas de Radon. M (X) representa el espacio de las
medidas complejas de Radon y, para u € M(X) definimos ||u|| = |u](X).

Proposicion 11. Si pu es una medida de Borel compleja, entonces p € M(X) si,
y sdlo si, |u| es de Radon. Ademds, M(X) es un espacio vectorial y ||u|| es una
norma.

Demostracion. Con lo que hemos trabajado en el apartado de regularidad es eviden-
te que toda medida v finita de Borel (positiva) es de Radon si, y solo si, para todo
boreliano £ y todo € > 0 existen U abierto y K compacto tales que v(U \ K) < e.
Con lo que, teniendo en cuenta que p = g —po+i(pus—p4), si hacemos |p|(U\K) < €
entonces p;(U \ K) < € para todo j; y si hacemos p;(U; \ K;) < €/4 para todo j
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entonces tomando U = ﬂ?zl Uiy K = U?:l K; es inmediato que |p|(U \ K) < e.
La misma caracterizacion de las medidas de Radon como medidas finitas de Borel
(positivas) sirve para demostrar trivialmente que M (X) es cerrado bajo la suma y
el producto por un escalar. Que ||u|| es norma tampoco reviste ninguna dificultad.

g

Ya ya estamos preparados para demostrar el teorema fundamental que nos des-
cribe Co(X)*.

Teorema 15 (segundo de representacion de Riesz). Sea X un espacio LHC vy, para
toda p€ M(X) y f € Co(X) sea I, = [ fdu. Entonces la aplicacion que nos lleva
woal, es un ismorfismo isométrico de M(X) hacia Co(X)*.

Demostracion. Ya hemos visto que todo I € Cy(X)* es de la forma I,. Por otro
lado, si u € M(X), se tiene por la desigualdad de Hardy-Littlewood que

YA R )
Por lo tanto, I, € Co(X)* v || 1.l < ||pll- Ademas, si h = dp/d|p| (derivada de
Radon-Nikodym), entonces por el Teorema de descomposicion polar tenemos que

|h(x)| = 1 para todo z € X, con lo que por el Teorema de Lusin, para todo € > 0
existe f € C.(X) tal que ||f|l. <1y p(z € X : f(z) = h(z)) < €/2. Entonces,

Il = [ 1npdiel = [T < | [ gaul 1 (7~ Trad

< \/fdu!+2lu|(E) < I/fduHe

y va estamos.
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Capitulo 2

Medidas vectoriales

Como ya hemos comentado, el leitmotiv de este trabajo son el Teorema de Radon-
Nikodym y el Teorema representacion de Riesz. Evidentemente, antes de entrar en
estas cuestiones deberemos definir el concepto de medida vectorial y analizar algunas
propiedades bésicas. También tendremos que trabajar la integracion de funciones
a valores en espacios de Banach, lo cual nos llevard un poco mas de trabajo. Fi-
nalmente, discutiremos si son ciertos o no los teoremas de Radon-Nikodym y Riesz
en esta nueva generalizacién del concepto de medida y, si no lo son en general,
intentaremos ver en qué casos si se cumplen.

Se ha seguido [2| en general. En el apartado de la integracion de Bochner se ha
complementado con [7] y para la base de analisis funcional se ha utilizado [10].

2.1. Propiedades basicas

Definicién 15. Sean (€2, X) un espacio medible y X un espacio de Banach. Entonces
una funcion F' : ¥ — X es una medida vectorial si dada una familia {E,, },en C 2
de conjuntos disjuntos dos a dos,

en la norma de X.

Nota 3. La definicion que acabamos de dar de medida vectorial puede suavizarse
mucho. Para empezar no hace falta que, como funcion, parta de una o-dlgebra, con
una dlgebra basta. Tampoco es necesario que sea o-aditiva; puede definirse siendo
solamente finitamente aditiva. Ahora bien, como lo que nos interesa es trabajar los
teoremas de Radon-Nikodym y de Riesz, es decir, la obtencion de medidas vectoriales
mediante la integracion y veremos que la integracion tiene lugar en espacios medibles
y es o-aditiva, no hace falta entrar en tales sutilezas.

Tanto en las medidas con signo como en las complejas hemos definido lo que
entendiamos por variacion total de la medida. Hagamos lo propio.
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Definicion 16. Sea F': ¥ — X una medida vectorial ((€2,X) es un espacio medi-
ble y X un espacio de Banach). Entonces, la variacion total de F' (o simplemente
variacion de F') se define como la aplicacion |F| : ¥ — [0, +o0] tal que para todo
E e,

[FI(E) =sup Y _ | F(A),
T Aer
donde el supremo se toma sobre las particiones finitas de E en elementos de .

Si|F|: %X — [0,+00) decimos que la medida vectorial F' es de variacion total
finita (o simplemente de variacion finita).

De la propia definicién de variacion total se deduce sin ningtin problema el si-
guiente resultado.

Proposicion 12. Si F' es una medida vectorial y |F| es su variacion total, entonces
|F'| es mondtona y finitamente aditiva.

Antes de proseguir es conveniente ver algin ejemplo de medida vectorial.

Ejemplo 1. Vamos a ver un ejemplo de medida vectorial de variacion total finita.

Sea T : L'([0,1]) — X, con X un espacio de Banach, un funcional lineal y
continuo y sea F(E) = T(xg) para todo E C [0,1] medible Lebesgue. De esta
forma, es evidente que F es finitamente aditiva. También es claro que si £ C [0, 1]
es un conjunto medible Lebesgue y A\ denota la medida de Lebesgue, tenemos que
IF(E)| < |TIAE).

Comprobemos la o-aditividad. Sea {E,},en una familia de conjuntos medibles
Lebesgue disjuntos dos a dos; entonces

+oo m +o0o
R E(OREAED rH] ET U E
n=1 n=1 n=m-+1
+oo
i AU (BT <+

donde en el ultimo paso hemos utilizado que \ es o-aditiva.

Falta por ver que F' es de variacion total finita. Para todo £ C [0, 1] medible
Lebesgue, como tenemos que ||F(E)|| < ||T||A(F), es evidente que

[FI(E) < ITIME) < +oo,
Yy ya estamos.

Nota 4. Si F' es una medida vectorial, como |F| es mondtona, para ver que F es
de variacion total acotada basta con ver que |F|(X) < +oo.

Hemos visto que la variacion total de una medida vectorial es finitamente aditiva.
Veamos un resultado referente a la o-aditividad.
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Proposicion 13. Si F' es una medida vectorial de variacion total acotada, entonces
su variacion es o-aditiva.

Demostracion. Sea F : ¥ — X una medida vectorial de variacion acotada y sea
{E,}neny € ¥ una familia de conjuntos medibles disjuntos dos a dos. Sea 7 una

particion finita de J, .y En, entonces

S IF4 H—ZHFAmUE = SIS FAnE) < XS IFANE)
Aer Aen Aer n=l1 Aem n=1
_ZZHFAmE y<ZyF|
n=1 Aen

Ahora bien, como esto es asi para cualquier partici(’)n finita 7, tomando el supremo
entre ellas tenemos que |F|(J S E,) < 3272 |F|(E,). Nos falta ver la desigualdad
contraria.

Sabemos que |F| es finitamente aditiva y mondtona en 3, con lo cual para todo

n>1,
S IF(ED) =PI Eo) < IFI( B
k=1 k=1 n=1

y obtenemos las desigualdad que nos faltaba y por consiguiente que, como queriamos
ver: |F|(U, 25 Ba) = 32,2 [FI(En).

g

2.1.1. Integracién con respecto una medida vectorial

A lo largo del trabajo no utilizaremos la integraciéon con respecto una medida
vectorial; de hecho lo que nos interesa terminar discutiendo es la obtencién de
medidas vectoriales a partir de la integracion de funciones a valores en espacios de
Banach (més tarde veremos detalladamente este tipo de integrales). A pesar de esto,
como tema fundamental en la teoria de cualquier tipo de medida, es conveniente
dar una vision general sobre la integracion con respecto una medida vectorial.

Para hablar de la integracion con respecto una medida vectorial se pueden con-
siderar medidas de variacién total acotada, pero esto supone limitar bastante la
construcciéon. Con un esfuerzo no muy mayor se puede construir una integral bas-
tante mas general. Para ello vamos a definir un nuevo concepto.

Definiciéon 17. Sea I’ : 3 — X una medida vectorial. La semi-variacion de F' es
la funcién || F|| : ¥ — [0, 4+00] que para cada E € ¥ se define como

IFI[(E) = sup{|z*F|(E) : 2" € X7, [[27[] < 1}.

Si ||F|[(©2) < 400, entonces F' diremos que es una medida vectorial de semi-
variacion acotada.
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Verificaciones inmediatas prueban el siguiente resultado.

Proposicion 14. Si F' es una medida vectorial, entonces:

» Su semi-variacion, |F||, es mondtona y o-finita.

» |F|(E) < |F|(F) para todo E € ¥.

La siguiente proposicion nos proporcionara la clave para definir la integral contra
una medida vectorial.

Proposicion 15. Sea F : ¥ — X una medida vectorial. Entonces se cumplen:

1) SiEey,
IF(I(E) = sup{]| D enF (A},

Anem

dono el supremo se toma sobre todas las particiones finitas de E y sobre las
colecciones finitas {€,}, con |ep] < 1.

1) Si B e F,
sup{||F(H)||: HC E,H € F} <||F||E <4sup{||F(H)|: HC E,H € F}.

Demostracion. Demostremos primero I). Sea m = {Fj, ..., F},,} una particion de E
Y €1, ..., €m escalares tales que |e;| < 1 para todo 1 < k < m. Entonces

IS e P(E = sup{le* (3 e F(B)| - 2 € X, Ja”] < 1}
n=1 n=1

<sup{) _lena*F(E,)| : 2* € X~ [|27]| < 1}
n=1

<sup{) |¢"F(E,)| 2" € X7, ||l27] < 1} < | F||(B).
=1

Demostremos la desigualdad contraria. Sea m = {F1, ..., F,, } una particion de E
otra vez y z* € X* with [|z*|| < 1. Entonces

ﬁ]m*F |—ngan ))z*F(E,)
n=1

<Y sgn(a”F(E,))F(E,)l,

y ya estamos. Con lo que T) queda demostrado.

Demostremos ahora II). Si £ € F, tenemos que

sup{||F(H)||: H C E,H € F} =sup{sup{|z*F(H)|: 2* € X*||z*|| <1} : HC E,H € F}
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< [|FI(E).

La desigualdad contraria es facil de comprobar si, tomando una particién finita
7y considerando x* € X* con ||z*|| < 1, separamos xz*F(A,) en sus sus términos
positivos y sus términos negativos y estudiamos las dos sumas resultantes (estamos
considerando X un espacio de Banach sobre los reales, si lo es sobre los complejos
es andloga separando primero z*F en su parte real y su parte imaginaria). Asi
demostramos IT).

g

Ahora ya podemos tratar correctamente la integracion contra medidas vecto-
riales. En concreto pediremos a las medidas que sean de semi-variaciéon acotada.
Al principi de la secciéon hemos comentado que se podia hacer sin definir la semi-
variacion, solamente con la variacion total, y esto es porque, como hemos visto,
| F||(2) < |F|(€2). Pero, en vistas de la Proposicion 15.b. con la semi-variacion bas-
ta para acotar la norma de los valores que toma la medida. De hecho, el tltimo
resultado, nos muestra que una medida vectorial F' es de semi-variaciéon acotada
si, v solo si, su recorrido estda acotado en X. Por este motivo a las medidas de
semi-variacion acotada se les acostumbra a llamar solamente medidas acotadas.

Vamos, pues a definir la integral de una funcion medible y acotada respecto
una medida vectorial acotada (de semi-variacion acotada). Sea (£2,X) un espacio
medible y F':  — X una medida vectoria acotada. Si f es una medida simple
a valores escalares, f = Y "' | a;xp, con o; # 0 para todo 1 <i <ny Ey, .. E,
conjuntos medibles disjuntos dos a dos, entonces definimos Tr(f) = > " | ; F(E;).
Es claro que asi definimos una aplicacion lineal.

Si consideramos el espacio de las funciones simples sobre > con la norma del
supremo, no es complicado ver que T es un funcional lineal y continuo.

Proposicion 16. El funcional lineal Tp : S(X) — X (dénde S(X) denota el
espacio de las funciones simples sobre X ) que acabamos de definir es lineal y con-
tinuo.

Demostracion. La linealidad, com ya hemos comentado, es trivial. Veamos la con-
tinuidad. Sea f iuna funcion simple y 5 = sup{|f(w)| : w € Q2}). Entonces tenemos
que

ITCHIF =1l Z%F(Ei)ll = Al Z(O‘i/ﬁ)F(Ei)H < BIFN(E).

Con lo cual |[|[Tr| < ||F||(w) vy TF es un funcional lineal y continuo.
U

Ahora, utilizando la proposicién 15.a., es claro que, de hecho, ||Tx|| = ||F|[(©).
Como Ty es lineal y continuo, tine una tdnica extension al espacio de funciones
sobre ) a valores escalaras que son limite uniforme de funciones simples; o sea, al
espacio de funciones medibles acotadas. Denotaremos este espacio por B(F). Ahora
ya tenemos la base necesaria para definir una integral.
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Definicion 18. Sea (X, X)) uns espacio medible y ' : @ — X una medida vectorial
de semi-variacion acotada. Si f € B(F), definimos

JE =)

2.2. Integracion de funciones vectoriales

En esta seccién vamos a estudiar la integracion de funciones a valores en espacios
de Banach respecto a medidas finitas. Durante toda la seccion (€2, 3, 1) va a ser un
espacio de medida completo con p finita y X un espacio de Banach. En general, el
estudio puede extenderse para medidas o-finitas y espacios de medida no completos,
pero el objetivo no es contruir una teoria de integraciéon lo méas general posible, sino
poder mas tarde discutir si se puede, o no, generalizar a las medidas vectoriales el
Teorema de Radon-Nikodym. De todos modos, las generalizaciones para medidas
o-finitas no distan tanto de las que hemos visto en el caso de las medidas con signo
y complejas.

2.2.1. Funciones medibles

Primero de todo vamos a definir qué entendemos por funcién medible en el
contexto de funciones a valores en espacios de Banach. De hecho, vamos a ver que
existen dos tipos de medibilidad (que enseguida relacionaremos).

Definicién 19. Una funcion f: 2 — X se llama simple si es de la forma:

N
i=1

con xy,...,.xy € Xy Fy,...,Ey € 2.

Es trivial que en la definicion anterior se pueden considerar z; # x; si ¢ # j
y E;NE; =0sii# jy ladefinicion no varia. Es una suposicion que nos puede
ahorrar trabajo en alguna demostraciones.

Ahora ya podemos definir los dos tipos de medibilidad.

Definicién 20. Una funcion f: Q2 — X es p-medible si existe una sucesion {s, },
de funciones simples tal que lim, || f — s,|| = 0 a.e.(u).

Definicién 21. Una funcién f : 2 — X es débilmente p-medible si para todo
x* € X* 2*f es u-medible. Si' C X* y 2*f es yu-medible para todo z* € I', decimos
que f es I'-medible.

Primero de todo, es evidente que si f es u-medible entonces, como todo z* € X*

es continuo, también es débilmente p-medible. También es interesante establecer
algiin tipo de relaciéon con la medibilidad que conociamos de las funciones complejas,
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ie, f:Q — C. Es bastante facil ver que toda funciéon compleja medible segin la
teoria de la medida clasica también lo es (u-medible) con la definicion que acabamos
de dar, puesto que es aproximable por funciones simples (que en el caso complejo
coinciden con las funciones simples que hemos definido aqui). En la otra direccion,
si una funcion f:  — C es p-medible, como es limite a.e. de funciones medibles
es medible (estamos en un espacio de medida completo), y entonces f también
es medible en el sentido clasico. En el caso de las funciones complejas también es
evidente que p-medible y débilmente p-medible son equivalentes.

La siguiente proposicion es evidente.

Proposicion 17. La p-medibilidad y la p-medibilidad débil se conservan bajo suma,
producto por escalar y limite a.e.

Veamos ahora un resultado que relaciona los dos tipos de medibilidad que hemos
definido.

Teorema 16 (de medibilidad de Pettis). Sea f : Q — X wuna funcidn, entonces
f es pu-medible si, y solo st,

1) existe un conjunto E € X con u(E) =0 y tal que f(Q\ E) es separable (f es
mu-esencialmente separablemente valuada), y

11) fes débilmente mu-medible.

Demostracion. Sea f : ) — X p-medible. Ya hemos comentado que es claro que
f es débilmente p-medible, puesto que si {s,}, son funciones simples que tienden
a.e. a f, entonces si z* € X*, {2*s,}, son funciones simples que tinede a z* f a.e.

Veamos ahora que f es u-esencialmente separablemente valuada. Sabemos que
existe una sucesion de funciones simples {s,}, con lim, ||f — s,|| = 0 a.e. Sea
E el conjunto de medida nula donde esto no se cumple; queremos ver que f(£2\
E) es separable. Cogiendo como sucesion los coeficientes de las funciones simples
obtenemos el resultado inmediatamente: si w € Q \ E, lim, ||f(w) — s,(w)|| = 0,
con lo que existe una subsucesion de la sucesion que hemos construido que tiende
a f(w).

Nos falta demostrar la otra direccion. Sea E tal que u(E) = 0y f(Q\ E) es
separable. Sea {z,}, un subconjunto numerable denso de f(2\ E). El Teorema de
Hahn-Banach nos permite escoger una sucesion {z* },, de X* tal que = (x,) = ||x,||
v ||zk]| = 1 para todo n. Sea w € Q\ E, escogemos una subsucesion {z,, }r de {z,},
tal que limy, z,,, = f(w). Entonces es claro que para todo n; tenemos |z (f(w))| <
| f(w)]|.- Ademéas para todo € > 0 existe k suficientemente grande tal que

[ < N | + € = a7, (2n,) + € = @3, (@0, = (W) + 25, (f(W)) + 6

con 1o que || ()| < a5, ((w))+2e. Ast pues, |[f(w)]] = sup, {a;(f(@))} siw € Q\E.
Tenemos com hipétesis que f es débilmente py-medible, o sea que todas las x} son p-
medibles y, como hemos argumentado anteriormente, medibles en el sentido clasico.
Por lo tanto tenemos que || f|| es a.e. el supremo de funciones medibles y es medible.
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Es totalmente analogo ver que si definimos f,(w) = || f(w) — z,||, es medible para
todo n. Asi pues E,, = {w € Q : f,(w) < €} es un conjunto medible para todo n.
Ahora definimos g : 2 — X como

T si T <we€ E, \UncnEn,
0 de otro modo.

Es evidente por construccion que ||g — f|| < € a.e. Haciendo ¢ = 1/n (para
los nimeros naturales) construimos una sucesion de funciones numerablemente va-

luadas g, tales que ||g, — f|| < 1/n a.e. para todo n. Cada g, es de la forma

Gn = :,2001 T XEnm CON By O E, 5 = () si i # j. En consecuencia, como j es una

medida finita,
WU En ) = Zu ni) < 100,

con lo cual para todo 0 > 0 existe M tal que Y °, . p(E,;) < J. Para cada n
escogemos pues h, = ZM(l )2, mXEBn, con M(n) tal que Y7, (B, ;) < 1/n.

(2
Queremos ver que asi lim,, ||k, — f|| = 0 a.e. Sea

A= {w:lm|h,(w) = f(w)[| # 0}

={wek: h’qgn |hn(w) — f(w)]] #0}U{w e E°: h’qgn |hn(w) — f(w)]| # 0}.

Pero si w € E°, entonces ||g,(w) — f(w)] < 1/n para todo n.

Si lim,, ||hn(w) — f(w)|| # 0 quiere decir que existe un € > 0 tal que para todo
N € N existe un K(N) > N tal que ||h,(w) — f(w)]] > €. Pero esto quiere decir
que a partir de un K suficientemente grande w esta en infinitas colas de las g, que
hemos construido. Asi pues A esta en un conjunto de medida nula y, al ser la medida
completa, p(A) =0y ya estamos.

g

De la demostracion del teorema anterior se desprenden trivialmente los siguientes
resultados.

Corolario 2. Una funcion f : Q@ — X es p-medible si, y solo si, es el limite
a.e.(i) de una sucesion de funciones p-medibles con recorrido numerable.

Corolario 3. Una funcion f : Q0 — X p-esencialmente separablemente valuada
es pu-medible si, y solo si, existe un conjunto normador I' C X* tal que xz*f es
u-medible para todo x* € T'.

Un conjunto I' C X* es normador si para todo x € X se cumple que

*
||| = sup M:x*EF :
=]
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2.2.2. La integral de Bochner

En esta secciéon vamos a trabajar la integral Bochner, que es la integral de funcio-
nes vectoriales que mas manejaremos des de este momento hasta el final del trabajo.
De las dos integrales de funciones vectoriales que veremos es la mas parecida a la
integral de Lebesgue.

Para construir la integral de Bochner utilizaremos un argumento de aproximacion
mediante funciones simples e integrales de funciones simples, con lo que en primer
lugar debemos definir la integral para funciones simples y, evidentemente, decir qué
entendemos por funcion Bochner-integrable.

Definicién 22. Sea s = Zfil x;Xg, una funcion simple, s : 2 — X. Entonces
definimos la integral Bochner de s como

N
/QSdM = ziu(E;).
=1

Proposicion 18. Si s1, 50 : 0 — X son dos funciones simple y k un elemento del
cuerpo, entonces tenemos que:

» ksy es una funcion simple y [, ksidp =k [, sidp.
" 51 + Sy es una funcion simple y fg(sl + so)dp = fQ sidp + fQ Sodt.

o ||y sadp|| < Sy lisa e

Demostracion. Los dos primeros resultados son inmediatos a partir delas defini-
ciones de funciéon simple y de su integral. El tercero es consecuencia directa de la
desigualdad trinagular.

4

Definicién 23. Una funcion f : Q@ — X es Bochner-integrable si existe una
sucesion de funciones simples (s, )nen tal que:

v 1y, oo || f = snl] = 0 ace.(p).

w im0 [o IIf — snlldi = 0.

La intencion ahora es, evidentemente, definir la integral de Bochner de una fun-
cion f Bochner-integrable como [, fdu = lim, ., [, sndp, donde (s, )nen s la
sucesion de funciones simples de la definicion de la integrabilidad Bochner. Para
ello debemos ver que el limite existe y que no depende de la sucesion escogida.

Proposicion 19. Sea f Bochner-integrable y (S, )nen una sucesion de funciones
simples como la de la Definicion 23. Entonces existe lim,,cy fQ Sndlt.

Ademds, si (t,)nen es otra sucesidn de funciones simples como la de la Definicion
23, entonces lim,cy $, = lim,en t,,.
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Demostracion. Como las integrales toman valores en un espacio de Banach es sufi-
ciente ver que la sucesion ([, spdt)nen es de Cauchy. Comprobémoslo (sea n < m).

[ sui— [ sndqu / (Sm—sn)duH < [ s = sl

< [ lm— flldu+ [ 1 = sulldie—> o
Q Q

cuando n,m — 4o00. Con lo que (fQ Sndpt)nen es una sucesion de Cauchy y, por lo
tanto, existe lim, o [, Sndp.

Para ver que si (t,)nen €s otrasucesion de funciones simples como la de la Defini-
cion 23, entonces lim,,cy S,, = lim,, ¢y t,, basta con considerar la sucesion de funciones
simples fruto de alternar (s,,)nen ¥ (tn)nen- Dicha sucesion es trivialmente de Cauchy
y, por lo tanto, convergente, lo cual implica que todas sus subsucesiones convergen
al mismo limite. En particular (s,)nen ¥ (tn)nen-

g

De este modo, ya podem definir la integral de Bochner de una funcion integrable
Bochner.

Definicién 24. Sea f : 2 — X una funcion Bochner-integrable. Entonces, su
integral de Bochner es

/fd,u: lim [ s,du,
Q

neN (9]

donde ($,)nen €s como en la Definicion 21.

Caractericemos las funciones Bochner-integrables de una forma mas familiar.

Teorema 17 (de Bochner). Sea f : Q — X una funcion p-medible. Entonces f
es Bochner-integrable si, y sdlo si, ||f|| € L'(u).

Demostracion. Sea f Bochner-integrable y sea (s,,)nen la sucesion de funciones sim-
ples de la definicion. Como || f|| = limyey ||Sn]| a.e.(1) v ||sn|| son funciones simples,
| fIl es p-medible. Para todo n € N tenemos que

/ 1 ldu < / I = sulldp + / lsull e
Q Q Q

Ahora bien, la segunda integral es finita para todo n € N y la primera lo es para
n suficientemente grande, puesto que lim, .. fQ IIf — snldp = 0, con lo cual

Jo lflldp < 400y |IfIl € L (n).

Supongamos ahora que |f|| € L'(u) y sea (s,)nen una sucesion de funciones
simples que converge a f a.e.(u). Definimos una nueva sucesion de funciones simples
(tn)nen mediante, para todo n € N,

o) sn(w) si [sn(W)[| < 2[f(w)ll
th(w) =
0 en caso contrario.
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De este modo claramente lim,, . [|t, — f]| = 0 a.e.(u) v ||t, — f]| es medible.
Ademas, tal como hemos definido las t,,,

[tn = FIF < lltall + LA < 3ILF-

Asi pues, aplicando el Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue obtenemos
finalmente que

n——+o0o

lim / lt — Flldu = 0,
Q

con lo cual f es Bochner-integrable.
O

Nota 5. El Teorema de Bochner, en particular, nos asequra que en funciones reales
y complejas, la integrabilidad en el sentido Bochner es idéntica a la que ya cono-
ctamos. De la definicion de integral de Bochner se deduce trivialmente que ademds,
st la funcion es integrable, ambas integrales coinciden. Es decir, que en funciones
reales o complejas, la integral de Bochner es la integral habitual.

Veamos ahora la versién vectorial de uno de les teoremas fundamentales de la
teoria de integracion clasica.

Teorema 18 (de la convergencia dominada). Sea (f,,)nen una sucesion de funciones
Bochner-integrables f, : Q@ — X y sea f p-medible tal que lim,, ., fr, = f
a.e.(u). Entonces, si existe g € L'(u) tal que ||fo|| < g a.e.(u) para todo n € N, f

es Bochner-integrable y
/ fdp = lim / fndp.
Q n—>—+00 Q

Demostracion. Por el Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue | f]|| es
integrable y, por lo tanto, f es Bochner-integrable. Ademés podemos mayorar

1f = full < N+ 9 aep).

Asf pues podemos aplicar nuevamente el Teorema de la convergencia dominada de
Lebesgue y otenemos

I H/Q(f - fn)duH < i [ 17 = flldu =0,

n—>-+00

La prilnera desigualdad que hemos utilizado la vamos a demostrar en el siguiente
g g
teorema.)

U

Teorema 19. Sea f : Q) — X una funcion Bochner-integrable. Entonces se cum-
plen las siguientes propiedades:

I) h’m#(E)_m fE fdu =0.
1) || [, fdul| < [, | flldp para todo E € X.
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111) Si {E,}nen C X es una familia de elementos disjuntos dos a dos y considera-
mos E = ..y Ei, entonces

/]Efduziéifdu.

Iv) Si definimos F(E) = [, fdu para todo E € X, entonces F es de variacion
total acotada y, de hecho,
FIE) = [ 17w

€N

Demostracion.

1) Puesto que lim,g)— 40 || fl|dp = 0 al ser ||f]| € L'(x), la prueba es conse-
cuencia inmediata del segundo apartado del teorema.

11) Ya hemos abordado que la demostracion para funciones simples. Como existe
una sucesion (s, )en de funciones simples tal que [, fdp = lim, o [ sndp,

entonces
/fduH— lim ‘/snduHS lim /Handu—/HfHdu-
E n—s-+oo B n—-4oo E E

La ultima igualdad proviene del hecho que la sucesion (s,,)n,en puede escogerse
tal que ||s,|| < 2||f]] (lo hemos visto en la demostracion del Teorema de
Bochner).

111) Primero de todo notemos que

400 —+o00
z/ Jdu 32/ ||f|!du§/\|f|\du<+oo;
=1V Fi i=1 7 B Q

con lo que Z;:’f S 5. Jdp es absolutamente convergente. Veamos que su limite
es [ r fdp. Por la aditividad de la integral de Bochner tenemos que

H/ fdu—i‘fdu /U it

i= m+1
pero u( i +1 = 0 y utilizando el primer apartado ya estamos.

V) Sea E € ¥ un conjunto medible cualquiera y 7 una particion finita de E.

Entonces,
/ fduH

2 IF@I=2
y, por lo tanto, |F|(E) < [, || flldu y F es de variacion total acotada.

S [ Wrldn= [ fldn

Aer

Aen Aer
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Veamos ahora la desigualdad contraria. Como f es Bochner-integable podemos
escoger una sucesion de funciones simples (s,)nen tal que s, — f a.e.(u),
con [|snll < 2[|f]] y tal que

1i — Splldp = 0.
tim s

Entonces dado ¢ > 0 podemos escoger ng € N tal que [, ||f — spolldp < €
(escribiremos f,,, = S2, yxa,). Ademés, si E € ¥, la particion de E dada
por mo = {E N A;}, cumple que

S| [ ]| = [t
A E

A€Emg
Ahora refinamos la particion 7y y obtenemos una particién 7 tal que

|/

|\F|(E < e.

Y solamente nos falta constatar que

/fdu‘ ‘SZ

/ (f = Sno duH
Aem A
De este modo, tenemos que

1#1E) = [ sl = IF1E) = 2 [ sl
E Aerm

y, por lo tanto, podemos construir una subsucesion (s,, )ren tal que

FIE) = tim [ lswldn = [ 1F1d

donde la dltima igualdad es consecuencia del Teorema de la convergencia
dominada de Lebesgue.

> [ U =suldn < e

Aer

sno du’

Aen

< 2e,

g

Corolario 4. Sean dos funciones f y g Bochner-integrables tales que para todo
Eey,

[Efdu=/Egdu-

Entonces f=g a.e.(u).

Demostracion. Sea F(E) = [,(f —g)du. Entonces F(E) = 0 para todo E € X, con
lo cual |F|(Q2) = 0. Pero en el teorema anterior hemos visto que

0= |F|© / I = glldu,

o sea que ||f — g|| =0 a.e.(u) vy, por lo tanto, f = g a.e.(u).
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Es importante notar que teorema anteior nos dice que si f es una funcién
Bochner-integrable, entonces definiendo F(E) = [, fdu obtenemos una medida
vectorial de variacion total acotada. El corolario nos garantiza la unicidad de esa f,
es decir, que dada una medida vectorial F' de variacion total acotada como mucho
hay una f Bochner-integrable que cumple que F(E) = fE fdu para todo E € 3.

En medidas con signo y medidas complejas el Teorema de Radon-Nikodym nos
garantiza que, de hecho, para cada medida existe una f integrable (recordamos que
estamos en un espacio de medida finita) tal que F(E) = [, fdu para todo E € 3.
En medidas vectoriales esto no es asi en general. Dedicaremos las tltimas péginas
del trabajo a ver bajo qué condiciones ocurre.

Teorema 20 (de Hille). Sea T un funcional lineal y cerrado (grafo cerrado) con
dominio en X y wvalores en otro espacio de Banach Y. Si tanto f como T f son
Bochner-integrables, entonces para todo E € ¥ se cumple que

T([Efdu> :[Edeﬂ.

Demostracion. Sea E € Xy € > 0. Podemos escoger h, =
E;NE;=0sii#jy E; CE para todo i € N tal que

“+oo

i1 TiXE; con x; € X,

sup{||f(w) — he(w)|| :w € E\ N1} < €/2

para algin Ny € ¥ con pu(Ny) = 0. Analogamente podemos escoger g. = Z(i,j)eNxN YijXE:
con y;; € Y y donde los conjuntos de la familia {£;;} jyenxny € X son disjuntos
dos a dos y cumplen FE; = szof E; ; tal que

sup{[|Tf(w) — ge(W)| - w € E\ Na} < ¢/

para algun Ny € ¥ con pu(Ny) = 0. Ahora, para cada pareja (i, j) € N x N escogemos
w;j € By ; y definimos ¢ = 37, - cnonf (Wi j)XE, ;- De este modo, si w ¢ N1y U Na,

[f(w) = o)l <&

ITf(w) = Tow)| <e.
Ademas es evidente que [, ||f —¢lldu < eu(Q) y [, |1Tf —To|ldp < epu(S2). Ademas

también tenemos que
[ o =1 3" Flens ()
E it

¥y que

/E Todu=1im > ST (w )l i)

i=1 j=1

Asi pues, como T es cerrado, [, ¢dp € D(T) y T ([, ¢dp) = [, Tédp.
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Escogemos una sucesion (€;);ey tal que lim; €, = 0y (¢;)ien es la sucesion
de funciones que obtenemos con el procedimiento anterior; entonces, por el Teorema
de la convergencia dominada,

,mlf@w:/ﬂw
1—+00 E E

lim Tgbid,u:/deu.
E E

—+00

Y ya estamos, puesto que T’ cerrado y para todo ¢ € N, T (fE gbid,u) = fE To;du,
con lo cual es inmediato que T ([, fdu) = [, T fdp.

g

Corolario 5. Sea f y g p-medibles. Si para todo z* € X*, x*f = x*g a.e.(u),
entonces f =g a.e.(u).

Demostracion. Escogemos una sucesion (E,)n,en € X tal que 2 = U:ﬁ E, y tanto
f como g estan acotadas en cada F,. De este modo, fE fxe, duy fE gX g, du existen
para todo E € X. Pero como z* f = x*g a.e.(u), entonces estas integrales coinciden
para todo n € N.

Asi pues, el corolario nos asegura que fxg, = gxg, a.e.(u) para todo n € N.
Con lo cual f =g a.e.(u).

0

2.2.3. Integral de Dunford (Pettis)

Otra forma de integracion de funciones vectoriales es la integral de Dunford (ya
veremos en qué condiciones llamada de Pettis). También veremos que la integral de
Pettis y la de Bochner, de existir ambas, coinciden.

Para definir las integrales de Dunford y Pettis necesitamos un lema previo.

Lema 12 (de Dunford). Sea f una funcidn débilmente p-medible tal que x*f €
LY(u) para todo x* € X*. Entonces para todo E € ¥ existe x5 € X** tal que

wi(e) = [ (an

Demostracién. Sea E € 3. Definimos el funcional lineal T : X* — L'(p) mediante
T(x*) = x* f,,. Veamos en primer lugar que T es cerrado.

Silim, ., ooxf =a"ylim, ., T(z})=gen L'(u), entonces existe una sub-
sucesion (T, )jen tal que g = lim; 4o T'(2n;) a.e.(u). Pero, puntualmente, es
evidente que lim,,_, T'(z,*) = T'(2*) (reiteramos que puntualmente en 2, no esta-
mos hablando de la continuidad de T'). Asi pues, tenemos que T'(z*) = g a.e.(u)
y T es cerrado. Ademés, el Teorema del grafo cerrado de Banach nos garantiza la
continuidad de T, que nos permite escribir
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/E x*fdu‘ < /E 2 fldu = | T < T2

Con lo que 2} : X* — C definido por z3(z*) = [, * fdu describe un funcional
lineal y continuo en X*. En otras palabras, 23 € X**. Tal como lo hemos definido
es evidente que x} cumples las propiedades deseadas.

0

Definicién 25. Si f : 2 — X es una funcién débilmente p-medible tal que
x*f € L'(u) para todo z* € X*, la llamaremos Dunford-integrable. La integral de
Dunford de f sobre E € ¥ viene dada por el elemento 27 € X™** tal que para todo
r* e X7,

x};‘(:t*):/Ex*fdu.

Si, ademads, para todo E € X se tiene que z} € X, diremos que f es Pettis-
integrable y =7 denotard la integral de Pettis de f sobre E.

Aunque, como hemos comentado, la integral de Pettis no vaya a centrar nuestra
atencion en este trabajo, vale la pena enunciar al menos el siguiente resultado (sin
el cual quiza careceria de todo interés).

Teorema 21. Si [ es Pettis-integrable, entonces su integral de Pettis es una medida
vectorial o-aditiva sobre ¥ absolutamente continua respecto p.

Nota 6. Es evidente que si una funcion f : Q — X es tanto Bochner-integrable
como Pettis-integrable entonces ambas integrales coinciden. Es una aplicacion in-
mediata del Teorema de Hille.

2.3. El Teorema de Radon-Nikodym y representa-
bilidad

Hemos visto que la integral de Bochner es una generalizacion para funciones
vectoriales de la integral habitual de funciones reales y complejas respecto de una
medida. También hemos constatado que la integral de Bochner de una funcién
Bochner-integrable genera una medida vectorial de variacion total acotada. Es na-
tural, pues, preguntarse si se pueden generalizar dos resultados fundamentales que
hemos visto para medidas con signo y medidas complejas: el Teorema de Radon-
Nikodym y el Teorema de representacion de Riesz (para L'(u)). Veamos como
quedaria la extensién para medidas vectoriales de ambos teoremas:

Hipotesis 1 (Extension del Teorema de Radon-Nikodym). Sea {2, 3, u} un espacio
de medida finita y X un espacio de Banach. Entonces, si G : X — X es una
medida vectorial de variacion acotada, existe una unica funcion Bochner-integrable
f:Q— X tal que

G(E) = /E Fd
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para todo E € Y.

Hipotesis 2 (Extension del Teorema de representacion de Riesz). Sea {Q, X, u} un
espacio de medida finita y X un espacio de Banach. Entonces, si T : L'(u) — X
es un operador lineal y continuo, existe una unica funcion g : Q — X tal que

g€ L>(u) y que
T(f) = [Efgdu

para toda f € L' (p).

Pues bien, ambas extensiones, sin anadir condiciones al espacio X, son falsas.
Veamos dos ejemplos sencillos que nos lo muestran con claridad.

Ejemplo 2 (Una medida vectorial sin derivada de Radon-Nikodym). Sea © = [0, 1]
y i la medida de Lebesgue sobre X, la o-algebra de los subconjuntos medibles
Lebesgue de [0, 1]. Definimos G : ¥ — ¢y mediante

G(FE) = (/ sin(2”7rt)du(t)) :
E neN
que esta claramente bien definida por el Lema de Riemann-Lebesgue. Ademas,

|G(E)|| = sup

neN

[E sz’n(2”7rt)du(t)’ < u(E),

con lo que G es absolutamente continua respecto de u, o-aditiva y de variaciéon total
acotada. En definitiva, G es una medida vectorial de variacion total acotada.

Supongamos que existe g : Q — ¢y Bochner-integrable y tal que G(E) = [, gdu
para todo E € 3. Si escribimos g = (¢n)nen v ln es la evaluacion a la coordenada
n-ésima, para todo F € X

n(G(E) = [

lngdp = / Gndpt,
E E

donde en la primera igualdad hemos utilizado el Teorema de Hille. De este modo,
gn(t) = sin(2"7t) a.e.(p). Pero si consideramos E,, = {t € [0,1] : |g,(t)] > 1/v/2},
w(E,) =1/3 para todo n € N, con lo cual

M(En—ﬂrooEn) = mn—ﬂroo,u(En) =1/3.

Asi pues, p{z € [0,1] : g(t) € ¢} < 2/3 y g no toma valores a.e.(u) en co.
Concluimos, pues, que la medida vectorial G no tiene ninguna derivada de Radon-
Nikodym respecto a .

Ejemplo 3 (Un operador lineal y continuo no representable Riesz). Sea (2,3, i)
como en el ejemplo anterior. Definimos el operador T : L'(11) — ¢y mediante

1(0) = ( [ rsin@min)

neN
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bien definido por el Lema de Riemann-Lebesgue. Ademés T es claramente lineal vy,
como

Il =sup| [ @sin o] <swp [ 170l = 171
neN neN

también acotado.

Supongamos que existe g € L®(u, ¢) tal que

ﬂﬁz/mw

para toda f € L'(u). Pero si G denota la medida vectorial del ejemplo anterior,
entonces para todo £ € ¥ tenemos que G(E) = T(xg) = [, gdp y ya hemos visto
que no existe tal g.

Con lo que queda claro que las dos extensiones son falsas y cuando trabajamos
con medidas vectoriales, tanto el Teorema de Radon-Nokodym como el Teorema de
representacion de Riesz, pasan a ser propiedades.

Definicién 26. Sea (£2,X, 1) un espacio de medida finita. Un espacio de Banach
X tiene la propiedad de Radon-Nikodym respecto de (€2, %, 1) si para toda medida
vectorial G : ¥ — X absolutamente continua respecto de p existe g € L'(u, X))
(i.e. Bochner-integrable) tal que

G@%iéMM

para todo E € Y.
Si X tiene la propiedad de Radon-Nikodym respecto de cualquier espacio de
medida finita, diremos simplemente que X tiene la propiedad de Radon-Nikodym.

Definicién 27. Sea (2,%, ;) un espacio de medida finita. Un operador lineal y
acotado T : L'(u) — X es representable Riesz (o solamente representable )si
existe g € L™= (p, X)) tal que

ﬂﬁz/mw
par toda f € L'(p).

Veamos ahora que, pese a ser falsas las extensiones a medidas y funciones vec-
toriales de ambos teoremas, si una se cumple la otra también; es decir, si X tie-
ne la propiedad de Radon-Nikodym respecto de (2,3, 1) entonces todo operador
T : L'(u) — X lineal y acotado es representable y viceversa.

Para ello necesitaremos un lema previo.

Lema 13. Sea T : L'(u) un operador lineal y acotado. Sea G(E) = T(xg) para
todo E € . Entonces T es representable si, y sélo si, exviste g € L'(u, X) tal que
para todo E € X

G(E) = /E gy,
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En este caso, g € L=(u, X) y

ﬂﬁz/mw
para toda f € L*(p). Ademds ||g|ls = || T

Demostracion. Si T es representable existe g € L™ (u, X) tal que T'(f) = [ fgdu
para toda f € L'(u). Con lo que, si E € %,

mszumzlgw.

Como estamos en un espacio de medida finita, evidentemente g € L'(u, X).

Probemos ahora la implicacién contraria. Sea G(E) = T(xg) = [, gdp para
alguna g € L*(u, X) y todo E € ¥. Como para E € 3,

IGE) = 1T Oc)ll < ITNIxell = 1T(E),

tenemos que |G|(E) < ||T||u(E) para todo E € X. Pero |G|(E) = [, lglldu, con lo
cual |lg|| < ||T|| a.e.() ¥, por lo tanto, g € L>(u, X). La linealidad de la integral
nos asegura que para toda s simple, T'(s) = [ sgdu. Hay que ver que si f € L'(u),
T(f) = [ fgdu. Pero sabemos que en tal caso existe una sucesion de funciones
simples (S, )nen tal que lim, o s, = f v |su| < |f| para todo n € N, con lo que
lim,, 1 ||f — sull1 = 0 (Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue). Asi
pues,
T(f)= lim T(s,) = lim Spgdp = /fgdu,

n—>-+o0o n—>-+400

donde en el ultimo paso, como ||s,g|| < |f|llgllo a-e.(xt), hemos aplicado el Teorema
de la convergencia dominada.

Hemos visto que en estas condiciones ||g||o = ||7']|. Veamos la desigualdad con-
traria. Sea f € L'(u), entonces

()] = H / fgduH < [ 1ol = Nl 71

y, por lo tanto, ||| < ||g]lec ¥ tenemos la igualdad.
U

Teorema 22. Sea X un espacio de Banach y (2,3, 1) un espacio de medida finita.
Entonces X tiene la propiedad de Radon-Nikodym respecto de (2,3, ) si, y solo
si, todo T : L*(p) — X lineal y continuo es representable.

Demostracion. Supongamos en primer lugar que X tiene la propiedad de Radon-
Nikodym respecto de (€2, 3, ). Sea T": ‘1(;) — X un operador lineal y continuo;
definimos G(F) = T(xg) para todo £ € X. Como ||G(E)| < ||T|u(E), G es
o-aditiva, absolutamente continua respecto de p y de variacion total acotada. De
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este modo, como estamos suponiendo que X tiene la propiedad de Radon-Nikodym
respecto de (2,3, ), existe g € L'(u, X) tal que

G(E) = /E gdp

para todo E € Y. El lema anterior nos garantiza inmediatamente que 1" es repre-
sentable.

Consideremos ahora que todo operador T' : L'(u) — X lineal y acotado es
representable. Sea G : ¥ — X una medida vectorial absolutamente continua
respecto de p y de variacion total acotada. Entonces es evidente que |G| también
es absolutamente continua respecto de p y podemos aplicar el Teorema de Radon-
Nikodym para encontrar h € L'(x) finita y no negativa tal que |G|(E) = [, hdu
para todo E € ¥. Considerando E,, = {w € 2 :n—1 < h(w) < n} paran > 1
obtenemos una familia de conjuntos {E,},>1 C ¥ tal que Q = +:§ E, y tal que,
para E C E,,

(n = Du(E) < |G(E) < nu(E).

Fijemos n y para f =Y. | a;x4, una funcion simple, definamos

() =Y wG(E, N A) = /E Fdc.
=1 n

Entonces tenemos que

p
<3 JaullGI(E, N A)

=1

p

=1

1T () =

p
< Z |ilnp(En N A7) <l fll,

i=1
con lo que T}, se extiende a un operador lineal y continuo de L'(u) a X. Asi pues, y

denotando ya T,, como dicha extension, T,, es representable y existe g, € L>(u, X)
tal que, para toda f € L'(u),

1,7) = [ Foudn

Asi pues, si E € ¥, G(E, NE) = T,(xg) = [ gndp. Haciendo esto para todo
n > 1, obtenemos una sucesion (g,),>1 € L>(u, X) tal que, para todo E € ¥,
G(ENE,) = [, gudp.

Definimos ¢ : @ — X mediante g(w) = g,(w) si w € E, (como la familia
{E,}n>1 es una particion de €2, g esté bien definida). Entonces, por la o-aditividad
de G tenemos que

GE)= lim G <Eﬂ H—J En> = min}roo gdp
n=1

m—>—+00 Emtﬂ?:1 E,
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y, ademas, como G es de variacion total acotada ||g|| € L'(u) y, por lo tanto, g €
L' (i, X). Terminamos la demostracion haciendo uso del Teorema de la convergencia
dominada:

G(F)= lim gdp = [ gdu.
M=+ JEnWY"_ | En E
U

Para terminar, trazamos el camino que lleva a un resultado fundamental: todo
espacio de banach reflexivo tiene la propiedad de Radon-Nikodym.

Teorema 23 (de Dunford-Pettis). Los espacios duales separables tienen la propie-
dad de Radon-Nikodym.

Teorema 24. Un espacio de Banach tiene la propiedad de Radon-Nikodym si la
tienen todos sus subespacios (lineales) cerrados separables. Ademds, si un espacio
de Banach tiene la propiedad de Radon-Nikodym, también la tienen sus subespacios
(lineales) cerrados.

Corolario 6 (de Phillips). Si un espacio de Banach es reflexivo entonces tiene la
propiedad de Radon-Nikodym.
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Conclusiones

La continuacion natural del trabajo consiste en el estudio de las hipotesis que
hace falta imponer al espacio de Banach X para que se puedan extender vecto-
rialmente el Teorema de Radon-Nikodym y el Teorema de representaciéon de Riesz
(hemos probado que si uno se puede extender el otro también). Esta linea de estu-
dio, que se antoja particularmente interesante, requiere, pero, conocimientos previos
considerables de operadores lineales y continuos débilmente compactos, que es al-
go que no se trata durante el grado. Asi pues, para demostrar resultados como el
Teorema de Dunford-Pettis y el Corolario de Phillips, con los que hemos acabado
el capitulo de Medidas Vectoriales, se necesitan técnicas de Analisis Funcional que
no he tenido tiempo de dominar.

Durante el desarollo del trabajo han surgido ciertas dificultades. La mas notable
ha sido, sin duda, el escaso nimero de fuentes de informacion (a nivel de estudiantes
de grado) acerca de las medidas vectoriales. A parte de [2], casi no hay libros
dedicados al tema (existe uno de N. Dinculeanu titulado también “Vector Measures”,
pero es bastante mas antiguo y su tratamiento hace casi imposible utilizarlo para
complementar [2]). Fomentado por esto, ademads, casi toda informacion encontrada
via Internet o en libros no tan especializados remite invariablemente a [2], con lo
que si uno tiene dudas sobre alguna demostracion, no tiene nada facil resolverlas de
otra forma que no sea con papel y boligrafo. Asimismo, como [2| va destinado a un
publico considerablemente instruido, en el proceso de estudio me surgieron dudas;
dudas que en algunos casos se tradujeron en horas de garabatos y desesperacion. La
Dra. Maria Jests Carro evité en mas de una ocasion que estas horas de desesperacion
se convirtieran en dias de desesperacion.

Dicho esto, y aunque se antoja facil (y un poco topico) decirlo ahora, creo que
son precisamente estas dificultades las que me han hecho madurar. Durante el grado
uno se acostumbra a, en general, recibir la informaciéon muy procesada y a disponer
ademéas de un listado de libros con los que complementarla. Pasar de este a punto
a tener delante una demostracién que no entiendes y que no puedes complementar
con ninguna otra fuente es una contraposicién tan necesaria como positiva. A mi,
al menos, me ha exigido y me ha hecho crecer; y esto es bueno.
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