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Abstract

Canonical Correlations Analysis (CCA) is the most general of multivariate sta-
tistical techniques. It can be considered an extension of the concepts of analysis

simple and multiple correlation.

In this work we study CCA according to the classical definition of Hotelling (1936),
adding a geometric perspective. Furthermore we explore relationship between CCA

and other multivariate tecniques.



Resum

L’analisi de correlacions canoniques és la més general de les tecniques estadistiques
multivariants. Es pot considerar una extensio dels conceptes de correlacié simple i

multiple.

En aquest treball estudiem la correlacié canonica segons la definicié classica de
Hotelling (1936) i hi afegim una visié geomeétrica. A més, veurem les relacions amb

altres tecniques multivariants.
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1 Introduccid

Que és I’analisi de correlacions canoniques?

L’analisi de correlacions canoniques és un metode d’analisi multivariant desenvolu-
pat per Harold Hotelling. El seu objectiu és buscar les relacions lineals que hi pugui
haver entre dos grups de variables.

Es diferencia de I’analisi de correlacié miltiple en el fet que aquesta només prediu
una variable (resposta) a partir d’'un grup de variables (predictores), mentre que

I’analisi de correlacions canoniques busca relacions entre dos conjunts de variables.

Motivacid

La motivacié per aquest Treball Final de Grau va sorgir pel meu interés per 1’Es-
tadistica i, en concret, per I’analisi de dades i, en particular, I’analisi de correlacions

canoniques.

L’Estadistica sempre ha sigut un tema pel qual he mostrat molta atencié i em

semblava interessant aprofundir més en aquest ambit.

Objectius

L’objectiu d’aquest treball és fer un estudi classic de ’analisi de correlacions canoniques

i tenir una visié geometrica de la primera correlacié canonica.

Una vegada estudiades les correlacions canoniques veurem les relacions que hi ha
entre l'analisi de correlacions canoniques i altres tecniques multivariants, en con-
cret, I’analisi de components principals, I'analisi canonica de poblacions i per ultim

I’analisi de correspondencies.



2 Dades Multivariants

Abans de comencar amb la teoria del tema, es defineixen alguns conceptes previs.

2.1 Matriu de dades

Suposem que sobre els individus wy, . .

., wy, s’han observat les variables Xi,..., X,.

Sigui z;; = X;(w;) I observacié de la variable X, sobre I'individu w;. La matriu de

dades multivariants és:

T11

Tn1

xlj

xlp

Les files de X s’identifiquen amb els individus i les columnes de X amb les variables.

Siguin,

1. z; la fila i-ésima de X.

2. X, la columna j-esima de X.

3. T=(Z1,...,%j,...,Tp) el vector fila de les mitjanes de les variables tal que

4. La matriu simetrica p X p de covariancies és:

on

S

S

S

Lj

11

21

pl

1

n

512

522

Spg

n
> Tij.
=1

Slp

82p

pp



]_ n

sjjr = = > (i — Tj)(@iy — Tyr),
n ;=1

és la covariancia entre les variables j, 7' 1 T i S sén mesures multivariants de

tendencia central i dispersio, respectivament.

5. La matriu simetrica p X p de correlacions és,

1 12 T1p
T21 1 Top
R = ,
Tpr Tp2 - 1

on rj; = cor(X;, X;) és el coeficient de correlaci6 entre les variables X, X,

Aquest coeficient ve donat per

on s;, s; sén les desviacions tipiques.

6. La relacid entre la matriu de covariancies i la matriu de correlacions ve donada

per
R=D;/%.5.pY?

on D, és la diagonal de S.

2.2 Diagonalitzaciéo de matrius

Sigui A una matriu quadrada d’ordre n

a1 Q2 -+ Qin
Qg1 Q22 -+ Q2p
A=
an1 QAp2 *°  App
El vector columna v = (vy,...,v,)" és un vector propi d’A de valor propi A si
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Av = \v.
Els valors propis s’obtenen resolvent I’equacio caracteristica:
det(A— M) =0.
Algunes propietats basiques dels valors propis son,
1. La suma dels valors propis és igual a la traca d’A.

2. El producte dels valors propis és igual al determinant d’A.

3. Si T és la matriu-columna amb els vectors propis i D) és la matriu diagonal

amb els valors propis, aleshores

AT =TD,.

A Tanalisi multivariant sén especialment importants les matrius simetriques donat
que les matrius de covariancies i correlacions ho sén. Les propietats més importants

en aquest cas son,

1. FEls valors propis son sempre reals.

2. Dos vectors propis u, v, associats a valors propis diferents sén sempre orto-

gonals, és a dir,

Au:/\,-u, AV:)\jV, )\i%/\j:u’-V:O.

3. Tota matriu simetrica pot expressar-se com el producte:

A=TD\T,

on T és una matriu ortogonal, és a dir, T'-T" = T"-T = I amb els vectors

propis normalitzats i D) és la matriu diagonal amb els valors propis.

Observem que si A és una matriu definida positiva, és a dir, amb tots els seus

valors propis positius, aleshores existeix



Di/z — diag(\/)\_l, - 71/)\7;)’

i agafant B = TD/l\/ ? es verifica A= B - B.

A més, si A és definida positiva podem escriure,
Al =TD{'T,

A-Y2 = TD T

2.3 Descomposicié singular

Per a tota matriu A, n x p. Suposarem n > p sense perdua de generalitat i

rang(A) =r <p.
Existeix:

1. U una matriu n x r tal que U’ - U = I,. Les seves r columnes sén vectors

ortonormals i vectors propis d” A - A’.

2. V una matriu ortogonal d’ordre p x r. Les seves columnes sén vectors propis

dA-Atalque V-V =1,.

3. D =diag(sy,...,s,) és una matriu diagonal tal que
51> 83> ...> 5, >0,
amb la propietat que:
A=U-D-V".
Aquesta descomposicié s’anomena descomposicié en valors singulars d’A.

Els nombres sq, ..., s, s"anomenen valors singulars d’A que verifiquen



on Ay, ..., A, sén els valors propis d’A’ - A.

Algunes propietats sén,

1. El nombre de valors singulars d’A és igual al rang d’A.

2. Si A és simetrica, n = p, els valors singulars coincideixen amb els valors propis

d’A, aleshores, U = V.

2.4 Inversa generalitzada

Si A és una matriu quadrada d’ordre n X n no singular, és a dir, rang(A) = n,

existeix la matriu inversa A~! tal que
AATL =ATA=1T,.

Si el rang(A) = r < n, o A no és una matriu quadrada, la inversa no existeix pero

existeixen inverses generalitzades o g-inverses A~.

Sigui A una matriu d’ordre n X r, amb n > r. S’anomena inversa generalitzada o

g-inversa d’A a una matriu A~ que verifica,
AATA=A i A AA=A".
La g-inversa no és unica, pero si A~ verifica addicionalment
(AA7)Y = AA~, (A A =AA,
aleshores és tinica i s’anomena pseudo-inversa o g-inversa de Moore-Penrose.
Sigui el rang(A) =ri A=U-D -V’ la descomposici6 singular d’A, amb
D = diag(s1, ..., ),

aleshores,



i la matriu p x n
A=V -D .U
és una g-inversa de Moore Penrose d’A.

En efecte

AA=A=UDV'VD-U'UDV' = A,
A-AA- =VD-UUDV'VD U = A-.

2.5 Projeccié Ortogonal

Siguin V' i W siguin dos subespais linelament disjunts de l’espai €,, de dimensio n
tal que V @& W. Llavors qualsevol vector x € ¢, es pot descompondre de manera
Unicacomx=y+zony € VandzeWW.

La correspondencia de x a y determina una transformacié lineal P d’s, a V' que

s’expressa per,
y = Px.

Analogament, la correspondencia de x a z determina una transformacié lineal Q

d’e,, a W que s’expressa per,

z = Qx.

Les matrius P i Q sén matrius quadrardes d’ordre n i s’anomenen matrius de

projeccio i algunes de les propietats que compleixen son:
e P i Q sén lineals i iniques en ¢,,.
e P i Q sén matrius idempotents, és a dir, P2 =P i Q* = Q.
Les matrius P i Q sén matrius de projeccio ortogonal si a més compleixen,

P=P, Q=Q.

10



Amb les propietats anteriors sabem que una matriu de projeccié ortogonal és idem-
potent i simetrica, pero reciprocament, tota matriu real, idempotent i simetrica és

una matriu de projeccié ortogonal.
L’expressié per una matriu de projeccié ortogonal sobre un subespai V' és,
P=AA'A)'A

amb A una matriu on les seves columnes sén una base d’V.

11



3 Analisi de correlacions canoniques

En aquest capitol estudiarem la relacié multivariant entre vectors aleatoris. In-
troduirem i estudiarem les correlacions canoniques, que son generalitzacions de les

correlacions simple i multiple.
Tenim tres possibilitats per relacionar dos variables,
e La correlacié simple si X, Y son dos variables aleatories.

e La correlacié multiple si Y és una variable aleatoria i X = (X7,...,X,) ésun

vector aleatori.

e Les correlacions canoniques si X = (Xj,...,X,) 1Y = (Y1,...,Y,) sén dos

vectors aleatoris.

3.1 Correlaci6 simple

Siguin X i Y dos variables aleatories. Siguin 0% i 0% les seves variancies respectives i
oxy la seva covariancia. S’anomena el coeficient de correlacio simple entre ambdues

variables a,

P Xy
XY = ~—F——-
2 2
Voxo
El coeficient de correlacié és un nombre que indica el grau de relacié lineal entre les

variables X i Y. El seu valor varia entre —1 i +1.
e Sir = —1 la relaci6 és inversament proporcional.
e Sir = 41 la relacié és directament proporcional.

e Si r = 0 no existeix cap relacié lineal entre les variables.

3.2 Correlacié multiple

Volem relacionar una variable Y amb p variables explicatives X,..., X, que su-

posem centrades. El model de regressié multiple consisteix a trobar la combinacio

12



lineal
Y =B X1+ ...+ B,X,,

que millor s’ajusti a la variable Y.

Sigui ¥ la matriu de covariancies de X i sigui 0= (d1,...,6,)" el vector columna
amb les covariancies §; =cov(Y, X;), j =1,...,p. El criteri d’ajust és el de minims
quadrats.

A

Teorema 3.2.1. Els coeficients f= (Bl, .y Bp) que minimitzen E(Y — }7)2 verifi-

quen l’equacio
p=x74,

o equivalentment

Demostracio. Sigui,
E(Y -Y)? =E(Y)*+ E(Y)2 — 2E(Yf/) =var(Y) + g'Sp — 2p'6.
Derivant vectorialment respecte S i igualant a 0 tenim,

258 — 25 = 0.

El valor ajustat de Y és:

Y =XB=0X1+...+5,X,.

Si posem

aleshores Y és la variable residual.



La correlacié multiple entre Y i X, ..., X, és la correlaci6 simple entre Y i la millor
prediccid Y :XB .

S’indica per R = cor(Y, Y) que verifica

1.O<SR<LI.

2. R=1s1Y ¢és combinaci6 lineal de X;,..., X,,.

3. R=0siY esta incorrelacionada amb cadascuna de les variables X;.

Teorema 3.2.2. La variables }7, Y i la correlacié maltiple R compleizen:

1. Y 1Y son variables incorrelacionades.

2. var(Y) = var(Y) +var(Y).

3. R? = var(Y) /var(Y).
Demostracio.
1. Es consecuencia de Y.=6. En efecte,
cou(Y,Y) = E(YY) = E(X(Y-('X)) =6—F'S3= 0.
2. Aplicant la féormula de la variancia d’una suma
var(X +Y) = var(X) +var(Y) + 2cov(X,Y),

tenim,

~ ~

var(Y) = var(Y +Y) = var(Y) + var(Y) + 2cov(Y,Y) = var(Y) + var(Y).

3. De

~

P P . A .
cov(Y,Y) = cov(Y, > 5; X; = > Bi0; =0'0=p"S5=var(Y),
i=1 i=1

obtenim

A

cov*(Y,Y) var(Y)

2

’Uar(Y)var(Y) var(Y)

14



3.3 Correlacions canoniques

Siguin X = (X,...,X,), Y = (Y;,...,Y,) dos vectors aleatoris de dimensions p i
q amb vectors d’esperances pt = (pq,...,pp) i ¥ = (v1,...,1,) respectivament. Es

planteja el problema de trobar dues variables compostes,
U=Xa=aXi+ -+aX,, V=Yb=0b0Y +-+bY,

ona=(ay,...ap), b=(b1,...b;)" sén dos vectors, tals que la correlacio:

a/EXyb

vV a’EXXa\/ b/Zyyb’

cor(U, V) =
sigui maxima.

Siguin Xy y, Xyy les matrius de covariancies del primer i segon conjunt, és a dir,

dels vectors X, Y, respectivament,
E(X—p/y(X—p/) :EX)(, E(Y—V)/(Y—V) :Eyy,

i sigui Yxy la matriu p x ¢ amb les covariancies de les variables X amb les variables

Y, és a dir,
E(X — [,L)’(Y — I/) = ZXY = Zyx,

és a dir, la matriu de covariancies conjunta de (X,Y) té la segiient forma en caixes:

X Y

X 2XX ZXY :
Y EYX EYY

Suposarem que Yxx, Yyy sOn no singulars.
var(U) =a'Sxxa=1, var(V) = b'Syyb = 1.
Aixi el problema es redueix a

maximitzar a’Sxyb restringit a a’Xxya =1, b'’Syyb = 1.

15



Definicié. Utilitzant les notacions anteriors

1. Els vectors de coeficients a, b son els vectors canonics.

2. Les variables U,V son les variables canoniques.

3. La maxima correlacié entre U i V' és la primera correlacié canonica r;.

Teorema 3.3.1. Els primers vectors canonics satisfan les equacions

Xxy E;;nya = A\Xxxa,

Yyx Xy Zxyb = AXyyb.
Demostracio. Considerem la funcié lagrangiana:
!/ 5 / fy /
¢(a, b) = aZXyb — 5(& ZXXa — ]_) — §(b Zyyb — 1),
on J i~ sén multiplicadors de Lagrange.

Aleshores de:
dp d9p

9a b

obtenim dues equacions,

Yxyb—0YXxxa=0, Xyxa—~yXyyb=0.
Multiplicant a ’esquerra la primera per a’ i la segona per b’, tenim

a’Yxyb =da'Yxxa, b'Yyxa=~b'Tyyb,
donant lloc a que § = 7. Aixi doncs de (3.3) obtenim,
a=0"'Y\Zxyb, b=6§61%1Yyxa,
que, substituint a ’equacié (3.3), obtenim:
S8 xyYyy Yy xa — 68y ya =0,

57123/)(2)_(1)(2)(3/1) — (SZyyb =0.

16
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Multiplicant per  donat que és un factor multiplicatiu obtenim,

EXYZ)_/%/EYXa = *Eyxa,

nyz}g{EXyb = 522yyb.
Amb §? = X obtenim (3.1) i (3.2) respectivament. O

Amb relacié amb els valors i vectors propis relatius, podem tenir una diagonalitzacid

simetrica o asimetrica.

. . e . ~1/2
En el cas d'una diagonalitzacié asimetrica, multipliquem a l’esquerra per X )? a

I'equaci6 (3.1) i per Z;%,/Q a l'equaci6 (3.2):

Z_I/QnyZYYZYXa = /\EX)é EXXa

S 28y xS Sxyb = AN/ Sy b,
equivalentment,

STy Sy Sy xa = AXY2a  tal que, a'Syya=1

S Sy xS Sxyb = ASYZb  tal que, b'Syyb =1

fent el canvi de variables,

a = ZXXa i per tant, a= Z;&Qa

8= Ei/ﬁb i per tant, b= E;;/Z,B,
tenim,

E;(%QEXYE;%/EYXZ)_(%QQ =X talque, da=1

STy xS Sxy Sy 2B = A8 tal que, B8 =

Per tant , ens quedem amb un problema simetric de la forma Az = Ax.
D’altra banda, en el cas d’una diagonalitzaci6 simetrica, multipliquem a l’esquerra

per 3% a lequaci6 (3.1) i per ¥y a 'equacié (3.2):

17



E)_(IXZX}/E;%/ZYXa = /\Zﬁ(XZXXa,

Sy Sy x Xy Xxyb =AYy Syyb,
equivalentment,

Z}}EXYE;%,EYXa = )\a,

Sy Sy xS Sxyb = Ab.

Per tant , també ens quedem amb un problema simetric de la forma Ax = A\z.

Teorema 3.3.2. Els vectors canonics, a i b, normalitzats per, a’YXxxa = 1 i

b'Yyyb =1 estan relacionats per,

a—= )\_1/22)_(1)(2)(}/1),

b= )\71/22;%/25/)(&.

A més la primera correlacio canonica €s r1 = /A1, on A1 €s el valor propi més gran

de Z)_(IXEX)/E;%/ZY)(, €s a dir:
1ZxyEyySyx — MExx| = 0. (3.4)

Demostracié. De (3.3) tenim que a = nX S yyb on 1 és una constant que haurem

de determinar.

A partir de a’Xxxa = 1 tenim,

a'Yyxya=na'SxxIyyxSxyb
=na'Yxyb
= n)\’l/Qa’EXyZ{,%/EYXa
=\ a'Sxxa

= A2

Com a'Yxxa=1=n\""2A =1 n= 112

18



Analogament, de b'Syyb =1,

b'Yyyb = 7b'Syy ¥y Sy xa
=7b'¥y va
= 7A TV 2h' Sy x 2 Sxyb
=7\ 2Ab'Syyb
=7AT%)

Comb'Syyb=1=7A1"2\=1<7=)\"12

La correlacié és 1 = a’Sxyb i com 1 = A™1/2a’S xy'b deduim que 72 = Ay, és a dir,

7“1:\/>\—1- O

El proces descrit pot continuar-se, buscant (Us, V3) variables canoniques de manera
que Us i V5 tinguin la maxima correlacié possible entre elles, siguin combinacions

lineals de les variables originals X i Y i a més siguin ortogonals a U; i V) respecti-

vament.
Aixi podem obtenir 2m variables canoniques (U1, Us, -+ ,Uy,), (Vi, Vs, -+, V,,) on
m = min{p,q} amb els vectors canonics ay, by, ..., am, b, que proporcionen les

variables i correlacions canoniques segiients,

Up=Xa;, Vi=Yby, 1 =cor(U,V),
U2 = Xaz, Vé = sz, T2 :COI'(UQ, ‘/2),

Un=Xam, Vi=Yby, r, =cor(U,,Vpy).

Teorema 3.3.3. Suposem ri > 19 > ... >1,,. Aleshores,

1. Les variables canoniques Uy, . .., U,, son incorrelacionades i les variables canoniques

Vi, ..., Vi, també son incorrelacionades.
2. cor(U;,V;) =0 sii#j.

Demostracio.

19



Sigui ¢ # j. Expresem (3.1) per a ax, A\x, k =1,

1
YxyZyy Xy xa; = A\ Dy xai,

Exyz;%/xyxaj = )\jEXXaj.
Multipliquem per aj i per aj:

/ -1 /
aXxy Yyy Dy xa; = My xai,

alYxy Yy Sy xa; = \a Yy xa;.
Restant les dues equacions,
(N —Aj)alxxay =0 = adxxa;=0 = cor(U;,U;) =0.
D’altra banda, expressant (3.1) com,

-1 -1
EXXEXYEYYZYXai = \aj,

Yoy Sy x Yy Zxyb; = Ajb;,
i multiplicant per bi¥yx i per aj¥xy arribem a,

ViYyx Yy Sxy Sy Yy xa; = Aibi Yy xaj,

a;ZYXE;%/ZYXZ;XEXij = )\ja;EX}/bj.
Restant les dues equacions,

(N = Aj)aZxyb; =0 = aSyyb; =0 = cor(U;,V;) =0.

3.4 Correlacions canoniques i descomposicié singular

Podem formular una expressié conjunta per als vectors canonics utilitzant la des-

composicié singular d’'una matriu. Suposem p > ¢, considerem la matriu p X g,

K =350 507

20



alesores, el nombre de correlacions canoniques és rang(K) = rang(Xxy) = q.

Busquem la descomposicié singular de K,

K=UD,V’,
tal que
e U és una matriu p X ¢ amb columnes ortonormals, u = (uq, ..., ug).
e V és una matriu g x g ortogonal, v = (v1,...,v,).

e D, és una matriu diagonal amb els valors singulars de K.

Teorema 3.4.1. FEls vectors canonics i correlacions canoniques son,
~1/2 ~1/2 :
a; = Xy U, b; =X,y Vi, =N, 1<i<gq.

Demostracio. Siguin,

N]_ — KK/ _E 1/22XYE 1/22 1/22YX2 1/2 —
Sy S Sy x D =

UD3U’,

Ny = K'K =510y v S S Sy Sy =

Sy xS Sxy Syl =

VDV,
que compleixen,
_ )2
Nlui - >\7, uj,
N2Vi = )\?Vi.

Multiplicant per E;(l)f tenim,

S Sy Sk Sy x (B W) = A (S w),

S Sy x Sk Zxy (B vi) = A2 (20 v).

21



. w12 e1)2.
Definint, a; = X v w;, 1 by = X/ "vy, 1 observant que

M, = SN SR = SR T By T,

M, = S0y Np Sy = SL Sy S Sy,
obtenim finalment,

Mlai = A?ai,
Mab; = A2b;.

g

Les correlacions canoniques tenen la propietat de ser invariant per transformacions

linials de les variables.

Siguin X = (Xy,...,X,), Y = (Y1,...,Y,) dos vectors aleatoris de dimensions
p 1 g respectivament, i siguin A = (a;;), B = (b;;) dues matrius p x p i ¢ x g,
respectivament, no singulars, i ¢ = (¢1,...,¢,), d = (dy,...,d,)" dos vectors.

Teorema 3.4.2. Siguin X = (Xl, X)), Y = (f/l, ..., Yy) dues variables tal

que,
X=AX+c, Y=BY+d,
es verifica,

1. Les correlacions canoniques entre X, 'Y son les mateixes que entre X, Y.

2. Els vectors canonics que defineixen les variables canoniques es transformen

en,
~ A1 L -1
a; = A a;, bl =B bl

Demostracio. La matriu de covariancies de les variables X, Y seran de la forma,

A'Yxx A A'SxB
BYyx A B'XyyB

22



Si 7, 0 <1 < qéslai-esima correlacié canonica, aleshores,

|A’SxyB(B'SyyB) 'B'Sy x A — i7A'SxxA| = |[A'Sxy Sy Sy x A — FFA'Syx A
= |A'(Sxy Xy Syx — 7 Exx)A]

= |A]- [Sxy S5y Sy x — 7 8xx] - [A] = 0.
Com |A| # 0 aquesta equacié implica (3.4).
Per tant,
T =Ty

D’altra banda, el corresponent vector propi sera,

A'Yxy S Sy xAdy = r12A' Sy x Ad;.
Multiplicant per (A")~!,

Yxy Sy Yy x (A;) = r? Sy x (Ad;),

d’on Aa; = a;. U

Una conseqiiencia d’aquest teorema és que les correlacions canoniques es poden

calcular a partir de les matrius de correlacions.

Siguin Rxx Ryy les matrius de correlacions del primer i segon conjunt, és a dir, de
X 1Y respectivament i sigui Rxy la matriu p x ¢ amb els coeficients de correlacions

simples de les variables X amb Y, és a dir,

X Y

X RX X RX Y
Y RYX RYY

ue per el teorema d’invariancia es compleix
)
1 2 _
‘nyRnyYX i RXX‘ =0,

i la relacié entre els vectors a; amb a; i by amb by és,
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Una segona conseqiiencia és que el calcul de les correlacions canoniques es pot reduir

a un calcul amb una matriu de covariancies de la forma,

X Y

X || Idxx | Xxv
Y | Yyx | ldyy

3.5 Significacié de les correlacions canoniques

Hem construit les correlacions canoniques i les variables canoniques amb matrius
de covariancies poblacionals. En les aplicacions practiques es parteix de mostres de

mida n i s’utilitzen les matrius de covariancies mostrals.

Siguin, X = (X1,...,X,), Y = (Y1,...,Y,) dos vectors aleatoris de dimensio6 p i g,
respectivament.

Siguin Sy yx, Syy les matrius de covariancies mostrals del primer i segon conjunt,
és a dir, de X, Y, respectivament, i sigui Sxy la matriu p x ¢ amb les covariancies

de les variables X amb les variables Y. Es a dir,

X Y
X |l Sxx | Sxy
Y | Syx | Syy

Siguin,

les m = min{p, q} correlacions canoniques obtingudes a partir de Sxx, Sxy, Syy

solucions de,

’SXyS;}l/SYX — T2SXX‘ =0.
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Si volem decidir quines sén significatives, suposem normalitat multivariant, és a
dir, (X,Y) ~ Npyo((p,v),S) on po = (po, .-, pp) i v = (v4,...,1,) sén els vectors

d’esperances de X, Y, respectivament, i plantejem el segiient test:
Hi:rp>rgi=-=rp,=0, (=1, k=0,1,...,m).

El test de Bartlett-Lawley (Mardia 1979, pp. 288-289) demostra que si HY és certa,

aleshores,

L= [n-1-k =g+ $?] g | 1 -2,

2 =1 i=k+1

es distribueix asimptoticament com una khi-quadrat amb (m — k)(p — k) graus de

llibertat.

Aquest test s’aplica seqiiencialment de la forma segiient, si L; és significatiu per a
i=0,1,...,k — 1, perd L no és significatiu, aleshores s’accepta HY, és a dir, les

primeres k correlacions canoniques sén positives, les restants son nul-les.
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4 Visié geometrica de les correlacions canoniques

En aquest capitol il-lustrarem el concepte de correlacié canonica geometricament,
per aixo farem correspondre una variable aleatoria amb un vector de n components.
Es a dir, donat dos conjunts de n observacions x1, s, ..., Tpn, 1 Y1,Y2, ..., Y, definim

dos vectors x, i y, d’ordre n,

xy Y1

T2 Yo
Ty = 5 Y. =

Tn Un

Geometricament, z,. i y, estan continguts a l’espai ¢, de dimensié n. La mitjana

dels vectors x i y ve representada per,

n n

B 1
El’i, yzﬁzym

i=1 =1

T =

SRS

i definim els vectors z i y com

T, —Z =y

Ty — X Y2 — Y
€Tr = s y:

xn_j: yn_ﬂ

Per els vectors z, y de dimensié n x 1, definim la norma al quadrat com,

(xi - 7)27

19l = () = o — )™

NE

l2ll* = (z.2) =

<.
Il
MR

1 1 1xr
2 _ — 2 _ - _ a2
= el = e = 2 N -3,
1 1 12
2 _ — 2_ - _ = o =\2
sy = ol = ~(y.9) n;(yz )

La covariancia dels vectors x i y es denota per,
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Sy = 1 (09) = - 30— ) — 9

i=1
i el coeficient de correlacié ve donat per,

1

S ™Y @)

A1)
T S B E N ]
7o Il = o

Definim el cosinus de I’angle com

(z,y) _
[EINIETE

c080y, = Ty

el que implica que el coeficient de correlacié ve donat pel cosinus de I'angle que

formen els vectors x i y.

Siguin X = (z1,...,%), Y = (y1,--.,¥,) dos conjunts de vectors a l'espai ¢, de
dimensions p i ¢ respectivament. Aquests vectors formen els subespais Wx i Wy-.

Definim la matriu de covariancies de p i ¢ variables com

(-T]_a xl) (x17 .7;2) e (3317 .fljp) S11 S12 - Slp
ZXX — lXIX _ l (.I‘Q, xl) (:C27 132) N (.CUQ, Z'p) _ So1 S22ttt Sy |
n n : : : : : :
| (l'pa 1'1) (Ip, $2) Ce (:L’p, $p) ] i Spl Sp2 ttt Spp |
(Wi, v1) (Yv2) o (Y1,9q) 511 S12 c+ Sig
Yyy = lY’Y = 1 (Wo,0n) (y2,92) - (¥2,90) _ | S s Sy
i (yQayl) (yq7y2) (yq,yq) | | Sqt Szt Seq |

Considerem ara les dues combinacions lineals,

f=Xa=a1z1 +am+ ...+ a,z, € Wy,

g:Yb:b1y1+b2y2+~--+quqeWY;
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i la recerca de dos vectors a = (ay,...,a,) i b= (by,...,b,)" de tal manera que les

dues variables f i g tinguin la maxima correlacio.

Figura 1: Representaci6 de la correlacié canonica en termes de vectors.

El coeficient de maxima correlacié es defineix com el cosinus de I'angle entre els
vectors fi g (Veure Figura 1) i s’Tanomena el coeficient de correlacié canonica entre

XiY.

Per obtenir aquests resultats necessitem el concepte de projector ortogonal definit
al capitol 2.

Suposem doncs, que es dona g = Yb. La projecci6 ortogonal de g en Y ve donada

per,
PXg = Pbe,
és a dir, la projeccié de g sobre W.

D’altra banda donat f = Xa, la projeccié ortogonal de f en Y ve donada per,
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ny: PyXa,

és a dir, la projeccié de f sobre Wy .

Sense perdua de generalitat,

1 1

s} =+ IXall” = (Xa, Xa) = a'¥xya =1, (4.1)
1 1

s3= 5 IYb[* = 5 (Yb, Yb) = b'Syyb = 1. (42)

Introduim ’escalar Ay on 07} = M\if = A\ Xa d’on sobté,
PxYb = A\ Xa. (4.3)
Multiplicant per X' a 'esquerra i dividint per N obtenim,
Yxyb = MXxxa. (4.4)
D’altra banda si Ay és I'escalar tal que O—Pﬁ = Aog = A2 Yb d’on sobté,
PyXa = \Yb. (4.5)
Multiplicant per Y’ a 'esquerra i dividint per N obtenim,
Yyxa= \Xyyb. (4.6)

Amb aquestes condicions de Xa i Yb aplicades simultaniament obtenim dues equa-

cions per a, b, \{, \o.

Multiplicant (4.3) per a’ i amb l'observacié de (4.1) obtenim,
aYyyb=Ma'Xyxa= ).

De manera similar multipliquem (4.6) per b’,
b'Yyxa = \b'Syyb = X,.

Com (a’Xxyb) = b'Yyxa = a’Yxyb obtenim A\; = \y. Podem suposar \; = \y >
01 posar VA =\ = \o.
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Multiplicant (4.6) per Xy tenim,
b S Svx
VA
Substiuint a l'equacié (4.4) obtenim,
Yxy Yy Yy xa = AXxxa, (4.7)
que dona,
Yk Dxy Iy Yy xa = Aa.

S’obté el vector corresponent al maxim valor propi que s’atisfa,

IEExy Sy Sy x — A, =0,

Yxy iy Yyxa = Axxa.
Una representacié alternativa de (4.7) és,
(PxPy)Xa = \Xa,
que segueix mitjancant la substitucié (4.5) en (4.3).
D’altra banda la substitucié de (4.3) en (4.5) queda determinada per,
(PyPx)Yb = AYb.
Es veu que el coeficient de correlacié entre f = Xa i g = Yb s’obté de la relacio,
RXa,Yb = COS@Xa,Yb = % = (a, nyb) =a'Yyyb = \/X

que es diu el coeficient de la correlacié canonica.

D’aqui es dedueix que,

OH = |\ Xa| = A [Xa| = VNA = VNV,
—
OH' = |\ Yb|| = A |[Yb|| = VN, = VNV,

: - . . 1
el que demostra que el coeficient de correlacié canonica es igual a —— vegades la

N VN
longitud de 5?[ o OH'.
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5 Relacié amb altres técniques multivariants

5.1 Analisi de components principals

Quan es recull informacié d’'una mostra de dades, el més freqiient és agafar el nombre

maxim de variables que es disposa. Pero si agafem massa variables per exemple 20

20

2) = 180 possibles coeficients de correlacié; si sén

variables, haurem de considerar (

40 variables aquest nombre augmenta fins a 780.

En aquests casos és dificil visualitzar relacions entre les variables. Un altre pro-
blema que es presenta és la forta correlacié que moltes vegades es presenta entre
les variables, és a dir, si agafem moltes variables la situacié més comu es que les
variables estiguin relacionades o que mesurin el mateix pero en diferents punts de

vista.
Es necessari doncs, reduir el nombre de variables.

Per estudiar les relacions que es presenten entre p variables correlacionades es pot
transformar el conjunt original de variables en un altre conjunt de noves variables

incorrelacionades entre si, anomenat conjunt de components principals.

Calcul de les components principals

Es consideren variables (z1, ..., z,) sobre un grup d’objectes o individus i es tracta
de calcular, a partir d’elles, un nou conjunt de variables 2, ..., z, incorrelacionades
entre si.

Cada z;, j = 1,...,p és una combinacio lineal de les x, ..., x, originals, és a dir,

— — al
Zj = a1 + Qo2 + -+ AjpTp = an,
on aj = (ayj, asj, -, ap;) un vector de constants.

Per mantenir la ortogonalitat de la transformacié s’imposa que el modul del vector

a; sigui 1, és a dir,
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P
Iy 2
a;3 —kglakj =1

La primera component es calcula escollint a; de manera que maximitzi la variancia

de 2; amb la restricci6 aja; = 1,
Var(z) = Var(ajz) = ajXa;.

on Y és la matriu de covariancies de les observacions.
El metode habitual per maximitzar una funcié de variables restringida és el metode

de multiplicadors de Lagrange. Construim la funcié L,
L(a;) = aj¥a; — A(aja; — 1),
i busquem el maxim de la funcié, derivant i igualant a 0,

oL
- = 22&1 — 2)\]&1 = O,

aal
(S — A)ay = 0.

Perque el sistema tingui solucié la matriu (3 — AI) ha de ser singular, i aixo implica

que,
S — M| = 0.

D’aquesta forma A és un valor propi de X. La matriu de covariancies X és d’ordre

p i tindra p valors propis positius, Aj, ..., A,.

Desenvolupant ’expressio anterior

(S — A)ay = 0,
Eal — )\Ial = 0,
Eal = )\Ial,

aleshores,

Var(z) = Var(ajr) = aj¥a; = aj \a; = Aajay=\-1= A\
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Per maximitzar la variancia de z; s’ha d’agafar el valor propi més gran, per exemple

A1 i el corresponent vector propi a;.

Aquest vector propi ens déna la combinacié de les variables originals que te major

variancia, és a dir, si a1 = (a1, ..., a1p),

21 = a’lx = a112x1 + a9 + ...+ A1pTp-

La segona component principal, zs = a5x s’obté mitjancant un argument similar.
A més es vol que y, estigui incorrelacionat amb 'anterior component zy, és a dir

Cor(zg,21) = 0. Per tant,
Cov(z, z1) = Cov(ahyx, ajx) = ajXay,

és a dir, es requereix que aj¥a; = 01 aixd equival a que aba; = 0, és a dir que els

vectors siguin ortogonals.

Utilitzant els mateixos raonaments que amb la primera component, escollim A\ com

el segon valor propi més gran de la matriu 3 amb el seu vector propi as.

Aquests raonaments es poden estendre de forma que l'i-esima component li corres-

pondria l'i-esim vector propi.

Finalment, totes les components z es poden expressar de la segiient manera,

z = XA,
on,
11 Qi -+ Alp
Q21 Q22 -+ QAgp
A =
ap1r  Ap2 App
Com
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Var(z)) = A,
Var(z) = A,

Var(z,) = A,

la matriu de covariancies de z sera,

M 0O - 0
0 X -+ 0
D)\ = . . . . ?

0 0 - X\
perque zi, ..., %, s’ han construit com variables incorrelacionades.
Es té,

Dy =Var(z) = A'Var(x)A = A'SA,

o bé,

Y =AD,A,
ja que A és una matriu ortogonal, AA’ = I.
Siguin,
X =UxD),Vy, Y =UyD,,Vy,

les descomposicions singulars de les matrius X, Y, respectivament, i

Yxx =XX=VxD} Vi, Xyy=YY=WD; V.
Calculem,

Zx =XA =XVx =UxD,,, Zy=YA=YVy =UyD,,.

Les matrius Uy i Uy s6n matrius amb els vectors columnes ortonormals que es

corresponen amb les corresponents components principals del conjunt X i Y.
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Gracies al teorema d’invariancia podem calcular les correlacions canoniques a partir

de la matriu de covariancies o correlacions que seran de la forma,

X Y X Y
X [dXX EXY X IdXX RXY
Y | Yyx | ldyy Y | Ryx | ldyy

5.2 Analisi canonica de poblacions

L’analisi canonica de poblacions és una tecnica que s’aplica si es tenen diverses
matrius de dades, com a resultat d’observar les variables en diverses poblacions, i

el que es vol és representar les poblacions.

Es suposa que de 'observacié de p variables quantitatives X, ..., X, en g poblacions
s’obtenen g matrius de dades X = (Xj,...,X,)", on X; és la matriu n; x p de la
poblaci6 i. Siguin X, ...,X, els vectors fila de les mitjanes de cada poblacié. X és
d’ordre n X p, on n = >, n,.

La matriu g X p amb les mitjanes de les g poblacions és X = (X} —X/,...,X, — X)".

Les dues formes de quantificar matricialment la dispersié entre les poblacions sén:

e La matriu de dispersié no ponderada entre grups:

_X:Z : , —X)'

e La matriu de dispersié ponderada entre grups:
g
B=) nx-%)(%-%)
i=1

La matriu A és proporcional a una matriu de covariancies prenent com a dades
només les mitjanes de les poblacions. Aleshores, aquesta matriu sera la matriu de

covariancies entre les poblacions.

La matriu B participa, juntament amb W que és la matriu de dispersié dins de

grups, en el test de comparacié de mitjanes de g poblacions.
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D’altra banda, es té la matriu,

1 9
i=1

n—g*

que sera la matriu de covariancies dins de les poblacions.

Continuem definint les variables canoniques.

Siguin v = [vy,...,Vv,] els vectors propis d’A respecte de ¥ amb valors propis
A1 > o> )\, és adir, Av; = A\ X,v;, normalitzats segons v;2;v; = 1.

Els vectors vy, ...,v, sén els vectors canonics i les variables canoniques sén les vari-

ables compostes Z; =Xv;.

Siv; = (V4 ., Up)" 1 X = (X4, ..., X)), la variable canonica Z; és la variable com-

posta
Z; = Xv; = 01, X1 + ... FupiX,
que té Y-variancia 1 i A-variancia \;, és a dir:
vara(Z;) = viAv; = \;, varg(Z;) = viXv, =1

Siguin X, Y dues matrius,

1., O 0
0 1, 0
X=(X,...,X,), Y=
0 0 1,

g

aleshores, les variables canoniques de ’analisi de correlacions canoniques coincidei-

xen amb les variables canoniques de 'analisi canonica de poblacions.

5.3 Analisi de correspondencies

L’analisi de correspondencies és una tecnica descriptiva per representar taules de
contingencia, és a dir, taules on recollim les freqiiencies de dues o més variables

qualitatives.
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La informacié de partida és ara una matriu de dimensions I x J, que representa
les freqiiencies absolutes observades de dues variables qualitatives A i B obtenint
n=>y., i fi; observacions on f;; és el nimero de vegades que apareix la interseccié

A; N B; donant lloc a la taula de contingencia segiient,

B1 BQ Ce BJ
Al fu f2o oo S| A
Ay | far fo2 oo far | o

(5.1)

AI f[l fIZ fIJ f[.
fi f2 .o fi] n

on f; => ; Jij €s la freqiiencia absoluta de Aiif; =) ; Jij és la freqiiencia absoluta

de B]

Hem de tenir en compte que, en realitat, la taula (5.1) resumeix la matriu de dades

inicials que és de la forma:

Al AQ A[ Bl B2 BJ
1] 1 0 0 1 0 0
1| 0 0 1 0 1 0
n| 0 o ... 1 0 o ... 1

en la que donem el valor 1 quan es presenta una caracteristica i 0 quan no es

presenta.
La matriu de dades n x (I 4+ J) és doncs,
Z=[XY].

Utilitzarem el nom de variables files 1 variables columnes a les variables A i B res-

pectivament.
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Indiquem per N = (f;;)la matriu I x J amb les freqiiencies de la taula de con-
tingencia i per 1 el vector de uns de dimensié k.
La matriu,

P=-N

n

és la matriu de correspondencies. Sigui r el vector I x 1 amb els totals absoluts de

les files de P i per c el vector J x 1 amb els totals absoluts de les columnes de P:
r = P]_] C = P,]_[.

Tenim doncs,

que soén els vectors de mitjanes de les matrius de dades X, Y.

A més, sigui
D, = diag(r), D.= diag(c),

les matrius diagonals que contenen els valors marginals de les files i columnes de P.

Es verifica,
X'X = nD,, Y'Y =nD, XY=nP=N.

Per tant, les matrius de covariancies entre files, entre columnes i entre files i colum-

nes, son,
EXX:DT—I‘I',, EYY:DC—CC/, SXYIP—I'C,.
Com la suma de les variables és igual a 1, les matrius Yxx i Xyy son singulars.

El problema de les variables categoriques és que no sén quantitatives. La quantifi-

cacié 0 o 1 anterior és convencional.

Assignem doncs a les categories Aj,..., A; de la variable fila els valors numerics
ai,...,ar i a les categories By, ..., By de la variable columna, els valors numerics
bi,...,bs, és a dir, indiquem els vectors,
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a:(al,...,al)’, b:(bl,...,bj)/,
i considerem les variables compostes
U=Xa, V=Yb.

Si en un individu k& observem les categories A;, B;, aleshores els valors de U, V

sobre k sén,
Uk = Qay, Vk = bj.

Volem trobar a, b tals que les correlacions entre U i V' siguin maximes. Estem en
un problema de correlacions canoniques amb que les matrius X xx, Xyy son dues
matrius singulars.

Una g-inversa de Lxx és la matriu ¥y = D, que verifica,
VxxUxxIXXx = LxX-

En efecte,
(D, —r')D (D, —rr') = (D, — rr/)(I — 1)
=D, —-D,1r —rr' +rr'1y’
=D, —rr' —rr' +rr

=D, —rr’.

Analogament ¥y, = D! que verifica

Yyylyylyy = Lyy.
En efecte,

(D. —cc')D;

[

(D, —cc) = (D, —cc)(I - 1c)
=D, —-D.1c — cc’ +cc'1c’
=D, —cc —cc' +cc
=D, —cc.

Aplicant descomposicié singular,
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D, '?(P —rc\D.;Y? = UD,V’

C

on D, és la matriu diagonal amb els valors singulars en ordre decreixent.
Si uy, vy son els primers vectors canonics, tindrem,
~1/2

—1/2

és a dir, el primer valor singular és la maxima correlacié entre les variables U i
V. Pero poden haver-hi més vectors i correlacions canoniques, i per tant la solucio

general és,

a; = Dr_l/2ui, bZ = Dc_l/QVi, ry = )\i7 1= 1, ce ,min{[, J}
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6 Exemples

Apliquem l'analisi de correlacions canoniques a les dades de marques d’automobils
(Hardle 2015, pp. 458). En aquest context estem interessas a relacionar variables
de preus amb variables com ara l’esportivitat, la seguretat, etc. En particular, ens
agradaria investigar la relacié entre les dues variables del valor i el preu del cotxe i

totes les altres variables.

Portem a terme l'avaluacié de 'analisi de correlacions canoniques de les matrius
de dades X i Y que corresponen amb el conjunt de variables {Preu, Valor} i {
Economic, Servei, Disseny, Esportiu, Seguretat, Facil maneig} respectivament. La

matriu de covariancies estimada X ve donada per,

141 -1.11] 0.78 -0.71 -0.90 -1.04 -0.95 0.18
-1.11 1.19 | -042 082 0.77 090 1.12 0.11

0.7 -0.4 | 0.75 -0.23 -0.45 -0.42 -0.28 0.28
-0.71 0.82 | -0.23 0.66 0.52 057 085 0.14
-090 0.77 | -045 0.52 0.72 0.77 0.68 -0.10
-1.04 090 | -0.42 057 0.77 1.05 0.76 -0.15
-095 1.12 | -028 085 0.68 0.76 1.26 0.22
0.18 0.11 | 0.28 0.14 -0.10 -0.15 0.22 0.32

on

141 -1.11
Yixx = )
-1.11  1.19

0.78 -0.71 -090 -1.04 -0.95 0.18
Yxy = ;
-042 082 0.77 090 1.12 0.11
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0.75 -0.23 -045 -042 -0.28 0.28
-0.23 0.66 0.52 057 085 0.14
-045 052 072 077 0.68 -0.10
-042 057 077 105 0.76 -0.15
-0.28 0.8 0.68 0.76 126 0.22
028 0.14 -0.10 -0.15 0.22 0.32

EYY =

Les arrels de I'equacio quadratica,
CxvEvySyx — AXxx| =0,
son: Ay = 0.9604, \y = 0,7921, i per tant les correlacions canoniques sén:
ro= A2 =098, 1=\ =0.80.
Els vectors canonics normalitzats segons a’Yxya = 11 b'Yyyb = 1, sén:

a; = (—0.3379, +0.5817),
by = (+0.4202, —0.2331, —0.0211, —0.4630, +0.1815, —0.3747)".

as = (+1.5985, +1.6806),
by = (+0.5593, +0.4202, —0.1411, +0.0067, +-0.0826, +0.9044)".

Les variables canoniques amb variancia 1 son:

U1 = a’lX = —03379331 + 058171‘2,
Vi = b,Y = +0.4202y; — 0.2331ys — 0.0211y5 — 0.4630y, + 0.1815y5 — 0.3747ys.

U, = a,X = 1.5985z; + 168062,
Va = bLY = 0.5593y; + 0.4202y, — 0.1411y5 + 0.0067ys + 0.0826y5 -+ 0.9044ys.

Podem observar que les variables y; (Economic), y5 (Seguretat) tenen coeficients
positius a V] i les variables y, (Servei), y5 (Disseny), y4 (Esportiu) iy (Facil maneig)

tenen una influéncia negativa a V.
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La variable canonica U; pot ser interpretada com un index del preu i del valor del
cotxe.

La variable canonica V; és formada principalment per variables qualitatives.

Per tant, aquestes variables poden ser interpretades com una apreciacié del valor
del cotxe. El caracter esportiu té un efecte negatiu en I'index de preus i el valor,

igual que el disseny, el servei i la facilitat de maneig del cotxe.
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7 Conclusions

Des del comencament d’aquest treball, s’ha fet un estudi classic de les correlacions
canoniques. Amb aquest estudi s’ha fet possible tenir una idea teorica de que sén

les correlacions canoniques i per a que serveixen.

S’ha observat que és un metode general de ’analisi multivariant que té relacions amb
altres tecniques multivariants, en concret amb ’analisi de components principals,

I’analisi canonica de poblacions i ’analisi de correspondencies.

D’altra banda, hi ha molts altres aspectes de ’analisi de correlacions canoniques que
queden fora de ’abast del present treball, per exemple, trobar relacions lineals que
tinguin un coeficient de correlacié maxim entre més de dos conjunts de variables,
o trobar una relacié no lineal donat que la relacié lineal pot ser no adequada per

descriure la relacié entre dos conjunts de variables.
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Annex

A continuacié es detallen els codis del programa R que s’han utilitzat per ’elaboracié

dels calculs exposats al capitol 6.

Cancor .01
Proposit

Calcular les correlacions candniques i vectors de coeficients d’una

matriu de covariancies
Entrada:

: matriu [p,p] simétrica, definida positiva (a covariance matrix)

I1 : un vector d’indexs en 1l’interval [ 1, p ] , corresponent al primer
subconjunt de variables. Suposem Il estd estrictament ordenat

I2 : un vector d’indexs en 1l’interval [ 1, p ] , corresponent al segon
Subconjunt de variables. Suposem I2 esta estrictament ordenat

I2 esta continguda en 1:p\Il

Quantitats internes

11 : un nombre sencer positiu. 11 = length(I1)

= OH O H= O H O OH O H O OH O H O OH O H OH O H OH O H OH OH OH O H OH H OH
[#2]

12 : un nombre sencer positiu. 12 = length(I2)
Cancor.01<-function(S,I1,I2){

11<-length(I1)

12<-length(I2)
#

# Aqui hem d’inserir algun codi per verificar si els parametres introduits
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# satisfan 1les condicions establertes. Per exemple:
#
if (Mis.matrix(S)) stop("S must be a matrix")

if (nrow(S)!=ncol(S)) stop("S must be a symmetric matrix")

#

#

#

#
S11<-S[I1,I1] # An [11,11] symmetric, pd matrix
S12<-S[I1,I2] # An [11,12] matrix
S522<-S[I12,12] # An [12,12] symmetric, pd matrix
S21<-t(812)

#

#

# Calculem P1

#

P1<-S12x%solve (522) %*%S21

Ara resolem el problema de vectors relativa a Pl respecte a S11
Per fer aixd , primer obtenim S1imh , igual a S11 a la poténcia menys 1/2 i

Slimg, igual a S11 a la poténcia 1/2.

= H O H O H O H H

El<-eigen(S11)
S1imh<-Eil$vectorsi*)diag(El$values” (-0.5))%*%t (E1$vectors)
S1img<-El$vectorssx¥%diag(E1$values™(0.5))%*%t (E1$vectors)

Definim N1 com la matriu S1imh * P1 * S1imh

N1<-S11mh%*%P1%*%S11mh
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= H OH H =

= H O OH O H O H H

H H OH H H=

Calculem P2

P2<-821%*%solve (S11)%*%S12

Ara resolem el problema de vectors relativa a P2 respecte a 522
Per fer aixd , primer obtenim S22mh , igual a S22 a la poténcia menys 1/2 i

S22mg, igual a S22 a la poténcia 1/2.

E2<-eigen(S522)

S22mh<-E2$vectorsi*)diag (E2$values” (-0.5)) %*%t (E2$vectors)

S22mg<-E2$vectorsi*)diag (E2$values” (0.5) ) %*%t (E28vectors)

Definim N2 com la matriu S22mh * P2 * S22mh

N2<-S22mh%*%P2%*%S22mh

Calculem les correlacions candniques agafant 1’arrel quadrada

del’s valors propis de N1 o N2.

Al<-eigen(N1)
vaps<-sqrt(Al$values)
print("Les correlacions candniques sén:")

print (vaps)
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= OH O H= O H O H O H

Calculem els vectors candnics normalitzats. Per fer aixd calculem els
vectors propis de les matrius N1 i N2 multiplicats per S11°(-0.5) i

S227(-0.5) respectivament.

veps1<-S1imhi*}%Al$vectors
print ("Els vectors candnics normalitzats sén:" )

print(veps1)

A2<-eigen(N2)
veps2<-522mhY*%A2$vectors

print (veps2)
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