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Abstract

From Shor’s algorithm follows an algorithm that would allow us, in a proper quan-
tum computer, to factorize integers effectively. This could break the RSA encryption
algorithm. This paper tries to study this algorithm as well as some further variati-
ons that improve Shor’s algorithm in certain conditions or are able to attack other
cryptographic systems.

Resum

De Talgoritme de Shor es desprén un algoritme que permetria, en un ordinador
quantic adequat, factoritzar nombres enters de manera efectiva. D’aquesta manera
es podria trencar 'algoritme criptografic RSA. En el treball es tracta d’estudiar
aquest algoritme aixi com també algunes variacions posteriors que milloren el de
Shor en certes condicions particulars o que sén capacgos d’atacar altres sistemes
criptografics.
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1 Introduccid

Hilbert space is a big place.
-Carlton Caves, fisic nord-america.

El bit és una unitat de mesura de la d’informacié comunament utilitzada en
ciéncies de la computacio i que indica un simbol que pot prendre dos valors dife-
rents. Acostumem a representar aquests valors amb 0 i 1. D’altra banda, amb dos
bits, podem representar 4 missatges diferents: 00,01,10,11. A mesura que anem
augmentant el nombre de bits, creix de manera exponencial el nombre de missatges
diferents que podem escriure. El bits tambe poden representar les configuracions
o estats d’un sistema fisic també poden representar bits, per exemple, un circuit
eléctric que pot estar tancat o obert representa un bit.

A principis del segle XX va aparéixer un nou paradigma en el camp de la fisica:
la mecanica quantica. Aquesta nova branca parla de la informacié accessible que
tenim d’un sistema fisic. Sota certes condicions, alguns d’aquests sistemes presen-
ten diverses configuracions, perd no es troben en cap d’elles en concret, siné que
es troben en un estat que representa una probabilitat de trobar-se en cadascuna de
les configuracions possibles. Per exemple, per descriure I'estat d’un electré en un
atom podriem dir que el 50% de les vegades es trobara en el nivell fonamental i el
50% de les vegades es trobara en un nivell excitat. Tot i que el sistema presenti
dues configuracions, ja no sera cert que representi un bit. Es a dir, algunes entitats
fisiques tenen una natura intrinsecament probabilistica, i diem que sén sistemes
quantics.

La computaci6é quantica és 'estudi de les tasques de processament de dades que es
poden aconseguir utilitzant sistemes quantics. Per tal de realitzar aquest estudi,
utilizem el concepte de qubit, que generalitza el concepte de bit mitjancant les lleis
de la mecanica quantica: amb un qubit representem al mateix temps els dos valors 0
i 1. Si bé es cert que existeixen objectes fisics que permeten implementar qubits, hi
ha tota una série d’inconvenients teorics i enginyerils que dificulten en gran mesura
construir computadors basats en aquest concepte. Actualment, el maxim nombre
de qubits amb el qual s’esta treballant és 20 (cf. [2]).

En aquest treball expliquem un model de computacié quantica basada en qubits i
estudiem diferents algoritmes que poden ser implementats en un ordinador quan-
tic. En particular, I'algoritme de Shor, un algoritme de factoritzaci6 amb corbes
el-liptiques i un algoritme de calcul del logaritme discret. Aquests algoritmes son
de gran importancia en teoria de nombres i també per les seves implicacions en
criptografia.



2 Conceptes previs

Notaci6. Si z € C, aleshores z* denotara el seu nombre complex conjugat.

2.1 Espais de Hilbert

Definicié 2.1. Direm que un espai vectorial E sobre C és prehilbertia si esta dotat
d’un producte hermitia; és a dir, d’una aplicacio

(,): ExE — C
(u,v) = (u,v),

per a la qual se satisfa que
w) = (w,v)*,Yv,w € E i, en particular, (v,v) € R,

- (v,
2. (v,u+w)y = (v,u) + (v,w), Vo, w,u € F,
-

w

v, \w) = MNv,w),Vv,w € E,V\ € C,

=

(v,v) >0,Yv e E—{0}1i(v,v) =0 si,inoméssi, v=0.

Definicié 2.2. Un espai de Hilbert H és un espai prehilbertia sobre C tal que la
norma induida pel producte hermitia defineix una meétrica completa.

Exemple 2.3. L’exemple basic d’espai de Hilbert és C" amb el producte hermitia
(a1, an), (b, ) = > ajby.
k=1

Lema 2.3.1. Tot subespai vectorial tancat d’un espai de Hilbert té estructura d’espai
de Hilbert.

Ens interessen els vectors de modul 1. Si H és un espai de Hilbert de dimensio
arbitraria, hi ha una manera senzilla d’associar a un vector v € H {0} un altre
vector U tal que ||v]] = 1. Simplement hem de considerar v = - Als vectors de
norma, 1 els anomenem normalitzats o unitaris. D’altra banda, és natural considerar
el concepte d’ortogonalitat de dos vectors. Si u,v € H, direm que sén ortogonals si
(u,v) = 0. També podem parlar d’un conjunt ortogonal de vectors com un conjunt
de vectors de H, {v; }ies, tal que tots els vectors que hi pertanyen soén ortogonals
dos a dos. Per dltim, diem conjunt ortonormal de vectors a un conjunt ortogonal
de vectors unitaris.

Sigui H un espai de Hilbert i (,) el seu producte hermitia. Si H' denota I'espai
dual (lineal) de H, aleshores, per a qualsevol v € H, f, :== (v,) € H'.

Definicié 2.4. Un operador lineal
A:-H—H
és diu acotat si, per a qualsevol R € RT, existeix el suprem

sup {||A(x)||g : z € Hi||z||g < R}

2



Observaci6 1. Si H és de dimensio6 finita, aleshores tot operador A : H — H és
acotat.

Teorema 2.5. Sigui
A:H—H

un operador lineal acotat. Per a cada v € H, podem considerar una forma lineal

donada per
fooA: H — C
z = (v, A)),

que €s continua i li correspon un unic w, € H per al qual se satisfa que
foo Alz) = (v, A(x)) = (wy, 1)
per a tot x € H. Aleshores, ezisteiz un unic operador lineal, At, tal que

At H — H
v W,

Direm que A" és loperador adjunt de A. Si, a més, A = A" direm que A és un
operador autoadjunt.

Observacié 2. De les propietats del producte hermitia s’extreu que A és un ope-
rador acotat.

Exemple 2.6. Si H = C" i, en una certa base, 'operador A en forma matricial
ve donat per la matriu M € .#,,,(C), aleshores la forma matricial de AT en la
mateixa base ve donada per MT := (M*)! € M,,x,(C), la matriu transposada de la
seva complexa conjugada.

Definicié 2.7. Direm que un operador lineal A és unitari si AA" = ATA =1. Es
facil veure que, en aquest cas, els valors propis de A sén de modul 1.

A continuacié, anem a introduir la notacié que utilitzarem al llarg del treball.
Donat un espai de Hilbert H de dimensi6 finita, considerem 1’aplicaci6 lineal

f: H — Hom(H,C)
voo—= f(v) = fo,
on
fo: H — C
w = (v,w).

Com que (, ) és no degenerada aleshores f és un antiisomorfisme d’espais vectorials.
Aquest fet motiva utilitzar una nova notacié proposada originalment per Paul Dirac
i que és emprada comunament en fisica.

Notacié. A partir d’ara, donat un vector ¢ € H, el denotarem |¢). Si considerem
la imatge de ¢ per f, trobem una forma lineal que denotarem (¢|. Fent ts de la
notacié anterior, si tenim dos vectors |u), |v) € H el producte hermitia del primer
pel segon es denotara per (u|v), indicant que el producte hermitia és el resultat
d’aplicar la forma lineal associada a |u) a |v).

3



2.2 Producte tensorial

Teorema 2.8. Siguin Ei, Fy espais vectorials de dimensid finita sobre un cos K.
Aleshores existeix un espai vectorial F' de dimensid finita sobre K ¢ una aplicacio
bilineal

®: i x By — F

que satisfa la propietat segiient: Per a tot espai vectorial U sobre K i per a tota
aplicacid bilineal f : E1 X Ey — U, aleshores existeir una tinica aplicacio lineal

f+F—U

tal que el diagrama

commuta.

El parell (F,®) és tnic, llevat d’un unic isomorfisme, i s’anomena el producte
tensorial d’espais vectorials E; 1 Ey. Denotem Ey ® Ey := F,isi (v,w) € Fy X Es,
aleshores v ® w := ®(v, w) s’anomena producte tensorial de v i w.

Lema 2.8.1. Si {vy,...,v,} és una base de Ey i {wy,...,w,} és una base de Es,
aleshores
{fviww;:1<i<n1<j<m}

€s una base de E1 ® Es.
Corol-lari 2.9. Si dim(E,) = n i dim(E2) = m, aleshores dim(E; ® Es) = nm.

Exemple 2.10. Siguin E; = Fy = C? sobre C, aleshores dim(C? @ C?) = 4. Si
{e1, e} és una base de Fy i {v1, vy} és una base de E, aleshores

{61 X V1,61 @ Vg, €63 Q V1,2 K UQ}

és una base de C?> ® C2. I com que és un espai vectorial de dimensié 4 sobre C se
satisfa que C? @ C% =~ C*.

Teorema 2.11. Siguin F1, Es, E3 espais vectorials de dimensid finita sobre K. Ales-
hores existeix un unic isomorfisme

[1E®(Ey®E;) — (B ® Ey) @ Es.

tal que f(x ® (Yy® 2)) = (x ®y) @ x per a qualssevol x € Fy, y € Ey i z € F3. Per
tant, el producte tensorial és associatiu © podem omelre el parentesis en el producte
de diversos espais vectorials de dimensio finita

Ey®---® B,



Exemple 2.12. Siguin

a0 Gim
A= - € //nxm(c)
Ani Gy
i
bll T blk
bsl e bsk

El producte tensorial (o producte de Kronecker) de A i B és

anB -+ a,B
AR B := € j/nsxmk((c)'
a’Tl].B e ant

2.3 Corbes el-liptiques

En aquesta seccid, K denotara un cos de caracteristica diferent de 2 i de 3.

Notaci6. Denotarem per P% I'espai projectiu de dimensi6 dos sobre K. Escriurem
les coordenades projectives d’un punt en una determinada referéncia com (z : y : z).

Recordem que els punts afins d’un espai projectiu sobre un cos séon aquells amb
tercera coordenada diferent de 0, i que corresponen a la inclusié dels punts del pla
afi AZ en PZ amb tercera coordenada igual a 1. Els denotarem donant només les
dues primeres coordenades, (x : y). D’altra banda els punts de l’infinit son els que
tenen tercera coordenada igual a 0.

Definicié 2.13. Una equacid de Weierstrass generalitzada és una equacid ctbica
sobre PZ de la forma

y2z + a1xyz + a3y22 =13+ angZ + a4x22 + a623,

on ai, as, as, ays, ag € K son constants.

Observacié 3. Com que K és un cos de caracteristica diferent de 2 i de 3, aleshores
podem fer transformacions lineals invertibles sobre les indeterminades de tal manera
que ’equacio resultant és

Y?Z = X3+ AXZ? + BZ3,
on A, B € K son constants.

Definicié 2.14. Una corba el-liptica E sobre K és una corba projectiva de P% que
té per equacié projectiva una equaci6 de Weierstrass

vz = 2% + Axz? + B23,



de coeficients A, B € K, i tal que —4A43 — 27B% # 0. Notem que 'inic punt de
infinit de P% que pertany a la corba ¢s O := (0 : 1 : 0). Denotarem per E(K) al
conjunt de punts de la corba el-liptica, és a dir,

E(K):={0}U{(r:y) € A% : y* = 2 + Az + B}.

Observacié 4. Imposar que —(4A3 + 27B?%) # 0 equival al fet que la corba no
tingui punts singulars.

Definim ara una operacio en F(K).

Definicié 2.15. Suposem que 'equaci6 de la corba afi és y? = 23 + Az + B. Siguin
Py = (z1 :y1), P, = (22 : y2) dos punts afins de E(K). Definim la suma dels dos
punts P, + P, := P3 de la segiient manera

(1) Sixy # x , aleshores definim

Y2 — U1
m = ,
To — 1

T3 = m2 — X1 — X9,
ys = m(zy — x3) — Y1,
i posem P := (z3: y3).

(2) Si @y = x5 perd y; # Yo, aleshores P, + P, := O. Observem que en aquest cas,
I'equacié de la corba implica que y; = —yo # 0.

(3) Si P, = Py iy #0, aleshores definim

311+ A
m =
2y,

x5 = m? — 2x4,
ys == m(r1 — T3) — Y1,

i posem Pj = (z3: y3).
(4) Si P, = Pyiy; =0, aleshores P, + P := O.
(5) El neutre de la suma és O, ésadir, L+ 0 :=P,, 0+ P,:=P,i0+0 :=0.
Teorema 2.16. (E(K),+) és un grup abelia.

Exemple 2.17. Sigui K = Z/7Z i la corba de Weierstrass definida per I'equacio
y? = 2® — 4z + 2. Observem que —(4 - (—4)> + 27 -2%) =1 # 0, per tant 1'equaci6
defineix una corba el-liptica. Aleshores

E(K)={0,(0:3),(0:4),(2:3),(2:4),
(4:1),(4:6),(5:3),(5:4)}.
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Notaci6. Si p és un nombre primer, F, := Z/pZ.

Teorema 2.18 (Hasse). Siguin p un nombre primer diferent de 2 i de 3, i E una
corba el-liptica sobre F),. Aleshores es compleix que

|[E(Fp)|=p+1—a,
per a cert a, € Z tal que |ay| < 2,/p.

Demostracid. La demostracié es pot trobar a la referéncia [I1]. O

Fins ara, hem parlat de corbes el-liptiques sobre un cos. Cal parlar-ne també
sobre l'anell Z/nZ, on n és un nombre enter no necessariament primer. En la
definici6 [2.15|necessitem multiplicar per inversos, cosa que no és possible, en general,

a Z/nZ si n és compost degut a que tindrem divisors de 0. Per tant, necessitem
adaptar la definicié de la suma al nostre cas.

Definicié 2.19. D’ara endavant G(n) denotara el grup multiplicatiu de Z/nZ.
Definicié 2.20. Sigui
BY .= {(x0, ..., 21} € (Z/nZ)*" : med(xg, 71, ..., 7,n) =1 (mod n)}.

Definim una relacié d’equivaléncia, ~, sobre B per (zg: -+ :ap) ~ (yo : -+ & y)
si, i només si, existeix A € G(n) tal que (xo,...,2x) = A¥o,--.,Yk). Definirem
I'espai projectiu de dimensié k sobre Z/nZ com

Pg(Z/nZ) = B,/ ~,
i denotarem la classe d’equivaléncia de (zo, ..., xx) per (xg: -« xy).

Classificarem els punts de Pk (Z/nZ) en tres conjunts disjunts. En primer lloc,
als punts (xg,...,2g) on xj és un element invertible de Z/nZ els anomenem punts
afins, 1 formen un subconjunt que denotem Pﬁf(Z/nZ). En segon lloc, als punts
(xg,...,xx) on xp = 0 (mod n) els anomenem punts de l'infinit, i formen un sub-
conjunt que és bijectiu amb P& !(Z/nZ) per la inclusié

PEYZ/nZ) < {(x0, ..., 7x_1,0) € BF}.

Per tltim, els punts (xg,...,2x) on x; és un divisor de 0 els anomenem punts
especials. En aquest cas, med(zy,n) és un divisor no trivial de n. Denotarem el
conjunt de punts especials per PY*(Z/nZ). Aixi,

Px(Z/nZ) = P! (Z/nZ) UPEY(Z/nZ) UL (Z/nT).

Definicié 2.21. Sigui n un natural compost tal que mecd(6,n) = 1. Una corba
el-liptica sobre Z/nZ és la corba, en coordenades projectives,

yz? = 2° + arz® + b2’

on a,b son elements de Z/nZ tals que 4a® + 27b* és invertible. Denotarem per
E(Z/nZ) al conjunt de punts projectius de la corba elliptica. Es a dir,

E(Z/nZ) :={(z :y: 2) € Po(Z/nZ),yz* = 2 + axz® + b2’}

7



A diferéncia de les corbes el-liptiques sobre cossos, no necessariament hi haura

un dnic punt de l'infinit. En efecte, si imposem que z = 0 en 1’equacid, obtenim
que 3 = 0 (mod n) pot tenir una soluci6 diferent de 0. No obstant, en cas que n
sigui lliure de quadrats, I'inica soluci6é admissible sera x = 0 (mod n) i només hi
haura un tnic punt de Uinfinit, O := (0:1:0).
En cas que n es tracti d’'un nombre primer, Z/nZ és un cos i recuperem la definicio
que hem donat abans de corba el-liptica sobre un cos. D’altra banda, si n és un
nombre compost, i p és un divisor primer de n, sempre podem trobar la reduccid
modul p de la corba de Weierstrass que defineix la corba el-liptica.

Definicié 2.22. Sigui p un divisor primer de n i E la corba el-liptica donada per
I’equaci6

v’z = 2° + arz® + b2,
amb 4a® 4 27b? invertible a Z/nZ. Aleshores, si a, b son representants de o', b’ € F),
definim la reduccid modul p de E' com la corba elliptica E, sobre IF, donada per
Iequaci6 de Weierstrass

Yy =ad +ax? V25
El fet que 4a®+27b% sigui invertible a Z/nZ garanteix que 4a’®+27b" sigui invertible
a F,, de manera que £, efectivament, és una corba el-liptica sobre I,.

Teorema 2.23. Siguin n un nombre natural lliure de quadrats tal que med(6,n) = 1
i E una corba el-liptica sobre Z/nZ. La reduccié modul p, on p és un divisor primer
de n, indueir una aplicacio bijectiva

E(Z/nZ) - [ [ Eu(F,).

pln

Demostracié. La demostracié d’aquest teorema es pot trobar a la referéncia 1] O

Préviament hem donat les lleis d’addici6 per al cas d’un cos a2.15] Ara procedim
a definir unes lleis d’addicio sobre la corba el-liptica F(Z/nZ), on n és un enter lliure
de quadrats tal que med(6,n) = 1, que té per equacid

iz = 23 + axz® + b23.

Siguin Py = (z1,v1,21), o = (22, Y2, 22) € E(Z/nZ). Definim els elements segiients
de Z/nZ:

L = 2921 — 1129,
M =2y, 2,
A= 1y92z1 — Y129,
B = 327 + az},

C .= 2%122 + X221,



(A2L2122 — Lg(JZlZQ + 1’221) siL 7£ 0.
T3 = B2MZ1ZQ - M3(x221 + 317122), siL=01 Y221 + Y122 7£ 0.
0, si L=01 y921 + y1220 = 0.

\

4

—L3y122 — A32122 + ALQC, siL 7£ 0.
Ys ‘= —M3y122 — B32122 + B]M'QC'7 siL=01 Y221 -+ Y122 7£ 0.
1, si L=01 y921 + y1290 = 0.

\

L32122, si L 7é 0.
Z3 = M3212§2, si L=01 Y221 + Y122 7£ 0.
0, si L=01 y221 + y120 = 0.

Proposicio 2.24. Amb les notacions anteriors, (v3:ys : z3) € E(Z/nZ).

Demostracié. Les formules anteriors provenen d’utilitzar la definicié de suma de
punts en una reduccié E,(F,), on p és un primer que divideix n. En aquest cas,
utilitzem les coordenades de P, = (z1,y1, 21), P2 = (22,¥2, 22) com a representants
modul n de coordenades en F,, de manera que (3,3, 23) modul p és un punt de
E,(F,), per a tot p divisor primer de n. Pel teorema (w3 : Y3 : 23) és un punt
de E(Z/nZ). O

Definici6é 2.25. Definim una operaci6 anomenada suma en F(Z/nZ) que denotem
per +. Siguin dos punts P, = (21 : 41 : 21), P2 = (22 : y2 : 20) € E(Z/nZ). Per
definicio, la suma dels punts P, Py és Py + Py := (x3 : y3 : z3), seguint la notacio
anterior.

Teorema 2.26. Amb l'operacid que hem definit, E(Z/nZ) és un grup abelia. A
més, la reduccio modul p,

E(Z/nZ) — E,(Z/nZ),

és un morfisme de grups abelians.



3 Elements de la computacié quantica

Per tal de poder elaborar un model matematic de la computacié quantica, donarem
unes quantes definicions i notacions prévies.

3.1 Qubits i axiomes de la fisica quantica

Definicié 3.1. Un qubit és un espai de Hilbert isomorf a C? amb el producte
hermitia
<<a07 a1)7 (b07 b1)> = aébo + aibl-

La base canonica és ortonormal; denotarem els seus vectors com

(1) = (2)

Observaci6 5. No s’ha de confondre el vector |0), que forma part de la base, amb
el vector 0, el neutre de la suma de I'espai de Hilbert.

Definicié 3.2. Un sistema de n qubits, on n € N, és un espai de Hilbert isomorf al
producte tensorial de n qubits

Co.oCxc?

per tant, és un espai de dimensi6 2" sobre C. El seu producte hermitia esta definit

per
2m—1

<(CLQ, P ,agn_1>, (bo, ey bgn_1)> = Z aZbk

k=0

Notacié. Denotarem els elements de la base canonica ortonormal d’aquest espai
de Hilbert per 'expressioé binaria dels nombres de 0 a 2" — 1, o pels propis nom-
bres. Si posem els vectors com l'expressié binaria, a, 1 ---ag, on a; € {0,1}, de
nombres entre 0 i 2" — 1 queda patent que els vectors de la base canonica orto-
normal d’un sistema de n qubits sén el producte tensorial dels vectors de la base
canonica ortonormal de n copies d’un sistema d’un tnic qubit. A més, amb aques-
ta notacio, si tenim dos vectors |a,_1---ag), |bp_1---bo), amb a;,b; € {0,1} per a
i € {0,...,n — 1}, el seu producte hermitia es pot calcular a partir del producte
hermitia d’estats d’un qubit,

(@n—1---aoglbp—1-+bo) = (an-1|bn-1) - - - (aolbo)-

Exemple 3.3. Un sistema de dos qubits és un espai de Hilbert de dimensi6 4 sobre
C. Els elements de la seva base ortonormal sén

100) = ,|01) = , |10y := 11 =

o O O
o O = O
O = O O
_ o O O
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A continuacié, introduirem la nomenclatura necessaria per fer un model mate-
matic (simple) de les lleis de la fisica quantica. Sigui H un sistema de n qubits.

(1) Anomenarem estat a qualsevol vector unitari de H.

(2) Als elements de la base canonica ortonormal By = {]0),---,[2" — 1)}, els
anomenem estats ben definits. Qualsevol altre estat |u) € H es pot escriure
com a combinacio lineal d’ells, és a dir, si |u) € H, aleshores

lu) = apl0) + - -+ + qon_1]2" — 1),

amb o € C,Vk € {0,---,2" — 1}. A més a més, com que |u) és unitari se
satisfa que
o] + -+ + oz [P = 1.

En general, a un estat que sigui combinaci6 de més d’un estat fonamental se
I’anomena, estat de superposicio.

(3) Donat un estat de superposicio |u) = ap|0) + -+ 4+ @an_1|2" — 1), definim una
variable aleatoria discreta Xp,,, associada a la base i a 'estat. Aquesta variable
té per espai mostral Q0 = By (o sigui, els estats ben definits) i segueix una
distribucié multinomial d’una sola prova, M(m = 1,|ag|?, - ,|aan_1|?). Per
tant, la funcié de massa de probabilitat, P, sera

P:Q—10,1]
) = P(Xp, = 15)) = loy|*.

(4) Direm que hem fet una observacid si realitzem un experiment aleatori i obtenim
un valor experimental de la variable aleatoria Xp,,. En aquest cas, si la variable
aleatoria pren un valor |k) € €, aleshores el sistema de n qubits passara a estar
en Pestat ben definit |k).

(5) Les transformacions unitaries son operadors lineals que actuen en un sistema
de n qubits. Als vectors propis d’una transformaci6é unitaria els anomenarem
estats propis.

Exemple 3.4. Si tenim 'estat |u) = w d’un sistema d’un qubit i fem una

observacié respecte de la base canonica, obtindrem estat |0) amb probabilitat

|‘/75|2 = 3 o I'estat |1) amb probabilitat [£]? = 1.

En general, en cas que puguem escriure |u) = fo|1g) + - - fan_1|than_1), on By, =
{|tbo), -+ ,|1hen_1)} és una base ortonormal d’estats, podem definir una variable
aleatoria X, associada a la By i a 'estat. L’espai mostral sera, en aquest cas,
2 = By, i la variable aleatoria segueix una distribuci6 multinomial d’una sola
prova, M(m = 1,|8|% - ,|B2n_1|?). Per tant, la funci6 de massa de probabilitat,
P, sera

P:Q—10,1]
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;) = P(Xy = |1)) = |58

Podrem realitzar observacions respecte de la base B, que donin un valor experi-
mental de la variable aleatoria X,. En aquest cas, si la variable aleatoria pren un
valor |k) € By, el sistema passard a estar en l'estat |1;). No obstant, en cas de no
especificar res en contra, suposarem que sempre fem observacions respecte la base
canonica, és a dir, treballarem amb la variable aleatoria Xp,,.

Exemple 3.5. Si definim els estats |+) = M, que sén ortonormals, i tenim
lestat |u) = f|0)+z\1> = (\2[[“> ( ) , podem fer una observacio respecte

de {|+),|—)}, de manera que obtindrem estat |4+) amb probabilitat \f“]Q =11
I'estat |—) amb probabilitat |*/g P =

3.2 Computacié i portes quantiques

La computacio classica es fonamenta en circuits formats per bits i portes logiques.
Els bits representen simbols que poden ser 0 o 1. Les portes realitzen tasques
senzilles sobre els bits. Es poden modelitzar com aplicacions

f(Z/)22)" — (Z)2Z)',

que actuen sobre k bits d’entrada i donen com a sortida [ bits. Observem que una
composici6 finita de diferents portes logiques, en un determinat ordre, és una altra
porta logica que denominem circuit. A més a més, es pot demostrar que existeixen
conjunts de portes logiques que fan de generadors de totes les portes logiques per
mitja de la composicié. Aquests conjunts s’anomenen conjunts complets.

Exemple 3.6. Podem construir un conjunt complet de portes logiques a partir de
les portes {AND, NOT, XOR}, on:

1. La porta NOT consisteix en
NOT : )27 — 7] 27
x4+ 1.
2. La porta AND consisteix en
AND : (Z)27)* — Z/27
(z,y) = xy.
3. La porta XOR consisteix en
XOR : (Z)27)* — Z)27

(x,y) =z +v.
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Per tal de poder construir totes les altres portes logiques, es poden utilitzar
portes que fan copies d’un bit,

COPY : (Z/27) — (Z./27.)*

zr— (x,7),

portes que intercanvien el valor de dos bits,
SWAP : (Z)27)* — (Z./27,)*

(z,y) = (y,2),

i portes que poden crear bits addicionals en la memoria, els qual s’acostumen a
anomenar bits auziliars,

AUX; : (Z)27)° — (Z)27)
01,
on i € {0,1}.

La computacié quantica parteix dels mateixos conceptes, perdo amb diferéncies
importants. Les lleis de la fisica quantica imposen que les operacions que podem re-
alitzar sobre un sistema de n qubits, son les transformacions unitaries; per tant, sén
bijectives. Com que les portes AND, XOR, COPY i AUX; no sb6n invertibles, no
poden ser implementades en un sistema de n qubits. Aixo demostra que no podem
adaptar de manera directa totes les portes logiques que es fan servir classicament.

Definicié 3.7. Anomenarem porta quantica de n qubits a una transformacié uni-
taria que actua sobre estats de n qubits,

U:Cc* — Cc%.

Les portes quantiques actuen sobre estats que serveixen d’entrada i que anomenem
registres. Un circuit quantic és una composici6 finita d’un seguit de portes quanti-
ques que efectuen una transformacié unitaria convenient sobre els registres i donen
un estat final que sera la sortida de la computacio.

Observacié 6. L’observacié d'un estat de superposicié no és una transformacio
unitaria i, per tant, no la pot realitzar cap circuit quantic. L’experiment aleatori
es fa sobre ’estat de sortida del circuit, i consisteix en la lectura d’aquest estat.
En conseqiiéncia, la lectura de 'estat de sortida sempre donara un dels estats ben
definits.

L’observaci6 anterior ens diu que per tal de poder rebre informacié de la sortida,
hem de fer una observaci6. Un ordinador quantic serd el conjunt format per un
circuit quantic juntament amb els registres, i 'observacié necessaria per a la lectura
de T'estat de sortida. D’ara endavant, també farem servir les paraules ordinador
classic i computacid classica per referir-nos als ordinadors i a la computacié deri-
vats de la maquines de Turing.

13



3.3 Exemples de portes quantiques

3.3.1 Portes quantiques simples o d’un qubit

Les portes quantiques simples soén transformacions unitaries
U:C*— C2

Donem alguns exemples de portes simples que son especialment rellevants. Utilit-
zarem la base {|0),|1)} per indicar les seves formes matricials.

Exemple 3.8. La porta NOT
Es 'equivalent quantic de la porta NOT. La seva forma matricial ve donada per

01
vor=(91).
[acci6 d’aquesta porta intercanvia els estats ben definits, és a dir NOT'(|0)) = |1)
i NOT(|1)) = |0). Es facil comprovar que NOT = NOT~! = NOT".

Per representar portes, s’utilitzen pictogrames simples, on els estats inicials son
a la part esquerra del dibuix i els finals a la dreta.

|0) — | NOT — |1>

Figura 1: Pictograma de la porta NOT aplicada a un qubit en I'estat |0). Com que
només interseca amb una tnica linia horitzontal, només actua sobre un qubit.

Exemple 3.9. La porta Hadamard

La forma matricial de la porta Hadamard és

1 1 1
H=— .
v\l -1
Observem que H? = I, de manera que H = H' = H~!. La utilitat d’aquesta porta
és la de crear superposicié. En aplicar-se sobre els estats ben definits obtenim

1

H(]0)) = —=(10) + 1)),

Sl

2

1

H([1)) = —=(10) = [1)).

Sl

2

1

N



0)+[1)
0) —— H G

Figura 2: Pictograma de la porta Hadamard aplicada al qubit en l'estat |0).

Exemple 3.10. Porta de desplacament de fase

La porta de desplacament de fase es tracta en realitat d’'una familia uniparamé-
trica de matrius unitaries. Donat § € [0,27), la forma matricial de la porta de
desplacament de fase d’angle ¢ és

1 0
R‘S_(O ei‘;>'

Observem que R;|0) = |0) i Rs|1) = €¥|1), de manera que no creen superposicié en
Paplicar-se sobre els estats ben definits, sind que els multipliquen per un nombre
complex de modul 1.

—— B ——€®[1)

Figura 3: Pictograma de la porta de desplagament de fase aplicada al qubit |1).

Lema 3.10.1. Les portes Hadamard i de desplacament de fase generen U(2,C).

Demostracié. Donada una matriu unitaria M € U(2,C) existeixen quatre para-
metres «, 3,7,0 € R tals que

cos(g) —exp(iv)sm(g)

Mo g5 = exp(id) ( exp(ia)sin(2) exp(i(a +7))cos(5) ) '

Es comprova facilment que
i(—o+58
RzioHRgHR 5, =" 0T2) M,
aixi que només fa falta canviar la fase global, ei(—0+3) . A partir de la igualtat
e“l=HR,HR,HR.HR,

arribem a la igualtat M = HRHR; s HR,THR&QR%JFQHRQHR,%M. Aixi qual-
2 2

sevol porta simple és producte de, com a molt, 13 portes Hadamard i de desplaca-

ment de fase. U
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3.3.2 Portes quantiques de dos qubits

Les portes quantiques de dos qubits sén les transformacions unitaries
U:C*— C
En aquest cas, hi ha dos conjunts importants: els que es construeixen com a produc-

te tensorial de portes simples i les portes amb un qubit de control. En els exemples
utilitzarem la base |00), |01), [10), |11).

Exemple 3.11. Producte tensorial de portes simples Siguin W,V portes sim-
ples i H = C* un sistema de dos qubits. En aquest cas, la imatge del producte
tensorial de dos estats |w), |v) € H qualssevol pel producte tensorial de les portes
és
W@ V(lw) ®[v)) =W(lw)) @ V(|v)).

Un cas particular seria considerar qualsevol W € U(2,C) i V = I, aleshores W @V
és la porta simple que actua sobre el primer qubit d’un sistema de dos qubits i deixa
el segon igual.

Figura 4: Pictograma de la Porta W & I.

Exemple 3.12. Portes controlades

Aquest tipus de porta permet implementar I'operacié condicionada "Si es com-
pleix A, aleshores es fa B". Sigui U una porta simple, una porta controlada C'(jjk,
on {j,k} = {1,2}, és una porta quantica de dos qubits associada a U, en la qual el
qubit j és de control i I’altre és objectiu. Aixo vol dir que, en els estats ben definits,
la porta simple U actua sobre 1'objectiu si, i només si, el qubit de control és |1).

Suposem que
U — U1 U2 ‘
U21 U2
Si el qubit de control és el primer qubit, aleshores la forma matricial de la porta és

10 0 0
01 0 O
0 0 U1 U2
0 0 Ug1 U2

1,2 _
CU —

Si el qubit de control és el segon qubit, aleshores la forma matricial és

1 0 0 0

2,1 0 uipr 0 wuype
Cy = 0O 0 1 0
0 wuar 0 wug

16



Un exemple més concret és la porta Cyor. Aquesta porta aplica la porta simple
NOT a un dels qubits depenent del qubit de control. Les formes matricials de les
portes C'yor son

1000 1000
1,2 0100 2,1 0001
Cvor=1| g g0 1| Nor=|¢g 01 0

0010 0100

Observem que si el qubit de control és |0) 'altre qubit no és modifica, pero si és |1)
aleshores l'altre canvia de |0) a |1) o de |1) a |0).

]

wL

Figura 5: Pictograma de la porta C'Jl\;on, on el cercle negre indica el qubit de control
i el blanc 'objectiu.

Exemple 3.13. Porta Swap
La porta Swap, a la qual anomenarem .S, intercanvia el valor dels dos qubits, és a
dir, en el estats ben definits ve donada per S(|jk)) = |kj), on j,k € {0,1}. La seva
forma matricial, per tant, sera

o O O
O = O O
o O = O
—_—o O O

Figura 6: Pictograma de la porta Swap.
Lema 3.13.1. Algunes propietats de les portes que hem donat com a exemples son

(1) les portes Cyor i S no son producte tensorial de portes simples,
(2) la porta S es pot posar com a producte de portes Cyor: S = CnprCruorCrnor
(3) podem posar la porta C%lop mitjancant portes Hadamard i la porta C\eop:

CJQ\floT = (H ® H)le\;QOT<H ® H>~
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3.3.3 Portes quantiques de n qubits

En el cas de portes quantiques de n qubits, es generalitzen els exemples que hem
vist a les portes de dos qubits: podem parlar de producte tensorial de portes de k
qubits i portes de control associades a matrius de k£ qubits on hi ha més d’un qubit
de control, on k < n. En el que segueix, considerem la base {|0), [1),...,[2" — 1)}.

Exemple 3.14. Porta Toffoli Es tracta d’una porta quantica de 3 qubits que,
sobre els estats ben definits, actua com una porta NOT sobre el tercer qubit si els
dos primers qubits es troben en 'estat |1). Per tant, és una porta de control Cyor
amb dos qubits de control. La seva forma matricial és

- ]6><6 0
Tof foli = ( 0 NOT)

Figura 7: Pictograma de la porta Toffoli.

Observacié 7. Hi ha un equivalent classic de la porta Toffoli. De fet, es pot
demostrar que aquesta porta és un conjunt complet i que, per tant, genera qualsevol
circuit de portes logiques classiques.

El que ens proposem ara és mostrar un conjunt de portes quantiques universal.
Es a dir, un conjunt de portes quantiques que generen totes les transformacions
unitaries per producte tensorial i composicio.

Definicié 3.15. Una matriu de dos nivells és una matriu unitaria d x d (on d > 3)
de coeficients complexos on totes les columnes i files, a excepciéo de com a molt 2
columnes i 2 files, tenen un tnic element de modul 1 i la resta 0.

Lema 3.15.1. Qualsevol matriu unitaria M € U(d,C) es pot posar com a producte

Je =1

5 Mmatrius de dos nivells.

Demostracié. La demostracio es fa per inducci6 i només en donarem alguns detalls.
En cas que d = 3, sigui

Si b =0, definim U; := I343. En cas contrari, definim
a* b*
VI0alP+p2 y/lal?+[b]?
b —a
VI0alP+p2  y/lal?+[b]?
0 0

U1 =

1
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En tots dos casos trobem que la matriu U U és de la forma

a/ d/ g/
UlM = 0 6, h,
C/ f/ j/
Ara, si ¢ = 0, aleshores definim
a* 0 0
Uy := 0 10
0 01
En cas contrari definim
\/|a’\2+|c’\2 \/\a/|2+\c’|2
Uy := 0 1 0

c 0 —a’
\/|a’\2+|c’\2 \/‘a/|2+‘cl|2

En els dos casos, se segueix que

1 0 0
UUM=| 0 e h” |,
O f” j??
per a unes altres entrades amb valor que denotem amb ". Finalment, definim

Us = (UyU M)'. Es verifica que UsUsU M = I, amb Uy, U,, Us de dos nivells i
M = UlUjUl.

Si suposem que la propietat és certa per a matrius d’ordre més petit que cert d,
podem definir d — 1 matrius de dos nivells Uy, ...,Uy_1 , de manera similar al cas

amb d = 3, tals que
1 0
Ud_l---UlM—(O U/)>

on U’ és una matriu unitaria (d — 1) x (d — 1). Utilitzant la hipotesi d’induccio,
U’ és el producte de w matrius de dos nivells, i per tant M és producte de

(d—1)+ (dfl)Q(dJ) = d(dgl) matrius de dos nivells. O

Corol-lari 3.16. La construccio anterior indica que en el cas particular en qué
d = 2", necessitariem 2"~ (2" — 1) portes de dos nivells.

Definicié 3.17. Siguin s, ¢ dos nombres naturals. Suposem que tenen com a repre-
sentacions binaries les successions de n bits

Sp—1Sn—2 """ S0,

tnfltan e tOu

respectivament. Un codi Gray entre s it és una successio finita de successions de n
bits que comenca en s i acaba en ¢, on dos termes consecutius de la successié només
poden diferir en un tnic bit.
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Exemple 3.18. Un codi Gray entre 9 i 14 és

1
1
1
1

_— o O O
= = O O
o O O

Proposicié 3.19. Les portes Hadamard, de desplagcament de fase i Cyor permeten
construir qualsevol porta de dos nivells en un espai de n qubits qualsevol.

Demostracié. Sigui U una matriu de dos nivells actuant en un sistema de n qubits,
tal que les files i columnes sit, on 0 < s <t < n, son les Gniques columnes i files
que poden contenir més d’un element no nul. D’aquesta manera, la matriu actua
de manera no trivial en, com a molt, dos estats ben definits |c) i |d). Si denotem la
entrada de la fila 7 i la columna j de U per wu;;, considerem la matriu unitaria

U U

! . S8 st

U = ,
Uts Ut

que actua sobre un sistema d’un tnic qubit, i un codi Gray entre c i d que contingui
m termes, amb m <n + 1,

A1 :=C—> Ay =~ —> Q1 —> Ay = d.

Considerem ara la seqiiéncia de transformacions

1% V; me‘S Vm72
1) = [ag) = B am2) T |am1),
per a certes transformacions unitaries V;. Els estats implicats en la seqiiéncia es

poden escriure com |a;) = |Gjpn_1.--Qij; .- o) 1 [ai11) = |@ip1...a}; . aip),

on |aj,),|a; ;) son els estats dels qubits en que difereixen. Definim V; com la
transformaci6 unitaria que actua sobre un estat ben definit |b) = |b,—1...b;; ... bo)
com

Vi(|8)) = by ... NOTF@ (b, ) . bg),

on

[ 1,sia=0bg, perake{l,....5—1,5+1,...,n—1},
flai b) = { 0, altrament.

En conseqiiéncia, V; només afecta |a;) i |a;11) 1 deixa la resta invariants. L’efecte
de tota la seqiiéncia sobre els estats implicats en la seqiiéncia és

|a1) = Jam—1),

|az) = |ay),

|az) = [az),
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|am_1> —> |am_2>.

Suposem que els estats |g,,—1) 1 |gm) difereixen en el qubit que ocupa la posicid jy,.
Després d’aplicar les transformacions V;, apliquem la transformacié unitaria que

actua sobre un estat ben definit |b) = [b,—1...b;, , ...bo) com

|b> — ’bn—l e U/f(amfl’b) (bl’]) Ce b0>,
on

_ 1; si m—1,k = bka per a ke {17 s 7jm—1 - 17jm—1 + 17 sy 1}7
flam-1,b) = { 0, altrament.

Aquesta transformacié aplica la porta U’ tinicament a l'estat |a,,) = |d) sobre el
qubit que ocupa la posicié en qué |a,,—1) i |ay,) difereixen. Finalment desfem les
transformacions V; aplicant-les en ordre invers. El resultat final és la transformacio
U, per a la qual hem utilitzat com a molt 2(n — 1) portes quantiques controlades,
les quals es poden realitzar amb O(n) portes simples i Cyor, a més de la porta
simple U’ que es pot realitzar amb O(n) portes. O

Corol-lari 3.20. Qualsevol transformacié unitaria de n qubits es pot construir
mitjancant un circuit de portes simples i portes Cyor. Direm que les portes simples
juntament amb la porta Cnor formen un sistema universal de portes quantiques.

La descripci6é que hem fet indica que per implementar una transformacié unitaria
qualsevol es necessiten O(4"n?) portes simples i Cyor. Aquest métode no sera de
caracter general si volem obtenir algoritmes optims, perd demostra que la compu-
tacid quantica és possible sempre que sapiguem construir fisicament un subconjunt
de portes quantiques adient. A diferéncia d’alldo que passa en computacié classica,
tal com plantegem la construccié de circuits quantics, per a cada problema que
volguem resoldre haurem de construir un circuit quantic diferent amb un nombre
finit de portes quantiques universals. No obstant, aix0 ens allibera del fet d’haver
de saber implementar qualsevol porta quantica universal, ja que només haurem de
saber implementar aquelles que siguin necessaries pel problema concret.

3.4 Recursos necessaris i complexitat

Igual que succeeix en els ordinadors classics, per poder implementar circuits i em-
magatzemar estats necessitarem uns certs recursos i ser capacgos de realitzar certes
tasques. En concret, suposarem que:

(1) Som capagos de treballar amb qualsevol sistema de n qubits, on n és un nombre
natural qualsevol.

(2) Podem implementar totes les portes que necessitem d’un conjunt universal de
portes quantiques.

(3) Podem construir un estat ben definit qualsevol d’un sistema de n qubits, i
aconseguir qualsevol altre estat ben definit amb menys de n portes NOT'.
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(4) Som capacos de fer observacions respecte qualsevol base ortonormal.

D’altra banda, per tal de determinar la dificultat d’un algoritme en un circuit
quantic hem de trobar una manera de quantificar la seva complexitat. En els or-
dinadors classics, aquesta quantificacié es fa per mitja dels recursos que necessita
per poder-se implementar: la memoria i el temps que triga ’algoritme a resoldre
un determinat problema (o el nombre d’operacions que es realitzen). En el cas d’un
ordinador quantic utilitzarem els mateixos recursos:

(1) la memoria necessaria per implementar els registres, mesurada en el nombre de
qubits necessaris,

(2) el temps, mesurat en el nombre de portes quantiques universals utilitzades en
I’algoritme.

Definici6é 3.21. Direm que un algoritme quantic és eficient si el nombre de portes
quantiques universals i la memoria que empra la seva implementaci6 sé6n d’ordre un
polinomi en el nombre de qubits del registre.

3.5 Adaptacié d’algoritmes classics

Una manera de construir algoritmes quantics és, simplement, considerar el seu ana-
leg classic. El problema és que, en un ordinador quantic, totes les operacions que
es fan sobre els registres son reversibles, és a dir, tenen inversa ja que es constru-
eixen a partir de transformacions unitaries. En canvi, ja hem comentat que molts
algoritmes classics utilitzen portes logiques que no séon reversibles. No obstant, la
computacio classica reversible esta continguda en la computacié quantica, en consi-
derar les matrius unitaries que només tenen com a entrades 0 i 1. En conseqiiéncia,
si mostrem una técnica per tal de poder fer reversibles aquells algoritmes que fun-
cionen amb portes no reversibles demostrariem que tota la computacié classica pot
ser simulada en un ordinador quantic.

La porta Toffoli classica és una porta logica reversible que constitueix un conjunt
complet de portes logiques classiques, de manera que podem construir qualsevol
circuit amb aquesta porta actuant sobre els 3 bits que correspongui en cada cas.
Aquesta porta actua sobre 3 bits com

(A,B,C) — (A, B,AB @ C),

on ¢ indica suma modul 2.

Per tal de fer una implementacié reversible d’un circuit amb ’ajuda de portes
Toffoli, podem expressar les operacions {AND, NOT, XOR, COPY,SW AP} amb
només portes Toffoli i certs bits addicionals.

Per exemple, si partim dels 3 bits (A, B,0), i apliquem la porta Toffoli, obtenim els
tres bits (A, B, AB). Es a dir, hem calculat el resultat de fer I'operaci6 AND dels
dos primers bits i hem col-locat el resultat en el tercer bit. Per recuperar 'estat
(A, B,0), només hem d’aplicar de nou la porta Toffoli,

(A, B, AB) s (A, B, AB® AB) = (A, B,0).
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De manera analoga, es poden construir les altres portes de manera reversible. El
fet de no poder implementar les portes AUX; és degut al fet que, en el cas de
computacié reversible, la dimensi6 de I'espai de sortida i el d’arribada han de ser
les mateixes. Per aquest motiu s’ha de suposar que préviament a fer la computacio
s’ha preparat un nombre de bits auxiliars suficient com per poder realitzar-la amb
portes Toffoli. Per algoritmes de complexitat com a minim polinomica, aixo es
pot fer mitjancant un increment de memoria del mateix ordre de complexitat que
I’algoritme que s’estigui implementant.

En particular, si I’algoritme és polinomic, la memoria i el nombre de portes emprades
també ho sera.
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4 Algoritmes quantics basics

Notaci6. D’ara endavant farem servir log per denotar el logaritme en base 2.

Notaci6. Denotarem la probabilitat condicionada de A donat B per P(A; B).

4.1 Transformada de Fourier quantica

La transformada de Fourier discreta, F', és I’ endomorfisme lineal de I'espai vectorial
C" tal que
(xOJ te 7‘rn71) — F(I07 ce 7‘1:7171) = (y(b cee 7yn71)7

on yp = % Z;L:_Ol zjexp(2E),

Per a un sistema de n qubits podem definir una transformacié unitaria molt
similar.

Definicié 4.1. Siguin H un sistema de n qubits i ¢ := 2". Definim la transformada
de Fourier quantica com la transformaci6 lineal que, sobre els estats ben definits,

actua de la manera .
) s 1 qz‘: <2m’jk> "
J — exp )
V1S q

Es pot comprovar que, efectivament, aquesta transformacio és unitaria i per tant
pot ser implementada en un circuit quantic.

Observacié 8. La definicié de transformada de Fourier quantica també té sentit
per a qualsevol ¢ tal que 0 < ¢ < 2". No obstant, la implementacié que donarem
només sera valida per a ¢ = 2".

Exemple 4.2. La transformada de Fourier quantica dels estats ben definits de C*
és
1
F5(|00)) = 5(]00) + [01) + [10) + [11)),

Fy(]01)) = 5(100) + ilo1) 10 — 1)),
F(]10)) = 5(00) — [01) + [10) — |11)),
Fy([11)) = £(]00) — 101} — [10) +4[11))

Teorema 4.3. Es possible implementar la transformada de Fourier quantica en un
sistema de n qubits amb circuits quantics.

Demostraci6. Siguin H un sistema de n qubits i ¢ := 2", amb n > 3. Hem de
veure que existeix una seqiiéncia finita de transformacions unitaries que poden ser
construides amb portes de 1 o 2 qubits i que, en aplicar-les a un estat, donen com
a resultat la transformada de Fourier quantica d’aquest estat en H. Per comencar,
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utilitzarem dos tipus de portes. Una és la porta Hadamard aplicada al qubit [ €
{0,...,n— 1}, és a dir,

D)
H=12 - 19H®1®---®1.

L’altra porta és la porta de desplacament de fase controlada, que en un subespai
de dos qubits amb el primer qubit de control té la forma

100 O
st | 010 0
CR = 001 0 ’
0 0 0 e
on 0 := 5=. Considerem la seqiiéncia de portes logiques

= 0,1 ~0,2 0,n—2 ~0,n—1 1,2 1,n—2 ~1,n—1
F,=HCg Cg*---Cgm °Cg" "H\Cyg~---Cg" °Cp" "Hy---

n—3,n—2 ~n—3n—1 n—2,n—1
H,_sCp3m=20m3n= g ,on=2m

Hem utilitzat n + "(n;l) = "(n;l) = ”2;" portes quantiques en total. La matriu

resultant d’aquest producte no es correspon a F,,, sin6 que, aplicada a un estat ben
definit |a) € H, ens dona \/Lq S exp(%;“c)\bc>, on b, denota el nombre que s’obté
en llegir les xifres binaries de ¢ en ordre invers. Ho demostrarem per inducci6 sobre

n.

1 1

(a) Sin =1, aleshores F; = Hy = = ( L1

7 ) . Si n = 2, aleshores
1 1 1 1

— 1 1 -1 ¢« —i

F2=HOC%’1H1:ﬁ 1 1 -1 -1

1 -1 —

Les entrades de les matrius son els productes hermitians d’estats ben definits.
Es comprova facilment que son les matrius que buscavem.

(b) Suposem que per a cert n > 2 se satisfa la tesi.

(c) Ara considerem F,,; i els estats ben definits

|a) := |an - - ao),
[0) := 1bn -+ - bo),
[€) := 1bo -+ bn),

on la successio de a; és la representacio binaria de a i similarment per a b. Obser-
vem que les portes de control de desplacament de fase inicament multipliquen
un estat per un determinat nombre complex de modul 1. En canvi, les portes
Hadamard modifiquen el estats ben definits, creant superposicié. Definim ara
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[¥) = Fura(|a)),
la") :=|an_1---ag) , amb a = a,2" + d/,
1) = |bus -+ by) , amb b= b,2" + ¥,
|) :== by by_1) , amb ¢ = 2¢ +b,.

Les portes quantiques que hem afegit respecte F,, per implementar F,,,; tni-
cament afecten al qubit n de |a), |a,). D’aquesta manera, podem escriure

[¥) = Frii(la) = ) @ Fu(ld)),
on [¢,) és un estat d’un sistema d’un qubit. Aixi,

2mia’c

(b)) = (bul ) (V| Fru(la))) = (bulthn)exp( );

on en l'iltima igualtat hem utilitzat la hipotesi d’inducci6é. Les portes que
afecten al qubit n sén, comencant a actuar per la dreta, C%” e Cg_l’”Hn. A
més, si ens fixem en 'ordre en que es multipliquen les matrius, els qubits de
control son els qubits de |a), ja que aquests actuen com a control abans que
siguin modificats per una porta Hadamard. D’aquesta manera,

1 o eap (20 ) 1)) =
|m»=75m+«4>11mpgnﬂ0u»—

\/_(]O> + exp(imay,)exp (Zz2n —a ) 1)) =

7=0

n—1

_(|0> + exp (man +Z ey > 1)) = %UO) + exp (;—: A anJ)> 1) =

=

}m+m{2)m 50)+ eap (o) 1)

En cas que b, = 0, aleshores a = da/, ¢ = 2¢ i

1

<bn|wn> = _2

S

Per tant,

(bl 1 1 (27m'a’c’) 1 (27Tia’c’) 1 <27riac)
= ——eap = exp = exp ,
V2.4 q V2q q \/on+1 on+1

com voliem veure.
Si b, =1, aleshores a = a’ + qa,, c=2c + 11

1 T
i = Jyen ().
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Per tant,

exr
V2q

1 2miac 1 2miac
ex = exp | ———
V2q P\ Vort1 P\t )

on hem utilitzat que ¢ — 1 és parell. De nou, és el que calia demostrar.

q

Com hem comentat, aquest seguit de portes quantiques no es correspon a la trans-
formada de Fourier quantica. El que resta fer és, o bé llegir els estats en ordre
invers, o revertir els estats ben definits amb com a molt 3 portes Swap. Il

Finalment, fem un resum de I'algoritme.
Algoritme 1. Aquest algoritme dona la transformada de Fourier d’un estat qual-
sevol. L’input inicial és un estat de superposicio d’un sistema de n > 3 qubits.
1. Implementar ’estat inicial al circuit.
2. Aplicar la porta Hadamard al qubit n — 1.

3. Aplicar des de j =n — 2 fins a 7 =0 el producte de portes
Hjcé—l,j o Cg%—l,n—l_

4. Aplicardesdej:()ﬁnsaj:”T_l—l, sin és senar, i fins j =14 —1, si j és

parell, la porta swap que afecta als qubits j i m — 5 — 1.

En total utilitzem menys de L;" + 4 portes quantiques i per tant I'algoritme és

O(n?) en el nombre de portes i O(n) en el nombre de qubits necessaris.

H R

—R=

[(ME]

=
|
"

H

Figura 8: Circuit de la transformada de Fourier quantica per 3 qubits.
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4.2 Algoritme d’estimacié de fase

La transformada de Fourier quantica és a la base de molts altres algoritmes. En
concret, mitjancant la transformada de Fourier quantica trobem un algoritme que
ens permet saber, amb certa aproximacio, els valors propis d’'un operador unitari.
Com que aquests valors propis han de tenir modul 1 es poden escriure com e*™%,
aixi, per poder aproximar el valor propi és suficient saber una estimacio de ¢ € [0, 1),
que té representacié binaria

¢ = Z%Qik, or € {0,1}.
k=1

Siguin U una transformacié unitaria que actua sobre estats d’un sistema de n qubits
que anomenem H i |u) € H un estat propi del qual volem estimar el valor propi.
L’algoritme d’estimacié de fase utilitza ¢ 4+ n qubits, on els primers ¢ qubits estan

inicialitzats a lestat |0 . 0). El valor de ¢ dependra de la precisi6 que volem que
tingui la nostra estimaci6. Els darrers n qubits contenen 'estat propi |u).

Per a construir el circuit quantic que efectui ’estimacio6 de fase utilitzarem dos tipus
de portes. En primer lloc, les portes Hadamard aplicades al qubit j, que denotem
per H;. Apliquem a cadascun dels primers ¢ qubits una d’aquestes portes. En

segon lloc considerarem la transformacio U2j7 per a j € N, aplicada a estat |u) i
k,|u)
. U
on indiquem que apliquem la porta U ? sobre |u) controlada pel qubit que ocupa la
posici6 k, és a dir, U s’aplica a |u) si, i nomeés si, el qubit k es troba en lestat |1).
Aleshores la seqiiéncia de portes és

controlada per cadascun dels primers ¢ qubits. Denotem aquesta porta per C

0,|w) 1,|u) t—2,|u) ~t—1,|u)
CUQtfl CU2t72 e CU21 CU20 Ht—l e HlHOa

comencant a actuar per la dreta. L’estat dels primers ¢ qubits després d’aquesta
transformacio és

%ﬂO)+e:cp<2m2f‘1¢>|1>>®<|0>+exp(2m'2t—2¢>|1>>®- - @(|0)+exp(2mi2’¢)|1)) =

=
— Y exp(2miko)|k).

L’altim pas de l'algoritme és aplicar la transformacio inversa de la transformada de
Fourier quantica als primers ¢ qubits.

Lema 4.3.1. Si ¢ té menys de t zifres binaries, aleshores aquest algoritme ens
permet saber exactament la representacio binaria de ¢.

Demostracié. Per hipotesi, ¢ = ¢1271 4+ ¢2272 + -+ 4+ ¢,_127F, on ¢; € {0,1},
1 < j < n. En particular, aixo vol dir que 2°¢ € {0,1,...,2" — 1}.

D’altra banda, és facil comprovar que la transformacioé inversa a la transformada de
Fourier quantica en ¢ qubits és

2t—1 .
| 2milk
|k7> — ﬁ ;:0 erp (_ ot > |l>
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Si apliquem aquesta transformacio a l’estat \/—127 Z?tz_ol exp(2mike)|k) que ens resulta
en fer la primera seqiiéncia de portes quantiques obtenim

— 1= — omilk
( Z exp(2mike) ]k)) = o Z exp(2mike) Y exp (— 5t ) 1) =
=0

k=0

1 2t_1 sot_1 2 — 2t-1
5 (Z exp (2mk )) Qt Z 2t52t¢l|l |2t¢> = |py_1-" o).

1=0 \ k=0
Com que el resultat és un estat ben definit, lobtmdrem amb probabilitat 1 en fer
una observacio, i podrem trobar les xifres de la representacié binaria de ¢. O

A continuacié demostrem que, en cas que ¢ tingui una representacié de més de
t xifres binaries, ’algoritme ens déna la millor aproximacié de ¢ en t xifres i menor

que ¢. Es a dir, el b € {0,...,2" — 1} tal que si definim 6§ := ¢ — Qt, aleshores
0<0<4
Siguin
| 2ol | 2ol /2l th_ 1
[¢) = F 1 (7 exp(2mk¢)]k)> = o (Z exp (2mk - )) 1)
k=0 1=0 \ k=0
i
9t—1
1 2ty — (b+1
=(b+1 (mod 2")|y) = 5t 2 €Tp (27Tik¥> =
k=0

11 —eap2mi(2'¢ — (b+1)) 11— exp(2mi(2'0 —1))
21 _exp (Qm‘ (W)) S 201 —eap (2mi (6 — %))’

onl € {—(271 —1),...,271}. En el calcul de a;, hem utilitzat que W ¢ 7
per calcular la progressi6 geomeétrica.

Si fem una observaci6 sobre I'estat [¢)) obtindrem un estat |m) ben definit. Per
tal de trobar una estimaci6 és convenient que la probabilitat d’observar un valor
proper a b sigui alta. Per aquest motiu estudiarem el valor de P(|m —b| > e), on e
és un enter que caracteritza la tolerancia que desitgem. La probabilitat d’observar
un estat |m) amb aquestes caracteristiques és

—(e+1) ot—1
P(m—=b>e)= > >+ > |l
I=—2t-141 l=e+1

Com que |1 — exp(if)| < 2 per a qualsevol 6 € R, tenim que

2
< .
ol S S eemi = )
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D’altra banda, |1 — exp(if)| > @, si —m < 0 < 7. Aleshores

| € ———~,
2t+1(5_ %)

en ser —m < 27(6 — &) < 7, sil € {—(2"7' —1),...,2""'}. Finalment, podem

acotar P(|m — b| > e),

—(e+1) 1 ot _q 1
P —bl>e) < _— _—
(|m | e) - Z 4(l _ 2t6)2 + Z 4<l _ 21‘/5)27
—2t—141 l=e+1
i com que 0 < 21§ <1,
moyso<t| 3 Loy 0
pm €) > 4 2 (I—12| =
l=—2t—141 I=e+1
| 1 /2“1 dl 1
2 2=2) 0 =201

Si volem estimar ¢ amb un error menor que 27° i probabilitat més gran que 1 — ¢,
per a cert e petit, escollim e = 27* — 1,1 ¢t := s+ p, on p := [loga (2+ £)].
Aleshores,

P(lm—b<e)>1-— >1—e

2(20 — 2)

A més, els m que satisfan la condicié anterior compleixen que

e+1_ 1

m—>b
2

m b e

de manera que en observar |m), obtindrem una aproximaci6 de ¢ amb un error
menor que 2%,

Ara que hem vist que ’algoritme té probabilitat prou alta d’encert, procedim a
fer-ne un resum.

Algoritme 2. Suposarem que som capacos d’implementar portes U? controlades
per qualsevol qubit i que sabem preparar un estat propi |u) de U amb valor propi
e?™®  Aquest algoritme ens permet trobar una aprorimacio de ¢ amb un error
menor que 27°, per a cert s € N, amb probabilitat més gran que 1 — €, per a
cert € petit escollit préviament. L’nput inicial és 'estat producte tensorial de de
t=s+[log (2+ 5)] qubits inicialitzats a |0) ¢ de n qubits inicialitzats a l'estat |u).

1. Implementar ’estat inicial al circuit.
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2. Aplicar des de j =0 fins a j =t — 1 una porta Hadamard al qubit j.

2t—1

0) @ fu) > Zrmru

3. Aplzcardesdej—Oﬁnsaj—t—llaportaC onk=t—1-7.

2]7

2t—1 2171
ZU ® |u) > Zewp(2my¢>|J>®IU>
7=0

4. Aplicar la inversa de la transformada de Fourier als primers t qubits.

= | 2o /2 o
Z exp(2mijo)|j) @ |u) — Z (Z exp (2mk )) 1) ® |u)
7=0

5. Fer una observacio del primer registre de estat final i obtenir un estat ben definit
|m). Trobem una aprozimacic de ¢ en calcular 3

En total, utilitzem n portes Hadamard, n portes U? controlades, i la transfor-
mada de Fourier, que empra O(n?) portes universals. La complexitat dependra de

. . . J
quantes portes universals que necessitem per implementar les portes U? controla-
des.

La complexitat dependra de quina sigui la transformaci6é unitaria U de la qual
volem saber el valor propi.

|0> " s 0w _“_m}_‘_ff'ﬁm’[?.'_lc;;”l}

10)
10)
10)

s oo ——|0) €2

L |0) 4 272" 9| 1)

||| =
|

(]
T — |U\P 2TJ[2 cﬂ'l;

{.’."2 : Ii'_’."g (J

|w) |u)

5
%]
IIITI
TTTTT
-
.
.
[
[TTT]

Figura 9: Circuit de 'algoritme d’estimacié de fase.
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4.3 Algoritme de cerca d’ordre

Siguin GG un grup abelia finit amb notacié multiplicativa i e el seu neutre. Sempre
ens podem plantejar quin és 'ordre d’un element g que no sigui el neutre, és a
dir min{k € Z, : ¢* = e}. Podem utilitzar I'algoritme d’estimaci6 de fase per
trobar un algoritme que trobi 'ordre de g. Suposem que cada element del grup
pot ser codificat com un estat ben definit d’'un sistema de n qubits, que denotem
H, on n dependra del grup G i de la codificaci6. D’aquesta manera, denotarem
la codificacio de h € G per |h). L’operacio interna del grup es modelitza per la
segiient transformaci6 unitaria:

Ih) %% |hg),

on h,g € G. Aquesta transformaci6é és unitaria, degut a 'existéncia de I’element
g%, ila seva construccié depén del grup i de la manera que hem codificat; més
endavant estudiarem algun exemple concret. Si denotem per r 'ordre de I’element
g, podem definir

k=0
Aquest estat és propi de U, ja que, per a tot s € {0,1 1},
r—1 .
—2misk 2mis
Ull0) = 2 S ean () 1) = eap (222 )

A més a més els estats |ug), |u;) son ortogonals si s # [. En efecte,

r—1 r—1
2misk 2milk
(uslu) = Z Z exp ( 1) exp ( 2) (ky|ko) =

T 0 ko
— — 27 sk1 2mi(sky — Uks) 1 omi(s — Dks)\ 1
- Z Z exp Oky ey = — Z exp | —————— | = —1rds; = d5.
" =0 ka0 " om0 " r

Si apliquéssim lalgoritme d’estimacié de fase a 'operador U, i a 'estat propi |u,),
per a cert s, podriem trobar una aproximacio de £, a partir de la qual podriem trobar
r. Per poder implementar I’algoritme d’estimaci6 de fase necessitem implementar les
portes U 5] mitjancant 1’algoritme d’exponenciacié binaria que trobem a 1’apéndix.
Un problema addicional és que per construir els estats |u,) sembla que és necessari
conéixer r, el qual és precisament el valor que busquem. Podem evitar el problema
sabent que

s=0 s=0 k=0 k=0
r—1 r—1
1 1 2mis
Uy(le)) = U, (7 3 |us>> - cap (222 )



Com que |e) és un estat ben definit, sabem com construir-lo. A continuacié, podem
preparar un registre amb 2n + 1+ [log (2 + 5-)] qubits en l'estat [0) i un segon
registre de n qubits en l'estat |e) i aplicar I'algoritme d’estimacié de fase. En
aquest cas obtindrem, amb probabilitat 1 — €,

1 r—1 1 r—1
0) @ le) = [0) @ (W z; \us>>) = W; [6s) © [us),

s (2n+1

on ¢, ¢s una estimacio de 2 amb error menor que 2~ ). Si fem una observacio
d’aquest estat respecte d’una base que contingui al conjunt {|ug),...,|u,_1)}, ob-
tindrem l'estat |¢s) ® |us) amb probabilitat % Aixi, la probabilitat que, donat un
k, 1 <k <r—1, lalgoritme ens proporcioni I'estimaci6 de é és %

Recordem que r < #G, on #G < 2" és lordre del grup. Un cop apliquem

lalgoritme d’estimacio de fase, el resultat que proporciona I'ordinador quantic en
fer una observaci6 és una aproximaci6 de £, pero encara hem de trobar el valor de 7.
Per tal d’aconseguir trobar una soluci6 del problema haurem d’afegir una subrutina,
que podem implementar en un ordinador classic, que utilitzi la informaci6 obtinguda
de la sortida de ’ordinador quantic.
Una possible manera de calcular r és trobar la fraccié racional de dos nombres
naturals que aproximi suficientment ¢ i identificar r a partir d’aqui. Per tal de trobar
aquesta fraccio utilitzarem I'algoritme de fraccions continuades (cf. [3] pag.21), sobre
les quals parlem una mica més a 'apéndix. Per tal de donar sentit al calcul de
convergents, hem de demostrar el segiient lema.

Lema 4.3.2. (a) Si suposem que Ualgoritme d’estimacid de fase ha tingut eéxit i

, S o [ 1
obtenim ¢ que aprovima 2, se satisfa que |7 — ¢| < 5.

(b) % és un convergent de la fraccid continuada de .

Demostracié. (a) Hem vist que l'error comés per l'algoritme d’estimaci6 de fase
esta acotat superiorment,

S 1
’F _¢‘ = it

Com que 221 = 2. 22" > 2(#G)? > 2r%, aleshores |2 — ¢| < 75

2r2 "

(b) Com que representem ¢ amb un nombre finit de qubits es tracta d’'un nombre
racional. Per tant, t¢ una fracci6 continuada finita. En cas que ¢ = 2 és evident
que 2 és un convergent. En cas contrari, siguin ¥ = [go;q1,. .. qn), la fraccio
continuada de 2, i by, ¢y, definits com en la proposicié anterior per al cas en

que x = 2, amb el que I;L;i = 2. Definim ara
0 = 2cp(cmd — b)),
Cmbm—l - bmcm—l Cm—1 (_1)m Cm—1
Ai=2 — 2 )
( 0 ) Cm o Cm,

Com que mcd(by,, ¢,) = 1, aleshores se satisfa que b, < sic¢, < r. En
conseqiiéncia, 0 < § < 1. De la definicié de A\, podem trobar la igualtat segiient
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)\bm + bm—l

¢ B >\Cm + Cmfl’
de manera que ¢ = [ag,...,a,,A]. Si escollim que la fraccié continuada de 2
tingui un nombre parell de termes (cf. 'observacio aleshores A=2_ fmot
Com que la successio {c, },, és creixent, aleshores A = £ —“2=L > 21 = 1. Hem
demostrat que A és un racional més gran o igual que 1, per tant té associada
una fraccié continuada [Ao;. .., Ap]. Se segueix que
gb: [QO;"WQWHAO)"WA}O])

i, per tant, ¢ té a 2 com a convergent.

U

Com que ? és un convergent de ¢, podem trobar una fracci6 equivalent a 2

mitjancant I'algoritme de fraccions continuades. Aixo ens podria permetre trobar
r, sempre que s no sigui igual a 0. Per tant, podrem procedir al calcul de convergents
amb aquest algoritme si, en fer una observacio, trobem un estat amb valor propi 7,
amb 0 < s <r — 11, amés, I'algoritme d’estimaci6é de fase ens déona una estimacio
de 2. La probabilitat que aquests dos fets succeeixin simultaniament és

—_

r—

1—¢
r

=(1—e)(1—r. (4.1)

s=1

Si suposem que r > 2, aixo vol dir que la probabilitat és més gran que 156. En

cas que l'algoritme de cerca d’ordre falli, o trobem que s = 0, haurem de tornar a

preparar 'estat i aplicar de nou 'estimacié d’ordre fins a obtenir una estimacio de
S
2,on s # 0.

Algoritme 3. Siguin (G,-) i e el seu neutre. Suposem que tenim una manera de
codificar els elements de G amb n qubits. El registre consistira en

1
t:2n+1+[log(2+2—)l
€

qubits inicialitzats a |0) i n qubits inicialitzats a Uestat |e). Suposem també que som
capacos d’implementar 'operacid

: Vo ;
17) @ |h) = 15) @ |g’h),
per a g € G i j € N. Aleshores, aquest algoritme retorna lordre v de g.
1. Implementem [’estat inicial |0) ® |e).

2. Apliquem als primers t qubits des de j =0 fins a j =t —1 la porta Hadamard
H;.
2t—1

0) @ 1e) '—>—Z|J ® le)
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3. Apliquem V,

4. Apliquem la inversa de la transformada de Fourier

r—1 2t—1

1
5 Zexp (27?2—) 17) ® |ug) — — Z|¢s ® |us),

s=0 j5=0
on ¢s €s una estimacio de 2.

5. Simesurem l'estat |e) tornem al pas 1; si no, apliquem el metode de fracciones
continuades.

En el pas 3, el simbol d’aproximacio6 és degut a que hem reagrupat termes, en ser
V(r+d)®|g*)) = |g""%). Només tindrem la igualtat en cas que r { 2¢. No obstant,
si 2! és prou gran comparat amb r, Paproximacié és valida. Aix0 ocorrera sovint,
jaque r < #G < 2" it > 2n, aixi 2¢ tindra més del doble de xifres binaries que 7.
D’altra banda, s’ha de comentar que el calcul de convergents mitjancant 1’algoritme
de fraccions continuades té complexitat O(n?) si s i 7 tenen n xifres binaries. En
aquest cas, la sortida de I'algoritme retorna s i 7’ tals que & = fj—:, on i—: és una
fraccio irreductible. D’aquesta manera 7 és un candidat a 'ordre de ¢g. Si ¢" =e
ja hem acabat. Haurfem d’afegir al pas 5, que retorni al pas 1 si " # e. Com que

la quantitat de nombres primers menors que r és més gran que
r

2log(r)’

per a r suficientment gran, en aplicar tot I'algoritme 2log(r) vegades, sense tenir en
compte (4.1)) trobariem un s coprimer amb r amb alta probabilitat, de manera que
Ialgoritme de fraccions continuades ens donaria directament el valor de r.
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5 Aplicacions a la Criptografia

5.1 Dos sistemes criptografics importants

A continuaci6é comentarem dos algoritmes de xifra-desxifrat d’especial importancia:
RSA i ElGamal.

5.1.1 RSA

L’algoritme de RSA és una seqiiéncia de passos que permet intercanviar missatges
de forma privada entre duess parts, A i B. Aquest algoritme treballa sobre el grup
multiplicatiu G(n), per a cert enter n compost lliure de quadrats.

Definicié 5.1. La clau publica és un parell (n,e). En primer lloc, n és un enter
compost positiu que descompon com a producte de r primers diferents com n =
P12 - .- Dr, amb r > 2. Definim també A := mem(py — 1,po—1,...,p, — 1). D’altra
banda, e, és un enter positiu tal que 1 < e < n — 1, que anomenem exponent public
i que satisfa que mecd(e,\) = 1. La clau publica es creada per la part que rep
el missatge, que anomenem B, i es rebuda per la part que envia el missatge, que
anomenem A.

Suposarem que, donat ’enter n, es pot codificar el missatge d’una manera es-
tandard i coneguda per a totes dues parts amb un enter m tal que 0 <m <n — 1.

Definicié 5.2. La clau privada és el parell (n,d), on n és el mateix nombre definit
anteriorment i d és un enter positiu tal que ed = 1 (mod A). La clau privada és
coneguda de manera exclusiva per B.

Algoritme 4 (RSA). (1) B construeiz la clau piblica (n,e).
(2) B envia la clau piblica per un canal de comunicacio a A.

(3) A obté la clau piblica i codifica el missatge com un enterm tal que 0 < m < n—1
sequint un procediment estandard i conequt.

(4) A zifra el missatge calculant ¢ = m® (mod n).
(5) A envia el missatge xifrat ¢ per un canal de comunicacid a B.

(6) B desrifra el missatge mitjancant la clau privada, utilitzant que m = ¢? (mod n).

La seguretat de I'algoritme, si suposem que ni la implementaci6 ni la codificacio
son susceptibles a cap tipus d’atac, es basa en el fet que per poder calcular d és
necessari el calcul dels nombres primers que divideixen n. Donat que no es coneixen
algoritmes que factoritzin nombres arbitraris en temps polinomic, una tria adient
de 'enter n impossibilita el desxiframent efectiu del missatge. Tot i que el nombre
enter n pot tenir més de dos factors primers, si fixem el nombre de bits que ocupa
aquest n, és preferible tenir-ne només dos, ja que aixi la longitud en nombre de bits
de cadascun d’aquests primers sera més gran i, en conseqiiéncia, sera més dificil
trobar un factor de n.
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5.1.2 ElGamal

Aquest algoritme, igual que el RSA, permet intercanviar missatges entre dues parts
A i B. Aquest algoritme pot treballa amb qualsevol grup finit; en aquesta explicacié
donarem notacié multiplicativa.

Definicié 5.3. La clau publica consisteix en (G,p,«,yp), on G és un grup, un
element @ € G amb ordre un nombre primer p i yg = a”3, on xg és un enter
que forma part de la clau privada. La clau publica és creada per la part que rep
el missatge, que anomenem B, i és rebuda per la part que envia el missatge, que
anomenem A.

Suposem que, donat el grup G, es pot codificar el missatge d’'una manera estan-
dard i coneguda per les dues parts amb un element m € G.

Definicié 5.4. La clau privada és un enter xp tal que 2 < p — 2, conegut exclusi-
vament per B.

Algoritme 5 (ElGamal). (1) B construeiz la clau piblica (G, p, a,yp).
(2) B envia la clau piblica per un canal de comunicacio a A.

(3) A obté la clau piblica i codifica el missatge amb un element m € G seguint un
procediment estandard i conegut.

(4) A tria un nombre enter a l'atzar de {2,...,p — 2} amb probabilitat uniforme.
(5) A calcula C = yk.

(6) A zifra el missatge calculant el parell (c1,c3), on

¢y = Cm.
(7) A envia el missatge xifrat (cy,c2) per un canal de comunicacid a B.
(8) B deszifra el missatge mitjancant la clau privada, utilitzant que
C =",
m=C ¢,.

La seguretat de ’algoritme, si suposem que ni la implementacié ni la codificacio
son susceptibles a cap tipus d’atac, es basa en que si no coneixem la clau privada
és necessari saber calcular el logaritme discret de ¢; o de yg en base a per poder
desxifrar el missatge. Com que hi ha grups G per als quals no es coneixen algo-
ritmes que trobin el logaritme discret en temps polinomic, una tria adient de G i
« impossibilita el desxiframent del missatge. Algun exemple de grup que es pot
utilitzar per aquest criptosistema és el grup multiplicatiu G(p), on p és un enter
primer, o als grups de punts de corbes el-liptiques sobre cossos finits.
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5.2 Algoritme de Shor

Sigui un nombre natural n > 2 compost i senar. Definim L := [log(n)]. La
codificacié de I'element = de G(n) és simplement |z) € C2”. Emprarem la segiient
transformaci6 unitaria.

Ua(ly)) = lzy  (mod n)).

Per tal de calcular zy (mod n), hi ha un algoritme classic que utilitza O(L?) ope-
racions basiques per multiplicar dos nombres de L bits basat en el métode de mul-
tiplicaci6 a ma. D’igual manera, hi ha algoritmes senzills de divisi6 que empren
= O(L?) operacions basiques (cf. [7]). Com que I'algoritme d’exponenciacié binaria
utilitza O(L) productes, vol dir que en total utilitzem O(L?) operacions basiques.

Lema 5.4.1. Siguin n > 1 un nombre natural compost, p un divisor primer de n,
un element x € G(n) qualsevol i k € 7 tal que k és maltiple de p — 1. Aleshores,
med(x® —1,n) # 1.

Lema 5.4.2. Siguin n > 2 un nombre natural senar, k < 1 un nombre natural i
x un enter qualssevol. Si x = —1,0,1 (mod n), llavors med(x* — 1,n) = 1 o bé
med(zF —1,n) =n.

Corol-lari 5.5. Els x € G(n) que permeten factoritzar n mitjancant el lemam
han de satisfer 2 < x <n — 2.

Proposicié 5.6. Siguin x € {2,...,n— 2} i el seu ordre r en G(n). Suposem que
r és parell i que 2 Z —1 (mod n), aleshores med(xz —1,n) és un factor no trivial
de n. Si x satisfa aquestes condicions, direm que és valid per factoritzar.

Per implementar un métode per factoritzar n, utilitzem 1’algoritme [3] amb

t:—2L+1+((2+%)L

qubits en el primer registre per a trobar una aproximacié amb 2L + 1 xifres binaries
de precisio, amb probabilitat 1 — €. L’algoritme d’exponenciacié binaria, en aquest
cas necessita de O(L) productes, i O(L?) operacions basiques per realitzar produc-
tes, sumes i divisions enteres. Aixi, es requereixen O(L?3) operacions basiques per a
implementar ’exponenciacié binaria en aquest grup.

Algoritme 6 (de Shor). Aquest algoritme, donat n un nombre natural senar com-
post, retorna un factor primer de n.

1. Determinem sin = a®

valor de a.

,amba > 3,0 > 2. En cas que aixi sigui, retornem el

2. Triem, de manera equiprobable x € {2,... ,n — 2}. Calculem med(xz,n). Si
no és igual a 1, retornem mcd(x,n). En cas contrari seqguim al segiient pas.

3. Usem Ualgoritme [ per trobar Uordre de x a G(n).

4. Str és senar tornem al pas 2. En cas contrari sequim al pas segiient.
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5. Calculem y := 2"/? € G(n). Siy = —1 (mod n) tornem al pas 2. En cas
contrart passem al segiient pas.

6. Retornem mcd(y — 1,n).

A continuacid, estudiem la probabilitat de trobar un valor valid de x per a
factoritzar en el pas 2 de 'algoritme.

Definicié 5.7. Donat un nombre natural n i un nombre primer p, definim la valo-
racié p-adica de n com
vy(n) = maz{k € N: p*n}.

Lema 5.7.1. Siguin p un primer senar i d := vo(#G(p®)), aleshores la probabilitat
que Uordre d’un element x € G(p®) triat a l'alzar de manera equiprobable tingui
valoracio 2-adica igual a d és %

Demostracié. Com que #G(p*) = p*~1(p— 1) aleshores té ordre parell. Com que
es tracta d’un grup ciclic, és facil veure que només la meitat dels seus elements sén
el quadrat d’un altre. Per tltim, 'ordre d’un element té valoracié p-adica igual a d
si, i només si, no és un quadrat. U

Proposicié 5.8. Sigui n = pi*---pp* la descomposicid en factors primers d’un
enter positiv senar, amb k > 1. Siguin x € G(n), escollit a Uatzar de manera
equiprobable, i v l'ordre de x en G(n). Llavors,

o

P(z no sigui valid) = P((r sigui senar) o (r sigui parell i 27/ = —1 (mod n)) <
Demostracié. Denotem S := {1,...,k}. Per a tot j € S definim r; com l'ordre
de x en G(p?j) i M := mem(ry, ... 7). Clarament, r;|r, de manera que M]|r, i

M = r per la definici6 d’ordre.

El que demostrem ara és que x no sera valid per a factoritzar amb el nostre algoritme
si, i nomeés si, va(r;) = va(r) per a tot j € S. En efecte, si r és senar, aleshores,
com que 7;|M i M = r, r; és senar, se satisfa que vy(r;) =0 per atot j € S. Sir
és parell i 272 = —1 (mod n), se satisfa que 27/2 = —1 (mod p?j), per a tot j € S.
Per tant, no hi ha cap r; que divideixi 5 ja que, en aquest cas, =g =1
(mod p}?) contradient que z"/? = —1 (mod p;’). Aixo indica que vy(r;) = va(r).
Demostrem ara el reciproc. En cas que vy(r;) = va(r) = 0, aleshores r és senar. Si
suposem que vy(r;) = vo(r) > 0, aleshores r és parell. Com que 2" = 1 (mod n)
implica que " = (x”/z)2 =1 (mod p}’), per a qualsevol j € S. Com que G(p®) és
ciclic, les tiniques arrels quadrades de 1 s6n 1i —1. Per tant 27/2 = 1 (mod p?j) 0

2"/? = —1 (mod p;”). Siexisteix un j tal que 27/ = 1 (mod pj’), aleshores r;|5, per
la definici6 d’ordre, contradient que vy(7;) = vy(r). Per tant, 2™/2 = —1 (mod p;’),
per a tot j € S i, en conseqiiéncia, 2"/ = —1 (mod n).

Pel teorema xinés del residu, triar z € G(NN) és equivalent a triar una série d’enters
ai,...,ay tals que
r = ap (modpi),
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x = ay (modp*).

Igual que abans, definim r; com l'ordre de a; en G(p?j). Per tant, en cas que la
valoraci6 2-adica de tots els r; sigui la mateixa, no haurem trobat una x adient per
factoritzar. A continuacio, per cada j, definim m; := vy((p;”)), on ¢ és la funcio
¢ d’Euler i ¢(p;”) és l'ordre del grup G(p;’). Com que Pordre d'un element divideix
lordre del grup, va(r;) < m;. Denotem m := min(my,...,my). Per tal que z no
sigui valid, és necessari que vo(r;) = v2(r), per a tot j €, 1 va(r) < m. Pel lema
5.7.1] podem fer la segiient acotacio

P(z no valid ) < P(vy(rj) <m,Vj) o (ve(r;) =m,Vj) =

. ‘ 1 1 2
P(UQ(Tj) < m’vj) +P(’U2(Tj) = mvvj) S 2_k ‘|‘ ﬂ - 2_k
Finalment,
P(z sigui valid ) = 1 — P(z no sigui valid ) > 1 — o (5.1)

Com que sempre sera k > 2, la probabilitat sempre sera més gran o igual % U

Corol-lari 5.9. La probabilitat d’éxit de l'algoritme de factoritzacio és més gran o

wgual que
1—ce€

4 )
on € és la tolerancia admesa per l'algoritme d’estimacid de fase.

Demostraci6. La probabilitat de que tingui éxit és la probabilitat que x sigui
valida i que 'algoritme de cerca d’ordre tingui exit

P((x valid) i (obtenir 'ordre)) =

P(x valid) P(obtenir l'ordre; x valid) >

1 1 -
SA—9—r) = =,
on hem utilitzat les cotes inferiors de les probabilitats (4.1) i (5.1)). O

5.3 Algoritme quantic de factoritzacié mitjancant corbes el-liptiques

Siguin n := pipe, un enter producte de dos primers p, ps diferents entre ells, tal
que med(6,n) =11 L := [n].

Notacié. Donada una corba el-liptica E sobre Z/nZ i P,Q € E(Z/nZ), denotem
P =@ (mod p;),

on i€ {1,2}, sila reduccio modul p; de P i @ coincideixen.
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Codificarem aquests punts P := (x,y, z) com a producte d’estats ben definits,
|P) =a) ® |y) @ |2) € C*".

Observem que la suma de dos punts a F(Z/nZ) implica un nombre fitat de su-
mes, restes, multiplicacions, divisions, per les quals existeixen algoritmes eficacos
amb una complexitat O(L?) (cf.[7]) en el nombre d’operacions basiques, i per tant
'exponenciacio binaria (adicio binaria, en aquest cas) és pot realitzar de manera efi-
cient amb O(L3) operacions, ja que només necessitarem O(L) qubits per realitzar-la.
Aixo implica que

Up([k) ® Q) = [k) @ [P + Q),

on k és un natural i P,Q € FE(Z/nZ), es pot implementar eficientment.

El métode que volem introduir comenca amb I’eleccié d’una corba i un punt. Per
tal de fer aixo, triem enters a,x,y € {0,...,n — 1} a atzar i calculem

b:=9y*—z(2® +ax) (mod n),

amb 0 < b < n— 1. Per tant, el punt P := (z : y : 1) és solucié de I'equacié de
Weierstrass y? = 23 + ax + b (mod n). Considerant la reduccié modul p, on p és
un divisor primer de n, se satisfa que P, := (z (mod p) : y (mod p)) és soluci6 de

v’ =2 +ar+b (mod p).

La corba sera valida sempre que d := mcd(4a® +27b,n) # n, ja que en aquest d = 0
(mod p). En aquest cas haurem de procedir a triar altres z,y,a € {0,...,n—1}. Si
1 < d < n—1 haurfem trobar un divisor no trivial de n i hauriem acabat. Sid =1,
la corba de Weierstrass defineix una corba el-litpica sobre ), per a tot p divisor
primer de n. A més, si un punt P = (x : y : 1) és soluci6 de 'equacio, aleshores el
punt P, és soluci6 de 'equaci6 de Weierstrass reduida modul p i, en ser E(FF,) un
grup, podem parlar de 'ordre de P,. Si suposem que la corba és valida i que no
hem factoritzat, passem al segiient pas de 'algoritme que consisteix en saber 'ordre
de P en E(Z/nZ). Per tal de trobar aquest ordre, utilitzarem 1’algoritme de cerca
d’ordre. En aquest cas, utilitzarem

t:=6L+1+ [log (Q—i—i)w
2e

qubits al primer registre, per tal d’obtenir una estimacié de fase amb precisi6 de
6L + 1 xifres binaries, amb probabilitat més gran que 1 — e.
Suposem que l'algoritme de cerca d’ordre ha tingut éxit, i hem trobat 'ordre de
P, que denotarem r. Si r és senar, no podrem factoritzar amb el nostre métode i
haurem de tornar a triar un altre punt i una altra corba. En cas que r sigui parell,
definim @) := 5 P. Per tant, tindrem que 2Q = O (mod p;), per ai € {1, 2}, fet que
ens portara a considerar dos casos.

(1) Si @ # O (mod p;) per a i € {1,2}, aleshores no podrem factoritzar i haurem
de tornar a triar un altre punt i una altra corba.
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(2) Si Q@ = O (mod p1) i Q #Z O (mod pg), o viceversa, i denotem les seves co-
ordenades per Q = (t : u : v), aleshores podem trobar un factor no trivial de
n. En efecte, suposem, sense pérdua de generalitat, que Q = O (mod p;) i
Q # O (mod py). D’una banda, @, és un element d’ordre 2 a E(Z/psZ), amb
el que u = 0 (mod py). D’altra banda @),, = O no és un element d’ordre 2 a
E(Z/mZ), aixi que u £ 0 (mod py) i, per tant, u Z 0 (mod n). Concloem que
med(u,n) = pi, amb el que trobem un factor no trivial de n. Direm que en
aquest cas, () permet factoritzar.

Observacié 9. El cas on @ = O modul py i ps esta exclos, ja que en aquest cas es
contradiu la definicié d’ordre de P.

A continuaci6é fem un resum de I'algoritme (cf. [1]).

Algoritme 7 (Alberto Camara). Sigui n := pips, producte de dos primers diferents
tal que med(6,n) = 1.

1. Triem a Uatzar, de manera equiprobable, x,y,a € {0,...,n —1}.

2. Calculem b := y* —x(2?+a) i d :== med(4a®+27b* n). Sil < d < n retornem
d i finalitzem. Si d = n, donem un missatge d’error i finalitzem. Si d = 1
sequim al segiient pas.

3. Emprem [’algoritme @ per a calcular Uordre v del punt P = (x : y : 1),
pertanyent a la corba el-liptica sobre Z/nZ amb equacid de Weierstrass afi
Y?=X3+aX?+ B.

4. Sir és senar donem un missatge d’error i finalitzem. En cas contrari, sequim
al pas segiient.

5. Calculem @) =

%, que té per coordenades Q = (t : u : v).
6. Calculem d' := mcd(u,n). Si és d = n, retornem un missatge d’error i
finalitzem (en aquest cas Q no factoritzan). Sil < d' < n, aleshores retornem

d' i finalitzem (Q factoritza n).

El calcul dels maxims comuns divisors es realitza per 'algoritme d’Euclides amb
O(L?) operacions basiques. La complexitat d’aquest algoritme és O(L?), corres-
ponent a implementar I'exponenciaci6é binaria per al calcul de r i per al calcul de
Q. Aixi, necessitem O(L) qubits per guardar el registres i O(L?) operacions per
implementar 1’algoritme.

Procedim a calcular la probabilitat de trobar una () que permeti factoritzar,
triant x,y,a de manera equiprobable en {0,...,n — 1} (sense tenir en compte la
probabilitat de fracas associada a 'algoritme de cerca d’ordre). L’algoritme donara
un missatge d’error si d = n en el pas 2, o r és senar, o r és parell perd () no
factoritza n.
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Proposicié 5.10. Siguin x,y,a € {0,...,n—1}, triats a latzar, b := y* —z(z*+a),
A = 4a® +270% i d := med(A,n). Aleshores,

Demostracié. Veiem que, pel teorema xinés del residu,
P(d=n) = P((p1|d) i (p2|d)) = P((p1|d) P (p2|d).
D’altra banda,
P(p1td) = P((d=p2) o (d=1)) = P((A € {p2,2p2, ..., (m1—1)p2}) 0 (A € G(n))) =
D2 1

-1 — — —
P +#G(n):p1 1+(p1 1)(p2 1):1__:1__
n n n n n y4!

Per tant, P(p;|d) = pil i de manera analoga demostrem que P(py|d) = p%. Final-

ment,

11 1
P(d=n) = P(pi1|d)P(pz2|d) = —— = —.
(d=n) = Ppld) P(pald) = - =

O

En conseqiiéncia, en 1’algoritme passarem al pas 3 de 'algoritme 7)o factoritzarem
amb alta probabilitat.

Proposicié 5.11. Siguin p un nombre primer i« E una corba el-liptica sobre I,

aleshores

PaE(E,) - 3| < 0

Demostracié. La demostracio es troba a [5]. O

Teorema 5.12. Suposem que en el pas 3 de l'algoritme hem trobar 'ordre r d’un
punt P € E, on E és una corba el-liptica sobre Z/nZ. Aleshores, la probabilitat de
no trobar una Q) que factoritzi és menor o igual que

2 + )" + 2 + :
-+ v —+v
3 2 3 ’
14+10v2 1+10ﬂ>
VvPL VP
Demostracié. I’algoritme fallara en cas que r sigui senar o en cas que el punt

Q := LP tingui coordenades @ = (¢t : u : v) amb med(u,n) = n. Es a dir, la
probabilitat de no trobar una () que factoritzi és

on v = max(

P(21r)+ P(2|r i Q no factoritza).

Denotem per 7; l'ordre de P modul p;, on i € {1,2}. Ja hem vist, pel teorema [2.23]
que 7 és senar si, i només si, r; és senar per ¢ = {1,2}. Aixi,

P2tr)=P21r)P(21t1y).
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D’altra banda, se satisfa que
P(21r) = PQ21{#Ey,) + PQl#E, 121r:) =
P(Q*#Epz) + P(2’#E i)P(2*ri;2’#Epi)'

La proposicio [5.11| ens permet acotar aquesta probabilitat,

P2tr) <1+ (—1+10\/§> +1 (2 —1+10'\/§> §§+3V

N 2\ 3 N 2

Alixi,

3 2

Finalment, procedim a trobar una fita de P(2|r i Q no factoritza). Aquesta proba-
bilitat coincideix amb

P2tr)=P2tr)P21r) < (g + 3—”) .

. T .
P((2Ir) i (5P # O(mod p;),Vj € {1,2})).
Sigui s := vy(r) > 1. Notem que
gP # O (mod p;),Vi € {1,2}

és el mateix que demanar vo(7;) = s, per a tota i. D’altra banda, r és parell si, i
només si, algun dels r; és parell. Per tant,

P((2|r) i ( Q no factoritza)) = P((35 € {1,2},2|rj) i (va(ry) = s,Vk € {1,2})) =

P(Vk,vs(ry) = 3).

Si 2° divideix r;, aleshores 2° ha de dividir Uordre del grup, #E,, (F,,), el que implica
que
P((2|r) i (Q no factoritza)) < P(Vk € {1,2},2°|#E,, (F,,)) <

< Pk € {1,2}, 214, (Fy,)) = PEI#E (F,)) PRI#E,(F,,) < (§ " ) |

on hem utilitzat la proposicié [5.11] Finalment, la probabilitat de no trobar una @)
que factoritzi és menor o igual a

<§+gu)2+ <§+u>2. (5.2)
|

Observem, que, en cas que el primers implicats siguin baixos, aquest teorema
ens donara una cota superior a 1, i ens resultaria inatil. Cal que els primers que
divideixen n siguin prou grans per tal que v sigui menyspreable davant de % D’a-
questa manera, la cota seria aproximadament g, el qual ens indica que, com a
minim, podrem factoritzar un de cada 9 cops que passem del pas 3 de 'algoritme.

44



5.4 Algoritme quantic de calcul del logaritme discret

Siguin (G, +) un grup ciclic finit i e el seu neutre. Sigui un element a € G tal que
G = {(a) = {l,a,d? ...,a"'}. EI problema del logaritme discret consisteix en,
donat b € G, determinar quin és I'exponent s € {0,1,...7 — 1} que satisfa

b=ad".

Observacié 10. Degut a que coneixem un algoritme per trobar 'ordre de a, supo-
sarem que coneixem el valor de r.

Per a la resolucio del problema ens és util definir la funcié6

f: 72 —  {a).
(x1,29) a1t

Observem que f(zq + A\, xe — As) = f(z1,22), per a qualsevol A € Z. Suposem
que podem representar els elements de G amb una codificacio en n = [log(r)]
qubits. Es a dir, a cada element ¢ € G i assignem un estat ben definit que denotem
lc) € C?". Suposem que sabem implementar 'operacio

U(l1) ® |w2) @ |y)) = [21) @ [22) ® |y © f(21,22)), (5.3)

onzy, 15 €{0,...,2" =1}, amb t :=3n+ 1+ [log(2 + H per a cert € petit, iy € G.
L’operacio @ denota la segiient operacio entre elements de (Z/27Z)",

(Un—1,Un—2," "+ ,U0) ® (Vn_1,Vn_2," "+, Vo) :=
(Up—1 + vp—1 (mod 2) ,up—o + v, (mod 2) |-+ ug+ vy (mod 2) ).

Proposici6 5.13. Sigui:

21 2mi(lyxy + loxs)
£ (11, 15)) —CZZexp( 12151 22>|f(x1,x2)>,

x1=0 2x2=0

on C és una constant de normalitzacio, aleshores

(1) |f(l, 1)) = f z exp (ZZ21) | (0, 5)), si by — s =0 (mod r) i |f(L, 1)) =0

en cas contmm
(9 |22} = 35 z T eap (Mmtenittend) iy ).
1=015=0

Demostracio. (1)

A ( 27TZ llfL'l—l—lQl'Q)
exrp
r

) fGas,) -

x1=0 x2=0
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r—1 r—1 .
—2mi(l l
C exp < mi(ha + 2962)) |£(0, 821 4+ x9)) =
x1=0 z2=0 "
r—1 r—1 .
—2 i —1 {
C exrp ( mi((h = bs)ws + la(wa + le))) |£(0, sx1 4+ x9)) =
x1=0 x2=0 r
r—1 . r—1
—2mi(ly —1 2mily(
CZexp( mi(ly QS)xl)Zexp( mily (29 + 514 )|f05x1+x2))
x1=0 r x9=0
r—14+sxq
—2 — -2
o Z exp( i( 1T lgs)xl) Z exp ( ml2]) (0.
x1=0 j=sx1
—2mi(l, — I38)21 ) 2milsj
C’Z;]exp( . )jzoexp( |£(0,

En cas que @ € 7, aquesta expressio equival a

r—1
Flib) = 3 e ( 2”“ﬂ)w ).
=0

T
J

En cas contrari, és igual a 0.

(2) Imposant el resultat anterior, s’ha de complir que I; = sly + «y,r, per a cert
oy, € Z. Independentment del valor de s, per cada I només hi ha un tdnic
possible valor de [; € {0,...,r —1}. Aix{

s Zl Zl o <2m zle zm)) Tl 1) =

l1 012 0
-1
27i(slyxy + 1 7
Z ( mi(s 21‘; 2x2)> | f(sly + ag,r, o)) =
27” St b 1 r—1 —2mil ,7 ;
( 2Xq 2 2))erxp( " 2 )|f<07.])>:
=0

Z:li <2ml25’x1r—|—x2 )>!f(0,j)>-

Aquesta expressio només és diferent de 0 si sz1+25—7j = 0 (mod r). En aquest
cas, el resultat final és

£(0, 521 + 22)) = [f (21, 22)).

46



Algoritme 8. Aquest algoritme permet trobar el logaritme discret de b = a® en
base a. L’input inicial és el producte tensorial de tres registres: dos registres de
t:=2n+1+[log(2+ 1] qubils cadascun inicialitzats a Uestat |0) i un altre registre
amb n qubits inicialitzats a lestat |0).

(1) Implementem estat inicial
0) ©0) @ 10).

(2) Apliqguem una porta Hadamard a cadascun dels dos primers 2t qubits (dos pri-

mers registres):
2t—12t—1

»—>2t22|x1 ® |x2) ® |0)

x1=0 z2=0
(3) Apliquem la transformacio U

2t—1 2t—1

ok Z Z [21) @ |22) @ | f(21,22)) =

x1=0 x2=0

LSS S ey (P ) ) 7 1)

lo=0x1=0x2=0
2milyx -~
® [exp( TZ 2) ‘$2>] ® | f(sly, 12)).

Tzi Qtz_l 2misloxy 1)
2t\/_ exp — 1

lo=0 Lx1=0

(4) Apliqguem la inversa de la transformada de Fourier a cadascun dels dos primers
registres

Z 61,) ® [¢1,) @ | F(sla, 1)),

120

on ¢y, © ¢y, s0n estimacions de 5l2 i 172, respectivament

(5) Fem una observacid dels primers dos registres i obtenim les estimacions (¢u,, ¢, ),
per a certly € {1,...,r —1}. Si

(6) Utilitzem ’algoritme de fraccions continuades per cada una de les estimacions
1 utilitzem que coneixem el valor de r per tal d’obtenir s.

En total, hem utilitzat O(n) portes Hadamard, una transformacié U i dos cops
la inversa de la transformada de Fourier, que requereix de O(n?) portes simples
i I'algoritme de fraccions continuades, que té complexitat O(n?®). D’altra banda
només hem requerit O(n) qubits per emmagatzemar els registres. La probabilitat
d’éxit de 'algoritme ve donada per la probabilitat d’éxit de la cerca d’ordre que
hem vist anteriorment a (4.1)).
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Exemple 5.14. Si G = G(p), amb p un nombre primer, aleshores podem codificar
els seus elements mitjancant n = [log(p)] qubits i implementar afegint un
quart registre:

|71) @ |22) @ |y) @ |h),

on x1,25 € Niyh € G(p). Per tal d'implementar-la, apliquem dues vegades
exponenciacio binaria a 1'iltim registre, utilitzant els dos primers com a control, de
la segiient manera:

|71) ® |72) @ [y) ® |h) = |21) @ |22) @ |y) @ [hp™) = |71) @ |22) @ |y) @ [AP™ 7).

Per altim utilitzem els qubits de |hp**T#2) com a control de n portes Cyor aplicades
al tercer registre per tal de realitzar 1'operacid

|21) ® |22) @ |y ® hp™T72) @ |hp™1T72).

Per dltim desfem els canvis fets de manera reversible en el quart registre i el trans-
formem de nou en lestat |h).

[21) @ |z2) @ |y ® hp™ ™) @ |h).

Si y = 0 tindrem la transformacié desitjada. Necessitem O(n) qubits per les expo-
nenciacions binaries i O(n) portes Cyor i O(n?®) operacions per realitzar 'exponen-
ciacié binaria, a més de que hem afegit un quart registre de n qubits.
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6 Conclusions

La realitzacio del treball ha donat a lloc a diverses conclusions.

En primer lloc, hem vist que un ordinador quantic és capag de millorar els ordinadors
classics a I'hora de resoldre alguns problemes. Per exemple, 1'algoritme de Shor
millora tots els algoritmes classics coneguts de factoritzacio. Mentre que ’algoritme
de Shor té una complexitat de O((log(n)?), on n és el nombre a factoritzar, el millor
algoritme classic per factoritzar nombres grans, el garbell de cossos de nombres, té
una complexitat subexponencial en log(n). No obstant, també hem vist un métode
general per construir qualsevol transformacié unitaria de n qubits, necessita de
O(4™n?) portes universals. D’aquesta prescripcié no podem concloure que tots els
circuits es poden implementar de manera eficient i deixa sospitar que potser hi ha
problemes que no es podrien resoldre en temps polinomic amb un ordinador quantic.
Per ultim, tots els algoritmes que hem treballat parteixen de saber el nombre de
qubits amb qué treballarem. Es a dir, un ordinador quantic és una construccio
especifica per a un problema i un registre. De manera que cada cop que vulguem
resoldre un problema haurem de tornar a construir un nou circuit.
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7 Apeéndix

7.1 Fraccions continuades

Definicié 7.1. Sigui z un nombre real arbitrari. A partir de x podem definir dos
successions per inducciod: {a,},, de nombres enters, i {x,},, de nombres reals. En
primer lloc, ag := [z] i o :=  — ap. En cas de que 2o = 0 hem acabat i no definim
cap més terme. Sixy # 0, aleshores definim x; := [%} ix = %—al. Suposem que
hem definit termes de les successions fins a; i x. Aleshores, si z;, = 0, acabem i no

definim cap més terme. En cas contrari, definim ayy; := é i xp = i — Qg1

Denominarem fraccié continuada associada a  la successio de nombres enters {a, },,
determinada d’aquesta manera, la qual pot contenir un nombre infinit de termes.

Observacié 11. A través de la definici6 podem concloure que, per qualsevol £ > 0,
se satisfa

1
r = Qg
i
a
Lt apt——
Denotarem aquesta igualtat amb
lag; ay, ag, ..., ax + ).

Definicié 7.2. Sigui x un nombre real, anomenem k-ésim convergent de la fraccié
continuada associada a x al nombre racional [ag; ay, as, ..., ax].

Proposicié 7.3. Un nombre real té associada una fraccio continuada finita si, 1
només si, €s ractonal.

Observacié 12. En el cas dels nombres racionals hi ha certa ambigiiitat en la
definici6 de fraccio continuada. En efecte, considerem un racional x que té associada

la fraccié continuada = = [ag; aq, ..., a,). Sia, # 1, aleshores
1 1
an  (an—1)+ 1
n n 1
amb el que [ag;ay,...,a, — 1,1] també seria una fraccié continuada associada a
x. En cas de que a, = 1, podem fer el procés invers i [ag;ay, ..., 0, 2,051 + 1]

també seria una fracci6é continuada associada a x. D’aquesta manera, per qualsevol
racional, podem escollir una fraccié6 continuada amb un nombre parell o amb un
nombre senar de termes.

Proposicio 7.4. Siguin x un nombre real i [ag; a1, a9, ..., ak,...| la fraccid conti-
nuada associada a x. Definim dos successions de nombres enters, {b,}n,{cn}n de
manera recursiva,

bo := ag, by :=apay +1,..., bpyo = agy2bpy1 + by,
co:=1, cy:==ay,..., Crro = Ag2Cks1 + Ck.

Llavors,
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(a) El k-ésim convergent és |ag : ay,as, ..., ax] = 2.
(b) Per k> 1 es compleir que bycp_y — br_1cp = (—1)*7L
(c) Se satisfa que med(bg,cx) = 1.

(d) La successio {c,}n és creizent.

7.2 Algoritme d’exponenciacié binaria

Sigui G un grup abelia finit i e el seu neutre, els elements del qual poden ser codi-
ficats per tires de n bits, i que coneixem com implementar el seu producte intern
en un ordinador classic, el qual denotem per *. Per tal de realitzar un algoritme
quantic d’exponenciacié binaria, ens basarem en dos senzills algoritme escrits en
pseudocodi, per calcular g%, essent ¢ € G i a un enter amb representacié binaria
a=a_12" + a2 + ap.

(1) El primer algoritme és

power = e
for i=0 to n—1
if (a; = 1)
power := power x g2
endif
endfor

El producte efectuat a la linia 4 es correspon a 'operacié propia del grup, la qual
hem suposat que sabem implementar com a subrutina. D’altra banda podem
suposar que els elements g2 soén coneguts i que es troben a la implementacio.
Aquest algoritme és adient si I'utilitzarem repetides vegades per a diferents ex-
ponents de n bits, sense variar la base g. En aquest cas, efectuem, n? productes,
si tenim en compte el calcul previ de les potencies de g, i utilitzem O(n?) bits
per guardar els valors de ¢ i n bits per a.

(2) El segon algoritme és

power = e
for i=0 to n-—1
power := power x ¢
endif
9:=9%;
endfor

En aquest cas no suposem coneguts les poténcies de g. Aquest algoritme sera
adient si I'utilitzem per a diferents elements g actuant de base. En total, uti-
litzem, com a molt, 2n productes i emprem n bits per a, n bits per ¢g* i una de
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n bits per les poténcies de g.

Com que podem adaptar qualsevol algoritme classic sense variar la seva com-
plexitat, si codifiquem els elements de G' com a estats ben definits d’un sistema
de n qubits, donat un g € G aquest algoritme ens permetra implementar la
porta quantica

k) ® [h) = |k) @ |g°h),
onheGike{0,...,2" — 1}, en O(n) operacions unitaries.
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