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1. Introduccion
Una estructura es un objeto matemdtico de la forma
M=DM,R,Ry, ..., 1,125 51,0,...)
donde

* M es un conjunto no vacio, el universo de la estructura.
e R; C M" es una relacién en M.
* f; : M — M es una operacién en M.

¢ ¢; € M es un elemento destacado de M, una constante de M.

Una estructura puede tener pocas o muchas relaciones, operaciones y
elementos destacados, y puede carecer de alguno de estos ingredientes.
Unos pocos ejemplos familiares contribuirdn a mejorar la comprension:

* Los cuerpos de los nimeros racionales (Q,+,—,-,0,1), los nimeros
reales (R, 4+, —, -, 0, 1) y los nimeros complejos (C, +, —, -, 0, 1).

* Grupos como los enteros (Z,+,0) y grupos ordenados como (Z,+,
<0y (@Q +,<,0).
* Conjuntos ordenados como (Q, < )y (Z, <).

* Los numeros naturales con distintas operaciones y relaciones, como
(N, +,0) vy (N, S) (donde S es la funcién sucesor) y (N, +, -, <, 0, 1).

Implicitamente hemos aceptado que las relaciones, las operaciones y
las constantes de una estructura se pueden enumerar mediante nimeros
naturales. Esto no es asi siempre y nos hace perder un poco de generalidad,
pero también nos permitird eliminar algunos tecnicismos en la enunciacién
de resultados. En todo caso, los ejemplos mds naturales son de ese tipo.

En l6gica matemitica se utilizan lenguajes formales de primer orden
para caracterizar, en la medida de lo posible, las estructuras por las que
uno se interesa y para estudiar sus conjuntos, relaciones y operaciones.
Aqui vamos a contentarnos con una descripcion superficial del lenguaje de
primer orden. Un lenguaje de primer orden apropiado para la estructura



M hace uso de simbolos correspondientes a las relaciones, funciones y
elementos destacados de la estructura asi como de variables, cuantificadores
y conectores logicos. Siempre tiene, ademds, un simbolo para la igualdad
con el que se pueden construir ecuaciones. En la prictica, muy a menudo
no distinguimos notacionalmente las relaciones, operaciones y elementos
destacados de una estructura de los simbolos del lenguaje formal que se
usan para nombrarlos.

Los términos del lenguaje son las expresiones que se obtienen a par-
tir de las constantes y las variables mediante la aplicaciéon de los simbo-
los correspondientes a las operaciones. Las formulas se obtienen median-
te los conectores booleanos —, A, V, —, <+ y cuantificacion elemental Vu,
Jdx a partir de las férmulas atémicas, que son ecuaciones entre términos
t; = t, y predicaciones bdsicas de la forma Ri(#,...,#,) entre térmi-
nos. Los enunciados son féormulas en las que todas las variables que apa-
recen han sido cuantificadas y las teorias son conjuntos de enunciados. Es
importante tener bien presente que las variables cuantificadas varian sobre
elementos del universo de la estructura, no sobre subconjuntos suyos u
objetos mds complejos. Para mayor concrecién se recomienda acudir a un
manual de l6gica, como por ejemplo el de H. B. Enderton [3].

Los enunciados del lenguaje formal son verdaderos o falsos en la
estructura M, lo cual no quiere decir que tengamos un algoritmo para
decidir en cada caso si lo son o no. Escribimos M |= o para indicar que
el enunciado o es verdadero en M. La teoriaz de una estructura M es el
conjunto Th(M) formado por los enunciados del lenguaje formal de pri-
mer orden que son verdaderos en M, es decir:

Th(M) = {0 | M |= o}

Vamos a necesitar hablar de dos relaciones entre estructuras, la iso-
morfia = y la equivalencia elemental =.

* M = N siy sélo si hay una biyeccién entre los universos M y N que
transforma las relaciones, operaciones y constantes de M en los de V.

* M = N siy s6lo si los enunciados del lenguaje formal de primer orden
que son verdaderos en M y en N son los mismos, es decir, si y sélo si

Th(M) = Th(N).
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Obsérvese que M = N indica que M y A son indistinguibles por sus
propiedades matemadticas, mientras que M = A dice simplemente que no
las podemos distinguir mediante las propiedades que pueden expresarse en
el lenguaje formal de la l6gica de primer orden. Estas nociones pertenecen
a los aspectos mds elementales de la teorfa de modelos. Como texto de
referencia para estas cuestiones y, en general, para todo lo que sigue,
recomendamos el libro [23] de Katrin Tent y Martin Ziegler.

Las preguntas iniciales que, desde la perspectiva de la teoria de mo-
delos, uno se puede plantear acerca de una estructura

./\/l = (M,Rl,Rz, e ,fi,ﬁ, ey 01500y )
incluyen muy posiblemente las siguientes:

1. ¢Es posible dar una lista comprensible de axiomas para la teoria de M?

2. ¢Existe un algoritmo para decidir qué enunciados son verdaderos en

M?
3. ¢Cuiles son las estructuras A tales que M = N?

4. :Qué relaciones, operaciones y elementos son definibles en M?
Adelantamos alguna informacién sobre las posibles respuestas:

* Las dos primeras preguntas resultan equivalentes y muy a menudo no
tienen respuesta positiva.

* Excepto en casos triviales, la respuesta a la tercera pregunta no es que
son Unicamente las estructuras isomorfas a M.

* Nuestro propésito es mostrar como la dltima pregunta estd muy relacio-
nada con las anteriores.

Una teoria T es axiomatizable si es posible dar una lista efectiva de
axiomas para T. Los axiomas son enunciados de 7" a partir de los cuales
se pueden obtener todos los demds como teoremuas, como enunciados de-
mostrados. La teoria T es decidible si existe algin algoritmo aplicable a
los enunciados del lenguaje formal para resolver si pertenecen o no a 7.

II1



Finalmente, la teoria T es completa si siempre que un enunciado del len-
guaje formal no pertenece a T, entonces pertenece a 7" la negacion de ese
enunciado.

La teoria Th(M) de una estructura M es siempre una teoria completa.
Para este tipo de teorias, axiomatizabilidad y decidibilidad son equivalen-
tes, presuponiendo que tenemos un contexto efectivo, es decir, un contexto
en el que tiene sentido aplicar algoritmos, y por tanto los enunciados del
lenguaje de primer orden se dan de manera sinticticamente verificable y
la lista de axiomas puede ser generada de modo computable. Por un lado,
si podemos decidir con un algoritmo cuiles son los enunciados verdade-
ros en M, podemos también dar una lista efectiva de ellos y tomarlos
directamente como axiomas. Por otro lado, si tenemos una lista efecti-
va de axiomas (generada por un algoritmo), gracias al cdlculo deductivo
obtenemos a continuacién una lista efectiva de los teoremas, que son los
enunciados verdaderos en M. Podemos usar esa lista como procedimiento
de decisién: en el paso # del algoritmo miramos si el enunciado o su nega-
ci6n ocupa el lugar 7 en la lista efectiva de los teoremas, y si la respuesta
es negativa en ambos casos, se continda.

Conviene recordar que, como Kurt Godel demostré en 1931 (véa-
se [5]), no es posible axiomatizar la aritmética, es decir, la teorfa completa
de (N,+,-,<,0,1). La aritmética de Peano de primer orden, de la que
hablaremos después, no es mis que un fragmento de esta teoria.

En segundo lugar, y contrastando con lo anterior, hay que afiadir que
Alfred Tarski mostré en 1951 (véase [21] y [22]) que la teoria del cuerpo de
los niimeros complejos si es decidible y también demostré la decidibilidad
de la teoria del cuerpo ordenado de los niimeros reales. En el primer caso,
su teoria es la de los cuerpos algebraicamente cerrados de caracteristica
cero, y en el segundo, es la de los cuerpos ordenados real cerrados, los
cuerpos ordenados que satisfacen el teorema del valor intermedio para
polinomios.

En lo que respecta a la cuarta pregunta, la descripcion de las rela-
ciones definibles, el método mas habitual estd basado en la eliminacion de
cuantificadores. Consiste en ampliar el lenguaje de modo natural, afiadiendo
si es preciso relaciones, operaciones o elementos definibles, de manera que
finalmente se obtenga una estructura en la que toda férmula es equivalente
a una férmula sin cuantificadores. A. Tarski demostré que las teorfas men-
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cionadas de cuerpos tienen eliminacién de cuantificadores en el lenguaje
de anillos y en el lenguaje de anillos ordenados, respectivamente. Gracias
a ello, sabemos cuiles son los subconjuntos de C que son definibles en
(C,4,—,-,0,1): son los subconjuntos finitos y sus complementos. Y los
subconjuntos definibles de C” (las relaciones n-arias definibles) son los
conjuntos constructibles de la topologia de Zariski. En lo que respecta a
los nimeros reales, los subconjuntos de R definibles en (R, +, —, -, <, 0, 1)
son las uniones finitas de intervalos (incluyendo semirrectas) y puntos.
Y las relaciones n-arias definibles son los subconjuntos semialgebraicos de
R”. Por el contrario, en el caso de (N, +, -, <, 0, 1) no tenemos eliminacién
de cuantificadores y las relaciones definibles son de gran complejidad.

2. Axiomatizacion

Vamos a especificar algunos conjuntos de axiomas para teorias de particular
interés. En todos los casos, la axiomatizacién tiene lugar en el lenguaje
formal de la légica de primer orden. Comenzamos con la aritmetica de
Peano, el sistema formal habitual para la aritmética. Tiene los siguientes
axiomas:

L Vayr+1=y+1—=x=y).

2. Vxx+1#0.

3.Vex+0=w.

4 Voyx+@+1)=@@+y + L

5.Vax-0=0.

6. Vayx-(y+1)=(xr-y) +x.

7. Vaylx <y <> Jzlx +2 =y Az #0)).

8. Principio de induccién: para cada férmula ¢(xy, ..., x,,y)

Voo cox (e, - o2, ) AV, oy X, y) = @, -2,y + 1))
— Yy, ..., %, 9)).
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En ocasiones se prefiere usar la funcién de sucesion S(x) = x + 1 en
vez del nimero uno (definible por su parte como 1 = S(0)) y enunciar
en el lenguaje {S, +, -, 0, <} la aritmética de Peano. Simplemente hay que
cambiar las expresiones de la forma ¢t + 1 por S(#) en los axiomas. Los
axiomas 1 y 2 especifican que S es una funcién inyectiva y que 0 no forma
parte de su recorrido. Los axiomas 3 y 4 ofrecen la definicién recursiva
de la suma y los axiomas 5 y 6 la definicién recursiva del producto. El
orden < se introduce en 7 mediante una definicién explicita. De hecho, es
perfectamente prescindible, podemos también presentar la aritmética sin
el orden. En 8 se presenta el principio de induccién en forma de esquema
axiomdtico. Hay tantas instancias particulares del axioma como férmulas
del lenguaje de primer orden. No puede sustituirse por un tnico axioma
que cuantifique sobre conjuntos de nimeros naturales pues, como ya he-
mos indicado, en el lenguaje de primer orden sélo podemos cuantificar
sobre elementos del universo de la estructura. La notacién ¢(xy, . . .,x,,7)
se usa para dar la férmula ¢ simultineamente con una lista x4, ..., x,,y de
sus variables no cuantificadas, que se llaman también sus variables libres.

Como ya hemos comentado antes, K. Godel demostré que este siste-
ma de axiomas es insuficiente para la aritmética completa, no caracteriza
Th(N, +, -, <, 0, 1). Sin embargo, si sirve para la gran mayoria de los pro-
blemas aritméticos habituales y no es tarea nada ficil encontrar enunciados
verdaderos que no pueden ser obtenidos como teoremas. Como no es una
teoria completa, no se puede concluir la decidibilidad de la aritmética de
Peano de su axiomatizabilidad. De hecho, es indecidible.

Prestamos ahora atencién a la teoria de cuerpos, y en particular a
los cuerpos real y complejo. Es habitual en teoria de modelos tratar a los
cuerpos en el lenguaje de anillos {+, —, -, 0, 1} y la teoria de cuerpos orde-
nados en el lenguaje de anillos ordenados {+, —, -, <,0,1}. No tenemos,
por tanto, la operacién de divisién disponible de modo explicito, aunque
indirectamente es posible hablar de ella.

La teoria de cuerpos tiene una lista sencilla y previsible de axiomas.
Basta con especificar que 0 # 1, que + y - son operaciones asociativas y
conmutativas, que - es distributiva respecto a +, que 0 es el neutro en la
suma y —x el opuesto de x en la suma, que 1 es el neutro del producto y
que todo elemento distinto de cero tiene un inverso en el producto. Nos
ahorramos dar la lista de estos axiomas, que son de sobra conocidos.
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La teoria de cuerpos algebraicamente cerrados se obtiene afiadiendo a
la teoria de cuerpos los axiomas que garantizan la existencia de ceros de
polinomios no constantes. Esto puede lograrse mediante los siguientes
enunciados para cadan > 1:

VoYl #0 — F Y yal = 0),

i=0

La teoria de los cuerpos algebraicamente cerrados de caracteristica prima
p, ACF,, se obtiene anadiendo ademas el axioma que determina la carac-
teristica:

@pi=1+1+...+1=0.
~—_—

p veces

La teoria de los cuerpos algebraicamente cervados de caracteristica cero,
ACF,, se obtiene afiadiendo a la teorfa de cuerpos algebraicamente cerrados
los axiomas —¢, para cada primo p.

ACF, es la teoria del cuerpo complejo y ACF, es la teoria del cuerpo
Iﬁp, la clausura algebraica del cuerpo F, de p elementos. Son, por tanto,
teorias completas axiomatizables y por ello teorias decidibles.

La teoria de cuerpos real cerrados puede formularse en el lenguaje de
anillos o en el de anillos ordenados. La version sin orden es la teoria RCF,
que se axiomatiza afiadiendo a la teoria de cuerpos los siguientes axiomas:

1. Vay...o,00 + ...+ a2 # —1 paracadan > 1.
2. Vay(y? = x Vy: = —x).
3. Yy0 . Y2121 #0 — I ngly,-xi = 0) para cadan > 0.

No es necesario especificar la caracteristica, pues los axiomas en 1 ya
implican que no puede ser prima. Los cuerpos en los que valen los axiomas
de 1 se llaman formalmente reales. En 2 se postula la existencia de raices
cuadradasy en 3 se garantiza la existencia de ceros de polinomios de grado
impar.

5



RCF es la teoria de (R,+,—,-,0,1). Como en el caso del cuerpo
complejo, fue A. Tarski quien lo demostré. Y como en el caso complejo, la
teoria es completa y axiomatizable y por ello decidible.

Consideramos ahora la teoria del cuerpo real con orden, que tiene la
ventaja de eliminar los cuantificadores. La teoria RCOF del cuerpo orde-
nado real (R, +, —, -, <, 0, 1) puede axiomatizarse afiadiendo simplemente
a RCF la definicion explicita del orden:

Vay(r <y <> x#yAJza+22 =y).

Alternativamente podemos axiomatizar RCOF partiendo de la teoria
de cuerpos ordenados, que tiene los siguientes axiomas adicionales a los de la
teoria de cuerpos:

1. Vxx £ .

2. Vayz(x <y Ny <z —=x < 2).
3. Vaylx <yVa=yVy<x).
4. Vayz(x <y = x+2 <y+2).

5. Vayz(x <y A0 <z = x-2<y-2).

Se afladen entonces axiomas que garantizan que todo polinomio que
pasa de positivo a negativo en un intervalo tiene un cero en el intervalo.
Esto se puede conseguir con los siguientes axiomas para cada z > 0:

VYo - -y Vs (v < a A Zyix’i >0A Zyixé <0
i=0 i=0
— Je(x; <xAx < x; /\Zy,—xj = 0)).

i=0

Las demostraciones de la decidibilidad de estas teorias de cuerpos que
se ofrecieron originalmente se basaban en métodos efectivos de elimina-
ci6n de cuantificadores.
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3. Definibilidad

Vamos a ser un poco mds concretos sobre cuestiones de definibilidad.
La manera mis directa de explicar qué significa que una relacién, una
operacién o un elemento de una estructura sea definible es apelando a las
férmulas del lenguaje formal de primer orden que pueden usarse para dar
las definiciones. Recordemos que la notacién ¢(xy, ... ,x,) indica que las
variables libres de la férmula ¢ estin en la lista xy, . . ., x,,. Por ejemplo, en
el lenguaje de anillos ¢(x, y) puede ser la férmula 3z(x = y+ 2 - 2), que dice
que x es la suma de y con un cuadrado.

SeaM = (M,Ry,R,,...,f1,f2,---,¢1,6,...)unaestructura arbitraria,
sea ¢(xy, . ..,a,) una formula con las variables libres x, . . ., x,,. Escribimos
M E ¢(a,...,a,) para indicar que la férmula es verdadera en M al
remplazar las variables xi,...,x, por los elementos ay,...,a, € M, es
decir, que la tupla (a4,...,a4,) satisface la féormula en M. Por ejemplo,
la féormula ¢(x,y) dada en el parrafo superior la satisfacen en el cuerpo
real todos los pares (#,6) de numeros reales tales que 2 > b; pero en el
cuerpo complejo la satisfacen todos los pares de nimeros complejos sin
restricciones.

Una relacién R C M” es definible en M sobre el conjunto A C M (es
A-definible en M) si hay una férmula ¢(xy, . . ., x,) en el lenguaje ampliado
con nombres para los elementos de A4 tal que

R={(a,...,a,) e M" | M = p(ay,...,a,)}

es decir, R estd formada por las z-tuplas de M que satisfacen la férmula en
M. En el caso de una operacion, se dice que es definible si lo es su grafo
y, finalmente, decimos que un elemento # es definible si lo es su conjunto
unitario {#}. Se dice que los elementos de A que aparecen en la férmula
son pardmetros de la definicion.

En ocasiones no usamos parimetros en las definiciones. Una rela-
cién, operacion o individuo es definible sin parimetros en M si es A-
definible para el caso A = (). Esto significa simplemente que en la férmula
@(xq, . ..,%,) que usamos para definir no empleamos nombre alguno adi-
cional. Hay una gran diferencia entre definir con o sin parimetros. Por
ejemplo, todo conjunto finito {4y, ...,4,} es definible con parimetros en
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cualquier estructura que contenga a sus elementos, basta considerar la
disyuncién (x = a; V ...V x = a,); pero no es normal que los conjuntos
finitos puedan definirse sin pardmetros.

Nos interesa relacionar la definibilidad con la invariancia. Una re-
lacién, operacién o individuo es invariante en M si los automorfismos
de M la respetan. Las relaciones, operaciones e individuos definibles sin
pardmetros son invariantes, pero lo inverso no es generalmente cierto.
Comentaremos algin ejemplo mds adelante.

Es posible también caracterizar las relaciones definibles en una es-
tructura sin necesidad de utilizar el lenguaje formal. Se puede evitar la
l6gica y adoptar la siguiente presentacion de la definibilidad:

Sea M = (M,R\,R,,...,fi,f2,---5¢1,6,...) una estructuray sea 4 C
M. Las relaciones R C M" A-definibles en M son los elementos de D,,
donde (D, | 0 < » < w) es la menor colecciéon de subconjuntos D, C
P(M”) tal que:

1. {a} € Dy paracadaz € Ay {c1},{c2},... € Dy.
2. R eD,siR, C M".

3. i€ D,y sifi: M" — M.

4. {(a,a) |a € M} € D,.

5. Cada D, esti cerrado bajo operaciones booleanas: si R, S € D, entonces

RNS,RUS,R\SeD,.

6. SiR € D, 1, entonces

dom(R) = {(ay,...,a,) | (@1,...,a,b) € Rparaalginb € M} € D,.

7. SiR € D,, entonces

RxM = {(a,...,a,,b) | be My (ay,...,a,) €R} €D, ;.
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8. SiR € D, y m es una permutacién de {1, ...,n}, entonces

R7T = {(ﬂn(l)a - ,ﬂn(,z)) | (tll, R ,ﬂn) S R} S Dn.

Obsérvese que 1-4 especifican que ciertas relaciones son A-definibles
sin mds, mientras que 5-8 dan procedimientos para obtener relaciones
A-definibles a partir de otras relaciones A-definibles. Las relaciones A4-
definibles de 1-4 son la igualdad, las relaciones propias de M, los grafos de
sus operaciones y los conjuntos unitarios tanto de los elementos de 4 como
de los elementos destacados de M. Los procedimientos de generacion de
nuevas relaciones A-definibles son operaciones booleanas, proyecciones (o
dominios), productos cartesianos y reordenaciones de tuplas asociadas a
permutaciones de indices.

Consideremos algunos ejemplos de definibilidad sin pardmetros en
estructuras familiares. Estd claro que 0 es definible en (N, S) mediante la
térmula Vy—S(y) = x. Y entonces cada nimero natural es también definible,
basta aplicar S a 0 el nimero adecuado de veces. Pero 0 no es definible
sin pardmetros en (Z,S), pues no es invariante: hay automorfismos que
transforman 0 en cualquier otro entero. Lo mismo ocurre con los demds
enteros, ninguno de ellos es definible sin parimetros.

En (N, +) si se puede definir sin parimetros el cero, y ademads el orden
y cada ndmero natural: 0 se define mediante x +x = «, el orden x < y
se define con 3z(x + z = y A z # 0), el nimero 1 se define con 0 < xA
—3y(0 < yAy < x) y cadanimero natural » > 2 se define conx = 1+...+1
(n veces). Una consecuencia de que podamos definir sin pardmetros el
cero, el orden y el uno es que no sélo la teoria de (N, +,-,<,0,1) no es
axiomatizable, sino que tampoco lo es la de (N, +,). En general, si las
relaciones, operaciones y elementos destacados de una estructura M son
definibles en otra estructura A que tiene el mismo universo, entonces la
axiomatizabilidad de Th(VN) implica la axiomatizabilidad de Th(M).

No todos los resultados sobre definibilidad se resuelven de modo sen-
cillo, exhibiendo una breve fé6rmula. Por ejemplo, Kurt Gédel mostré en
1931 (en [5]) que la exponenciacién (como todas las funciones recursivas)
es definible sin pardmetros en (N, +, -), pero la férmula que la define ni es
breve ni se entiende bien sin explicaciones adicionales.
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4. Aritmética

La aritmética de la suma y el producto tiene una gran complejidad, no
podemos axiomatizarla ni ofrecer un algoritmo que decida cuiles son los
enunciados aritméticos verdaderos. Sin embargo, si prescindimos del pro-
ducto y nos quedamos tnicamente con la suma, las cosas cambian radi-
calmente. Mojzesz Presburger mostr6 en 1929 (véase [12]) que la teoria
de (N,+) es axiomatizable. Y ademds indic6 c6mo ampliar el lenguaje
formal mediante definiciones de manera que se obtenga eliminacién de
cuantificadores. La teoria se llama aritmeética de Presburger en su honor.
En el caso de la teoria de (N, +), tenemos eliminacién de cuantificado-
res si afladimos 0, 1, < y las relaciones (también definibles sin pardmetros)
de congruencia médulo 7 para cada natural » > 2. La relacién de con-
gruencia =, se define en (N, +) mediante la férmula ¢(x, y) siguiente:

x=y+z+...+2)VI=x+2+...+2).
N— SN—

7 veces 7 veces

Un sistema de axiomas para la aritmética de Presburger se obtiene
adaptando la axiomdtica de la aritmética de Peano al lenguaje {+,0,1}
eliminando la definicién recursiva del producto vy, si se quiere, usando las
definiciones del orden < y de cada congruencia =,.

Otro fragmento tratable de la aritmética es la aritmética del produc-
to. Thoralf Skolem demostré en 1930 (véase [20] y [2]) que la teoria de
(N, -) es axiomatizable (y decidible). Por tanto, la suma no es definible sin
pardmetros en (N, -) y el producto no lo es en (N, +). Sin embargo, el pro-
ducto es invariante en (N, +). Julia Robinson demostré en 1949 (en [14])
que la suma es definible sin pardmetros en (N, -,S) y en (N, -, <), y por
tanto sus teorias no son axiomatizables; también demostré que la suma y el
producto son definibles a partir de la operacion S de sucesor y la relacion
de divisibilidad. Para definir la suma x + y = z en (N, -, S) puede utilizarse
la t6rmula

S@e-2)-Sy-2) =Sz 2) S -y).

Como S es definible a partir del orden, estd claro que también la suma
puede definirse en (N, -, <).
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Joseph-Louis Lagrange estableci6 en 1770 que todo nimero natural
es suma de cuatro cuadrados. Una consecuencia de ello es que el conjunto
N de los nimeros naturales es definible sin pardmetros en (Z, +, ) y por
tanto su teoria no es axiomatizable. Bastante mis recientemente, en 1949,
Julia Robinson demostr6é que N es definible sin pardmetros en el cuerpo
(@Q,+,-,0, 1)y por tanto la teoria de este cuerpo tampoco es axiomatizable.
En general, si el universo de una estructura M es definible sin pardmetros
en una estructura N y las operaciones, relaciones y constantes de M son
también definibles sin pardmetros en A (por ejemplo, si son la restriccién
de las de A al universo M de M), entonces la axiomatizabilidad de A
implica la axiomatizabilidad de M.

El nimero 1 no es definible sin parimetros en (Z,+) (pues no es
invariante), pero el nimero 0 si lo es; tampoco son definibles < y N por no
ser invariantes. Si afladimos el numero 1 las cosas cambian. El orden entero
< sigue sin ser definible sin pardmetros en (Z, +, 0, 1), pero ya no podemos
usar el argumento de que no es invariante. De hecho, es invariante. La
razén de que no se pueda definir el orden en este caso es mds profunda.
Las teorias de (Z, +,0), (Z, +,0,1)y (Z,+, <, 0, 1) son axiomatizables, son
variaciones sobre la aritmética de Presburger. Pero en los dos primeros
casos las teorias son estables, y una de las caracteristicas de las teorias
estables es que en ellas no es posible definir ningtin orden no trivial. En
los tres casos es posible obtener eliminacién de cuantificadores si se afiade
la aplicacién 2 — —a 'y las relaciones de congruencia =,, todas definibles.

Resumiendo la situacién encontrada en la aritmética:

* Son axiomatizables (y decidibles) las teorias de (N, +), de (N, -), de (Z, +),
de (Z,+,1)yde (Z,+, <, 1).

* No son axiomatizables (ni decidibles) las teorias de (N, +, -), de (N, -, S),
de (N) "y <)? de (Z) +) ) ni de (@) +) ) 0? 1)

5. Cuerpos

Cuando una teoria tiene eliminacién de cuantificadores suele ser relativa-
mente sencillo describir sus relaciones definibles, pues habitualmente las
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férmulas sin cuantificacion son manejables y comprensibles. En el con-
texto de la teoria de cuerpos hay numerosos resultados de eliminacién de
cuantificadores. En los casos mds notables la eliminacién tiene lugar en el
lenguaje de anillos o en el lenguaje de anillos ordenados.

A. Tarski demostré en 1951 que la teoria del cuerpo complejo (C, +, -,
—,0,1) (la teoria ACF;, de los cuerpos algebraicamente cerrados de ca-
racteristica cero) tiene eliminacion de cuantificadores. Angus Macintyre
demostré en 1971 que si la teoria de un cuerpo tiene eliminacién de
cuantificadores, el cuerpo es algebraicamente cerrado. A. Tarski demostré
también en 1951 que la teoria de (R, +, -, —, <, 0, 1) (la teoria RCOF de los
cuerpos ordenados real cerrados) tiene eliminacién de cuantificadores. El
orden < es necesario para ello. A. Macintyre, Kenneth McKenna y Lou van
den Dries demostraron en 1983 (véase [8]) que ese es fundamentalmente el
unico caso: si la teoria de un cuerpo ordenado tiene eliminacién de cuan-
tificadores en el lenguaje de anillos ordenados, el cuerpo es real cerrado.

Ni N ni Z ni Q son definibles sin pardmetros en (R, +, -, —,0,1). Si
lo fueran, la complejidad l6gica de la aritmética la heredarian los nimeros
reales y su teoria no seria axiomatizable. Por el mismo motivo, tampoco
son definibles sin pardmetros en (C,+, -, —, 0, 1). Pero, por otro motivo,
sabemos incluso que tampoco pueden definirse en estos cuerpos con ayuda
de pardmetros. La razon es que, gracias a la eliminacién de cuantificadores,
conocemos muy bien los conjuntos que se pueden definir con parimetros
en este tipo de estructuras: son dnicamente los conjuntos finitos y los
cofinitos en el cuerpo complejo y son las uniones finitas de intervalos y
puntos en el cuerpo real. Pero de esto hablaremos mas adelante.

Curiosamente, Z si es definible sin pardmetros en (C, +, -, —,¢*,0, 1)
y por tanto la teoria del cuerpo exponencial complejo no es axiomatizable.
Usese para definir Z la formula @ (x) siguiente:

Vyz(z-z2=—1AN&%=1—= 7% =1).

6. Categoricidad

Vamos a prestar ahora atencién a la tercera de las preguntas que hemos
formulado al principio, la relativa al isomorfismo y la equivalencia elemen-
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tal. La cuestién mds inmediata es si las teorfas completas de primer orden
determinan, salvo isomorfismo, a sus modelos, a las estructuras que las
satisfacen. Y de nuevo la definibilidad tiene algo que aportar a la discusion.

Necesitamos hablar un poco de cardinalidades infinitas para poder
discutir cuestiones de categoricidad, pero vamos a limitarnos a los minimos
datos que son necesarios. Dos conjuntos A4, B tienen el mismo tamafo
o cardinalidad (|4| = |B|) cuando existe una biyeccién entre ellos. El
orden |A| < |B| entre cardinalidades se define por la existencia de una
funcién inyectiva de A en B. Los niimeros cardinales 0,1,2,..., R, Xy, ...
comienzan con los ndmeros naturales y contindan con las cardinalidades
de los conjuntos infinitos. El menor nimero cardinal infinito es w = 8y =
IN| = |Z] = |Q|. A cada cardinal le sigue inmediatamente otro en el orden.
El sucesor de N es w; = Ny, el primer cardinal no numerable. El cardinal
del continuo es |R| = |C| = 2™ > X;. Un texto basico y claro sobre estos
temas es [4].

No ocurre nunca que todos los modelos de una teoria sean isomorfos
entre si, a no ser que estemos en el caso trivial (a estos efectos) de una
estructura finita. En otras palabras, s6lo las teorias de las estructuras finitas
son categoricas. Ello se debe al teorema de Lowenheim-Skolem: si M
es una estructura infinita, entonces para cada cardinal infinito x hay una
estructura N de cardinalidad « tal que M = N. Como la teoria de M tiene
modelos de distintas cardinalidades infinitas, tiene modelos no isomorfos.
Si bien M = N implica M = N, normalmente el reciproco es falso.
Por ejemplo, se sabe que (R, +,<,0) = (Q,+, <,0) pero (por razones
de cardinalidad) (R, +, <,0) % (Q, +, <, 0). Similarmente, (C, +,-,0,1) =
Q,+,,0,1)y(C,+,-,0,1) 2 (@Q, +,-,0,1).

Un sucedineo bastante satisfactorio de la categoricidad es la catego-
ricidad en cardinal. Decimos que una teoria es k-categorica si tiene algin
modelo de cardinalidad x y todos sus modelos de cardinalidad « son iso-
morfos. Michael Morley demostré en 1965 (en [10]) que una teoria T°
es categérica en un cardinal > Ny si y sélo si es categdrica en todos los
cardinales > X;. Por tanto, las opciones se reducen a Ry-categoricidad y
N, -categoricidad (categoricidad en todos los cardinales > ®;). Un ejemplo
de teoria Nj-categérica y N;-categérica lo constituyen los espacios vec-
toriales infinitos sobre F,. En estas estructuras, el universo estd formado
exclusivamente por los vectores. Los elementos del cuerpo intervienen in-
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directamente, mediante las operaciones de producto por un escalar. Las
operaciones son la suma de vectores y los productos v — A - v asociados a
los elementos A del cuerpo.

Existen teorias no Ny-categéricas pero si N;-categéricas, por ejemplo
la teoria de los cuerpos algebraicamente cerrados de caracteristica cero o la
de los espacios vectoriales sobre Q. También hay teorias N-categdricas
que no son N;-categéricas. El orden denso sin extremos, que es la teoria
de (Q, <)y de (R, <) y la teoria de las dlgebras de Boole sin dtomos son
dos ejemplos. Finalmente, hay también teorias que no son categdricas en
ningun cardinal, como la teoria RCF de los cuerpos real cerrados.

Se saben bastantes cosas de las teorias Ny-categéricas. Hay un célebre
resultado que Czestaw Ryll-Nardzewski demostré en 1959 (en [15]) y que
las caracteriza en términos del nimero de relaciones definibles que poseen:

Las siguientes condiciones son equivalentes para una teoria 7' =

Th(M):

1. T es Ny-categorica.

2. Paracadan > 1, no hay mis que un nimero finito de relaciones R C M”
que sean definibles sin pardmetros en M.

3. Para cada 4 C M finito, no hay mds que un nimero finito de subcon-
juntos X C M que sean A-definibles en M.

Veremos en la siguiente seccién que también el andlisis de las relacio-
nes definibles tiene que ver con la X;-categoricidad.

7. Minimalidad y o-minimalidad

Se dice que la estructura M es minimal si todos los subconjuntos de su
universo M que son definibles con pardmetros son o bien finitos o bien
cofinitos. Obsérvese que eso significa que sélo se pueden definir los con-
juntos que en cualquier caso son definibles siempre (con ayuda del simbolo
de igualdad). Por otro lado, las estructuras minimales pueden tener rela-
ciones n-arias definibles de gran complejidad para » > 2; sélo se impone
una limitacién en el caso #» = 1. Una estructura M es fuertemente minimal
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sinosoéloella, sino toda estructura N' = M es minimal. Por ejemplo, (N, <)
es minimal, pero no es fuertemente minimal. Una teorfa es fuertemente
minimal si sus modelos lo son, es decir, si en sus modelos los dnicos
conjuntos definibles con pardmetros son los finitos y los cofinitos. William
Marsh demostré en 1966 que las teorias fuertemente minimales son ;-
categoéricas. El resultado fue incorporado en el articulo [1] de John. T.
Baldwin y Alistair Lachlan.

Entre las teorias que hemos discutido encontramos ejemplos que son
fuertemente minimales. El ejemplo mds elemental es el de la teoria de un
conjunto infinito. En este caso la estructura se reduce a su universo, no
hay mas relaciones que la igualdad y no hay operaciones ni elementos des-
tacados. También la teoria de cualquier espacio vectorial es fuertemente
minimal. Y lo son también las teorias ACF, y ACF, de cuerpos algebraica-
mente cerrados, las teorias del sucesor en los nimeros naturales y en los
enteros Th(N, S) y Th(Z, S), y la teoria de los grupos abelianos sin torsién
Th(Q, +) = Th(R, +).

La minimalidad tiene otras consecuencias estructurales. Joachim Rei-
neke demostré en 1971 (en [13]) que todo grupo minimal es abeliano. A.
Macintyre demostr6 también en 1971 (en [7]) que todo cuerpo con teoria
N, -categdrica es algebraicamente cerrado y por ello fuertemente minimal.
Hay una conjetura abierta al respecto, la conjetura de Podewski, segin la
cual todo cuerpo minimal es algebraicamente cerrado. Frank O. Wagner
demostré en 2000 (en [26]) que la conjetura de Podewski es cierta en carac-
teristica prima.

Las estructuras ordenadas no son nunca fuertemente minimales. Pero
hay una nocién andloga a la minimalidad que se adapta de modo natural
a las estructuras totalmente ordenadas: la o-minimalidad. Fue introducida
por Anand Pillay y Charles Steinhorn en 1986 (en [11]), tras inspirarse en
unos trabajos previos de Lou van den Dries, y hoy dia constituye un drea
auténoma de la teoria de modelos, estrechamente asociada a la geometria
algebraica real. Un texto de referencia es [25], de L. van den Dries.

Una estructura totalmente ordenada es o-mzinimal si en ella los unicos
conjuntos definibles con pardmetros son uniones finitas de intervalos (in-
cluyendo semirrectas) y puntos. Esto significa que los conjuntos definibles
son los que serian en cualquier caso definibles si tuviéramos eliminacion
de cuantificadores en el lenguaje del orden. A diferencia de lo que ocurre en
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el caso minimal, si una estructura es o-minimal, todas las elementalmen-
te equivalentes a ella también lo son y se dice que su teoria completa es
o-minimal. Por tanto, no tiene sentido distinguir entre o-minimal y fuerte-
mente o-minimal. Estructuras o-minimales son el orden de los racionales
(Q, <)y el cuerpo ordenado de los nimeros reales (R, +, —, -, <, 0, 1). Sin
embargo, la aritmética de los enteros (Z, +, —, -, <, 0, 1) no es o-minimal. A.
Pillay y C. Steinhorn demostraron en 1986 que si un anillo ordenado es o-
minimal, entonces es elementalmente equivalente al cuerpo ordenado real.

A. Tarski plante6 en 1967 la pregunta sobre la axiomatizabilidad de la
teoria del cuerpo exponencial real (R, +, —, -, ¢, <,0, 1). En 1996 (en [28])
Alex Wilkie demostré que (R, +, —, -, ¢*, <, 0, 1) es o-minimal. La conjetura
de Schanuel para los reales dice que si7y, ..., 7, € R son linealmente inde-
pendientes sobre Q, el grado de trascendencia de Q(r, . ..,7,,€¢", ... €™
sobre Q es mayor o igual que #. A. Macintyre y A. Wilkie demostraron
en 1996 (en [9]) que si la conjetura de Schanuel es cierta, la teoria de
R, 4+, —, -, €', <, 0, 1) es axiomatizable. Pero esta conjetura estd lejos de ser
resuelta. L. van den Dries mostré en 1984 (en [24]) que la teorfa de (R,
+, —, €%, <,0,1) no tiene eliminacién de cuantificadores y A. Wilkie de-
mostro en [28] que es modelo-completa, es decir, toda férmula es equivalente
en ella a una férmula de la forma Jy,,...,y,0@1, ..., %, Y1, - - -, Ym), don-
de en ¢ no hay cuantificadores. La modelo-completud es una condicién
sobre la complejidad de las relaciones definibles no tan buena como la eli-
minacién de cuantificadores, pero suficientemente satisfactoria en muchos
Casos.

8. Dimension vy estabilidad

Los modelos de las teorias fuertemente minimales y los de las teorias o-mi-
nimales tienen una dimension que se define en términos de geometria
combinatoria.

Una operador de clausura finitario es un conjunto X junto con una
operacién ¢/ que asigna a cada subconjunto 4 de X otro subconjunto ¢/(4)
de X (su dausura) y cample las siguientes condiciones:

1. 4 C d(A).
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2. Si A C B, entonces c/(A) C d(B).
3. d(c(A)) C cl(A).

4. Sia € d(A), entonces existe Ay C A finito tal que 2 € c/(Ay).

Una pregeometria es un operador de clausura finitario que cumple adicio-
nalmente la condicion de intercambio: si a,b € Xy a € (AU {b}) \ c(A),
entonces b € /(4 U {a}). En una pregeometria decimos que # € X es
independiente de A C X sia & cl(A). Decimos que A C X es independiente si
para cada 2 € A, a es independiente de A \ {#}. Una base de A C X es un
subconjunto independiente maximal de A. Todas las bases de 4 tienen el
mismo tamafio, que se llama dimension de A.

La clausura algebraica de un subconjunto A de una estructura M es el
conjunto ac/(A) C M formado por los elementos de M que pertenecen a
algin conjunto finito definido mediante una férmula con pardmetros en
A. La terminologia viene motivada por el paralelismo con la clausura alge-
braica en un cuerpo, obtenida afiadiendo ceros de polinomios. El universo
M con la operacién ac/ es un caso particular de operador de clausura finita-
rio. Si M es fuertemente minimal o es o-minimal, la clausura algebraica ac/
cumple la condicién del intercambio y, por ello, define una pregeometria
en M. En el contexto o-minimal la clausura algebraica ac/(A4) coincide
ademds con la clausura definible dcl(A), la coleccion de los elementos de M
que son A-definibles. Por tanto, en las estructuras fuertemente minimales
y en las estructuras o-minimales tenemos una dimensién algebraica (es
decir, proveniente del operador ac/ de clausura algebraica) bien definida.

En una estructura fuertemente minimal M, la dimensién algebraica
es un invariante que determina el isomorfismo: si N' = M, entonces
M = N siysélo si M y N tienen la misma dimensién. Esto explica por
qué las teorias fuertemente minimales son R;-categéricas: la dimensién de
un modelo de cardinalidad N; debe ser N;.

En una estructura o-minimal, la dimensién no es suficiente para de-
terminar el isomorfismo. Se sabe que si M es una estructura ordenada,
para cada cardinal k > X, existen 2* estructuras de cardinalidad k que son
elementalmente equivalentes a M pero no son isomorfas entre si.

La diferencia de comportamiento de la dimension entre las teorias
fuertemente minimales y las o-minimales tiene que ver con el hecho de que

27



las primeras son teorias estables, mientras que las segundas son inestables.
Una teoria es estable si en ninguno de sus modelos hay ninguna relaciéon
definible que ordene totalmente un subconjunto infinito X C M”. El con-
junto X puede no ser definible y la relacion puede no definir un orden en
el universo. Las estructuras ordenadas tienen siempre una teoria inestable.
La nocién de teoria estable, y con ella la teoria de la estabilidad, fue intro-
ducida por Saharon Shelah en 1969 (en [16]). La obra fundamental sobre
la estabilidad es el libro [18] de S. Shelah. La teoria de la estabilidad es un
conjunto de nociones y técnicas destinadas al anilisis de los modelos de
las teorias estables. Ejemplos de teorias estables son las de los médulos, en
particular los grupos abelianos, las teorias de los cuerpos separablemente
cerrados, las teorias de los cuerpos diferencialmente cerrados y, en par-
ticular, las teorias ACF,, ACF,, Th(Z,+,0,1) y Th(Z, +,0) ya discutidas
anteriormente. Se conjetura que todo cuerpo cuya teoria es estable debe
ser separablemente cerrado.

Enlos dltimos afios se han adaptado las nociones propias de la estabili-
dad de modo que puedan ser aplicadas al estudio de estructuras inestables.
Importancia especial tienen en ese sentido las teorias simples y las teorias
NIP. Las primeras incluyen a las estables y fueron inicialmente trabajadas
por S. Shelah en [17] y luego redescubiertas y desarrolladas por Byung-
han Kim y Anand Pillay a partir de 1995 (véase [6] y el texto [27] de F.
O. Wagner). Ejemplos importantes de estructuras con teorias simples son
los cuerpos pseudofinitos y los cuerpos con automorfismos genéricos. Las
teorias de estructuras ordenadas no son simples.

Las teorias NIP incluyen también a las estables, pero muchas de ellas
son compatibles con un orden. De hecho, todas las teorias o-minimales
son NIP. Un texto de referencia reciente sobre teorias NIP es el libro [19]
de Pierre Simon. El caso mds elemental de las teorias NIP lo constituyen
las llamadas teorias dp-minimales. No incluyen a todas las estables, pero si
a las fuertemente minimales, a las o-minimales, a la aritmética de Presbur-
ger y nuevos ejemplos como las teorias de los cuerpos p-ddicos.

Las investigaciones mds recientes van mucho mads alld de las teorias
simples y las teorias NIP. Gabriel Conant ha disefiado un mapa, que puede
visitarse en http://www.forkinganddividing.com/, en el que se dibujan los
principales tipos de teorias que hoy se analizan y se representan como
puntos algunos ejemplos importantes. Lo llama e/ mapa del universo.
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