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Non-relativistic 
quantum mech.

We will be concerned with

A tiny part the theoretical frame 
describing our universe
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Theory of everything (String theory?, M-theory?, ...)

Grand unified theory (?)

Electroweak theory

Quantum electrodynamics

Relativistic quantum mech.
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Special 
relativity

Quantum 
theory of 
electrom. 
radiation

Quantum 
theory of 
weak int-
eractions

Quantum 
chromo-
dynamics

General relativity (gravity)

Non-relativistic 
quantum mech.

Non-relativistic quantum 
mechanics in a general context

A tiny part the theoretical frame 
describing our universe

(Standard  model)

(Spectroscopy)
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but so useful...

•The basis of the vast majority of phenomena 
taking place on earth

• from physics and chemistry to biology, biomedicine, 
geology, technology...
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Different views of NR-
quantum mechanics
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Matrix mechanics
(Heisenberg)

Wave mechanics

(Schrödinger)

Quantum mechanics
State vectors (Dirac)
  Density operators
  (von Neumann)
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First postulate:
system ↔ Hilbert space

pure state ↔ unitary ray

To each physical system corresponds a complex separable Hilbert space. 
To each pure state of the system corresponds a unitary ray of that space. 
Any element of that ray (a state vector or ket) can be used to represent 
the state.

7
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Hilbert spaces
Quantum Hilbert spaces (H) are vector spaces over the field C. 

•The vectors will be also referred to as kets and will be represented by 
the notations |Ψ⟩, |Φ⟩, … or simply Ψ, Φ, …

•The dimension of the space can be finite or infinite, depending on the 
system (nothing to do with the number of coordinates).

•Hilbert spaces have a scalar product                          ; that is, for 
any vectors Ψ, Φ, … and any complex number λ:

•Separable: ∃ a denumerable or discrete basis set:
•Other requirements will not be detailed (see Galindo)

8
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The dual space

The notation            can be interpreted in 2 ways from the mathematical 
point of view: 

•as a scalar product of 2 vectors of H (2 kets       and      ); i.e., a map                      

•as the result of applying a linear functional or linear form (a bra       ) 
to a vector of H (a ket       ):

•A linear form is a linear map from a vector space H to its field of scalars C

•The dual space of H (H*) is the space consisting of all linear forms on H.

9
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• We say that a system is in a pure state when we have the maximum 
“degree” of information about the properties of the system. Each state 
vector represents a pure state in the sense that it “contains” all the 
physical information characterizing the pure state (the third postulate deals 
with the way of extracting this information).

• If we have a lower-than-maximal degree of information about the 
system properties then we cannot associate a unitary ray to the system state 
and we say that this is a statistical mixture of pure states or, simply, a 
mixed state (later on we will introduce a mathematical tool for representing mixed states). 
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Pure vs mixed  states

• A unitary ray:                        
Complex numbers: z = x + i y = r cosα + i r sinα = r eiα                            
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Examples: 

• If we know that a hydrogen atom has an energy of –1/8 a.u. (En =  
–1/2n2, n=2), a value of L2 equal to 2 a.u. (l(l+1)=2, l=1), a value of Lz 
equal to –1 a.u. (ml=–1), and a value of Sz equal to –1/2 a.u. (ms=–1/2) 
then we say that it is in the pure state ψ2p–1β.

• If we only know that its energy is –1/8 a.u. then we say that the 
atom is in a mixed state. We cannot associate a state vector to this 
state, since we would not know with to chose within the set {ψ2sα, 
ψ2sβ, ... ψ2p–1β}. In fact, any linear combination of these 8 vectors 
would also correspond to a state with that energy, as we will see.

11

Pure vs mixed  states
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• Denumerable or discrete basis set:
Examples: 
- For a spin-less particle moving along the x-axis: 

the eigenvectors of the hamiltonian of a uni-dimensional harmonic oscillator.

- For a spin-1/2 particle moving along the 3-D space: 
the eigenvectors of the hamiltonian of a three-dimensional harmonic oscillator 
including the spin state (α or β).

• The denumerable basis is orthonormal   ⇔

12

Basis sets

• A non-denumerable “basis”:
Example: Eigenvectors of the hamiltonian of a hydrogen atom.

El escenario de la química cuántica

El calificativo separable significa que contiene un conjunto numerable denso, es decir, un

conjunto discreto de vectores {!1 , !2 , …} que permiten aproximar cualquier vector ! del

espacio tanto como queramos mediante combinaciones lineales de los elementos del conjunto; tal

aproximación debe entenderse con la noción de distancia que se deriva del producto escalar:

lim
n"#

 ! – ci!i $i=1
n %! – ci!i$i=1

n
   =  0 ,

lo cual indicaremos abreviadamente así:

!  =  ci!i$i=1

#
  .

Diremos que un conjunto {!1 , !2 , …} con dicha propiedad es completo o que es una base

del espacio H . Con frecuencia nos interesará expresar los vectores del espacio en función de

conjuntos que, si bien no son completos, pueden "completarse" añadiendo un conjunto continuo

de "vectores" !x que no pertenecen al espacio (representan situaciones límite no realizables

físicamente), y hablaremos, impropiamente, de "bases" continuas o con parte continua:

!  =  $i ci !i + &x !x c(x) dx .

ii) Un rayo unitario es un subconjunto de H cuyos elementos se pueden expresar de la forma

(ei' !)'(R , siendo ! un vector normalizado fijo de H ( ) ! | ! * = 1) y ' un número rea

arbitrario.

iii) Para entender el significado de "estado puro" es conveniente considerar la forma en que

se prepara un sistema que va a ser objeto de estudio. Dicha preparación puede consistir, por

ejemplo, en una serie de mediciones que nos permitan obtener información sobre el sistema.

Tales mediciones pueden afectar en mayor o menor grado al sistema (no es lo mismo determinar

la masa de un trozo de grafito mediante una balanza que quemarlo y medir el volumen de CO2

desprendido) pero, así como en mecánica clásica se supone que podemos minimizar tanto como

queramos dicha perturbación, esto no siempre es posible en mecánica cuántica. No obstante, las

mediciones a las que nos referiremos en lo que sigue serán ideales en el sentido de que

perturben lo mínimo posible el sistema y filtrantes para un valor o un pequeño conjunto de

valores (como ocurre siempre que medimos una magnitud continua) de la propiedad u

"observable" medido.

Decimos que dos observables de un sistema son compatibles cuando, en cualquier estado

del sistema en el que esté determinado uno de ellos, una medición ideal del otro no afecta al

valor previamente determinado del primero, lo cual puede comprobarse repitiendo la medición

del segundo observable*. Un ejemplo de observables no compatibles para una partícula con spin

* Esta afirmación solo es estrictamente cierta si nos limitamos a considerar espacios de Hilbert coherentes, en

cada uno de los cuales toman valores únicos ciertos observables, como la carga eléctrica, que se conocen como

observables de superselección.

3
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• The components of a state vector in an orthonormal basis can be 
obtained as: 

The same as for R3: 

13

Vector components on an 
orthonormal discrete basis set

x

y

Fig. 1V =Vcosjx
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Measurements
• An ideal measurement of an observable is one producing a minimal 
disturbance on the system. A filtering measurement of A selects systems 
with a given value (or interval of values) of A.

Example: 2 ways of measuring px (and y) for a charged particle: px = rqB

⨂B ⨂B

x

r r

y

ideal measurementnon-ideal measurement

detector screen small hole
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An ideal measurement of a 
component of a magnetic moment

N

S

Sz = –1/2

Sz = 1/2
z
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• We say that an observable A of a system is compatible with another 
observable B when, for any state in which we know the value of A, 
an ideal measurement of B does not affect that value (and vice versa), 
so that both observables become known.

• This is always assumed in classical physics, but, as we will see, it is not 
generally true in quantum mechanics.

• In some cases the measurements of A and B can be made 
simultaneously, in which case compatibility is evident: the values of 
both observables become known in the same state. 

Examples: px and y are compatible, but px and x are not.

16

Compatible observables
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Incompatible observables
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This is independent of 
the measurement 
devices actually used.
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• A way of preparing a system in certain pure states consists in 
performing ideal, filtering measurements of the observables of a 
complete set of compatible observables (CSCO or CCOC).
• Compatibility is needed in order that the information is accumulated.

• Complete means maximal and non redundant.
• A set of compatible observables of a system is maximal when their values 
determine the values of any other observables compatible with them.

• The set is non redundant if none of its observables is determined by the 
others for a complete set of state vectors (so it is not a function of the others).

• There are other ways of preparing systems in pure states: cooling, 
pulses of radiation, etc.

18

Preparation of pure  states



Juan C. Paniagua - Departament de Ciència de Materials i Química Física & Institut de Química Teòrica i Computacional (IQTC-UB) - Universitat de Barcelona - 2007-2018

Chapter 1

• T = p2/2m is a function of the observables px, py and pz, since if we know the values of 
these we can calculate that of T = (px2 + py2 + pz2)/2m.

• It can be shown that {x, y, z} and {px, py, pz} are two CSCO of a spin-less particle. 
It is non-redundant because, e.g., knowledge of px and py does not fix pz. 
However, {px, py, pz, T} is a maximal but redundant set.

• Different CSCO of the same system may have different numbers of observables. 
So both, {H} and {x, y, z}, are CSCO for a spin-less, three-dimensional asymmetric harmonic 
oscillator.

• For the electronic state of a hydrogen atom {H, l2, lz} is a CSCO if we are not interested in 
studying phenomena related to the spin. Otherwise we should add sz to obtain a maximal 
set, because this is compatible with H, l2 and lz and cannot be obtained from them.

• Other CSCO for this system are {H, l2, lx}, {H, l2, ly}, etc. (same “degree” or “quantity” of 
information). Different states may require different CSCO to be measured in order to 
prepare them (ψ2pz, ψ2px, ψ2py, etc.).

19

Some examples
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Exercise 1.1

Indicate what measurements should be made to obtain a hydrogen 
atom in the pure states corresponding to the following state vectors: 

a) ψ2p–1 

b) ψ2px 

c) ψ2s 

It is assumed that we have devices for measuring any observable, and 
that spin-related observables are not relevant.

Hint: The state ψ2px becomes the state ψ2pz = ψ2po by a 90º rotation of 
the cartesian axis system.

20

Pure-state preparation for 
a hydrogen atom
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Solution of the exercise 1.1
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• 

• 

• 

•                                                      

(Linear) operators on H

22

bA : H ! H
bA = � 2 H

Adjoint of

bA: h | bA 0i = h bA†
 | 0i 8 , 0 2 H

⇣
bra notation:

D
bA†
 

��� ⌘ h | bA ) in h | bA | 0i we

can consider that

bA acts either on the ket or on the bra

⌘

bA self-adjoint “or” hermitian , h | bA 0i = h bA | 0i 8 , 0 2 H

≈ von Neumann notation (Mathematische Grundlagen der 
Quantenmechanik, 1932, 1949-1991 Sp, 1955 Eng., 1964 Rus.)

Dirac notation (The Principles of 
Quantum Mechanics, 1930) (A⇤ , 0)
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Second postulate:
observable ↔ operator

To each observable of a physical system corresponds a linear self-adjoint operator 
acting on the elements of the system Hilbert space. The operators corresponding to 
the cartesian position coordinates of the system particles (q1, q2, …qN) and to 
their conjugate momenta (p1, p2, …pN) must satisfy the following commutation 
relationships:

The operator corresponding to an observable with a classical expression A(… qi… 
pj…t) is obtained by substituting in this expression the coordinates and momenta 
by their quantum operators and symmetrizing, if needed, the resulting expression. 
If there are observables than cannot be expressed in that way their quantum 
operators are defined so as to reproduce, according to the third postulate, the 
experimental facts that justify their existence.

El escenario de la química cuántica

en muchos problemas y, completada con otras propiedades que permitan distinguir entre

distintos estados de un mismo nivel energético, dará lugar a un CCOC adecuado para tratarlos.

Por otra parte, un CCOC que, como veremos en el capítulo 2, tiene especial importancia en

relación con la representación de los vectores de estado en una base es el formado por las

coordenadas de posición (y, si se requiere, las de spin) de todas las partículas del sistema (en la

sección 2.3 se justificará el que tales observables formen un CCOC).

Si no conocemos los valores que toman todos los observables de un CCOC y, de los

observables no determinados, sólo disponemos de probabilidades de encontrar cada valor

posible, diremos que el sistema se encuentra en un estado mezcla (o en una mezcla estadística

de estados puros). De acuerdo con esto, no podremos asociar un vector de estado a un estado

mezcla, pero podremos caracterizarlo mediante una distribución de probabilidades de un conjun-

to de vectores de estado.

Ejercicio 1.1. a) Indica como podrías preparar un átomo de hidrógeno en el estado puro

correspondiente a uno de los vectores  !± = (1s" ± 1s#) / 2  (desprecia los efectos relativistas

y comprueba que sx está bien definido en los estados representados por !±, en el sentido que se

indica en el enunciado del ejercicio 1.7).

b) ¿Cómo podrías preparar un estado con energía –1/2 hartree y 50% de probabilidades de

obtener ±1/2 u. a. al medir sz? ¿Estará bien definido sx es dicho estado?

Ejercicio 1.2. Indica un CCOC para el estado interno de un átomo polielectrónico a) sin

considerar interacción spin-órbita (en cuyo caso la energía total es compatible con L2, Lz, S
2 y

Sz), b) considerandola (ahora la energía es compatible con L2, S2, J2 y Jz, pero no con Lz ni

con Sz) y c) cuando sometemos el átomo a un campo magnético uniforme (que rompe

completamente la degeneración energética).

1.2 Segundo postulado: Correspondencia observable $$$$ operador

A cada observable de un sistema físico se le hace corresponder un operador lineal autoadjunto

que actúa sobre elementos del espacio de Hilbert asociado al sistema. A las coordenadas

cartesianas de posición de las partículas que constituyen el sistema  q1, q2, ... qN  y a sus

momentos conjugados  p1, p2, ... pN,  se asocian operadores autoadjuntos independientes del

tiempo que satisfagan las reglas de conmutación:

qi, qj  = 0,    pi, pj  = 0     y    qi, pj  = ih- %ij 1     ,     & i, j  = 1, 2, ... N.

A todo observable cuya expresión clásica se pueda poner en la forma A(…qi,…pj,…t) se

asocia el operador obtenido substituyendo en esta expresión las coordenadas y momentos por

sus operadores cuánticos y simetrizando, si fuera preciso, el operador resultante. Si existen

5
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Examples
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(arises naturally in relativistic quantum mechanics)

• Spin:

h
cS
x

,cS
y

i
= i~cS

z

+ cyclic permutations

• ~

L = ~r⇥~p =

������

�!
u

x

�!
u

y

�!
u

z

x y z

p

x

p

y

p

z

������
= (yp

z

�zp

y

)�!u
x

+(zp
x

�xp

z

)�!u
y

+(xp
y

�yp

x

)�!u
z

cL
x

= by bp
z

� bz bp
y

+ cyclic permutations of the subscripts

L2 = L2
x

+ L2
y

+ L2
z

) cL2 = cL
x

2
+ cL

y

2
+ cL

z

2

• If A = qipi then bA = (bqi bpi + bpibqi) /2
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Exercise 1.2

Show (without using matrix representations of the operators) that

a) 

b) 

c)

d)

e)

f) 

g)                                                                                        (don’t use the specific 
representations of the operators; use only d) to f) and the 2nd postulate).

h) 

i) 
25

h
cL
x

,cL
y

i
= i~cL

z

, · · · (+ cyclic permutations)

h
bA, bB bC

i
= bB

h
bA, bC

i
+

h
bA, bB

i
bC ;

h
bA bB, bC

i
= bA

h
bB, bC

i
+

h
bA, bC

i
bB

h
bA,�1

bB + �2
bC
i
= �1

h
bA, bB

i
+ �2

h
bA, bC

i

h
bB, bA

i
= �

h
bA, bB

i

h
cL
x

,cL2
i
=

h
cL
y

,cL2
i
=

h
cL
z

,cL2
i
= 0 (use only d) to g))

cS
x

cS
y

is not self-adjoint, while

1
2 (
cS
x

cS
y

� cS
y

cS
x

) is.

<latexit sha1_base64="qHAnxkM2vRFlGSff2JNsE4Fjctc="></latexit><latexit sha1_base64="qHAnxkM2vRFlGSff2JNsE4Fjctc="></latexit><latexit sha1_base64="qHAnxkM2vRFlGSff2JNsE4Fjctc="></latexit><latexit sha1_base64="qHAnxkM2vRFlGSff2JNsE4Fjctc="></latexit>
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Solution of the exercise 1.2
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Solution of the exercise 1.2 (cont.)
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Solution of the exercise
1.2 (cont.)
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• An eigenvalue ai has a degeneracy di if there are di (and no more) 
linearly independent  eigenvectors with that eigenvalue:

• T1: Any linear combination of degenerate eigenvectors of a linear 
operator is also an eigenvector with the same eigenvalue. If not all the 
combined eigenvectors are degenerate the linear combination is not an 
eigenvector.

• The spectrum of an operator is is the set of its eigenvalues (in a “wide” sense)

•  Discrete spectrum (σd):
•  Continuous spectrum (σc): 

El escenario de la química cuántica

 sx, sy = ihsz   (+ 2 relaciones obtenidas permutando cíclicamente x, y y z).

1.3 Tercer postulado: Resultados de medidas

Si en un sistema físico que se encuentra en el instante t en un estado puro descrito por el vector

normalizado !t medimos el observable A en aquel instante,

i) la probabilidad de obtener el valor ai del espectro discreto de A como resultado de la medida

es:

Pt(A=ai)  =   !t  Pai
 !t  ,

ii) la densidad de probabilidad de obtener el valor a del espectro continuo de A como resultado

de la medida es:

d P t (A=a)

d a
  =   !t  Pa !t  ,

iii) la probabilidad de obtener un valor que no pertenezca al espectro de A como resultado de la

medida es nula.

Comentarios:

i) Daremos una definición de espectro (") de un operador que, si bien no es rigurosa

matemáticamente, nos servirá para hacernos una idea simple de su significado. Llamaremos

espectro de un operador al conjunto formado por sus valores propios en un sentido amplio que

enseguida precisaremos. Si el operador es autoadjunto, su espectro es la unión de dos conjuntos

disjuntos de números reales: el espectro discreto ("d) y el espectro continuo ("c). El primero

está formado por sus valores propios en sentido estricto, es decir, por los números ai que

cumplen la ecuación

A #i = ai #i

con  #i $ H,  los cuales forman un conjunto numerable. El espectro continuo es, en cambio, un

conjunto continuo de valores 'a' que cumplen formalmente una ecuación similar

A #a = a #a

pero en la que #a no es un vector normalizable del espacio de Hilbert H *. No obstante, es

posible tratar el espectro continuo de forma análoga a como se trata el discreto utilizando la

delta de Dirac, función* de la variable 'a' que juega un papel análogo al de la delta de Kro-

* Puede ampliarse la definición de espacio de Hilbert para dar cabida a tales vectores, pero no consideraremos esta

posibilidad.

* Este tipo de "funciones" con corpontamientos atípicos se conocen en matemáticas con el nombre de

distribuciones.
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El escenario de la química cuántica

 sx, sy = ihsz   (+ 2 relaciones obtenidas permutando cíclicamente x, y y z).

1.3 Tercer postulado: Resultados de medidas

Si en un sistema físico que se encuentra en el instante t en un estado puro descrito por el vector

normalizado !t medimos el observable A en aquel instante,

i) la probabilidad de obtener el valor ai del espectro discreto de A como resultado de la medida

es:

Pt(A=ai)  =   !t  Pai
 !t  ,

ii) la densidad de probabilidad de obtener el valor a del espectro continuo de A como resultado

de la medida es:

d P t (A=a)

d a
  =   !t  Pa !t  ,

iii) la probabilidad de obtener un valor que no pertenezca al espectro de A como resultado de la

medida es nula.

Comentarios:

i) Daremos una definición de espectro (") de un operador que, si bien no es rigurosa

matemáticamente, nos servirá para hacernos una idea simple de su significado. Llamaremos

espectro de un operador al conjunto formado por sus valores propios en un sentido amplio que

enseguida precisaremos. Si el operador es autoadjunto, su espectro es la unión de dos conjuntos

disjuntos de números reales: el espectro discreto ("d) y el espectro continuo ("c). El primero

está formado por sus valores propios en sentido estricto, es decir, por los números ai que

cumplen la ecuación

A #i = ai #i

con  #i $ H,  los cuales forman un conjunto numerable. El espectro continuo es, en cambio, un

conjunto continuo de valores 'a' que cumplen formalmente una ecuación similar

A #a = a #a

pero en la que #a no es un vector normalizable del espacio de Hilbert H *. No obstante, es

posible tratar el espectro continuo de forma análoga a como se trata el discreto utilizando la

delta de Dirac, función* de la variable 'a' que juega un papel análogo al de la delta de Kro-

* Puede ampliarse la definición de espacio de Hilbert para dar cabida a tales vectores, pero no consideraremos esta

posibilidad.

* Este tipo de "funciones" con corpontamientos atípicos se conocen en matemáticas con el nombre de

distribuciones.
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The spectrum of an operator

bA ij = ai ij with j = 1, · · · di

Corollary: If                   with j = 1, … di then                     is the 
basis of a di-dimensional eigenspace of Â with eigenvalue ai.

bA�ij = ai�ij {�i1, · · ·�idi}
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Eigenspaces in a 3D Hilbert space

•Example: For the hydrogen atom the hamiltonian eigenspaces corresponding 
to E1, E2, … have dimensions 1, 4,… (disregarding the spin) → complex, real, 
hybrid,… AOs can be chosen in each eigenspace.

•Example: A = Iz2  in the spin 
Hilbert space of a I = 1 nucleus

•“eigen-plane” with eigenvalue a1

•“eigen-axis” with eigenvalue a2
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Exercise 1.3

For each of the following operators say if their spectrum is discrete, 
continuous, or partially discrete and partially continuous, as well as the 
degeneration of each value of the spectrum (do not try to solve the 
eigenvalue equations; use instead your previous knowledge or see the 
bibliography).

a) The linear momentum operator of a spin-less particle that moves 
along the x axis.

b) The z component of the orbital angular momentum of the electron of 
a hydrogen atom.

c) The hamiltonian of a free, spin-less, particle that moves along the x 
axis.

d) The non-relativistic hamiltonian for the internal motion of a 
hydrogen atom (spin excluded).

31
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Solution of the 
exercise 1.3
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• T4: The eigenvectors of a self-adjoint operator form a complete set.

• T2: The spectrum of a self-adjoint operator is real.

• T3: Two eigenvectors of a self-adjoint operator with different 
eigenvalues are orthogonal.

•Example: for an operator with discrete (σd) and continuous (σc) spectra
bA�ij = ai�ij j = 1 · · · di with ai 2 �d

bA�aj = a�aj j = 1 · · · da with a 2 �c

 =
X

ai2�d

diX

j=1

cij�ij +

Z

a2�c

daX

j=1

cj(a)�ajda

The spectrum of an operator

a (wave) function of a
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• T5: Two operators commute if and only if there exists a complete 
set of eigenvectors common to both.

Corollary: Several operators have a complete set of common eigenvectors if 
and only if every two operators commute.

Examples: 

• For a hydrogen atom the operators                                    commute, and 
{ψn,l,m,ms} is a complete set of eigenvectors of all of them. 
Equivalent notations:  ψn,l,m,ms ≣|n, l, m, ms ⟩

• If two observables do not commute a complete set of common 
eigenvectors cannot exist, but there might be some common eigenvectors.
Example: φ1s is an eigenvector of Lx, Ly and Lz with eigenvalue 0.

bH,cL2,cLz and cSz

Commuting operators



Juan C. Paniagua - Departament de Ciència de Materials i Química Física & Institut de Química Teòrica i Computacional (IQTC-UB) - Universitat de Barcelona - 2007-2018

Chapter 1

General angular momentum

35

9 a complete set of eigenvectors of

n

cJ
x

,cJ2
o

, or

n

cJ
y

,cJ2
o

, or

n

cJ
z

,cJ2
o

Particular cases:
•orbital angular momentum L: j = l = 0, 1, 2, …
•spin angular momentum S (electrons) or I (nuclei): 
j (s or I) takes a single value for each particle 
among: 0, 1/2, 1, 3/2, … For electrons s =1/2 and

cJ±�j,mj = ~
q

j(j + 1)�mj(mj ± 1)�j,mj±1

cS+� = ~↵ cS+↵ = 0 cS�↵ = ~� cS�� = 0

J2 = J2
x

+ J2
y

+ J2
z

)
h
cJ
x

,cJ2
i
=

h
cJ
y

,cJ2
i
=

h
cJ
z

,cJ2
i
= 0

h
cJ
x

,cJ
y

i
= i~cJ

z

(+ cyclic perm.)

rising 
operator

lowering 
operator
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Projectors
• Let H1 and H2 be subspaces of a vector space H. We say that H is the 

direct sum of H1 and H2 (H = H1 ⊕ H2) if every vector ψ of H admits a 
unique decomposition of the form  ψ = ψ1 + ψ2  with  ψ1 ∈ H1  and  ψ2 ∈ H2

• T6:  H = H1 ⊕ H2   ⟺   H1 ∩ H2 = {0}  and  dim(H) = dim(H1) + dim(H2)

• The projector onto H1 associated to the decomposition H = H1 ⊕ H2 is an 
operator that assigns to each vector of H its component in H1:

• The orthogonal complement (H1
⊥) of H1 is the set of the vectors of H 

orthogonal to every vector of H1. It is easily verified that H = H1 ⊕ H1
⊥.

• The orthogonal projector onto H1 is the projector onto H1 associated to the 
decomposition H = H1 ⊕ H1

⊥ (the qualifier “orthogonal” is often implicit).
36
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Basis-set expansions of projectors
• Let {Φ1,… Φm} and {Φm+1,… Φn} be discrete orthonormal basis sets of 
H1 and H1

⊥ (m and/or n could be ∞). Then

Using                          (see this slide):

• Likewise (resolution of the identity or closure relation):

• For non-orthonormal discrete basis sets:

37

(in R3 : �1 = �Px + �Py + �Pz)

b1 =
nX

r,s=1

|�ri (S�1
rs ) h�s| ; Srs = h�r|�si
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Projectors

38

•  T7:  A linear combination of projectors projectors onto orthogonal 
subspaces is a projector  ⇔  all the coefficients are 1.

• Example: 

•  T8: Projectors are self-adjoint, idempotent, linear, bounded operators, 
and vice versa:

• Hence
D
 
��� bP 

E
=

D
 
��� bP 2 

E
=

D
bP 

��� bP 
E
=

��� bP 
���
2

=

*
mX

r=1

cr�r

�����

mX

s=1

cs�s

+
=

mX

r=1

c⇤r

mX

s=1

cs h�r |�s i =
mX

r=1

|cr|2

bA�ij = ai�ij with {�i1 · · ·�idi} orthonormal ) cPai =

diX

j=1

|�iji h�ij |

bP † = bP = bP 2; k bP k  ck k 8 

projector onto the eigenspace of Â with eigenvalue ai

{Φ1,… Φm} orthonormal
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If we measure at a time t an observable A of a system in the pure state described 
by the vector state Ψt

i) the probability of obtaining the value ai of the discrete spectrum of Â is

ii) the probability density of obtaining the value a of the continuous spectrum of 
Â is

iii) the probability density of obtaining a value not belonging to the spectrum of 
A is zero.

Third postulate:
results of measurements

El escenario de la química cuántica

 sx, sy = ihsz   (+ 2 relaciones obtenidas permutando cíclicamente x, y y z).

1.3 Tercer postulado: Resultados de medidas

Si en un sistema físico que se encuentra en el instante t en un estado puro descrito por el vector

normalizado !t medimos el observable A en aquel instante,

i) la probabilidad de obtener el valor ai del espectro discreto de A como resultado de la medida

es:

Pt(A=ai)  =   !t  Pai
 !t  ,

ii) la densidad de probabilidad de obtener el valor a del espectro continuo de A como resultado

de la medida es:

d P t (A=a)

d a
  =   !t  Pa !t  ,

iii) la probabilidad de obtener un valor que no pertenezca al espectro de A como resultado de la

medida es nula.

Comentarios:

i) Daremos una definición de espectro (") de un operador que, si bien no es rigurosa

matemáticamente, nos servirá para hacernos una idea simple de su significado. Llamaremos

espectro de un operador al conjunto formado por sus valores propios en un sentido amplio que

enseguida precisaremos. Si el operador es autoadjunto, su espectro es la unión de dos conjuntos

disjuntos de números reales: el espectro discreto ("d) y el espectro continuo ("c). El primero

está formado por sus valores propios en sentido estricto, es decir, por los números ai que

cumplen la ecuación

A #i = ai #i

con  #i $ H,  los cuales forman un conjunto numerable. El espectro continuo es, en cambio, un

conjunto continuo de valores 'a' que cumplen formalmente una ecuación similar

A #a = a #a

pero en la que #a no es un vector normalizable del espacio de Hilbert H *. No obstante, es

posible tratar el espectro continuo de forma análoga a como se trata el discreto utilizando la

delta de Dirac, función* de la variable 'a' que juega un papel análogo al de la delta de Kro-

* Puede ampliarse la definición de espacio de Hilbert para dar cabida a tales vectores, pero no consideraremos esta

posibilidad.

* Este tipo de "funciones" con corpontamientos atípicos se conocen en matemáticas con el nombre de

distribuciones.

7

El escenario de la química cuántica

 sx, sy = ihsz   (+ 2 relaciones obtenidas permutando cíclicamente x, y y z).

1.3 Tercer postulado: Resultados de medidas

Si en un sistema físico que se encuentra en el instante t en un estado puro descrito por el vector

normalizado !t medimos el observable A en aquel instante,

i) la probabilidad de obtener el valor ai del espectro discreto de A como resultado de la medida

es:

Pt(A=ai)  =   !t  Pai
 !t  ,

ii) la densidad de probabilidad de obtener el valor a del espectro continuo de A como resultado

de la medida es:

d P t (A=a)

d a
  =   !t  Pa !t  ,

iii) la probabilidad de obtener un valor que no pertenezca al espectro de A como resultado de la

medida es nula.

Comentarios:

i) Daremos una definición de espectro (") de un operador que, si bien no es rigurosa

matemáticamente, nos servirá para hacernos una idea simple de su significado. Llamaremos

espectro de un operador al conjunto formado por sus valores propios en un sentido amplio que

enseguida precisaremos. Si el operador es autoadjunto, su espectro es la unión de dos conjuntos

disjuntos de números reales: el espectro discreto ("d) y el espectro continuo ("c). El primero

está formado por sus valores propios en sentido estricto, es decir, por los números ai que

cumplen la ecuación

A #i = ai #i

con  #i $ H,  los cuales forman un conjunto numerable. El espectro continuo es, en cambio, un

conjunto continuo de valores 'a' que cumplen formalmente una ecuación similar

A #a = a #a

pero en la que #a no es un vector normalizable del espacio de Hilbert H *. No obstante, es

posible tratar el espectro continuo de forma análoga a como se trata el discreto utilizando la

delta de Dirac, función* de la variable 'a' que juega un papel análogo al de la delta de Kro-

* Puede ampliarse la definición de espacio de Hilbert para dar cabida a tales vectores, pero no consideraremos esta

posibilidad.

* Este tipo de "funciones" con corpontamientos atípicos se conocen en matemáticas con el nombre de

distribuciones.
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Continuous spectrum:

bA�aj = a�aj with {�a1 · · ·�ada} orthonormal ) cPa =

daX

j=1

|�aji h�aj |
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Exercise 1.4
Indicate which values can be obtained and with what probabilities 
when measuring the total energy, L2, Lz and Sz of the electron of a 
hydrogen atom in the state

Juan Carlos Paniagua

observable A:

!  =  "
ai#$d

 "j=1
d i cij !ij + %

a#$c

 "j=1
d a cj(a) !aj da  ,

demuestra que

P!(A=ai) = "j=1
d i | cij | 2

y

dP!(A=a) / da = "j=1
d a | cj (a) | 2 .

Los coeficientes cij y cj(a) cujos módulos elevados al cuadrado representan probabilidades y

densidades de probabilidad, se denominan, respectivamente, amplitudes de probabilidad y

amplitudes de densidad de probabilidad.

Ejercicio 1.7. Demuestra que un observable A está bien definido en un estado puro & (es decir,

P& (A=a) = 1) si y sólo si & es propio de A.

Ejercicio 1.8. ¿Qué valores pueden obtenerse y con qué probalidades al medir, en el instante t =

0, la energía total y la componente z de los momentos angulares orbital y de spin del electrón de

un átomo de hidrógeno descrito por el vector de estado  &t=0 = 3
2

 '1s( + 1
2

 ei)/4 '2p0
* ?

iii) Todo operador autoadjunto se puede expresar mediante su descomposición espectral:

A  =  ai Pai"
ai#$d

 + a Pa da

a#$c

 .

Ejercicio 1.9. Deduce la relación anterior teniendo en cuenta el comentario i).

Ejercicio 1.10. Demuestra que, para cualquier sistema, existe un operador (o más de uno) que,

por si solo, constituye un CCOC. Sugerencia: construye el operador buscado a partir de su

descomposición espectral. Puedes encontrar un ejemplo en el apartado c) del ejercicio 1.2.

Dada una función de variable real f(x), definimos el operador "función f de A" (f(A)) como

aquel cuya descomposición espectral es

f(A)  =  f(ai) Pai"
ai#$d

 + f(a) Pa da

a#$c

 .

Ejercicio 1.11. En un átomo polielectrónico y prescindiendo de efectos relativistas, ¿es posible

expresar los operadores L2 y S2 como funciones de H?

10

Probabilities in terms of coefficients

40

Any Ψ can be expanded in terms of an orthonormal basis set made of 
eigenvectors of Â (see T4):

⇥ =
X

ai2�d

diX

j=1

cij�ij +

Z

a2�c

daX

j=1

cj(a)�ajda

P�(A = ai) =
diX

j=1

|cij |2
dP�(A = a)

da
=

daX

j=1

|cj(a)|2
then (see T8):
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Solution of the 
exercise 1.4
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Probabilities in a 3D Hilbert space

H = H1 ⊕ H2
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• Spectral decomposition of an operator:

Juan Carlos Paniagua

observable A:

!  =  "
ai#$d

 "j=1
d i cij !ij + %

a#$c

 "j=1
d a cj(a) !aj da  ,

demuestra que

P!(A=ai) = "j=1
d i | cij | 2

y

dP!(A=a) / da = "j=1
d a | cj (a) | 2 .

Los coeficientes cij y cj(a) cujos módulos elevados al cuadrado representan probabilidades y

densidades de probabilidad, se denominan, respectivamente, amplitudes de probabilidad y

amplitudes de densidad de probabilidad.

Ejercicio 1.7. Demuestra que un observable A está bien definido en un estado puro & (es decir,

P& (A=a) = 1) si y sólo si & es propio de A.

Ejercicio 1.8. ¿Qué valores pueden obtenerse y con qué probalidades al medir, en el instante t =

0, la energía total y la componente z de los momentos angulares orbital y de spin del electrón de

un átomo de hidrógeno descrito por el vector de estado  &t=0 = 3
2

 '1s( + 1
2

 ei)/4 '2p0
* ?

iii) Todo operador autoadjunto se puede expresar mediante su descomposición espectral:

A  =  ai Pai"
ai#$d

 + a Pa da

a#$c

 .

Ejercicio 1.9. Deduce la relación anterior teniendo en cuenta el comentario i).

Ejercicio 1.10. Demuestra que, para cualquier sistema, existe un operador (o más de uno) que,

por si solo, constituye un CCOC. Sugerencia: construye el operador buscado a partir de su

descomposición espectral. Puedes encontrar un ejemplo en el apartado c) del ejercicio 1.2.

Dada una función de variable real f(x), definimos el operador "función f de A" (f(A)) como

aquel cuya descomposición espectral es

f(A)  =  f(ai) Pai"
ai#$d

 + f(a) Pa da

a#$c

 .

Ejercicio 1.11. En un átomo polielectrónico y prescindiendo de efectos relativistas, ¿es posible

expresar los operadores L2 y S2 como funciones de H?
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Juan Carlos Paniagua

observable A:

!  =  "
ai#$d

 "j=1
d i cij !ij + %

a#$c

 "j=1
d a cj(a) !aj da  ,

demuestra que

P!(A=ai) = "j=1
d i | cij | 2

y

dP!(A=a) / da = "j=1
d a | cj (a) | 2 .

Los coeficientes cij y cj(a) cujos módulos elevados al cuadrado representan probabilidades y

densidades de probabilidad, se denominan, respectivamente, amplitudes de probabilidad y

amplitudes de densidad de probabilidad.

Ejercicio 1.7. Demuestra que un observable A está bien definido en un estado puro & (es decir,

P& (A=a) = 1) si y sólo si & es propio de A.

Ejercicio 1.8. ¿Qué valores pueden obtenerse y con qué probalidades al medir, en el instante t =

0, la energía total y la componente z de los momentos angulares orbital y de spin del electrón de

un átomo de hidrógeno descrito por el vector de estado  &t=0 = 3
2

 '1s( + 1
2

 ei)/4 '2p0
* ?

iii) Todo operador autoadjunto se puede expresar mediante su descomposición espectral:

A  =  ai Pai"
ai#$d

 + a Pa da

a#$c

 .

Ejercicio 1.9. Deduce la relación anterior teniendo en cuenta el comentario i).

Ejercicio 1.10. Demuestra que, para cualquier sistema, existe un operador (o más de uno) que,

por si solo, constituye un CCOC. Sugerencia: construye el operador buscado a partir de su

descomposición espectral. Puedes encontrar un ejemplo en el apartado c) del ejercicio 1.2.

Dada una función de variable real f(x), definimos el operador "función f de A" (f(A)) como

aquel cuya descomposición espectral es

f(A)  =  f(ai) Pai"
ai#$d

 + f(a) Pa da

a#$c

 .

Ejercicio 1.11. En un átomo polielectrónico y prescindiendo de efectos relativistas, ¿es posible

expresar los operadores L2 y S2 como funciones de H?
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If f(x) is analytical:

El escenario de la química cuántica

Ejercicio 1.10. Demuestra que, para cualquier sistema, existe un operador (o más de uno) que,

por si solo, constituye un CCOC. Sugerencia: construye el operador buscado a partir de su

descomposición espectral. Puedes encontrar un ejemplo en el apartado c) del ejercicio 1.2.

Dada una función de variable real f(x), definimos el operador "función f de A" (f(A)) como

aquel cuya descomposición espectral es

f(A)  =  f(ai) Pai!
ai"#d

 + f(a) Pa da

a"#c

 .

Ejercicio 1.11. En un átomo polielectrónico y prescindiendo de efectos relativistas, ¿son

funciones de H los operadores L2 y S2 ?

El operador identidad se puede considerar como función de cualquier otro, por lo que pode-

mos escribir una descomposición espectral o resolución de la identidad a partir del espectro de

cualquier operador:

1  =  Pai!
ai"#d

 + Pa da

a"#c

 .

Si f(x) es una función analítica de x, podemos desarrollar f(ai) y f(a) en serie de Taylor, lo

cual permite expresar f(A) en la forma

f(A)  =  f(0) + f'(0) A + f''(0) A2 / 2! + f'''(0) A3 / 3! + … .

iv) Llamamos valor esperado del observable A en el estado $t  ( % A &$t
 )  al promedio de

los resultados que se obtendrían al medir el A en infinitos sistemas idénticos todos ellos en el

estado $t . De acuerdo con el presente postulado,

% A & $t
  =  ai  $t  Pai

 $t !
ai"#d

  +  a  $t  Pa $t  da

a"#c

o, introduciendo la descomposición espectral de A,

 % A & $t
  =   $t  A $t   .

v) Dado que, en general, la medición de un observable A en sistemas idénticos y preparados

en el mismo estado $ no conduce a un único resultado, interesa disponer de una medida del

grado de dispersión que presentan los valores obtenidos. Esta medida se define usualmente

como la desviación cuadrática media o dispersión del observable A en el estado $:

11

• Resolutions of the identity:

El escenario de la química cuántica

El operador identidad se puede considerar como función de cualquier otro, por lo que pode-

mos escribir una descomposición espectral o resolución de la identidad a partir del espectro de

cualquier operador:

1  =  Pai!
ai"#d

 + Pa da

a"#c

 .

Si f(x) es una función analítica de x, podemos desarrollar f(ai) y f(a) en serie de Taylor, lo

cual permite expresar f(A) en la forma

f(A)  =  f(0) + f'(0) A + f''(0) A2 / 2! + f'''(0) A3 / 3! + … .

iv) Llamamos valor esperado del observable A en el estado $t  ( % A &$t
 )  al promedio de

los resultados que se obtendrían al medir el A en infinitos sistemas idénticos todos ellos en el

estado $t . De acuerdo con el presente postulado,

% A & $t
  =  ai  $t  Pai

 $t !
ai"#d

  +  a  $t  Pa $t  da

a"#c

o, introduciendo la descomposición espectral de A,

 % A & $t
  =   $t  A $t   .

v) Dado que, en general, la medición de un observable A en sistemas idénticos y preparados

en el mismo estado $ no conduce a un único resultado, interesa disponer de una medida del

grado de dispersión que presentan los valores obtenidos. Esta medida se define usualmente

como la desviación cuadrática media o dispersión del observable A en el estado $:

'$A (  % $ | (A – % A &$ )2 ) &1/2

=  {% A2 &$ – (% A &$)2}1/2 .

Dados dos observables A y B de un mismo sistema, '$A y '$B cumplen la siguiente

relación de dispersión :

'$A '$B  * | % $ | [A, B] ) & | / 2 .

Para demostrarlo definamos los operadores autoadjuntos  A' (  A – % A &$  y  B' (  B – % B &$  .

Si + es un parámetro real, 

% $ | (A' – i+B') (A' + i+B') $ &  =  || (A' + i+B') $ || 2  *  0 ,

es decir,

% $ | B'2 $ & +2 + % $ | i[A', B'] $ & + + % $ | A'2 $ &  *  0

y, teniendo en cuenta que  [A', B'] = [A, B]  y la definición de dispersión de un observable,

('$B)2 +2 + % $ | i[A, B] $ & + + ('$A)2  *  0 .

El primer miembro de esta desigualdad es un polinomio de segundo grado en + con coeficientes

11

43

Demonstration for an operator with discrete spectrum:

• Given a function f(x) of a real variable x we define the function f(Â) of 
an operator Â as:

Spectral decomposition

see this slide

⇒ [Â, f(Â)] = 0 (T5)
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Exercise 1.5
When no relativistic effects are included in the hamiltonian of a 
poly-electronic atom (i.e., only the kinetic energy and the Coulomb 
potential energy are considered) the corresponding energy levels are 
known as spectral terms. A usual notation for these includes the 
electron configuration and the eigenvalues of L2 and S2 for the states 
of the term; e. g.: the ground spectral term of a carbon atom is 
named (1s2 2s2 2p2) 3P.
a) It can be shown that that hamiltonian, L2, Lz, S2 and Sz are 
mutually compatible observables. Which of the operators              
and     are functions of that hamiltonian? Hint: there are no states 
with the same energy and different values for L2 or S2.
b) Specify three different CSCO for the system.
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f(x) may not have an analytical expression:
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Solution of the exercise 1.5a
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Solution of the exercise 1.5b



Juan C. Paniagua - Departament de Ciència de Materials i Química Física & Institut de Química Teòrica i Computacional (IQTC-UB) - Universitat de Barcelona - 2007-2018

Chapter 1

•Let    and    be 2 angular momenta of any type such that the 
components of one of them are compatible with those of the 
other. Then

•                is also an angular momentum (in the generalized 
sense), 

• for any given values of the quantum numbers l and s 
associated to     and     the quantum number j associated with     
can take the values  j = l+s, l+s–1, … |l–s|  (non-rigorous 
statement).

Addition of angular momenta
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Exercise 1.6

a) Specify a CSCO for a poly-electronic atom including the 
spin-orbit interaction in the hamiltonian (E, J2, and Jz are then 
compatible, but E is incompatible with L2, S2, Lz and Sz). Hint: 
there are no states with the same energy and different values 
for J2.

b) Specify a CSCO for a poly-electronic atom subjected to a 
uniform magnetic field, which breaks completely the energy 
degeneracy.

48

Spectral term 
degeneracy breaking
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Solution of the exercise 1.6
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• If   ÂΨi = ai Ψi   then   ⟨A⟩Ψi = ⟨Ψi|ÂΨi⟩ = ⟨Ψi|aiΨi⟩ = ai ⟨Ψi|Ψi⟩ = ai

• The probability of obtaining ai when measuring A in a pure state Ψ is the 
expected value of the dichotomous observable Pai that takes the value 1 for 
the states of the eigenspace of Â with eigenvalue ai and 0 for those of its 
orthogonal complement:

• Any testable physical information about a quantum system is an expected 
value.

El escenario de la química cuántica

El operador identidad se puede considerar como función de cualquier otro, por lo que pode-

mos escribir una descomposición espectral o resolución de la identidad a partir del espectro de

cualquier operador:

1  =  Pai!
ai"#d

 + Pa da

a"#c

 .

Si f(x) es una función analítica de x, podemos desarrollar f(ai) y f(a) en serie de Taylor, lo

cual permite expresar f(A) en la forma

f(A)  =  f(0) + f'(0) A + f''(0) A2 / 2! + f'''(0) A3 / 3! + … .

iv) Llamamos valor esperado del observable A en el estado $t  ( % A &$t
 )  al promedio de

los resultados que se obtendrían al medir el A en infinitos sistemas idénticos todos ellos en el

estado $t . De acuerdo con el presente postulado,

% A & $t
  =  ai  $t  Pai

 $t !
ai"#d

  +  a  $t  Pa $t  da

a"#c

o, introduciendo la descomposición espectral de A,

 % A & $t
  =   $t  A $t   .

v) Dado que, en general, la medición de un observable A en sistemas idénticos y preparados

en el mismo estado $ no conduce a un único resultado, interesa disponer de una medida del

grado de dispersión que presentan los valores obtenidos. Esta medida se define usualmente

como la desviación cuadrática media o dispersión del observable A en el estado $:

'$A (  % $ | (A – % A &$ )2 ) &1/2

=  {% A2 &$ – (% A &$)2}1/2 .

Dados dos observables A y B de un mismo sistema, '$A y '$B cumplen la siguiente

relación de dispersión :

'$A '$B  * | % $ | [A, B] ) & | / 2 .

Para demostrarlo definamos los operadores autoadjuntos  A' (  A – % A &$  y  B' (  B – % B &$  .

Si + es un parámetro real, 

% $ | (A' – i+B') (A' + i+B') $ &  =  || (A' + i+B') $ || 2  *  0 ,

es decir,

% $ | B'2 $ & +2 + % $ | i[A', B'] $ & + + % $ | A'2 $ &  *  0

y, teniendo en cuenta que  [A', B'] = [A, B]  y la definición de dispersión de un observable,

('$B)2 +2 + % $ | i[A, B] $ & + + ('$A)2  *  0 .

El primer miembro de esta desigualdad es un polinomio de segundo grado en + con coeficientes

11
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Expected values

P (A = ai) = ��|cPai�⇥ = �Pai⇥ 

• From probability theory:
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Uncertainty, indetermination, 
dispersion or standard deviation

• If Ψ is an eigenstate of Â with eigenvalue a then any measurement of A 
must give a, so that ∆ΨA = 0.

• If   ∆ΨA = 0   then any measurement of A in the state Ψ gives the result 
⟨A⟩Ψ which, according to the 3rd postulate, must be an eigenvalue of Â. 
This can only happen if Ψ is an eigenvector of Â with eigenvalue ⟨A⟩Ψ 
since the projection of Ψ  into the eigenspace of Â with eigenvalue ⟨A⟩Ψ 
must have length 1.

• Therefore

��A =

rD
⇥
���( bA� hAi�)2 ⇥

E
=

q
hA2i� � (hAi�)2

� A = 0 , bA⇥ = a⇥
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•T9: 

Exercise 1.7
a) ∆x ∆p ≥ ?  Can there be (realizable) states with  ∆x or ∆p = 0?
b) ∆Lx ∆Ly ≥ ? Apply this relation to the states 2p1, 2s and 2p0 of a 
hydrogen atom. Can there be states with ∆Lx and/or ∆Ly =0?

52

Uncertainty relationships

• Quantum indetermination is not a problem of imperfection of 
measurement devices or lack of knowledge: indeterminate 
observables are undefined until they are measured (Schrödinger cat!)

Examples: cartesian components of particles with spin 1/2 and 3/2.
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Solution of the exercise 1.7
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Solution of the exercise 1.7 (cont.)
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Density operator
If we know that a system has probabilities p1, p2, … pn of being in the 
pure states ψ1, ψ2, … ψn then

Juan Carlos Paniagua

reales, ya que

!!"!" i[A, B] "!#!!#!!! –i[B, A]!"!"!"!#!!#!!! i[A, B]!"!"!"!#!

por lo que podemos utilizar el resultado del ejercicio 1.12 para establecer la desigualdad

4 ($"A)2 ($"B)2 – !!"!" i[A, B] "!#2  %  0 ,

que equivale a la relación de dispersión.

Ejercicio 1.12. Demuestra que el polinomio de segundo grado en la variable real x con

coeficientes reales  ax2 + bx + c  y  a>0  toma valores %0 para todo x si y sólo si

4ac – b2  %  0 .

Ejercicio 1.13. Demuestra que, si el conmutador de los operadores A y B asociados a dos

observables A y B es una constante no nula, no existen estados con ambos observables bien

definidos. ¿Pueden existir tales estados cuando el conmutador no es una constante?

vi) Si un sistema se halla, en el instante t, en un estado mezcla con probabilidades  p1, p2,

…pi, …  para los vectores normalizados independientes  &1, &2, …&i, …  (con  0 ' p1, p2, …

' 1  y  (i pi = 1), el valor esperado de un observable A será un promedio ponderado de los

valores esperados que corresponderían a cada uno de dichos vectores:

! A!#t  =  pi ! A # &i(i  .

Introduciendo el operador densidad

)t  = pi " &i # ! &i "(i

para representar matemáticamente aquel estado mezcla, y un conjunto numerable denso ortonor-

mal  {… *i …}  podemos poner:

A  )t
=  (i pi !!&i!"!A!&i!#

=  (i (j pi !!&i!"" *j # ! *j "!A!&i!#

=  (i (j pi !!*j!"!A!" &i # ! &i "!*j!#

=  (j !!*j!"!A!)t!*j!# ,

y, definiendo la traza de un operador B como

Tr B  +  (j !!*j!"!B!*j!#

 ! A # )t
  =  Tr ( A )t )  .

Ejercicio 1.14. Comprueba las siguientes afirmaciones.

a) La traza de un operador es independiente del conjunto numerable denso ortonormal utilizado 

* En la sección 2.1 veremos que la traza de un operador es la traza de la matriz que lo representa en una base

ortonormal.
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' 1  y  (i pi = 1), el valor esperado de un observable A será un promedio ponderado de los

valores esperados que corresponderían a cada uno de dichos vectores:

! A!#t  =  pi ! A # &i(i  .

Introduciendo el operador densidad

)t  = pi " &i # ! &i "(i

para representar matemáticamente aquel estado mezcla, y un conjunto numerable denso ortonor-

mal  {… *i …}  podemos poner:

A  )t
=  (i pi !!&i!"!A!&i!#

=  (i (j pi !!&i!"" *j # ! *j "!A!&i!#

=  (i (j pi !!*j!"!A!" &i # ! &i "!*j!#

=  (j !!*j!"!A!)t!*j!# ,

y, definiendo la traza de un operador B como

Tr B  +  (j !!*j!"!B!*j!#

 ! A # )t
  =  Tr ( A )t )  .

Ejercicio 1.14. Comprueba las siguientes afirmaciones.

a) La traza de un operador es independiente del conjunto numerable denso ortonormal utilizado 

* En la sección 2.1 veremos que la traza de un operador es la traza de la matriz que lo representa en una base

ortonormal.
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where the statistical operator or density operator or density matrix:

describes or represents the statistical mixture of pure states (mixed state).
55

Resolution of the identity in any 
denumerable orthonormal basis set {φj}
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The trace of an operator    is defined as

Juan Carlos Paniagua
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mal  {… *i …}  podemos poner:
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=  (i pi !!&i!"!A!&i!#

=  (i (j pi !!&i!"" *j # ! *j "!A!&i!#
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=  (j !!*j!"!A!)t!*j!# ,

y, definiendo la traza de un operador B como
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 ! A # )t
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• The trace is independent of the chosen denumerable orthonormal basis 
set (exercise 2.3).

• The trace of an self-adjoint operator is the sum of its eigenvalues.

•                                                        (cyclic permutations).

•   

•                                                         (pure states)

El escenario de la química cuántica

para calcularla (utiliza la propiedad  !i Lki Lji
* = "kj  que cumple la matriz de cambio de 

una base ortonormal a otra, y que deducirás en el ejercicio 2.2).

b) La traza de un operador hermítico es la suma de sus valores propios.

c) Tr(AB) = Tr(BA) .

d) Tr(A1…An) = Tr(Ai1
…Ain

) .

donde  i1…in  es cualquier permutación cíclica de los índices  1…n .

e) Tr# = 1 .

f) #† =# .

Ejercicio 1.15. Demuestra que, para cualquier operador A y cualquier vector $,

Tr (A !$%"&$!)  =  &$!"A"!$% .

Ejercicio 1.16. Demuestra que la probabilidad (o la densidad de probabilidad) de obtener un

valor 'a' al medir el observable A en un sistema que se encuentra en el estado descrito por el

operador densidad # en el momento de realizar la medición viene dada por

P#(A=a)  =  Tr ( Pa # )  =  !j=1
d a &"'aj"!"#"'aj"% .

Un estado es puro si y sólo si su operador densidad es un proyector sobre un subespacio

unidimensional. En efecto, un estado puro puede representarse mediante una mezcla estadística

de estados con probabilidad 1 para uno de ellos y 0 para los restantes, de modo que podemos

asociarle un operador densidad igual al proyector sobre el vector del estado que tiene probabili-

dad 1. Recíprocamente, si el operador densidad es un proyector cumplirá la relación de idempo-

tencia  #2  = #, y sus valores propios serán 1 o 0 (ejercicio 1.5 a)). Como la traza de un

operador es la suma de sus valores propios y Tr# = 1 (ejercicio 1.14 b) y e)), # tendrá un vector

propio con valor propio 1 y los demás tendrán valor propio 0; es decir, habrá un estado puro

con probabilidad 1.

Los operadores densidad constituyen, pues, una alternativa a los vectores de estado para

representar estados puros que permite tratar a éstos como caso particular de los estados mezcla.

Este formalismo no presenta la ambigüedad que surge al representar los estados puros mediante

vectores de estado, ya que los distintos vectores de estado correspondientes a un mismo rayo

unitario conducen a un mismo operador de proyección.
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donde  i1…in  es cualquier permutación cíclica de los índices  1…n .

e) Tr# = 1 .

f) #† =# .

Ejercicio 1.15. Demuestra que, para cualquier operador A y cualquier vector $,

Tr (A !$%"&$!)  =  &$!"A"!$% .

Ejercicio 1.16. Demuestra que la probabilidad (o la densidad de probabilidad) de obtener un

valor 'a' al medir el observable A en un sistema que se encuentra en el estado descrito por el

operador densidad # en el momento de realizar la medición viene dada por
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Un estado es puro si y sólo si su operador densidad es un proyector sobre un subespacio

unidimensional. En efecto, un estado puro puede representarse mediante una mezcla estadística

de estados con probabilidad 1 para uno de ellos y 0 para los restantes, de modo que podemos

asociarle un operador densidad igual al proyector sobre el vector del estado que tiene probabili-

dad 1. Recíprocamente, si el operador densidad es un proyector cumplirá la relación de idempo-
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Los operadores densidad constituyen, pues, una alternativa a los vectores de estado para

representar estados puros que permite tratar a éstos como caso particular de los estados mezcla.

Este formalismo no presenta la ambigüedad que surge al representar los estados puros mediante

vectores de estado, ya que los distintos vectores de estado correspondientes a un mismo rayo

unitario conducen a un mismo operador de proyección.
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Trace of an operator

where {φj} is any denumerable 
orthonormal basis set.

(normalization)

bB
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Example:
A beam of hydrogen atoms emerges from an isotropic chamber (we neglect 
gravitational effects) at a temperature low enough that we can assume that 
all of them are in the ground level: E1 = –1/2 a.u. If the electronic spin is a 
relevant observable, the state is not pure, because we have no information 
about Sz, which is compatible with E, L2 and Lz if relativistic effects are 
neglected, and is not a function of them. Since there are no preferred 
directions, the density operator describing the state of the atoms is
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• A state is pure  ⇔  its density operator is a projector on a 
unidimensional space:  {eiα Ψ}  ↔  pure state  ↔  |Ψ⟩⟨ Ψ|

Density operator
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Exercise 1.8
a) Show that the state vectors ψ1s± = (ψ1sα ± ψ1sβ)/√2 of a hydrogen atom are 
eigenvectors of       with eigenvalues ±1/2 a.u. respectively. 
Hint: put      in terms of ladder operators.
b) Write the density operator describing the atoms emerging from an isotropic 
chamber in terms of ψ1s± and show that it is equal to

Comment: When you express the pure vector states of a mixture in terms of an 
arbitrary basis set {ϕi} you usually obtain cross term operators such as |ϕi⟩⟨ϕj|. They 
are called coherences and act in a similar way to the projector operators: (|ϕi⟩⟨ϕj|)|ψ⟩ 
= |ϕi⟩⟨ϕj|ψ⟩. We won't discuss their physical meaning, but if you are curious about 
it have a look the article On the Physical Interpretation of Density Operators at the 
Atomic Scale: A Thorough Analysis of Some Simple Cases by Juan C. Paniagua in 
Concepts in Magnetic Resonance Part A, Vol. 28A(6) 384–409 (2006).
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Different statistical mixtures 
may be indistinguishable

cS
x

cS
x
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Solution of the exercise 1.8
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Exercise 1.9
Indicate how could we prepare a hydrogen atom that emerged from 
an isotropic chamber in the pure state corresponding to the vector 
ψ1s+ = (ψ1sα + ψ1sβ)/√2. Which values could we obtain and with what 
probabilities when measuring Sz in that state? Which experiments 
should we perform to differentiate that pure state from the mixed 
state                                                                  ?
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Exercise 1.10
Show that the probability (or probability density) of obtaining a value 
‘ai’ in a measurement of an observable ‘A’ in a system that is in the 
state described by the density operator ρ is:

This is the only way of describing a non-polarized spin-state.

P⇢(A = ai) = Tr
⇣
cPaib⇢

⌘
=

diX

j=1

h�ij |b⇢ �iji
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Solution of the exercise 1.9

Solution of the exercise 1.10
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•A mixed state has two kinds of uncertainty: one has a quantum origin 
and the other is similar to that found in classical statistical mechanics.
• Examples: Sz can take the values ±1/2 with equal probabilities in the pure state 
ψ1s+ = (ψ1sα + ψ1sβ)/√2 of a hydrogen atom (exercise 1.9), as well as in the mixed 
state                                                                    , but in the former case we know 
which is the state vector (quantum-type uncertainty in Sz), while in the latter 
there are many states compatible with our (lack of) information about Sz: it 
could be that we have taken the atom from a chamber with many atoms, half of 
them in the pure state ψ1sα and the other half in ψ1sβ (classic type uncertainty in 
Sz), or (exercise 1.8) half in ψ1s+ = (ψ1sα + ψ1sβ)/√2 and half in ψ1s– = (ψ1sα – ψ1sβ)/
√2 (classic + quantum type uncertainties), or many other possibilities that lead 
to the same density operator.  In fact, it can be shown that the density operator 
of that mixed state can be put as a uniform mixture of every possible spin state 
(see J. C. Paniagua, Concepts in Magnetic Resonance Part A 28A, 384-409 (2006)).

• Recall that two pure states, such as ψ1sα  and ψ1s+ = (ψ1sα + ψ1sβ)/√2, have the same 
“degree” of information: in the former we know E, L2, Lz and Sz, while in the 
latter we know E, L2, Lz and Sx.
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Quantum vs classical uncertainties
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Lets consider a physical system that is, at time t, in the state described by the 
density operator    . If we perform at that time an ideal measurement of an 
observable A that provides a set of values ∆ = ∆d ∪ ∆c, ∆d belonging to the discrete 
spectrum of Â and ∆c belonging to the continuous one, then the system state 
changes to

where

Fourth postulate:
state collapse

Juan Carlos Paniagua

1.4 Cuarto postulado: Colapso del estado

Dado un sistema físico que, en el instante t, se encuentra en el estado descrito por el operador

densidad !t, si realizamos en dicho instante una medida ideal del observable A filtrante para

un conjunto de valores  " = "d # "c , "d del espectro discreto de A y "c de su espectro

continuo, el sistema queda en el estado descrito por el operador densidad

!"  =  
P" !t P"

Tr (P" !t)
  .

siendo   P"  $  %a&"d

 Pa + 'a&"c

 Pa da .

Comentarios:

i) En general, la medición (aunque sea ideal) cambia el estado del sistema. No obstante, tal

alteración no se produce cuando P" conmuta con !t. Esta caso será discutido en el comentario

ix).

ii) En general, el estado del sistema se modifica al efectuar la medición. El estado resultante,

si bien no será en general puro, tiene probabilidad 1 para los valores del observable A

contenidos en ". En efecto, P" !t P" es la proyección de !t sobre el subespacio suma directa*

de los subespacios propios de A correspondientes a valores de ", y el denominador que aparece

en la definición de !" tiene por objeto normalizar aquella proyección a traza unidad:

Tr (P" !t P") =  Tr (P" P" !t)

=  Tr (P" !t)  ,

de modo que, para un conjunto " discreto (vease ejercicio 1.16),

P!
"
(A&") =  %a&" P!

"
(A=a)

=  %a&" Tr (Pa !" )

=  Tr (P" !")

=  1 ,

resultado generalizable a conjntos " con parte continua.

Si la medida no fuera ideal el estado resultante dependería, en general del aparato de medida

utilizado y, por lo tanto, no podría determinarse conociendo únicamente !t y el conjunto de

* Decimos que un espacio vectorial es suma directa de dos o más subespacios cuando cada elemento del primero

se puede expresar de forma unívoca como suma de un elemento de cada subespacio, y se designa con el símbolo

( . En el comentario ii) de la sección 1.3 vimos un ejemplo:  H = H1 (  H1
). El espacio de los números

complejos es suma directa del de los reales y del de los imaginarios puros.

14
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•If the system was in a pure state Ψ:

El escenario de la química cuántica

valores filtrados.

iii) Si la medida filtra un único valor de A, esta propiedad queda perfectamente definida en

el estado resultante y, si dicho valor es no degenerado, el sistema queda en el estado puro

cuyo vector es propio de A con valor propio el obtenido en la medida, estado que designaremos

mediante la notación abreviada  | a !!"!"!#a!!!:

$a =  
" a ! % a " pi | #i ! % #i "&i  " a ! % a "

% 'j " " a ! % a " pi " #i ! % #i &i " 'j !&j

=  
" a ! % a " pi  % #i " a ! 

 2&i

pi  % #i " a ! 
 2&i

=   a   a  ,

resultado que es válido tanto si la medida filtrante es ideal como si no lo es. Observemos que el

estado resultante de la medida es, en este caso, independiente del estado de partida.

iv) Si el sistema estaba en un estado puro ( inmediatamente antes de realizar la medición, el

estado que resulta es también puro, independientemente de que se filtre uno o más valores y de

la degeneración de éstos. En efecto, teniendo en cuenta el resultado del ejercicio 1.15,

$) =  
P) "(! %(" P)

Tr (P) "(! %(")

=  
 P)(   P)( 

% ( " P) " ( !

=   
P)(

""P)(""
   

P)(

""P)(""
   ,

es decir, el vector (# que representaba del estado del sistema inmediatamente antes de efectuar

la medición, cambiará de la siguiente forma:

 (  *  
P)(

"" P)( ""
  .

v) Cuando filtramos valores en una zona ) continua del espectro, es imposible seleccionar

un único valor del observable medido. No obstante, podemos suponer que estamos midiendo el

observable discretizado P), para el cual el valor obtenido es único (si bien infinitamente

degenerado). En cualquier caso, la medición de observables continuos no permitirá, en general,

preparar estados puros a partir de estados mezcla. Un ejemplo típico de este caso se presenta

cuando hacemos pasar una partícula por una rendija de anchura ) para obtener información

sobre la coordenada de posición (x) perpendicular a la dirección de la rendija. Si la partícula

atraviesa la rendija quedará en un estado con valor 1 para el observable discretizado "haber

15
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Collapse of a pure state

• The resulting state vector is the normalized projection of the previous 
state vector onto the subspace corresponding to the values obtained 
in the measurement.

†
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Collapse in a 3D Hilbert space

!
t +

!
t +

!t

"2,1

"1,1

"1,2

•If ∆={a1} •If ∆={a2}

In both cases A becomes well defined after the 
measurement.
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•In general the states changes upon a measurement:

•The resulting density operator is the normalized projection of the 
previous density operator onto the subspace corresponding to the 
values obtained in the measurement:
• to apply the projected operator            to a vector Ψ is equivalent to 

applying the original operator    to the projected vector         and then 
projecting again the resulting vector                          .

• a new identical projection does not change the projected operator:

•       is normalized:

Juan Carlos Paniagua
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Some remarks

cP�

⇣
cP�b�cP�

⌘
cP� = cP�

2
b�cP�

2
= cP�b�cP�

Tr
⇣
cP�b�cP�

⌘
= Tr

⇣
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cP�b�
⌘
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⇣
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⌘
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•The resulting state (not necessarily pure) has probability 1 for the 
provided values:

⇒ A becomes defined within ∆.

•This postulates states that measurements are reproducible, in the sense 
that a second measurement of A made immediately after the first one 
should give the same result.

Juan Carlos Paniagua

1.4 Cuarto postulado: Colapso del estado

Dado un sistema físico que, en el instante t, se encuentra en el estado descrito por el operador

densidad !t, si realizamos en dicho instante una medida ideal del observable A filtrante para

un conjunto de valores  " = "d # "c , "d del espectro discreto de A y "c de su espectro

continuo, el sistema queda en el estado descrito por el operador densidad

!"  =  
P" !t P"

Tr (P" !t)
  .

siendo   P"  $  %a&"d

 Pa + 'a&"c

 Pa da .

Comentarios:

i) En general, la medición (aunque sea ideal) cambia el estado del sistema. No obstante, tal

alteración no se produce cuando P" conmuta con !t. Esta caso será discutido en el comentario

ix).

ii) En general, el estado del sistema se modifica al efectuar la medición. El estado resultante,

si bien no será en general puro, tiene probabilidad 1 para los valores del observable A

contenidos en ". En efecto, P" !t P" es la proyección de !t sobre el subespacio suma directa*

de los subespacios propios de A correspondientes a valores de ", y el denominador que aparece

en la definición de !" tiene por objeto normalizar aquella proyección a traza unidad:

Tr (P" !t P") =  Tr (P" P" !t)

=  Tr (P" !t)  ,

de modo que, para un conjunto " discreto (vease ejercicio 1.16),

P!
"
(A&") =  %a&" P!

"
(A=a)

=  %a&" Tr (Pa !" )

=  Tr (P" !")

=  1 ,

resultado generalizable a conjntos " con parte continua.

Si la medida no fuera ideal el estado resultante dependería, en general del aparato de medida

utilizado y, por lo tanto, no podría determinarse conociendo únicamente !t y el conjunto de

* Decimos que un espacio vectorial es suma directa de dos o más subespacios cuando cada elemento del primero

se puede expresar de forma unívoca como suma de un elemento de cada subespacio, y se designa con el símbolo

( . En el comentario ii) de la sección 1.3 vimos un ejemplo:  H = H1 (  H1
). El espacio de los números

complejos es suma directa del de los reales y del de los imaginarios puros.

14
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becomes well defined
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•If a measurement provides a unique non-degenerate value the 
resulting state is                   (no mater the system previous state):

El escenario de la química cuántica

valores filtrados.

iii) Si la medida filtra un único valor de A, esta propiedad queda perfectamente definida en

el estado resultante y, si dicho valor es no degenerado, el sistema queda en el estado puro

cuyo vector es propio de A con valor propio el obtenido en la medida, estado que designaremos

mediante la notación abreviada  | a !!"!"!#a!!!:

$a =  
" a ! % a " pi | #i ! % #i "&i  " a ! % a "

% 'j " " a ! % a " pi " #i ! % #i &i " 'j !&j

=  
" a ! % a " pi  % #i " a ! 

 2&i

pi  % #i " a ! 
 2&i

=   a   a  ,

resultado que es válido tanto si la medida filtrante es ideal como si no lo es. Observemos que el

estado resultante de la medida es, en este caso, independiente del estado de partida.

iv) Si el sistema estaba en un estado puro ( inmediatamente antes de realizar la medición, el

estado que resulta es también puro, independientemente de que se filtre uno o más valores y de

la degeneración de éstos. En efecto, teniendo en cuenta el resultado del ejercicio 1.15,

$) =  
P) "(! %(" P)

Tr (P) "(! %(")

=  
 P)(   P)( 

% ( " P) " ( !

=   
P)(

""P)(""
   

P)(

""P)(""
   ,

es decir, el vector (# que representaba del estado del sistema inmediatamente antes de efectuar

la medición, cambiará de la siguiente forma:

 (  *  
P)(

"" P)( ""
  .

v) Cuando filtramos valores en una zona ) continua del espectro, es imposible seleccionar

un único valor del observable medido. No obstante, podemos suponer que estamos midiendo el

observable discretizado P), para el cual el valor obtenido es único (si bien infinitamente

degenerado). En cualquier caso, la medición de observables continuos no permitirá, en general,

preparar estados puros a partir de estados mezcla. Un ejemplo típico de este caso se presenta

cuando hacemos pasar una partícula por una rendija de anchura ) para obtener información

sobre la coordenada de posición (x) perpendicular a la dirección de la rendija. Si la partícula

atraviesa la rendija quedará en un estado con valor 1 para el observable discretizado "haber

15
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1.4 Cuarto postulado: Colapso del estado

Dado un sistema físico que, en el instante t, se encuentra en el estado descrito por el operador
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un conjunto de valores  " = "d # "c , "d del espectro discreto de A y "c de su espectro

continuo, el sistema queda en el estado descrito por el operador densidad
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Tr (P" !t)
  .
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Comentarios:

i) En general, la medición (aunque sea ideal) cambia el estado del sistema. No obstante, tal

alteración no se produce cuando P" conmuta con !t. Esta caso será discutido en el comentario

ix).

ii) En general, el estado del sistema se modifica al efectuar la medición. El estado resultante,

si bien no será en general puro, tiene probabilidad 1 para los valores del observable A

contenidos en ". En efecto, P" !t P" es la proyección de !t sobre el subespacio suma directa*

de los subespacios propios de A correspondientes a valores de ", y el denominador que aparece

en la definición de !" tiene por objeto normalizar aquella proyección a traza unidad:

Tr (P" !t P") =  Tr (P" P" !t)

=  Tr (P" !t)  ,

de modo que, para un conjunto " discreto (vease ejercicio 1.16),
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"
(A&") =  %a&" P!

"
(A=a)

=  %a&" Tr (Pa !" )

=  Tr (P" !")

=  1 ,

resultado generalizable a conjntos " con parte continua.

Si la medida no fuera ideal el estado resultante dependería, en general del aparato de medida

utilizado y, por lo tanto, no podría determinarse conociendo únicamente !t y el conjunto de

* Decimos que un espacio vectorial es suma directa de dos o más subespacios cuando cada elemento del primero

se puede expresar de forma unívoca como suma de un elemento de cada subespacio, y se designa con el símbolo

( . En el comentario ii) de la sección 1.3 vimos un ejemplo:  H = H1 (  H1
). El espacio de los números

complejos es suma directa del de los reales y del de los imaginarios puros.
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•If a measurement provides a unique non-degenerate value the 
resulting state is                   (no mater the system previous state):

•If the measurement provides a degenerate value other compatible 
observables should be measured in order to prepare a pure state.

El escenario de la química cuántica

valores filtrados.

iii) Si la medida filtra un único valor de A, esta propiedad queda perfectamente definida en

el estado resultante y, si dicho valor es no degenerado, el sistema queda en el estado puro

cuyo vector es propio de A con valor propio el obtenido en la medida, estado que designaremos

mediante la notación abreviada  | a !!"!"!#a!!!:

$a =  
" a ! % a " pi | #i ! % #i "&i  " a ! % a "

% 'j " " a ! % a " pi " #i ! % #i &i " 'j !&j

=  
" a ! % a " pi  % #i " a ! 

 2&i

pi  % #i " a ! 
 2&i

=   a   a  ,

resultado que es válido tanto si la medida filtrante es ideal como si no lo es. Observemos que el

estado resultante de la medida es, en este caso, independiente del estado de partida.

iv) Si el sistema estaba en un estado puro ( inmediatamente antes de realizar la medición, el

estado que resulta es también puro, independientemente de que se filtre uno o más valores y de

la degeneración de éstos. En efecto, teniendo en cuenta el resultado del ejercicio 1.15,

$) =  
P) "(! %(" P)

Tr (P) "(! %(")

=  
 P)(   P)( 

% ( " P) " ( !

=   
P)(
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P)(
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   ,

es decir, el vector (# que representaba del estado del sistema inmediatamente antes de efectuar

la medición, cambiará de la siguiente forma:

 (  *  
P)(

"" P)( ""
  .

v) Cuando filtramos valores en una zona ) continua del espectro, es imposible seleccionar

un único valor del observable medido. No obstante, podemos suponer que estamos midiendo el

observable discretizado P), para el cual el valor obtenido es único (si bien infinitamente

degenerado). En cualquier caso, la medición de observables continuos no permitirá, en general,

preparar estados puros a partir de estados mezcla. Un ejemplo típico de este caso se presenta

cuando hacemos pasar una partícula por una rendija de anchura ) para obtener información

sobre la coordenada de posición (x) perpendicular a la dirección de la rendija. Si la partícula

atraviesa la rendija quedará en un estado con valor 1 para el observable discretizado "haber
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•T10:     A and B compatible  ⇔

70

Compatiblility ↔ commutation

1ª mesura

2ª mesura

eigenplane of Â with 
eigenvalue a1

eigenplane of B with 
eigenvalue b1

•⇐ from T5 (slide 37) there 

exists a complete set of common 
eigenvectors, that can be chosen 
orthonormal. Let us express any 
state vector Ψ in that basis. A 
measurement of A with result ai 
projects onto the corresponding 
eigenspace. If we then measure 
B the new projection must take 
place within that eigenspace, 
since Ψai has no components 
along axes orthogonal to it. 
Therefore ai is preserved.
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• T10:     A and B compatible  ⇔

•⇒ Let us assume that A and B are compatible observables. If we measure A and 

obtain ai and then measure B and obtain bk, A should retain its value ai, which can 
be verified by measuring again A and repeating many times the whole experiment. 

•If after obtaining ai we always obtain bk then the eigenspace of A with eigenvalue ai 
must also be an eigenspace of B with eigenvalue bk. Then any basis set of this 
eigenspace consists of common eigenvectors of A and B.

•If the measurement of B sometimes leads to bk and sometimes leads to bl then the 
eigenspace of A with eigenvalue ai is contained in the direct sum of the eigenspaces 
of B with eigenvalues bk and bl respectively.  By choosing in these eigenspaces of B 
basis vector pertaining to the eigenspace of A we obtain a basis set for this made of 
common eigenvectors of A and B. This can be repeated for every eigenvalue of A.

•According to T5 this implies               .                 

71
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Incompatible observables
• If                     there is not a basis set made of eigenstates of both 

operators, so that a measurement of B in an eigenstate of A may 
result in a collapsed state that is not an eigenstate of A.

• Position measurements:

(non sharp limits that depend on the measurement device).

Juan Carlos Paniagua

pasado (valor 1) o no (valor 0) por la rendija":

P!  "  #x$! Px dx  .

En realidad, si el conjunto ! está inmerso en un conjunto continuo más amplio, sus límites

no estarán bien definidos y el integrando de la expresión anterior debería incluir una función

moduladora f(x) que decaiga más o menos rápidamente a cero en la frontera de !. La forma de

esta función dependerá del dispositivo experimental utilizado y, de acuerdo con el carácter ideal

de las medidas que consideraremos, no será considerada en lo que sigue.

Observables del tipo P! pueden introducirse también para conjuntos ! que contengan partes

discretas.

vi) Un caso límite trivial se presenta cuando el conjunto ! coincide con el espectro del

operador asociado al observable medido. Podemos, entonces, suponer que hemos medido el

observable identidad y, por lo tanto, no se produce colapso del estado. Este sería el caso de un

aparato de Stern-Gerlach en el que se separa en dos un haz de partículas de spin 1/2 (también

puede considerarse una única partícula) y, sin que quede registrada ninguna señal detectable de

la ruta seguida por cada partícula, se reconducen los dos haces obtenidos para obtener, de

nuevo, un único haz.

vii) Supondremos que el postulado es aplicable a mediciones ideales no filtrantes siempre

que quede un registro macroscópico detectable del valor o los valores resultantes de la medida

(independientemente de que algún ser consciente observe dicho registro).

Ejercicio 1.17. El estado de un átomo de hidrógeno de una muestra gaseosa en equilibrio

térmico a una temperatura T se puede describir mediante el operador densidad % = (1/Z)

exp(–H/kT) (vease ejercicio 1.20). En el supuesto de que los observables H, l2 y lz constituyan

un CCOC adecuado para describir el estado interno del átomo, indica el estado en el que quedará

un átomo de la muestra después de medir su energía interna y obtener

a) el valor –1/2 hartree,

b) el valor –1/8 hartree.

Si incluimos sz en nuestro CCOC

c) ¿qué estado se obtendría después de medir la energía con resultado –1/2 hartree?

d) ¿qué estado se obtendría si, después de la medición realizada en el punto anterior, sometemos

el átomo a una medida de sx filtrante para sx = 1/2 u. a. (recuerda el ejercicio 1.1)?

Un haz de átomos de hidrógeno preparados tal como se indica en c) y d) atraviesa un dispositivo

de Stern-Gerlach con el campo magnético orientado según la dirección del eje z; a la salida de

éste, los dos haces emergentes son reconducidos (según trayectorias simétricas) a la dirección

inicial e introducidos en un nuevo dispositivo de Stern-Gerlach orientado según la dirección del

16

Continuous spectra
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Exercise 1.11
a) The classical rotational energy of a two-particle rigid rotor with reduced mass µ, interpar-
ticle distance d and orbital angular momentum L is                , . Find its quantum rotational 
energies and their degeneracies. Write the spectral decomposition of the hamiltonian.
b) Write the spectral decomposition of the operator                    and use the Boltzmann law 
to show that this is the density operator describing the rotational state of a two-particle rigid 
rotor taken from a gas of rotors at thermodynamic equilibrium at a temperature T:
c) Which is the state of one of those rotors after measuring its energy with the result 0?
d) Which would be its state after measuring the energy with the result 1/µd2 a.u.?
Exercise 1.12
A beam of hydrogen atoms with energy E1 passes through an Stern-Gerlach device with the 
magnetic field oriented along the z axis that filters the atoms with Sz =1/2. These are then 
passed through a second Stern-Gerlach device with the magnetic field oriented along the x axis. 
The two resulting beams are redirected to a common trajectory and introduced into a third 
Stern-Gerlach device oriented along the z axis. Finally a detector screen registers the emerging 
atoms. Indicate what will register the screen
a) if we filter the atoms with Sx = 1/2 a.u. in the second device,
b) if we filter the atoms with Sx = –1/2 a.u. in the second device,
c) if we do not filter the atoms in the second device but we register their trajectories,
d) if we do not filter the atoms in the second device nor register their trajectories.
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Solution of the exercise 1.11
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Solution of the exercise 1.11 (cont.)
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Solution of the exercise 1.12
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A system prepared in a pure state remains in a pure state while 
no measurements are made on it. A vector representing the state 
of the system evolves during that time according to the (time 
dependent) Schrödinger equation:

(the hamiltonian can depend on t for non-isolated systems).

Fifth postulate:
free evolution

Juan Carlos Paniagua

…} y {… !i …} con algún "i no contenido en la segunda, podríamos expresar dicho vector

como combinación lineal de dos o más vectores de la segunda base que diferirían en algún valor

de alguno de los observables del CCOC, y "i no sería propio de éste.

ix) Si el operador asociado al observable medido conmuta con #t existirá un conjunto

completo de estados propios de ambos operadores. Estos estados también serán propios de P$,

como se comprueba aplicándoles la definición de este operador dada en el enunciado del

postulado. Entonces P$ y #t también conmutan y la medición no altera el estado del sistema. De

hecho, basta que P$ y #t conmuten para que esto ocurra.

1.5 Quinto postulado: Evolución libre

Un sistema preparado en un estado puro continua en un estado puro en el intervalo de tiempo

que transcurre hasta la realización de nuevas mediciones sobre el sistema; un vector

representativo del estado del sistema evoluciona en dicho intervalo de tiempo de acuerdo con la

ecuación de Schrödinger:

 ih- 
d%t

dt
  =  H(t) %t  ,

donde H(t) es el hamiltoniano del sistema.

Comentarios:

i) El hamiltoniano es el operador asociado a la función hamiltoniana clásica del sistema, la

cual, cuando no depende del tiempo, coincide con la energía total; este es el caso de cualquier

sistema aislado y, de hecho solo encontraremos hamiltonianos dependientes del tiempo cuando

estudiemos un sistema en interacción con otro que no se desea incluir en el tratamiento cuántico

(por ejemplo, una molécula sometida a un campo electromagnético oscilante descrito clásica-

mente). Un estudio de este tipo es aproximado, ya que, como veremos en la discusión del

siguiente postulado, el vector de estado que describe dos sistemas en interacción mútua no es,

en general, separable en vectores de estado que representen cada parte. No obstante, el estudio

de una de las partes incluyendo en su hamiltoniano los efectos de la otra supone una notable

simplificación del problema que, bajo ciertas condiciones, conduce a predicciones correctas.

ii) La evolución temporal de los valores esperados, que es lo que se puede corroborar me-

18
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Constants of motion: constant expected values in any state.

El escenario de la química cuántica

diante experimentos, se deduce inmediatamente a partir del presente postulado:

d  !t " A(t) !t 

d t
  =   

d !t

dt
 " A(t) !t  +  !t " 

d A(t)

dt
 !t  +  !t " A(t) 

d !t

dt
 

y, utilizando la ecuación de Schrödinger,

ih- 
d  !t " A(t) !t 

d t
  =   !t " A(t), H(t)  !t  + ih-  !t " 

d A(t)

dt
 !t  .

Si el valor esperado de un observable es independiente del tiempo para cualquier estado puro

del sistema, decimos que dicho observable es una constante de movimiento. De acuerdo con la

ecuación anterior, A es constante de movimiento de un sistema cuyo hamiltoniano es H(t) si y

sólo si

A(t), H(t)  + ih- ( d A(t) / dt )  =  0 ,

ecuación que, para observables cuyo operador no depende del tiempo, se reduce a

A, H(t)   =  0 .

iii) La evolución que expresa la ecuación de Schrödinger puede representarse mediante un

operador de evolución temporal (U(t, t')) definido de forma que se cumpla la relación

!(t)  =  U(t, t0) !(t0)

para cualquier estado puro del sistema. Introduciendo esta relación en la ecuación de Schrö-

dinger se obtiene la ecuación diferencial que determina el operador U:

ih- 
dU(t, t0)

dt
  =  H(t) U(t,t0) .

Se demuestra que el operador de evolución temporal es unitario (U–1=U†), lo cual garantiza la

constancia de la norma de los vectores de estado en el tiempo.

Si H no depende del tiempo la ecuación anterior, junto con la condición inicial U(t0, t0) = 1,

conduce a la solución  U(t, t0) = exp [–i (t–t0) H / h-] .

iv) En un sistema cuyo hamiltoniano no depende del tiempo los vectores propios de dicho

operador representan estados que llamaremos estacionarios.

Ejercicio 1.19. Indica como evolucionan en el tiempo

a) un vector que represente un estado estacionario y

b) el valor esperado en un estado estacionario de un observable cuyo operador no depende del 

tiempo.

Observemos que la constancia de los valores esperados de una constante de movimiento no

depende de que el estado considerado sea o no estacionario.

v) La evolución de un estado mezcla se obtiene considerando como evolucionan los estados
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•Time-independent hamiltonian:
• Stationary states:

 

• nothing changes with time in a stationary state:
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(Cohen eq. (61) p. 174)
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•T11:            is unitary:
• trivial for time-independent hamiltonians

Time evolution operator

80

• Non-stationary states: 

• Example: for a hydrogen atom in the initial state

in a. u.:
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•Unitary operators preserve scalar products and, in particular, 
norms (probability conservation):

•Parallelism with complex numbers:

Unitary operators

81

Complex numbers Linear operators

real: z⇤ = z self-adjoint (hermitian):

bA†
=

bA
↵ real )

��ei↵
��
= 1; (ei↵)⇤ = (ei↵)�1

= e�i↵ bA self-adjoint ) ei
bA
unitary; (ei

bA
)

†
= (ei

bA
)

�1
= e�i bA

phase:|z| = 1; z⇤ = z�1
unitary:

bA†
=

bA�1

h�|z i = hz⇤�| i
D
�| bA 

E
=

D
bA†
�| 

E



Juan C. Paniagua - Departament de Ciència de Materials i Química Física & Institut de Química Teòrica i Computacional (IQTC-UB) - Universitat de Barcelona - 2007-2018

Chapter 1

Exercise 1.13
A sample of sparkling water is put in an NMR spectrometer for obtaining its 13C spectrum. 
The interaction hamiltonian of a nuclear spin with an applied static field                  is 
                                      , where ω = – γB0, γ is the gyromagnetic ratio of the nuclide 
and Iz is its spin angular momentum z-component. 
a) Obtain the energies of the stationary spin-states of a 13C nucleus of the sample (the I 
quantum number of this nuclide is 1/2). You can neglect the interactions between the 13C 
spin and other particles of the sample (their main effects are included in γ).   
b) Write the time evolution operator for the spin states of 13C.
c) If a 13C nucleus were in the pure state ψ+ = (1/√2)(α+β) at t=0, which would be its 
state vector as a function of time t? Calculate ⟨Ix⟩, ⟨Iy⟩ and ⟨Iz⟩ as functions of t. What 
kind of motion undergoes the vector      ? Compare it with the classical precession motion.
d) For the initial state considered in e) what are the state vectors at t=2π/ω and t=4π/
ω? Note that the state vector comes back to its initial value after 2 turns of      .
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Results: a) ±~!/2; b) bU(t, 0) = e�i

!cIz
~ t

; c) 1p
2

�
e�i

!
2 t↵+ ei

!
2 t�

�
;

hI
x

i = ~
2 cos!t; hIyi =

~
2 sin!t; hIzi = 0; d) � +(0); +(0).
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Solution of the 
exercise 1.13

b)

c)

d)

a)
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Classical precession motion of a magnetic 
moment under a static magnetic field

84

x

y

d~L/dt = ~⌧ = ~µ⇥ ~B0

~µ = �~L

� d~L/dt = ~L⇥ � ~B0 is ? to

~L and

~B0
~B0 static ) ~L rotates about

~B0

with angular velocity ! = ��B0

(see J. Chem. Ed. 73, 310 (1996))

For

~L(0) = L(0)~u
x

and

� > 0 (! < 0):

L(0) sin(!t) < 0

L(0) cos(!t) ~L(0)

~L
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• By taking the derivative with respect to t and using
                                 and                       :

• An equilibrium macroscopic state does not evolve:

Juan Carlos Paniagua

Observemos que la constancia de los valores esperados de una constante de movimiento no

depende de que el estado considerado sea o no estacionario.

v) La evolución de un estado mezcla se obtiene considerando como evolucionan los estados

puros que componen la mezcla estadística:

!t  =  pi  "i(t)   "i(t) #i   =  pi  U(t, t0) "i(t0)   U(t, t0) "i(t0) #i  ,

es decir,

!t  =  U(t, t0) !t0
 U

†
(t, t0)  .

Derivando esta expresión se obtiene la siguiente ecuación diferencial de evolución:

 ih- 
d!t

dt
  =   H(t), !t   .

Ejercicio 1.20. Indica como evolucionan en el tiempo

a) el operador densidad asociado a un estado puro estacionario y

b) un operador densidad que represente una mezcla estadística de estados estacionarios.

Un importante ejemplo de este último caso es el operador densidad que describe un sistema

macroscópico aislado en equilibrio termodinámico a una temperatura T:

!  =  
exp (–Ei / kT)

exp (–El / kT)#lm

  "ij   "ij #
i j

  =  1
Z

 exp (–H / kT) ,

donde hemos supuesto que el espectro de H es discreto y que  H "ij = Ei "ij ,  j=1,…di .

Ejercicio 1.21. Considera un oscilador armónico unidimensional en un estado mezcla con

probabilidad 0,5 para los estados estacionarios fundamental ($0) y primer excitado ($1).

a) ¿Cuál será el valor esperado de la posición en dicho estado? (no es preciso que efectúes 

ningún cálculo).

b) Comprueba que el estado considerado también se puede definir como mezcla estadística al 

50% de los estados puros no estacionarios  "± = ($0 ± $1)/ 2 . ¿Cómo evoluciona en el 

tiempo el valor esperado de la posición en cada uno de estos estados puros?

Ejercicio 1.22. Demuestra que la ecuación de evolución del valor esperado de un observable en

un estado mezcla es análoga a la correspondiente a un estado puro:

ih- d (Tr A!) / dt  =  Tr ([A, H] !) + ih- Tr {(dA / dt) !} .

vi) La forma en que hemos enunciado los postulados segundo y quinto no es la única

manera de representar la evolución libre (es decir, entre medidas consecutivas) de un sistema en

20
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 ih- 
d!t

dt
  =   H(t), !t   .
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vi) La forma en que hemos enunciado los postulados segundo y quinto no es la única

manera de representar la evolución libre (es decir, entre medidas consecutivas) de un sistema en

20

Evolution of mixed states
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El escenario de la química cuántica

diante experimentos, se deduce inmediatamente a partir del presente postulado:

d  !t " A(t) !t 

d t
  =   

d !t

dt
 " A(t) !t  +  !t " 

d A(t)

dt
 !t  +  !t " A(t) 

d !t

dt
 

y, utilizando la ecuación de Schrödinger,

ih- 
d  !t " A(t) !t 

d t
  =   !t " A(t), H(t)  !t  + ih-  !t " 

d A(t)

dt
 !t  .

Si el valor esperado de un observable es independiente del tiempo para cualquier estado puro

del sistema, decimos que dicho observable es una constante de movimiento. De acuerdo con la

ecuación anterior, A es constante de movimiento de un sistema cuyo hamiltoniano es H(t) si y

sólo si

A(t), H(t)  + ih- ( d A(t) / dt )  =  0 ,

ecuación que, para observables cuyo operador no depende del tiempo, se reduce a

A, H(t)   =  0 .

iii) La evolución que expresa la ecuación de Schrödinger puede representarse mediante un

operador de evolución temporal (U(t, t')) definido de forma que se cumpla la relación

!(t)  =  U(t, t0) !(t0)

para cualquier estado puro del sistema. Introduciendo esta relación en la ecuación de Schrö-

dinger se obtiene la ecuación diferencial que determina el operador U:

ih- 
dU(t, t0)

dt
  =  H(t) U(t,t0) .

Se demuestra que el operador de evolución temporal es unitario (U–1=U†), lo cual garantiza la

constancia de la norma de los vectores de estado en el tiempo.

Si H no depende del tiempo la ecuación anterior, junto con la condición inicial U(t0, t0) = 1,

conduce a la solución  U(t, t0) = exp [–i (t–t0) H / h-] .

iv) En un sistema cuyo hamiltoniano no depende del tiempo los vectores propios de dicho

operador representan estados que llamaremos estacionarios.

Ejercicio 1.19. Indica como evolucionan en el tiempo

a) un vector que represente un estado estacionario y

b) el valor esperado en un estado estacionario de un observable cuyo operador no depende del 

tiempo.

Observemos que la constancia de los valores esperados de una constante de movimiento no

depende de que el estado considerado sea o no estacionario.

v) La evolución de un estado mezcla se obtiene considerando como evolucionan los estados
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†

Liouville - von Neumann eqn.
(≡ Schrödinger eqn.)

b⇢ = exp(� bH/kT )
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Exercise 1.14
a) Write the spectral decomposition of the density operator describing the spin state of 
any 13C nucleus of a sparkling water sample at thermodynamic equilibrium in an NMR 
spectrometer of static magnetic field B0 at a temperature T (see the previous exercise).
b) Calculate the expected value of Ix, Iy and Iz for a 13C nucleus of the sample.
c) Use the gyromagnetic ratio of the 13C nuclide (γ = 6,728 × 107 T–1s–1) to calculate
               for B0=10T and T = 300K, and justify the “high temperature” approximation: 
                                          . Use it to justify the Curie law: M ∝	1/T, where M is the 
macroscopic magnetization of the sample (magnetic moment per unit volume:                ).
d) Use the high temperature approximation to write the density operator as                . 
How does this operator evolve with time? 
e) A π/2 radio-frequency pulse over the y axis changes the equilibrium density operator 
to                . How does this evolve with time? Calculate the magnetization after the 
pulse as a function of time. Compare it with the classical precession motion of a magnetic 
moment under a static magnetic field. Hint: use the following equation, that can be proved 
by Taylor expanding the exponential and trigonometric functions in the left and right 
hand sides:
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Solution of the exercise 1.14
a)

b)

c)    
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Solution of the 
exercise 1.14 (cont.)d)

e)
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Time evolution pictures
Alternative statements of the evolution postulate:

Heisenberg vs Schrödinger pictures

• Constants of motion:

•                   ,  Newton law,  electromagnetic radiation, …

• For a mixed state:

• Interaction picture:    

El escenario de la química cuántica

el marco de la mecánica cuántica. En efecto, hemos supuesto que los operadores

correspondientes a posiciones y momentos son independientes del tiempo y, lo mismo podemos

decir de cualquier otro observable a no ser que el hamiltoniano del sistema incluya términos que

dependan explícitamente del tiempo; la evolución libre corre, pues, a cargo de los vectores de

estado o de las matrices de densidad, tal como establece la ecuación de Schrödinger. Esta forma

de tratar la evolución recibe el nombre de imagen de Schrödinger. No obstante, lo que se

observa experimentalmente no son vectores de estado o operadores de densidad, sino valores

esperados en los que interviene, junto con aquellos, un operador relacionado con algún

observable. Por lo tanto, podríamos haber asignado la evolución temporal a dichos operadores,

lo que conduciría a una forma alternativa de representar la evolución temporal que se conoce

como imagen de Heisenberg. La ecuación de evolución en esta imagen se obtiene fácilmente

teniendo en cuenta que ha de conducir a los mismos valores esperados que la imagen de

Schrödinger en cualquier intervalo de tiempo de evolución libre:

 !H"AH(t) !H  =  !S(t)"AS(t) !S(t)  ,

donde los subíndices 'H' y 'S' se refieren a las imágenes de Heisenberg y Schrödinger,

respectivamente. En efecto, definiendo

!H #! U†(t, t0) !S(t)

=  !S(t0)

y utilizando la igualdad de los valores esperados, se obtiene la ley de transformación para los

operadores asociados a los observables en una y otra imagen:

AH(t) = U†(t, t0) AS(t) U(t, t0)

(es obvio que el operador de evolución temporal adopta la misma forma en ambas imágenes, por

lo que no precisa subíndice).

Derivando la expresión anterior respecto del tiempo y utilizando la ecuación de Schrödinger

se obtiene la ecuación de evolución libre en la imagen de Heisenberg:

ih- 
dAH(t)

dt
  =   AH(t), HH(t)  + ih- 

dAS(t)

dt H
 .

Ejercicio 1.23. Comprueba las siguientes afirmaciones:

a) la condición de constante de movimiento en la imagen de Heisenberg es  dAH(t)/dt = 0 ;

b) si HS es independiente del tiempo, HH = HS.

Ejercicio 1.24. Para una partícula unidimensional de masa m sometida a un potencial que solo

depende de la posición,

a) demuestra que  m dxH/dt = pH ;

b) deduce la segunda ley de Newton en la imagen de Heisenberg teniendo en cuenta que,

si [A, B] conmuta con B,  [A, f(B)] = [A, B] dfB/dB .
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Aunque la imagen de Schrödinger es, con mucho, la más utilizada, la de Hiesenberg propor-

ciona una visión más próxima a la imagen clásica, como se aprecia en el ejercicio anterior, y

resulta especialmente adecuada para tratar determinados problemas, como es el caso del estudio

cuántico de la radiación electromagnética.

Entre las posturas extremas que se adoptan en las dos imágenes consideradas, existe una

infinidad de imágenes en las que la evolución temporal se reparte de distinta forma entre vecto-

res de estado y operadores; de hecho, cualquier transformación del tipo  !T(t) = V(t) !S(t)  con

V(t) unitario define una imagen de evolución temporal. La única de estas que tiene cierta

importancia es la imagen de Dirac o de interacción, que se utiliza en problemas cuyo hamil-

toniano es de la forma  H(t) = H0 + H'(t)  con  H'(t) << H0 . En dicha imagen se elimina de los

vectores de estado la parte de la evolución debida a H0, dejando únicamente la debida a H'(t):

!D(t)  =  exp (i(t–t0)H0/h-) !S(t) .

Dicha parte de la evolución se asigna a los operadores:

AD(t) = exp (i(t–t0)H0/h-) AS(t) exp (–i(t–t0)H0/h-)

Ejercicio 1.25. Deduce las ecuaciones de evolución en la imagen de Dirac para los vectores de

estado y para los operadores asociados a observables.

1.6 Sexto postulado: Sistemas compuestos

El espacio de Hilbert asociado a un sistema compuesto de subsistemas es el producto directo de

los espacios asociados a cada subsistema. Si dos de dichos subsistemas son idénticos, los

vectores de estado del sistema compuesto han ser simétricos o antisimétricos respecto del

intercambio de tales subsistemas según sea entero o semiimpar, respectivamente, el momento

angular total de éstos.

Comentarios:

i) Este postulado puede considerarse un complemento del primero, aunque suele enunciarse

separadamente por motivos pedagógicos.

ii) Sean H  1 y H  2 dos espacios vectoriales definidos sobre el mismo cuerpo escalar.

Llamamos producto tensorial, directo o de Kronecker de H 1 por H 2 a un espacio vectorial  H 1

" H 2  provisto de una aplicación bilineal de  H 1 ! H 2  en  H 1 " H 2 :
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Exercise 1.15 
a) Obtain the operators as functions of time for the three cartesian 
components of the nuclear spin angular momentum of a 13C nucleus 
under a static magnetic field in the Heisenberg picture (see exercise 1.14).
b) Calculate the expected values of those three angular momentum 
components for the state ψ+ = (1/√2)(α+β) and verify that they coincide 
with those obtained in exercise 1.13  for the Schrödinger picture.   
Hint: You can use the equation given in exercise 1.14 together with:

Spin precession in 
Heisenberg picture
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Solution of the exercise 1.15
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        is the time derivative of  

Exercise 1.16

Show that:

(a) If

h
bAS , bBS

i
=

bCS then

h
bAH , bBH

i
=

bCH .

(b) For a particle that moves along the x axis with hamiltonian

bH =

1
2m

bp2 +
V (bx),

m
dbxH

dt
= bpH

Is x a constant of motion?
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Sixth postulate:
compound systems

The Hilbert space associated to a system made of two or more parts is 
the direct product of the Hilbert spaces associated to each part.

If two of these parts are identical particles the state vectors of the 
compound system (including spin observables) must be symmetric or 
antisymmetric with respect to the exchange of the labels of those particles 
depending on their spin quantum number being integer or half-odd.

94

Notes: 
- The 2nd part of the postulate is a theorem in relativistic quantum field theory (Spin–
statistics theorem).
- For compound particles (nuclei, atoms, etc.) the term “spin” refers to “total angular 
momentum”.
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Direct, tensorial or Kronecker 
product of two spaces

El escenario de la química cuántica

!!!"#$%"!&##%%%#%%%!!"#%$%"!&#%%%%%'%!!"#%"!&#%&

tal que, si {…!i(1)…} y {…"j(2)…} son bases de H 1 y H 2 respectivamente, los productos

{…! i!"#%$%"j(2)…} forman una base de  H1 $ H2
*. Consecuencias inmediatas de esta

definición son:

— Dim (H 1%$ H 2) = Dim (H 1)  Dim (H 2) ,

— si  !!"# = 'i ci !i(1)  y  "!&# = 'j dj "j(2) ,

!!"#%$%"!&# = 'ij cidj !i(1) "j(2) ,

pero existen elementos de H 1$ H 2 no expresables como producto tensorial de un vector de 

H 1 y otro de H 2 ,

— si  H 1 y H 2 están provistos de sendos productos escalares, se puede definir el siguiente 

producto escalar en H 1 $ H 2 :

(%!!"#%"!&#%'%!'(1) "'(2) &%%(%%(%!!"#%'%!'(1) &%(%"!&#%'%"'(2) &%)

Sean A(1) y B(2) dos operadores que actúan sobre los espacios vectoriales H  1 y H  2

respectivamente. Se define el producto tensorial  A(1) $%B(2)  como un operador que actúa

sobre  H 1 $ H 2  y que cumple:

{A(1) $%B(2)} !!"#%$%"!&#%%=  {A(1) !!"#* $ {B(2) "!&#* .

Cualquier otro operador del espacio producto se puede expresar como combinación lineal de

productos directos de operadores

C(1, 2)  =  'ij cij Ai(1) $%Bj(2) .

Los operadores

A(1) %  A(1) $%1(2)

y

B(2) %  1(1) $%B(2)

se conocen como extensiones de A(1) y B(2) a  H 1 $ H 2 , respectivamente. Cuando ello no

induzca a confusión, prescindiremos de la tilde al referirnos a tales extensiones.

Ejercicio 1.26. Comprueba las siguientes afirmaciones:

a) [A(1), B(2)] = 0 .

b) El proyector sobre  '%!!"#%"!&#%&% es

'%!!"#%"!&#%&%(%!!"#%"!&#%'%%(%%'%!!"#%&%(%!!"#%' $ '%"!&#%&%(%"!&#%'%)

c) Si {… !ik(1) …} es un conjunto completo de H 1 formado por vectores propios del operador

autoadjunto A(1) con valores propios ak y {… "j(2) …} es un conjunto completo de H 2 , los

vectores {… !ik(1) $%"j(2) …}, que forman un conjunto completo de  H1 $ H2, son 

propios de A(1); si la degeneración de ai en H 1 es di, su degeneración en  H1 $ H2 es di +%

* Se puede demostrar que el espacio H1$H2 existe y está determinado salvo isomorfismos.
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Direct product of operators:

H1 ⇥H2 ! H1 ⌦H2

( (1),�(2)) !  (1)⌦ �(2) ⌘ | (1)�(2)i is bilinear and

if { i(1)} and {�j(2)} are basis of H1 and H2 then

{ i(1)⌦ �j(2)} is a basis of H1 ⌦H2 :

 (1, 2) =
X

ij

cij  i(1)⌦ �j(2) (so that Dim(H1 ⌦H2) = Dim(H1)⇥Dim(H2))

and h (1)⌦ �(2)| 0
(1)⌦ �0(2)i = h (1)| 0

(1)i h�(2)|�0(2)i
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Dim(H 2); el proyector sobre ai en H 1 ! H 2 es la extensión a este espacio del proyector sobre

ai en H 1.

d) Si   A(1) "i(1)  =  ai "i(1)   y   B(2) #j(2)  =  bj #j(2) ,

{A(1) + B(2)} "i(1) !!#j(2)  =  (ai + bj) "i(1) !!#j(2)

(esto se puede generalizar a operadores con espectro continuo).

iii) Los subsistemas a los que hace referencia el postulado son, normalmente, partículas o

conjuntos de partículas que pueden tratarse como partículas debido a que su estructura interna

no se ve afectada por los experimentos que se van a considerar, como ocurre con los núcleos

atómicos en las reacciones químicas o con los átomos de helio cuando se estudia el

comportamiento estadístico del elemento a bajas temperaturas. No obstante, la "partición" de un

sistema puede entenderse también como partición de los observables de un CCOC en

subconjuntos; por ejemplo, el espacio de Hilbert asociado a una partícula con spin se puede

expresar como producto directo del espacio que le corresponde si se prescinde del spin por el

espacio de estados de spin (vease ejercicio 1.27). Esto permite utilizar los resultados del estudio

simplificado de un sistema como punto de partida para un análisis más profundo del mismo que

exija ampliar el CCOC.

Consideremos un sistema compuesto cuyo espacio de Hilbert sea producto directo de los

espacios asociados a dos subsistema, H1 y H2. Los vectores expresables la forma  "(1) !!#(2)

representan estados del sistema compuesto en los que éste se comporta como una superposición

de dos subsistemas independientes. En efecto, cualquier valor esperado de una propiedad de

uno de los subsistemas calculado para el sistema compuesto toma el mismo valor que se

obtendría considerando sólo el subsistema:

$!"(1) ! #(2) | A(1) ! 1(2) "!"(1) ! #(2)!%  =  $ "(1) | A(1) " "(1)!%

donde hemos supuesto que los vectores de cada subsistema están normalizados

individualmente. Asímismo, los valores esperados de observables que sean producto de

propiedades de cada subsistema puede expresarse como producto de valores esperados

calculados para cada subsistma independientemente:

$!"(1) ! #(2) | A(1) ! B(2) "!"(1) ! #(2)!%  =  $ "(1) | A(1) " "(1)!%!$ #(2) | B(2) " #(2)!%

Incluso los valores esperados de observables no expresables como producto de una propiedad

de cada subsistema pueden obtenerse a partir de promedios calculados mediante los vectores de

uno y otro estado independientemente:

C(1, 2)  =  &kl dkl Ak(1) !!Bl(2),

$!"(1) ! #(2) | C(1,2) "!"(1) ! #(2)!%  = &kl dkl $ "(1) | Ak(1) " "(1)!%$ #(2) | Bl(2) " #(2)!%

No obstante, el sistema compuesto tendrá también estados no expresables como producto de

estados de cada subsistema. Si {…"i(1)…} y {…#j(2)…} son bases ortonormales de H1 y H2,
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• Examples:
• three-dimensional harmonic oscillator of force constants kx, ky and kz:

• particle in a three-dimensional potential box of sides a, b and c:

• hydrogen atom without spin-orbit interaction:

• independent particle model for a poly-electronic system (orbital 
approximation):

Separable operators
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respectivamente, cualquier estado del sistema compuesto puede expresarse en la base formada

por los productos directos de los elementos de aquéllas:

!(1, 2)  =  "ij cij #i(1) $ %j(2)

En estos estados no es posible, en general, asignar un estado puro a cada subsistma, ya que ni

siquiera los valores esperados de observables de uno de ellos pueden obtenerse a partir de un

vector de estado de su espacio de Hilbert:

&!A(1) '!"#$%&  =  &!"ij cij #i(1) $ %j(2) | A(1) $ 1(2) '!"kl ckl #k(1) $ %l(2)!'  =

"j &!"i!cij #i(1) | A(1) '!"k!ckj #k(1)!'!!(!!"j &!#’j(1) | A(1) '!#’j(1)!'

donde hemos definido los vectores  #’j(1) ( "i!cij #i(1). Observemos que éstos no son, en

general, ortonormales:

& #’j(1) | #’l(1)!'!!(!!"i!cij
* "k!ckl & #i(1) | #k(1)!'!!(!!"i!cij

* cil

Si los normalizamos:

#’’j(1)  (! #’j(1) / {"i!'cij'
2}1/2

podemos expresar &!A(1) '!"#$%& como un promedio de valores esperados sobre los vectores de

estado #’’j(1) ponderados con los pesos pj = "i!'cij'
2:

&!A(1) '!"#$%&  =  "j pj
 &!#’’j(1) | A(1) '!#’’j(1)!'

Este resultado sugiere que, aunque no podamos asignar un estado puro a cada subsistema, sí

podremos asignarle un estado mezcla, tal como veremos en el tercer capítulo. No obstante,

dicho estado mezcla presenta peculiaridades distintas que los estados mezcla de un sistema

independiente. Por ejemplo, su evolución no puede conocerse resolviendo una ecuación de

!"#$%&'()*$!&*+*(&'*(,*!&*-!,'*.+/!+0$0!*-!1231'1,*.04!50!62*!-0!*7/-2"'8(!&*!-/1!"/*9'"'*(,*1

"':!$*1+/(&*!0!-0!*"20"'8(!&*!!"#$%&'()*$!&*-!1'1,*.0!"/.+2*1,/;!*1!&*"'$4!-0!*7/-2"'8(!&*!2(

1231'1,*.0!&*+*(&*!&*!-/!62*!-*!/"2$$0!0-!/,$/<

De un modo análogo, los valores esperados de observables que dependen de coordenadas de

ambos subsistemas no se pueden obtener a partir de promedios calculados sobre cada

subsistema, ni siquiera en el caso más simple de observables de la forma  A(1) B(2):

&!A(1) B(2) '!"#$%&  =  &!"ij cij #i(1) $ %j(2) | A(1) $ B(2) '!"kl ckl #k(1) $ %l(2)!'  =  

= "ij cij
* "kl ckl &!#i(1) | A(1) '!#k(1)!'!&!%j(2) | B(2) '!%l(2)!'.

Este tipo de interdependencias o correlaciones entre las propiedades de los subsistemas –el

entrelazamiento– puede manifestarse incluso en condiciones en las que no exista interacción

entre ellos; es decir, cuando el hamiltoniano del sistema compuesto puede expresarse como

suma de un término que solo contiene operadores del espacio H1 y otro que solo contiene

operadores de H2, en cuyo caso diremos que el hamiltoniano es separable. En este caso existe

un conjunto completo de estados estacionarios producto directo de un estado de H1  y otro de H2

(ejercicio 1.26. d)), forma que se mantendrá durante la evolución libre del sistema. Ejemplos

bien conocidos son la caja de potencial tridimensional y el oscilador armónico tridimensional,
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general, ortonormales:

& #’j(1) | #’l(1)!'!!(!!"i!cij
* "k!ckl & #i(1) | #k(1)!'!!(!!"i!cij

* cil

Si los normalizamos:

#’’j(1)  (! #’j(1) / {"i!'cij'
2}1/2

podemos expresar &!A(1) '!"#$%& como un promedio de valores esperados sobre los vectores de

estado #’’j(1) ponderados con los pesos pj = "i!'cij'
2:

&!A(1) '!"#$%&  =  "j pj
 &!#’’j(1) | A(1) '!#’’j(1)!'

Este resultado sugiere que, aunque no podamos asignar un estado puro a cada subsistema, sí

podremos asignarle un estado mezcla, tal como veremos en el tercer capítulo. No obstante,

dicho estado mezcla presenta peculiaridades distintas que los estados mezcla de un sistema

independiente. Por ejemplo, su evolución no puede conocerse resolviendo una ecuación de

!"#$%&'()*$!&*+*(&'*(,*!&*-!,'*.+/!+0$0!*-!1231'1,*.04!50!62*!-0!*7/-2"'8(!&*!-/1!"/*9'"'*(,*1

"':!$*1+/(&*!0!-0!*"20"'8(!&*!!"#$%&'()*$!&*-!1'1,*.0!"/.+2*1,/;!*1!&*"'$4!-0!*7/-2"'8(!&*!2(

1231'1,*.0!&*+*(&*!&*!-/!62*!-*!/"2$$0!0-!/,$/<

De un modo análogo, los valores esperados de observables que dependen de coordenadas de

ambos subsistemas no se pueden obtener a partir de promedios calculados sobre cada

subsistema, ni siquiera en el caso más simple de observables de la forma  A(1) B(2):

&!A(1) B(2) '!"#$%&  =  &!"ij cij #i(1) $ %j(2) | A(1) $ B(2) '!"kl ckl #k(1) $ %l(2)!'  =  

= "ij cij
* "kl ckl &!#i(1) | A(1) '!#k(1)!'!&!%j(2) | B(2) '!%l(2)!'.

Este tipo de interdependencias o correlaciones entre las propiedades de los subsistemas –el

entrelazamiento– puede manifestarse incluso en condiciones en las que no exista interacción

entre ellos; es decir, cuando el hamiltoniano del sistema compuesto puede expresarse como

suma de un término que solo contiene operadores del espacio H1 y otro que solo contiene

operadores de H2, en cuyo caso diremos que el hamiltoniano es separable. En este caso existe

un conjunto completo de estados estacionarios producto directo de un estado de H1  y otro de H2

(ejercicio 1.26. d)), forma que se mantendrá durante la evolución libre del sistema. Ejemplos

bien conocidos son la caja de potencial tridimensional y el oscilador armónico tridimensional,

25

El escenario de la química cuántica

3. MATRICES DE DENSIDAD REDUCIDAS

3.0 Introducción 

En el comentario ii) del sexto postulado se indicó que los estados estacionarios de un sistema

compuesto por dos partes que no interaccionan entre sí se pueden representar mediante vectores

de estado producto directo de vectores de cada parte:

!(1, 2)  =  "(1) # $(2) .

En un estado de este tipo podemos afirmar que el subsistema 1 está en el estado "(1) y el

subsistema 2 está en el estado $(2), ya que, para un observable del subsistema 1,

% A(1) &!!"#$!%& =  %!"(1) # $(2) | A(1, 2) | "(1) # $"%&!&

=  %!"(1) | A(1) | "(1)!&

'!!% A(1) &!""#&!$

y análogamente para uno del subsistema 2.

Esta asignación de vectores de estado particulares para cada subsistema no es posible cuando

existe interacción entre las partes, pues los estados estacionarios serán de la forma

!(1, 2)  =  'ij cij "i(1) # $j(2) ,

no expresable como producto directo de vectores de cada parte. El valor esperado de un obser-

vable del subsistema 1 en aquel estado será

% A(1) &!!"#$!%& =  'ijkl cij
* ckl %!"i(1) # $j(2) | A(1, 2) | "k(1) # $l"%&!&

=  'ik %!"i(1) | A(1) | "k(1)!&!'j cij
* ckj ,

y, en general, no se puede poner esta expresión en la forma % A(1) &""#& (a no ser que los

coeficientes cij se anulen para todo j(j0, en cuyo caso  !(1, 2) = {'i cij "i(1)} # $j0
(2) ).

Aunque no es posible asignar vectores de estado particulares a cada subsistema, podemos

definir sendos operadores de densidad reducidos que determinan completamente las propiedades

de aquéllos, como veremos a continuación.

3.1 Operadores de densidad reducidos

Sea )(1, 2) el operador densidad que describe un estado (puro o mezcla) del sistema

compuesto 1-2, y sean  {… "i(1) …}  y  {… $i(2) …}  bases discretas ortonormales de los

espacios de Hilbert asociados a los subsistemas 1 y 2,

% A(1) &) =  Tr (A ))
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vable del subsistema 1 en aquel estado será
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y, en general, no se puede poner esta expresión en la forma % A(1) &""#& (a no ser que los

coeficientes cij se anulen para todo j(j0, en cuyo caso  !(1, 2) = {'i cij "i(1)} # $j0
(2) ).

Aunque no es posible asignar vectores de estado particulares a cada subsistema, podemos

definir sendos operadores de densidad reducidos que determinan completamente las propiedades

de aquéllos, como veremos a continuación.

3.1 Operadores de densidad reducidos

Sea )(1, 2) el operador densidad que describe un estado (puro o mezcla) del sistema

compuesto 1-2, y sean  {… "i(1) …}  y  {… $i(2) …}  bases discretas ortonormales de los

espacios de Hilbert asociados a los subsistemas 1 y 2,

% A(1) &) =  Tr (A ))
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Entanglement
Let’s have a system with two particles in an entangled state, and let 
express it in a basis set {ψi(1) ⊗ ϕj(2)} where the ψi(1) are 
orthonormal eigenvectors of A(1):

Lets assume that its free evolution leads to a large separation distance 
between the two particles, so they no longer interact. If we measure 
A(1) in particle 1 and we obtain the non-degenerate value ak with 
eigenvector ψk the system changes to the non-entangled state:

The new state of particle 2 depends on the result obtained for 1, and 
the state change of 2 is produced simultaneously with the change 
occurred in 1, no matter the distance between them!!! (non-locality).

El escenario de la química cuántica

En el estudio de sistemas compuestos por varias partículas se parte con frecuencia de una

primera aproximación en la que no se incluye explícitamente la interacción entre las partículas, lo

cual permite aproximar los estados estacionarios mediante productos de estados

“monoparticulare”. En esto consiste, esencialmente, la aproximación orbital para el estudio de

sistemas polielctrónicos. El conjunto formado por todos los productos de estados

monoparticulares constituirá una base del espacio de Hilbert del sistema compuesto que

permitirá desarrolar los vectores propios del hamiltoniano completo (con interacción entre

partículas), el cual ya no será separable.

v) Consideremos un sistema compuesto cuyo espacio de Hilbert sea producto directo de los

espacios asociados a dos subsistema, H1 y H2. Los vectores expresables como producto de un

estado de cada subsistema, !(1) "!#(2), representan estados del sistema compuesto en los que

éste se comporta, a todos los efectos, como una superposición de dos subsistemas

independientes o no correlacionados. En efecto, cualquier valor esperado de una propiedad de

uno de los subsistemas calculado para el sistema compuesto toma el mismo valor que se

obtendría considerando sólo el subsistema:

$!!(1) " #(2) | A(1) " 1(2) "!!(1) " #(2)!%  =  $ !(1) | A(1) " !(1)!%

Asímismo, los valores esperados de observables que sean producto de propiedades de cada

subsistema puede expresarse como producto de valores esperados calculados para cada

subsistma independientemente:

$!!(1) " #(2) | A(1) " B(2) "!!(1) " #(2)!%  =  $ !(1) | A(1) " !(1)!%!$ #(2) | B(2) " #(2)!%

Incluso los valores esperados de observables no expresables como producto de una propiedad

de cada subsistema pueden obtenerse a partir de promedios calculados mediante los vectores de

uno y otro estado independientemente:

C(1, 2)  =  &kl dkl Ak(1) "!Bl(2),

$!!(1) " #(2) | C(1,2) "!!(1) " #(2)!%  = &kl dkl $ !(1) | Ak(1) " !(1)!%$ #(2) | Bl(2) " #(2)!%

No obstante, el sistema compuesto tendrá también estados no expresables como producto de

estados de cada subsistema. En efecto, si {…!i(1)…} y {…#j(2)…} son bases ortonormales

de H1 y H2, respectivamente, el estado más general del sistema compuesto puede expresarse en

la base formada por los productos directos de los elementos de aquéllas:

'(1, 2)  =  &ij cij !i(1) " #j(2)

En general, estos estados no permiten asignar un estado puro a cada subsistma. En efecto, ni

siquiera el valor esperado de un observable de un solo subsistema puede obtenerse a partir de un

vector de estado de su espacio de Hilbert:

$!A(1) %'#$%&'  =  $!&ij cij !i(1) " #j(2) | A(1) " 1(2) "!&kl ckl !k(1) " #l(2)!%  =

&j $!&i!cij !i(1) | A(1) "!&k!ckj !k(1)!%!!(!!&j $!!’j(1) | A(1) "!!’j(1)!%
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donde hemos definido los vectores  !’j(1) " #i!cij !i(1). Observemos que éstos no son, en

general, ortonormales:

$ !’j(1) | !’l(1)!%!!"!!#i!cij
* #k!ckl $ !i(1) | !k(1)!%!!"!!#i!cij

* cil

Si los normalizamos:

!’’j(1)  "! !’j(1) / {#i!#cij#
2}1/2

podemos expresar $!A(1) %&$%&'( como un promedio de valores esperados sobre los vectores de

estado !’’j(1) ponderados con los pesos pj = #i!#cij#
2:

$!A(1) %&$%&'(  =  #j pj
 $!!’’j(1) | A(1) #!!’’j(1)!%

Este resultado sugiere que, aunque no podamos asignar un estado puro a cada subsistema, sí

podremos asignarle un estado mezcla, tal como veremos en el tercer capítulo. No obstante,

dicho estado mezcla presenta peculiaridades distintas que los estados mezcla de un sistema

independiente. Por ejemplo, su evolución no puede conocerse resolviendo una ecuación de

!"#$%&'()*$!&*+*(&'*(,*!&*-!,'*.+/!+0$0!*-!1231'1,*.04!50!62*!-0!*7/-2"'8(!&*!-/1!"/*9'"'*(,*1

"':!$*1+/(&*!0!-0!*"20"'8(!&*!!"#$%&'()*$!&*-!1'1,*.0!"/.+2*1,/;!*1!&*"'$4!-0!*7/-2"'8(!&*!2(

1231'1,*.0!&*+*(&*!&*!-/!62*!-*!/"2$$0!0-!/,$/<!=("-21/!1'!-0!*7/-2"'8(!1*+0$0!-/1!1231'1,*.01

&*!,0-!.0(*$0!62*!&*10+0$*"*!,/&0!+/1'3'-'&0&!&*!'(,*$0""'8(!*(,$*!*--/14!1*!.0(,'*(*!"'*$,0

'(,*$"/(*>'8(!*(,$*!2(/!5!/,$/<!?(!*9*",/4!12+/()0./1!62*!-/1!7*",/$*1!!i(1)!1/(!+$/+'/1!&*

A(1) con valores propios ai, y que medimos este observable obteniendo el resultado no

degenerado ak. El sistema pasará a un estado no correlacionado:

 #!!k(1)!%!$!!k(1) | #ij cij !i(1) ' (j(2)  =  !k(1) '!#j ckj (j(2)

pero el estado resultante para el subsistema 2 depende del resultado obtenido en la medida

efectuada sobre el subsistema 1. ¡Y esta influencia se manifiesta de manera instantánea en el

momento de efectuarse la medida, independientemente de la distancia que separe los

subsistemas! Por eso se dice que la mecánica cuántica es una teoría no local. En los estados que

presentan este tipo de interdependencias o correlaciones entre subsistemas se dice que éstos

están entrelazados.

Ejercicio 1.27’. Dos partículas de spin s = 1/2 se encuentran en el estado puro descrito por un

producto directo de un vector del espacio correspondiente al CCOC sin operadores de spin y

otro del espacio que corresponde a los operadores de spin. El primer factor es irrelevante para

los objetivos del presente ejercicio, y el segundo es (1/)2) {*(1) +(2) – +(1) *(2)} (estado

singulete). Tras separarse las 2 partículas sin interaccionar con otros sistemas, medimos sz en la

primera y obtenemos el resultado 1/2 u. a. ¿En qué estado habrá quedado la segunda partícula?

¿Depende dicho estado del resultado obtenido en la medición?

vi) Consideremos un sistema compuesto por dos o más partículas, cada una de las cuales

podrá entenderse en el sentido amplio de “conjunto de partículas cuya estructura interna no se

26
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Exercise 1.17

Two particles with s = 1/2 are in the spin state described by the state vector ΨS = (1/
√2) {α(1)β(2) – β(1)α(2)} (singlet state). After the particles separate without interacting 
with any other system we measure sz in the first one and obtain the result 1/2 a.u.
a) In which state will be left the second particle? Is this state dependent on the result of 
the measurement performed on the first particle? Is ΨS an entangled state? 
b) Answer the same questions as in a) for the initial triplet state ΨT1 = α(1)α(2).

c) Answer the same questions as in a) for the initial triplet state ΨTo = (1/√2) {α(1)β(2) 
+ β(1)α(2)}? 
d) What do we know about sz(1), sz(2) and sz(1)sz(2) –this joint observable informs about 
the relative orientation of the two sz(i)– in the initial states considered in a), b), c) and in 
the state with density operator                                               ? 
Results: a) β(2), yes, yes; b) α(2), no, no; c) β(2), yes, yes; d) in ΨS, ΨTo and    we know 
that sz(1)sz(2)=–1/4 with certainty, but sz(1) and sz(2) are completely indeterminate (in  
neither we know S2); in ΨT1 we know sz(1), sz(2) and sz(1)sz(2) with certainty.  

99

sz(i) in singlet and triplet spin-states

b⇢
b⇢ = 0.5 | Si h S | + 0.5 | T0i h T0 |

b⇢

The symbol ⨂ if usually omitted in quantum physics or chemistry books.
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Solution of the exercise 1.17
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Solution of the exercise 1.17 (cont.)
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sx(i) in singlet and triplet spin-states
Exercise 1.18

Two particles with s = 1/2 are in one of the spin states described by the state vectors 
ΨTo/S = (1/√2){α(1)β(2) ± β(1)α(2)}. 
a) Show that ΨTo = (1/√2){p(1)p(2) – m(1)m(2)} and ΨS = (1/√2){m(1)p(2) – p(1)m(2)}, 
where p/m(i) = (1/√2){α(i) ± β(i)} are eigenvectors of sx(i) (see exercise 1.8). What do we 
know about sx(1), sx(2) and sx(1)sx(2) in ΨTo/S?
b) Put ΨT1 = α(1) α(2) in terms of p/m(i). What do we know about sx(1), sx(2) and 
sx(1)sx(2) in ΨT1?
c) Calculate the probability of obtaining the result 1/2 a.u. in a measurement of sx(1) 
and 1/4 a.u. in a measurement of sx(1)sx(2) in the mixed state considered in point d) of 
the preceding exercise. What do we know about those observables in this mixed state?
Results: a) sx(1) and sx(2) are completely indeterminate but we know with certainty that 
sx(1)sx(2) = 1/4 a.u. for ΨTo and –1/4 a.u. for ΨS; b) sx(1), sx(2) and sx(1)sx(2) are 
completely indeterminate; c) sx(1), sx(2) and sx(1)sx(2) are completely indeterminate.

ΨT1 = α(1)α(2): sz(1) // sz(2);  ΨTo = (1/√2){α(1)β(2) + β(1)α(2)}: sx(1) // sx(2).
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Solution of the exercise 1.18

a)
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Solution of the exercise 1.18 (cont.)

b)

c)



Juan C. Paniagua - Departament de Ciència de Materials i Química Física & Institut de Química Teòrica i Computacional (IQTC-UB) - Universitat de Barcelona - 2007-2018

Chapter 1 105

Teleportation
Exercise 1.19

Alice wants to teleport to Bob the spin-quantum-state of a spin-1/2 particle:
 1(1) = c↵↵(1) + c��(1), where c↵ and c� are any complex numbers satisfying
|c↵|2 + |c� |2 = 1. She produces a pair of particles in the singlet state

 23(2, 3) =
1p
2
{↵(2)�(3)� �(2)↵(3)}

(a) What is the state vector  (1, 2, 3) describing the three particles if particle
1 is not entangled with particle 2 nor particle 3? (1 could be identical to
2 and/or 3, but far enough from them to be considered distinguishable).

(b) She keeps particle 2 and sends particle 3 to Bob (avoiding interactions
with other particles). Then she measures the total spin of particles 1 and
2 (S2

12) and obtains the result 0, so that  (1, 2, 3) is projected onto the
singlet state

 12(1, 2) =
1p
2
[↵(1)�(2)� �(1)↵(2)]

What is the state describing the three particles after the measurement?
Has she succeeded in teleporting the state of particle 1 to particle 3?

<latexit sha1_base64="KBl6uLNYHXcQQ/xYJv0a3eCCjx8="></latexit><latexit sha1_base64="KBl6uLNYHXcQQ/xYJv0a3eCCjx8="></latexit><latexit sha1_base64="KBl6uLNYHXcQQ/xYJv0a3eCCjx8="></latexit><latexit sha1_base64="KBl6uLNYHXcQQ/xYJv0a3eCCjx8="></latexit>
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Solution of the exercise 1.19

b)

a)
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Identical particles
Let us consider a system composed of N identical particles

•Distinguishable according to classical mechanics (trajectories)

•Indistinguishable according to quantum mechanics (except for very 
separated particles)
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The state vector of a system containing identical bosons (particles with 
integer spin quantum number) must be symmetric with respect to the 
exchange of any two of those particles. 

The Hilbert space

has a symmetric subspace

with a basis set

where {ψi} is a basis set of Hi (permutations are applied to the indices of the N one-
particle states)

Identical bosons

El escenario de la química cuántica

manifiesta en los problemas que se van a considerar” (por ejemplo, núcleos atómicos). Cuando

dos de las partículas tienen las mismas propiedades intrínsecas (masa, carga, estado interno, …)

decimos que son idénticas (2 electrones, 2 núcleos de 12C no excitados, etc.). De acuerdo con la

mecánica clásica es posible distinguir partículas idénticas mediante sus trayectorias; pero, según

la mecánica cuántica, dicho procedimiento deja de ser aplicable si las partículas se mueven a

disancias comparables a las indeterminaciones de sus posiciones. Esta indistinguibilidad exige

que los valores esperados de los observables del sistema  sean invariantes frente al intercambio

de aquéllas partículas. Veamos como afecta dicho intercambio a los vectores y operadores que

determinan tales valores esperados.

Dado un sistema de N partículas cuyo espacio de Hilbert asociado es  H = H 1 ! … H N , el

efecto del intercambio de las partículas 'i' y 'j' sobre un vector de la base  {…, "k(1) !!… "l(i)

!!… "m(j) !!… "n(N), …}  se puede establecer de dos maneras físicamente equivalentes:

intercambiando los índices (i, j) que identifican las partículas o permutando los subíndices (l, m)

que indican sus respectivos estados. Adoptaremos este último convenio, de forma que el

intercambio produzca un vector del mismo espacio  H 1 !!… H i !!… H j !!… H N  (y no uno

del espacio  H 1 !!… H j !!… H i !!… H N ), y designaremos como P ij el operador que efectúa

el intercambio:

P ij {"k(1) !…"l(i) !…"m(j) !…"n(N)}  =  "k(1) !…"m(i) !…"l(j) !…"n(N) .

Si las N partículas son idénticas, los espacios asociados a cada una de ellas también lo serán, y

los identitificaremos mediante el mismo símbolo seguido del índice que identifica la partícula

entre paréntesis:  H  =  H 1(1) ! … H 1(N). La invarianza de los valores esperados frente a

intercambios entre partículas idénticas impone cierta simetría sobre los correspondientes

operadores. En efecto, dado un observable A se ha de cumplir

#!A!$% "!!#!%(1, 2, … N) # A(1, 2, … N) %(1, 2, … N) $

"!!#!P ij %(1, 2, … N) # A(1, 2, … N) P ij %(1, 2, … N) $

"!!#!%(1, 2, … N) # P ij
† A(1, 2, … N) P ij %(1, 2, … N) $

para cualquier vector de estado %, lo que implica

A  =  Pij
† A P ij

y, como los operador P ij son unitarios (ejercicio 1.28 a)),

[A, P ij]  =  0 .

Esto se ha de cumplir para cualquier par de índices (i, j), y diremos que los operadores que

representan observables del sistema han de ser simétricos respecto de los intercambios de

partículas idénticas.

El razonamiento anterior se extiende fácilmente a permutaciones arbitrarias de las N partícu-

las. En efecto, la extensión del convenio adoptado para intercambios de parejas de partículas a

una permutación arbitraria  {1, … N} & {'1, … 'N}  conduce a la siguiente definición del
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operador de permutación correspodiente:

P! {"i1
(1) # … "i1

(N)}  =  "i!1
(1) # … "i!N

(N) .

Teniendo en cuenta que toda permutación se puede expresar como producto de transposiciones

(permutaciones de dos elementos), se demuestra fácilmente que los operadores P! son unitarios

(ejercicio 1.28 b)), de manera que podemos apelar de nuevo a la invarianza de los valores

esperados para concluir que los operadores que representan observables del sistema han de ser

invariantes frente a permutaciones entre partículas idénticas:

[A, P!]  =  0 .

Supongamos que el observable (o conjunto de observables) A es un CCOC del sistema y

consideremos el proyector sobre un vector propio de A:  Pa  $! " a %!& a ". Este operador es tam-

bién un observable del sistema (sería el observable asociado al aparato o conjuto de aparatos que

permiten preparar el estado puro  " a %) y, por lo tanto, ha de conmutar con los operadores de

permutación:

[Pa, P!]  =  0      ' P! ,

de donde se deduce que el vector  | a %  ha de ser propio de todos los P!:

P! ( " a %!& a " ) "!(!%  =  ( " a %!& a " ) P!  "!(!% ,

es decir,

P!  " a %!!#!!$!& a "!P!!"!(!%!%!& a!"!(!% )  " a % .

Mediante teoría de grupos se demuestra que el grupo de las permutaciones de N elementos solo

tiene dos representaciones irreducibles unidimensionales, a saber, la totalmente simétrica, de

carácter +1 para todos los operadores de permutación, y la totalmente antisimétrica, de carácter

+1 ó –1 según sea par o impar la permutación, es decir, según se descomponga en un número

par o impar de transposiciones, número que designaremos )!. Esto determina los posibles

valores propios de los operadores P!:

P!  " a %  =  +1 " a %!!!!!!' P! ,

o bien

P!  " a %  =  (–1))! " a %!!!!!!' P! .

Los vectores simétricos constituyen un subespacio de  H 1(1) # … H 1(N)  que designaremos

mediante la notación

H 1
#sN  $  H 1(1) #s … H 1(N) .

Dada una base {… "k …} de H 1 , los vectores de la forma

"!$"k … "n)+ % $  "k(1) #s … "n(N)

=  (1/ N!) *!=1
N!

P! {"k(1) # … "n(N)} ,

donde la suma se extiende a las permutaciones de N elementos, constituyen una base de aquel

subespacio (vease ejercicio 1.18 d)). De forma análoga se introduce el subespacio antisimétrico:
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The state vector of a system containing identical fermions (particles with 
half-odd spin quantum number) must be antisymmetric with respect to 
the exchange of any two of those particles.
The antisymmetric vectors

form a basis set of the antisymmetric subspace:
(πα is the number of transpositions or inversions leading from the main 
permutation to Pα; the parity of Pα is the parity of πα). 

Identical fermions

El escenario de la química cuántica

H 1
!aN  "  H 1(1) !a… H 1(N)

una base del cual la forman los vectores:

! (#k … #n)– $ "  #k(1) !a … #n(N)

=  (1/ N!) %&=1
N!

(–1)'&"P& {#k(1) ! … #n(N)}

(vease ejercicio 1.18 d)). Es evidente que los subespacios H 1
!sN y H1

!aN son ortogonales entre

sí, y se demuestra que las bases  {… ! (…#l…#m…)± $ …}  son ortonormales si lo es {… #l

…}*.

Dado que la paridad de toda permutación aumenta una unidad al componerla con una trans-

posición, los vectores  ! (…#l…#m…)± $  serán, respectivamente, simétricos o antisimétricos

respecto del intercambio de dos partículas idénticas cualesquiera, de modo que, de acuerdo con

el presente postulado, los vectores adecuados para representar sistemas de partículas idénticas

con spin entero (bosones) o semiimpar (fermiones) serán elementos de H 1
!sN y H 1

!aN ,

respectivamente. Se puede comprobar que tanto la evolución libre como el colapso del estado se

producen dentro uno de aquellos subespacios, de manera que no existen contradicciones entre el

presente postulado y los anteriores.

Ejercicio 1.28. Demuestra las siguientes afirmaciones:

a) Los operadores de transposición P ij son hermíticos y unitarios.

b) Los operadores de permutación son unitarios.

c) El antisimetrizador  A  "  1
N!

 (–1)'& P&%&=1
N!

  es un operador de proyección.

d) Los vectores  ! (…#l…#m…)+ $   (vease texto precedente) son simétricos frente a cualquier 

permutación de las partículas del sistema, y los vectores  ! (…#l…#m…)– $  son simétricos 

respecto de las permutaciones pares y antisimétricos respecto de las impares.

vii) Como todos los electrones (o cualquier otro tipo de partículas) son idénticos podría

pensarse que el sexto postulado exige antisimetrizar toda función de onda electrónica respecto de

cualquier intercambio entre electrones del sistema considerado y los demás electrones del

universo. Afortunadamente esto no es necesario, debido a que una función de onda

antisimetrizada respecto de dos electrones y otra que no lo está conducen a las mismas

predicciones cuando los electrones están suficientemente alejados; o, dicho de manera más

precisa, cuando es despreciable la probabilidad de encontrarlos a distancias comparables a las

indeterminaciones en sus posiciones. Los estados entrelazados constituyen la excepción que

“confirma” la regla anterior, pero sólo se obtienen en condiciones muy especiales y controladas.

Otro caso en el que podemos prescindir de la exigencia de simetrizar la función de onda es el

de núcleos idénticos (iguales número atómico, número másico y estado interno) que pueden

* En el apartado 1.6.1 lo demostraremos para el caso antisimétrico.
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��( i(1) · · · l(N))�
↵

=  i(1)⌦a · · · l(N)

=
1p
N !

N !X

↵=1

(�1)⇡↵ cP↵ { i(1)⌦a · · · l(N)}

=
1p
N !

������

 i(1) · · · i(N)
· · · · · · · · ·

 l(1) · · · l(N)

������
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3 identical particles
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Examples: 
• An antisymmetrized direct product of 3 mono-fermionic states 
(every next permutation is obtained from the previous one by 
exchanging the 2 indicated mono-fermionic states, hence the sign 
alternation):

• An symmetrized direct product of 3 mono-bosonic states
���( i(1) j(2) k(3))+

E
=

1p
3!

{| i(1) j(2) k(3)i+ | i(1) k(2) j(3)i

+ | k(1) i(2) j(3)i+ | k(1) j(2) i(3)i
+ | j(1) k(2) i(3)i+ | j(1) i(2) k(3)i}
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Non-interacting bi-electronic states
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• He 1s2 (closed-shell singlet: S2 = 0):

• He 1s2s open-shell singlet:

   

���( 1s↵(1) 1s�(2))�
E

=
1p
2
{| 1s↵(1) 1s�(2)i � | 1s�(1) 1s↵(2)i}

=
1p
2
{|�1s(1)i |↵(1)i |�1s(2)i |�(2)i � |�1s(1)i |�(1)i |�1s(2)i |↵(2)i}

= |�1s(1)i |�1s(2)i 1p
2
{|↵(1)i |�(2)i � |�(1)i |↵(2)i}

1p
2

⇣���( 1s↵(1) 2s�(2))�
E
�

���( 1s�(1) 2s↵(2))�
E⌘

= · · ·

=
1p
2

{|�1s(1)i |�2s(2)i+ |�2s(1)i |�1s(2)i} 1p
2

{|↵(1)i |�(2)i � |�(1)i |↵(2)i}
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Identical particles may 
be distinguishable

The 6th postulate applies to any pair of identical particles, whether or 
not they interact. Should we then antisymmetrize the state vector of a 
polyelectronic system with respect to every electron of the universe?

• Not necessary for electrons that are far enough (H2 for R → ∞)
• except for joint measurements on entangled states!

Molecular vector states have to be (anti)symmetrized with respect to the 
interchange of identical nuclei only if these occupy positions that can be 
interchanged by means of proper rotations or low-barrier conformational 
changes (H2, CH4, CH3C6H5, but not in CH2ClBr, except if bond 
breaking is possible).
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Polyelectronic systems
is a projection operator (antisymmetrizer)
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distinguirse en base a la posición que ocupan en una molécula. Por ejemplo, los dos núcleos de

hidrógeno de la molécula CH2ClBr son identificables mediante su posición en relación al plano

que contiene a los núcleos C, Cl y Br, lo cual permite distinguirlos independientemente de los

movimientos que experimente la molécula (siempre que no se produzcan reacciones que

impliquen roturas de enlaces). En cambio, los núcleos de hidrógeno de una molecula de metano

gaseoso son indistinguibles, lo mismo que los hidrógenos de un grupo metilo cuya rotación

respecto del resto de la molécula no esté impedida. En general, sólo habrá que antisimetrizar los

vectores de estado respecto de parejas de núcleos idénticos que sean intercambiables mediante

alguna rotación propia o algún cambio conformacional con barrera energética baja.

1.6.1 Sistemas N-electrónicos

De acuerdo con el comentario vi) del sexto postulado, dada una base  {… !i …}  del espacio

de Hilbert asociado a un electrón, el conjunto de todos los vectores de la forma  ! (!i1
 … !iN

)– "

es una base del espacio asociado a un sistema de N electrones. Esta base es ortonormal si lo es

aquélla. En efecto, sean  # = ! (!1 … !N)– "  y  #' = ! (!1' … !N')– "  dos productos directos

antisimétricos con sus factores en máxima coincidencia (es decir, si existen estados monoelec-

trónicos comunes a ambos productos han de ocupar las mismas posiciones en uno y otro),

$"#"!"#'"" =  $" N! A"{!1 … !N}"!" N! A"{!1 … !N}""

=  (–1)%& '&=1
N! $"!1 … !N"!"P&"(!1' … !N')""

=  
 1  si  !i = !'i  (i

 0  en caso contrario .

Consideremos dos operadores polielectrónicos F y G de la forma

F(1, … N) = f'i=1
N

(i)  ,

G(1,… N) = g'j>i
N'i=1

N
(i, j)

con g(i,j) simétrico respecto de la permutación de los electrones 'i' y 'j':

[g(i, j), Pij] = 0

y un vector N-electrónico de referencia"##

#  =  ! (!1 … !a … !b … !N)– " .

Llamaremos vectores monoelectrónicos ocupados a los que aparecen en el vector N-electrónico

de referencia: !1, …!a, …!b, …!N, y virtuales a los restantes: !N+1, …!r, …!s, … . Un

vector N-electrónico monosubstituido será de la forma

#a
r
 = ! (!1 … !a … !b … !N)– " ,

uno disubstituido

#ab
rs

 = ! (!1 … !r … !s … !N)– " ,

30
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 = |( 1 · · · N )�i =
1p
N !

N !X

↵

(�1)⇡↵ cP↵{ 1(1)⌦ · · · N (N)}

=
p

N ! bA{ 1(1)⌦ · · · N (N)}

bA ⌘ 1
N !

N !X

↵

(�1)⇡↵ cP↵

• If  1, · · · N , 0
1, · · · 0

N are orthonormal, then
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disubstituted state vector

El escenario de la química cuántica

etc., y supondremos que todos ellos en máxima coincidencia con el de referencia. Con esta

notación se cumplen las siguientes relaciones de Condon-Slater:

!!"!"!F!"!# =  $a=1
N !!%a!"!f!%a!#

!!"!"!F!"a
r
!# =  !!%a!"!f!%r!#

!!"!"!F!"ab
rs
!# =  0

…

!!"!"!G!"!# =  $b>a
N$a=1

N !!%a!%b!"!"!%a!%b!#

!!"!"!G!"a
r
!# =  $b=1

N !!%a!%b!"!"!%r!%b!#

!!"!"!G!"ab
rs
!# =  !!%a!%b!"!"!%r!%s!#

!!"!"!G!"abc
rst
!# =  0

…

siendo

!!%a!%b!"!"!%r!%s!#!!&!!!!%a!%b!"!%r!%s!#!–!!!%a!%b!"!%!s%r!# .

Observese que esta expresión se anula cuando  %r = %s  y es simétrica serpecto del intercambio

de los índices a-b y r-s simultáneamente; esto permite escribir el valor esperado de G en la forma

alternativa

!!"!"!G!"!#! =  (1/2) $b=1
N$a=1

N !!%a!%b!"!"!%a!%b!# .

Ejercicio 1.29. a) Demuestra que todo operador simétrico respecto de las permutaciones de

electrones conmuta con el antisimetrizador.

b) Demuestra que todo operador del tipo F es simétrico y que

!!"!"!F!"!#  =  $a=1
N !!%a!"!f!%a!# .

c) Demuestra que todo operador del tipo G anterior es simétrico y que

!!"!"!G!"!#  =  $b>a
N$a=1

N !!%a!%b!"!"!%a!%b!# .

d) Expresa  !!"! "!H!"!#  en función de estados monoelectrónicos para un sistema de N 

electrones cuyo hamiltoniano, en unidades atómicas, sea

H = h$i
N

(i) + rij
–1$j>i

N
 

y comprueba que, si los estados monoelectrónicos son de la forma '!( g, (con la notación 

del ejercicio 1.27) donde g es una de las funciones ) o *# propias del operador sz con 

valores propios h-/2 y –h-/2 respectivamente,

!!"!"!H!"!#  =  haa$
a=1

N)

 + haa$
a=1

N*

 + Jab–Kab$
b>a

N)

$
a=1

N)

 + Jab–Kab$
b>a

N*

$
a=1

N*

 + Jab$
b=1

N*

$
a=1

N)

 ,

donde N) y N* son los números de estados monoelectrónicos con función de spin ) y *, 

respectivamente, y la notación utilizada es la indicada en la sección 2.4. ¿Qué representación 

física puede asignarse a cada término de la expresión anterior?
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!  =  | ("1 … "a … "b … "N)– # .

Llamaremos vectores monoelectrónicos ocupados a los que aparecen en el vector N-electrónico

de referencia: "1, …"a, …"b, …"N, y virtuales a los restantes: "N+1, …"r, …"s, … . Un

vector N-electrónico monosubstituido será de la forma

!a
r
 = | ("1 … "r … "b … "N)– # ,

uno disubstituido

!ab
rs

 = | ("1 … "r … "s … "N)– # ,

etc., y supondremos que todos ellos en máxima coincidencia con el de referencia. Con esta

notación se cumplen las siguientes relaciones de Condon-Slater:

$ ! | F ! # =  %a=1
N $ "a | f "a #

$ ! | F !a
r
 # =  $ "a | f "r #

$ ! | F !ab
rs

 # =  0

…

$ ! | G ! # =  %b>a
N%a=1

N $ "a "b | | "a "b #

$ ! | G !a
r
 # =  %b=1

N $ "a "b | | "r "b #

$ ! | G !ab
rs

 # =  $ "a "b | | "r "s #

$ ! | G !abc
rst

 # =  0

…

siendo

$ "a "b | | "r "s #  &  $ "a "b | "r "s # – $ "a "b | " s"r # .

Observese que esta expresión se anula cuando  "r = "s  y es simétrica serpecto del intercambio

de los índices a-b y r-s simultáneamente; esto permite escribir el valor esperado de G en la forma

alternativa

$ ! | G ! #  =  (1/2) %b=1
N%a=1

N $ "a "b | | "a "b # .

Ejercicio 1.29. a) Demuestra que todo operador simétrico respecto de las permutaciones de

electrones conmuta con el antisimetrizador.

b) Demuestra que todo operador del tipo F es simétrico y que

$ ! | F ! #  =  %a=1
N $ "a | f "a # .

c) Demuestra que todo operador del tipo G anterior es simétrico y que

$ ! | G ! #  =  %b>a
N%a=1

N $ "a "b | | "a "b # .

d) Expresa  $ ! | H ! #  en función de estados monoelectrónicos para un sistema de N 

electrones cuyo hamiltoniano, en unidades atómicas, sea

H = h%i
N

(i) + rij
–1%j>i

N
 

y comprueba que, si los estados monoelectrónicos son de la forma ' ( g, (con la notación 
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!  =  | ("1 … "a … "b … "N)– # .

Llamaremos vectores monoelectrónicos ocupados a los que aparecen en el vector N-electrónico

de referencia: "1, …"a, …"b, …"N, y virtuales a los restantes: "N+1, …"r, …"s, … . Un

vector N-electrónico monosubstituido será de la forma

!a
r
 = | ("1 … "r … "b … "N)– # ,

uno disubstituido

!ab
rs

 = | ("1 … "r … "s … "N)– # ,

etc., y supondremos que todos ellos en máxima coincidencia con el de referencia. Con esta

notación se cumplen las siguientes relaciones de Condon-Slater:

$ ! | F ! # =  %a=1
N $ "a | f "a #

$ ! | F !a
r
 # =  $ "a | f "r #

$ ! | F !ab
rs

 # =  0

…

$ ! | G ! # =  %b>a
N%a=1

N $ "a "b | | "a "b #

$ ! | G !a
r
 # =  %b=1

N $ "a "b | | "r "b #

$ ! | G !ab
rs

 # =  $ "a "b | | "r "s #

$ ! | G !abc
rst

 # =  0

…

siendo

$ "a "b | | "r "s #  &  $ "a "b | g(1, 2) "r "s # – $ "a "b | g(1, 2) " s"r # .

Observese que esta expresión se anula cuando  "r = "s  y es simétrica serpecto del intercambio

de los índices a-b y r-s simultáneamente; esto permite escribir el valor esperado de G en la forma

alternativa

$ ! | G ! #  =  (1/2) %b=1
N%a=1

N $ "a "b | | "a "b # .

Ejercicio 1.29. a) Demuestra que todo operador simétrico respecto de las permutaciones de

electrones conmuta con el antisimetrizador.

b) Demuestra que todo operador del tipo F es simétrico y que

$ ! | F ! #  =  %a=1
N $ "a | f "a # .

c) Demuestra que todo operador del tipo G anterior es simétrico y que

$ ! | G ! #  =  %b>a
N%a=1

N $ "a "b | | "a "b # .

d) Expresa  $ ! | H ! #  en función de estados monoelectrónicos para un sistema de N 

electrones cuyo hamiltoniano, en unidades atómicas, sea

H = h%i
N

(i) + rij
–1%j>i

N
 

y comprueba que, si los estados monoelectrónicos son de la forma ' ( g, (con la notación 
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distinguirse en base a la posición que ocupan en una molécula. Por ejemplo, los dos núcleos de

hidrógeno de la molécula CH2ClBr son identificables mediante su posición en relación al plano

que contiene a los núcleos C, Cl y Br, lo cual permite distinguirlos independientemente de los

movimientos que experimente la molécula (siempre que no se produzcan reacciones que

impliquen roturas de enlaces). En cambio, los núcleos de hidrógeno de una molecula de metano

gaseoso son indistinguibles, lo mismo que los hidrógenos de un grupo metilo cuya rotación

respecto del resto de la molécula no esté impedida. En general, sólo habrá que antisimetrizar los

vectores de estado respecto de parejas de núcleos idénticos que sean intercambiables mediante

alguna rotación propia o algún cambio conformacional con barrera energética baja.

1.6.1 Sistemas N-electrónicos

De acuerdo con el comentario vi) del sexto postulado, dada una base  {… !i …}  del espacio

de Hilbert asociado a un electrón, el conjunto de todos los vectores de la forma  ! (!i1
 … !iN

)– "

es una base del espacio asociado a un sistema de N electrones. Esta base es ortonormal si lo es

aquélla. En efecto, sean  # = ! (!1 … !N)– "  y  #' = ! (!1' … !N')– "  dos productos directos

antisimétricos con sus factores en máxima coincidencia (es decir, si existen estados monoelec-

trónicos comunes a ambos productos han de ocupar las mismas posiciones en uno y otro),

$"#"!"#'"" =  $" N! A"{!1 … !N}"!" N! A"{!1 … !N}""

=  (–1)%& '&=1
N! $"!1 … !N"!"P&"(!1' … !N')""

=  
 1  si  !i = !'i  (i

 0  en caso contrario .

Consideremos dos operadores polielectrónicos F y G de la forma

F(1, … N) = f'i=1
N

(i)  ,

G(1,… N) = g'j>i
N'i=1

N
(i, j)

con g(i,j) simétrico respecto de la permutación de los electrones 'i' y 'j':

[g(i, j), Pij] = 0

y un vector N-electrónico de referencia"##

#  =  ! (!1 … !a … !b … !N)– " .

Llamaremos vectores monoelectrónicos ocupados a los que aparecen en el vector N-electrónico

de referencia: !1, …!a, …!b, …!N, y virtuales a los restantes: !N+1, …!r, …!s, … . Un

vector N-electrónico monosubstituido será de la forma

#a
r
 = ! (!1 … !a … !b … !N)– " ,

uno disubstituido

#ab
rs

 = ! (!1 … !r … !s … !N)– " ,
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etc., y supondremos que todos ellos en máxima coincidencia con el de referencia. Con esta

notación se cumplen las siguientes relaciones de Condon-Slater:

!!"!"!F!"!# =  $a=1
N !!%a!"!f!%a!#

!!"!"!F!"a
r
!# =  !!%a!"!f!%r!#

!!"!"!F!"ab
rs
!# =  0

…

!!"!"!G!"!# =  $b>a
N$a=1

N !!%a!%b!"!"!%a!%b!#

!!"!"!G!"a
r
!# =  $b=1

N !!%a!%b!"!"!%r!%b!#

!!"!"!G!"ab
rs
!# =  !!%a!%b!"!"!%r!%s!#

!!"!"!G!"abc
rst
!# =  0

…

siendo

!!%a!%b!"!"!%r!%s!#!!&!!!!%a!%b!"!%r!%s!#!–!!!%a!%b!"!%!s%r!# .

Observese que esta expresión se anula cuando  %r = %s  y es simétrica serpecto del intercambio

de los índices a-b y r-s simultáneamente; esto permite escribir el valor esperado de G en la forma

alternativa

!!"!"!G!"!#! =  (1/2) $b=1
N$a=1

N !!%a!%b!"!"!%a!%b!# .

Ejercicio 1.29. a) Demuestra que todo operador simétrico respecto de las permutaciones de

electrones conmuta con el antisimetrizador.

b) Demuestra que todo operador del tipo F es simétrico y que

!!"!"!F!"!#  =  $a=1
N !!%a!"!f!%a!# .

c) Demuestra que todo operador del tipo G anterior es simétrico y que

!!"!"!G!"!#  =  $b>a
N$a=1

N !!%a!%b!"!"!%a!%b!# .

d) Expresa  !!"! "!H!"!#  en función de estados monoelectrónicos para un sistema de N 

electrones cuyo hamiltoniano, en unidades atómicas, sea

H = h$i
N

(i) + rij
–1$j>i

N
 

y comprueba que, si los estados monoelectrónicos son de la forma '!( g, (con la notación 

del ejercicio 1.27) donde g es una de las funciones ) o *# propias del operador sz con 

valores propios h-/2 y –h-/2 respectivamente,

!!"!"!H!"!#  =  haa$
a=1

N)

 + haa$
a=1

N*

 + Jab–Kab$
b>a

N)

$
a=1

N)

 + Jab–Kab$
b>a

N*

$
a=1

N*

 + Jab$
b=1

N*

$
a=1

N)

 ,

donde N) y N* son los números de estados monoelectrónicos con función de spin ) y *, 

respectivamente, y la notación utilizada es la indicada en la sección 2.4. ¿Qué representación 

física puede asignarse a cada término de la expresión anterior?
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distinguirse en base a la posición que ocupan en una molécula. Por ejemplo, los dos núcleos de

hidrógeno de la molécula CH2ClBr son identificables mediante su posición en relación al plano

que contiene a los núcleos C, Cl y Br, lo cual permite distinguirlos independientemente de los

movimientos que experimente la molécula (siempre que no se produzcan reacciones que

impliquen roturas de enlaces). En cambio, los núcleos de hidrógeno de una molecula de metano

gaseoso son indistinguibles, lo mismo que los hidrógenos de un grupo metilo cuya rotación

respecto del resto de la molécula no esté impedida. En general, sólo habrá que antisimetrizar los

vectores de estado respecto de parejas de núcleos idénticos que sean intercambiables mediante

alguna rotación propia o algún cambio conformacional con barrera energética baja.

1.6.1 Sistemas N-electrónicos

De acuerdo con el comentario vi) del sexto postulado, dada una base  {… !i …}  del espacio

de Hilbert asociado a un electrón, el conjunto de todos los vectores de la forma  ! (!i1
 … !iN

)– "

es una base del espacio asociado a un sistema de N electrones. Esta base es ortonormal si lo es

aquélla. En efecto, sean  # = ! (!1 … !N)– "  y  #' = ! (!1' … !N')– "  dos productos directos

antisimétricos con sus factores en máxima coincidencia (es decir, si existen estados monoelec-

trónicos comunes a ambos productos han de ocupar las mismas posiciones en uno y otro),

$"#"!"#'"" =  $" N! A"{!1 … !N}"!" N! A"{!1 … !N}""

=  (–1)%& '&=1
N! $"!1 … !N"!"P&"(!1' … !N')""

=  
 1  si  !i = !'i  (i

 0  en caso contrario .

Consideremos dos operadores polielectrónicos F y G de la forma

F(1, … N) = f'i=1
N

(i)  ,

G(1,… N) = g'j>i
N'i=1

N
(i, j)

con g(i,j) simétrico respecto de la permutación de los electrones 'i' y 'j':

[g(i, j), Pij] = 0

y un vector N-electrónico de referencia"##

#  =  ! (!1 … !a … !b … !N)– " .

Llamaremos vectores monoelectrónicos ocupados a los que aparecen en el vector N-electrónico

de referencia: !1, …!a, …!b, …!N, y virtuales a los restantes: !N+1, …!r, …!s, … . Un

vector N-electrónico monosubstituido será de la forma

#a
r
 = ! (!1 … !a … !b … !N)– " ,

uno disubstituido

#ab
rs

 = ! (!1 … !r … !s … !N)– " ,
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!  =  | ("1 … "a … "b … "N)– # .

Llamaremos vectores monoelectrónicos ocupados a los que aparecen en el vector N-electrónico

de referencia: "1, …"a, …"b, …"N, y virtuales a los restantes: "N+1, …"r, …"s, … . Un

vector N-electrónico monosubstituido será de la forma

!a
r
 = | ("1 … "r … "b … "N)– # ,

uno disubstituido

!ab
rs

 = | ("1 … "r … "s … "N)– # ,

etc., y supondremos que todos ellos en máxima coincidencia con el de referencia. Con esta

notación se cumplen las siguientes relaciones de Condon-Slater:

$ ! | F ! # =  %a=1
N $ "a | f "a #

$ ! | F !a
r
 # =  $ "a | f "r #

$ ! | F !ab
rs

 # =  0

…

$ ! | G ! # =  %b>a
N%a=1

N $ "a "b | | "a "b #

$ ! | G !a
r
 # =  %b=1

N $ "a "b | | "r "b #

$ ! | G !ab
rs

 # =  $ "a "b | | "r "s #

$ ! | G !abc
rst

 # =  0

…

siendo

$ "a "b | | "r "s #  &  $ "a "b | "r "s # – $ "a "b | " s"r # .

Observese que esta expresión se anula cuando  "r = "s  y es simétrica serpecto del intercambio

de los índices a-b y r-s simultáneamente; esto permite escribir el valor esperado de G en la forma

alternativa

$ ! | G ! #  =  (1/2) %b=1
N%a=1

N $ "a "b | | "a "b # .

Ejercicio 1.29. a) Demuestra que todo operador simétrico respecto de las permutaciones de

electrones conmuta con el antisimetrizador.

b) Demuestra que todo operador del tipo F es simétrico y que

$ ! | F ! #  =  %a=1
N $ "a | f "a # .

c) Demuestra que todo operador del tipo G anterior es simétrico y que

$ ! | G ! #  =  %b>a
N%a=1

N $ "a "b | | "a "b # .

d) Expresa  $ ! | H ! #  en función de estados monoelectrónicos para un sistema de N 

electrones cuyo hamiltoniano, en unidades atómicas, sea

H = h%i
N

(i) + rij
–1%j>i

N
 

y comprueba que, si los estados monoelectrónicos son de la forma ' ( g, (con la notación 
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