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El escenario de la química cuántica

3. MATRICES DE DENSIDAD REDUCIDAS

3.0 Introducción 

En el comentario ii) del sexto postulado se indicó que los estados estacionarios de un sistema

compuesto por dos partes que no interaccionan entre sí se pueden representar mediante vectores

de estado producto directo de vectores de cada parte:

!(1, 2)  =  "(1) # $(2) .

En un estado de este tipo podemos afirmar que el subsistema 1 está en el estado "(1) y el

subsistema 2 está en el estado $(2), ya que, para un observable del subsistema 1,

% A(1) &!!"#$!%& =  %!"(1) # $(2) | A(1, 2) | "(1) # $"%&!&

=  %!"(1) | A(1) | "(1)!&

'!!% A(1) &!""#&!$

y análogamente para uno del subsistema 2.

Esta asignación de vectores de estado particulares para cada subsistema no es posible cuando

existe interacción entre las partes, pues los estados estacionarios serán de la forma

!(1, 2)  =  'ij cij "i(1) # $j(2) ,

no expresable como producto directo de vectores de cada parte. El valor esperado de un obser-

vable del subsistema 1 en aquel estado será

% A(1) &!!"#$!%& =  'ijkl cij
* ckl %!"i(1) # $j(2) | A(1, 2) | "k(1) # $l"%&!&

=  'ik %!"i(1) | A(1) | "k(1)!&!'j cij
* ckj ,

y, en general, no se puede poner esta expresión en la forma % A(1) &""#& (a no ser que los

coeficientes cij se anulen para todo j(j0, en cuyo caso  !(1, 2) = {'i cij "i(1)} # $j0
(2) ).

Aunque no es posible asignar vectores de estado particulares a cada subsistema, podemos

definir sendos operadores de densidad reducidos que determinan completamente las propiedades

de aquéllos, como veremos a continuación.

3.1 Operadores de densidad reducidos

Sea )(1, 2) el operador densidad que describe un estado (puro o mezcla) del sistema

compuesto 1-2, y sean  {… "i(1) …}  y  {… $i(2) …}  bases discretas ortonormales de los

espacios de Hilbert asociados a los subsistemas 1 y 2,

% A(1) &) =  Tr (A ))
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respectivamente, cualquier estado del sistema compuesto puede expresarse en la base formada

por los productos directos de los elementos de aquéllas:

!(1, 2)  =  "ij cij #i(1) $ %j(2)

En estos estados no es posible, en general, asignar un estado puro a cada subsistma, ya que ni

siquiera los valores esperados de observables de uno de ellos pueden obtenerse a partir de un

vector de estado de su espacio de Hilbert:

&!A(1) '!"#$%&  =  &!"ij cij #i(1) $ %j(2) | A(1) $ 1(2) '!"kl ckl #k(1) $ %l(2)!'  =

"j &!"i!cij #i(1) | A(1) '!"k!ckj #k(1)!'!!(!!"j &!#’j(1) | A(1) '!#’j(1)!'

donde hemos definido los vectores  #’j(1) ( "i!cij #i(1). Observemos que éstos no son, en

general, ortonormales:

& #’j(1) | #’l(1)!'!!(!!"i!cij
* "k!ckl & #i(1) | #k(1)!'!!(!!"i!cij

* cil

Si los normalizamos:

#’’j(1)  (! #’j(1) / {"i!'cij'
2}1/2

podemos expresar &!A(1) '!"#$%& como un promedio de valores esperados sobre los vectores de

estado #’’j(1) ponderados con los pesos pj = "i!'cij'
2:

&!A(1) '!"#$%&  =  "j pj
 &!#’’j(1) | A(1) '!#’’j(1)!'

Este resultado sugiere que, aunque no podamos asignar un estado puro a cada subsistema, sí

podremos asignarle un estado mezcla, tal como veremos en el tercer capítulo. No obstante,

dicho estado mezcla presenta peculiaridades distintas que los estados mezcla de un sistema

independiente. Por ejemplo, su evolución no puede conocerse resolviendo una ecuación de

!"#$%&'()*$!&*+*(&'*(,*!&*-!,'*.+/!+0$0!*-!1231'1,*.04!50!62*!-0!*7/-2"'8(!&*!-/1!"/*9'"'*(,*1

"':!$*1+/(&*!0!-0!*"20"'8(!&*!!"#$%&'()*$!&*-!1'1,*.0!"/.+2*1,/;!*1!&*"'$4!-0!*7/-2"'8(!&*!2(

1231'1,*.0!&*+*(&*!&*!-/!62*!-*!/"2$$0!0-!/,$/<

De un modo análogo, los valores esperados de observables que dependen de coordenadas de

ambos subsistemas no se pueden obtener a partir de promedios calculados sobre cada

subsistema, ni siquiera en el caso más simple de observables de la forma  A(1) B(2):

&!A(1) B(2) '!"#$%&  =  &!"ij cij #i(1) $ %j(2) | A(1) $ B(2) '!"kl ckl #k(1) $ %l(2)!'  =  

= "ij cij
* "kl ckl &!#i(1) | A(1) '!#k(1)!'!&!%j(2) | B(2) '!%l(2)!'.

Este tipo de interdependencias o correlaciones entre las propiedades de los subsistemas –el

entrelazamiento– puede manifestarse incluso en condiciones en las que no exista interacción

entre ellos; es decir, cuando el hamiltoniano del sistema compuesto puede expresarse como

suma de un término que solo contiene operadores del espacio H1 y otro que solo contiene

operadores de H2, en cuyo caso diremos que el hamiltoniano es separable. En este caso existe

un conjunto completo de estados estacionarios producto directo de un estado de H1  y otro de H2

(ejercicio 1.26. d)), forma que se mantendrá durante la evolución libre del sistema. Ejemplos

bien conocidos son la caja de potencial tridimensional y el oscilador armónico tridimensional,
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We can’t assign an individual pure state to 1 (or 2), but we can 
assign it a mixed state. Which is its density operator?

• A non-entangled pure state (slide 1.97):

• An entangled pure state (slide 1.97):

2

�(1, 2) = ⇥(1)⌦ �(2) ) hA(1)i�(1,2) =
D
⇥(1)

��� bA(1) ⇥(1)
E

We can assign an individual pure state to 1 (or 2).
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1-particle expected values
• Let {… ψi(1) …} and {… ϕj(2) …} be orthonormal basis sets.

3

�A(1)⇥⇥ = Tr
⇣
bA(1)b�(1, 2)

⌘
=

X

ij

D
⇤i(1)⇥j(2)

��� bA(1)b�(1, 2) ⇤i(1)⇥j(2)
E

=
X

ij

�⇤i(1)⇥j(2)| bA(1)

b1z }| {X

kl

|⇤k(1)⇥l(2)⇥ �⇤k(1)⇥l(2)|b�(1, 2) |⇤i(1)⇥j(2)⇥

=
X

ij

X

kl

�⇤i(1)| bA(1) |⇤k(1)⇥

�jlz }| {
�⇥j(2) |⇥l(2) ⇥ �⇤k(1)⇥l(2)| b�(1, 2) |⇤i(1)⇥j(2)⇥

=
X

i

X

k

�⇤i(1)| bA(1)|⇤k(1)⇥

�⇤k(1)|c⇥1(1)|⇤i(1)⇥z }| {X

j

�⇤k(1)⇥j(2)| b�(1, 2) |⇤i(1)⇥j(2)⇥

=
X

i

�⇤i(1)| bA(1) b�1(1) |⇤i(1)⇥ = Tr
⇣
bA(1) b�1(1)

⌘

definition of the matrix representation of b⇢1(1) !
<latexit sha1_base64="c7fuh7ndEH+zIq0G/l/yyzFVSvY="></latexit><latexit sha1_base64="c7fuh7ndEH+zIq0G/l/yyzFVSvY="></latexit><latexit sha1_base64="c7fuh7ndEH+zIq0G/l/yyzFVSvY="></latexit><latexit sha1_base64="c7fuh7ndEH+zIq0G/l/yyzFVSvY="></latexit><latexit sha1_base64="c7fuh7ndEH+zIq0G/l/yyzFVSvY="></latexit><latexit sha1_base64="c7fuh7ndEH+zIq0G/l/yyzFVSvY="></latexit>
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(⇢1)↵,� = ⇢↵↵,�↵ + ⇢↵�,��

h k(1)| b⇢1(1)| i(1)i = h k(1)|
X

j

h�j(2) |b⇢(1, 2) �j(2)i | i(1)i

=
X

j

h k(1) �j(2)| b⇢(1, 2)| i(1) �j(2)i

1-particle or 1st-order reduced d. o.

Juan Carlos Paniagua

=  !ijkl "!#i $j | A(1)%1(2) | #k $l!& "!#k $l | '(1, 2) | #i $j!&

"!!!ik "!#i | A(1) | #k!& !j "!#k $j | '(1, 2) | #i $j!&

=  Tr [A(1) '1(1)] ,

donde hemos introducido el operador de densidad reducido del subsistema 1 a través de su re-

presentación matricial en la base  {… #i(1) …} :

 ! #k('1(1)(#i = #k $j('(1, 2)(#i $j• j
= #k $j('(1, 2) $j• j

#i .

La operación que produce '1(1) a partir de '(1, 2) se conoce como traza parcial respecto del

subsistema 2 y se representa así:

  !
'1(1) = $j('(1, 2) $j• j

) Tr2 '(1, 2) .

También se dice que la matriz ''''1 que representa al operador '1 en la base {… #i …} es la traza

parcial respecto de la(-s) variable(-s) '2' de la matriz '''' que representa al operador ' en la base

{… #i(1)%$j(2) …} :

''''1  =  Tr2 '''' .

Análogamente,

'2(2) = Tr1 '(1, 2)

y

''''2  =  Tr1 '''' .

En un estado puro de la forma *#$%!&'!"!##$'!%!$(2) ambos subsistemas se encuentran en

estados puros descritos por los operadores de densidad '1(1) = (##$'! &! "!##$'( y '2(2) =

($#&'! &! "!$#&'( (ejercicio 3.1 b)). Además, '#$%! &'! "!'$#$'! % '2(2) y los estados de los

subsistemas no están correlacionados. No obstante, existen estados puros del sistema

compuesto que no pueden expresarse como producto de estados de cada subsistema, existiendo

una correlación entre los estados de éstos. Es el caso, por ejemplo, de los dos electrones de un

átomo de helio en su estado fundamental o, de un modo más general, de un estado de spin

singulete de dos partículas de spin 1/2, independientemente de si existe o no interacción entre

ellas (ejercicio 3.1 c)).

Ejercicio 3.1. a) Demuestra que  Tr '(1, 2) = Tr (Tr2 '(1, 2)) = Tr (Tr1 '(1, 2)) .

b) Comprueba que, para un sistema en el estado puro descrito por el vector

*#$%!&'!"!##$'!%!$(2)

con # y $ normalizados, se cumplen las siguientes igualdades:

'1(1) = (##$'!&!"!##$'(%

'2(2) = ($#&'!&!"!$#&'(

y

'#$%!&'!"!'$#$'!% '2(2).

c) Dos partículas de spin 1/2 se encuentran en el estado de spin singulete descrito por la función
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Taking the partial trace over particle 2 of the density operator can be 
interpreted as averaging it over the degrees of freedom of particle 2.

(m1, m1) (m1 x m2, m1 x m2)

• Example: 2 spin-1/2 particles. 

• Definition:

⇢(1, 2) =

0

BB@

⇢↵↵,↵↵ ⇢↵↵,↵� ⇢↵↵,�↵ ⇢↵↵,��
⇢↵�,↵↵ ⇢↵�,↵� ⇢↵�,�↵ ⇢↵�,��
⇢�↵,↵↵ ⇢�↵,↵� ⇢�↵,�↵ ⇢�↵,��
⇢��,↵↵ ⇢��,↵� ⇢��,�↵ ⇢��,��

1

CCA

1 1

2 2

⇢1(1) = Tr2⇢(1, 2) =

✓
(⇢1)↵,↵ (⇢1)↵,�
(⇢1)�,↵ (⇢1)�,�

◆

(⇢2)↵,� = ⇢↵↵,↵� + ⇢�↵,��
2 2

• Matrix representation:
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Exercise 3.1
Show that, for the entangled pure state considered in the slide 3.2 
(where {ψi(1)} and {ϕj(2)} are orthonormal), the reduced density 
operator describing the subsystem 1 is (with the notation of slide 
1.97): ⇥�1(1) =

�

r

pr|⇥��
r (1)⇥�⇥��

r (1)|
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Solution: let us verify that        allows to calculate the expected value of any 
observable of subsystem 1:

6

Exercise 3.1
Show that, for the entangled pure state considered in the slide 3.2 
(where {ψi(1)} and {ϕj(2)} are orthonormal), the reduced density 
operator describing the subsystem 1 is (with the notation of slide 
1.97): ⇥�1(1) =

�

r

pr|⇥��
r (1)⇥�⇥��

r (1)|

b⇢1(1)
<latexit sha1_base64="Rbxv2Vl3hVl0Duj8UEINt9xWFSA="></latexit><latexit sha1_base64="/OjlljztNYqi8AsM5fp/ukMnbqA="></latexit><latexit sha1_base64="/OjlljztNYqi8AsM5fp/ukMnbqA="></latexit><latexit sha1_base64="/OjlljztNYqi8AsM5fp/ukMnbqA="></latexit><latexit sha1_base64="/OjlljztNYqi8AsM5fp/ukMnbqA="></latexit><latexit sha1_base64="+WICIBZ4Mm9xbHRjKjY40qh0hTk="></latexit>

slide 1.97

Tr
⇣
bA(1) b⇢1(1)

⌘
= Tr

 
bA(1)

X

r

pr| 00
r (1)ih 00

r (1)|
!

=
X

r

prTr
⇣
bA(1)| 00

r (1)ih 00
r (1)|

⌘

=
X

r

prh 00
r (1)| bA(1) 00

r (1)i = hA(1)i (1,2)
<latexit sha1_base64="hq84QzG3uwtlm9Ud+94iGvwO358="></latexit><latexit sha1_base64="hq84QzG3uwtlm9Ud+94iGvwO358="></latexit><latexit sha1_base64="hq84QzG3uwtlm9Ud+94iGvwO358="></latexit><latexit sha1_base64="hq84QzG3uwtlm9Ud+94iGvwO358="></latexit><latexit sha1_base64="hq84QzG3uwtlm9Ud+94iGvwO358="></latexit><latexit sha1_base64="hq84QzG3uwtlm9Ud+94iGvwO358="></latexit>



Lesson 3

Juan C. Paniagua - Departament de Ciència de Materials i Química Física & Institut de Química Teòrica i Computacional (IQTC-UB) - Universitat de Barcelona - 2007-2018

2-particle or 2nd-order reduced d. o.
• If we are interested in properties of particle 1, particle 2 or joint 

properties of both (e.g., their coulombic repulsion) of an N-particle 
system we need the 2-particle (or 2nd order) reduced density operator:

• etc.
7

d⇢1,2(1, 2) = Tr3...N b⇢(1, 2, . . . N)

=
X

j3...jN

h�j3(3) . . .�jN (N) |b⇢(1, 2, . . . N) �j3(3) . . .�jN (N)i

• For an N-particle compound system:
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Exercise 3.2
Let us consider a two-particle system in the pure state described by the vector Ψ(1, 
2) =  ψ(1) ⊗ φ(2), where ψ(1) and φ(2) are normalized vectors of the Hilbert spaces of 
particles 1 and 2 respectively. Show that 

Hint: To calculate the partial traces use basis sets containing ψ(1) or ϕ(2). To prove 
the third equation show that its two members give the same result when applied to 
any basis vector ψi(1)⊗ϕj(2) of the compound Hilbert space.

8
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Exercise 3.2
Let us consider a two-particle system in the pure state described by the vector Ψ(1, 
2) =  ψ(1) ⊗ φ(2), where ψ(1) and φ(2) are normalized vectors of the Hilbert spaces of 
particles 1 and 2 respectively. Show that 

Hint: To calculate the partial traces use basis sets containing ψ(1) or ϕ(2). To prove 
the third equation show that its two members give the same result when applied to 
any basis vector ψi(1)⊗ϕj(2) of the compound Hilbert space.

9

Solution: let us choose basis sets for the Hilbert spaces of subsystems 1 and 2 that contain, 
as their first element, ψ1(1)= ψ(1) and ϕ1(2)=ϕ(2) respectively:
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Exercise 3.3
As in exercise 1.17 (slide 1.99), we consider two spin-1/2 particles in the pure 
spin-state described by the singlet state vector ΨS = (1/√2) {α(1) β(2) – β(1) α(2)}. 
The particles separate without interacting with any other system.
a) Calculate de first-order reduced density operator of particle 1 and explain the 
physical meaning of the result: what do we know about sz(1)? 
b) Consider the symmetry of the state vector to write the first-order reduced 
density operator of particle 2 without performing additional calculations. Does 
the direct product of the two reduced density operators coincide with the 
density operator for the whole system? Can we obtain information about the 
joint observable sz(1)sz(2) from the reduced density operators?
Results:

10

Entanglement again

a) b⇢1(1) =
1

2
|↵(1)ih↵(1)|+ 1

2
|�(1)ih�(1)| = 1

2
b1(1)

b) b⇢2(2) =
1

2
|↵(2)ih↵(2)|+ 1

2
|�(2)ih�(2)| = 1

2
b1(2)

b⇢1(1)⌦ b⇢2(2) =
1

4
(|↵↵ih↵↵|+ |↵�ih↵�|+ |�↵ih�↵|+ |��ih��|) = 1

4
b1(1, 2)

b⇢(1, 2) = 1

2
(|↵�ih↵�|� |↵�ih�↵|� |�↵ih↵�|+ |�↵ih�↵|)
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Solution of the 
exercise 3.3
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1-particle or 1st-order 
reduced density matrices

El escenario de la química cuántica

de onda {!!"#"!$#–"!"#!!$#}/ 2. Comprueba que los operadores de densidad reducidos de

cada partícula representan estados mezcla con 50% de ! y 50% de ", y que su producto no

coincide con el operador de densidad del sistema completo.

Las definiciones anteriores se generalizan de forma inmediata a sistemas con un número arbi-

trario N de partes:

#1(1) = Tr2…N #(1, 2, … N)

con

$%%k | #1(1) | %i%&  =  'j2…jN
 $%%k (j2

 … (jN
)#(1, 2, … N) | %i (j2

 … (jN
%&%%&

Por otra parte, pueden utilizarse representaciones en bases continuas o mixtas (i. e., con índices

discretos y continuos) para calcular la traza parcial, lo cual implica la oportuna substitución de

sumatorios por integrales. En el siguiente apartado veremos ejemplos de representaciones de

este tipo.

3.2 Matrices de densidad reducidas de sistemas polielectrónicos

en representación de posiciones

3.2.1 Matriz de densidad reducida de orden 1

Los operadores de densidad reducidos proporcionan una vía muy conveniente para expresar

las propiedades de los sistemas N-electrónicos. Se acostumbra expresar dichos operadores en la

representación de posiciones, mediante matrices de índices continuos; por ejemplo, la matriz que

representa el operador de densidad reducido asociado al electrón 1 será:

#"!x"'%x" '# *%%$%x")#"!"#)x" '% &

(%%$%x")Tr2…N #(1, 2, … N))x1' &

=  +  x1, x2, … xN)#(1, 2, … N))x1', x2, … xN  dx2 … dxN

y, si el sistema se encuentra en un estado puro descrito por la función de onda ,(1, 2, … N),

#(1, 2, . N)  =  )%,(1, 2, … N)%&%$%,(1, 2, … N)%)

y

#"!x"'%x" '# =  + ,(x1, x2, … xN) ,
*
(x1', x2, … xN) dx2 … dxN .

Como los electrones son indistinguibles,  #1(x; x') = #2(x; x') = … #N(x; x') , y conviene

definir la matriz de densidad reducida de orden 1 como

-(x; x' ) *  'i=1
N #i(x; x' )

=  N #1(x; x' )
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con

$%%k | #1(1) | %i%&  =  'j2…jN
 $%%k (j2

 … (jN
)#(1, 2, … N) | %i (j2

 … (jN
%&%%&

Por otra parte, pueden utilizarse representaciones en bases continuas o mixtas (i. e., con índices

discretos y continuos) para calcular la traza parcial, lo cual implica la oportuna substitución de

sumatorios por integrales. En el siguiente apartado veremos ejemplos de representaciones de

este tipo.

3.2 Matrices de densidad reducidas de sistemas polielectrónicos

en representación de posiciones

3.2.1 Matriz de densidad reducida de orden 1

Los operadores de densidad reducidos proporcionan una vía muy conveniente para expresar

las propiedades de los sistemas N-electrónicos. Se acostumbra expresar dichos operadores en la

representación de posiciones, mediante matrices de índices continuos; por ejemplo, la matriz que

representa el operador de densidad reducido asociado al electrón 1 será:

#"!x"'%x" '# *%%$%x")#"!"#)x" '% &

(%%$%x")Tr2…N #(1, 2, … N))x1' &

=  +  x1, x2, … xN)#(1, 2, … N))x1', x2, … xN  dx2 … dxN

y, si el sistema se encuentra en un estado puro descrito por la función de onda ,(1, 2, … N),

#(1, 2, . N)  =  )%,(1, 2, … N)%&%$%,(1, 2, … N)%)

y

#"!x"'%x" '# =  + ,(x1, x2, … xN) ,
*
(x1', x2, … xN) dx2 … dxN .

Como los electrones son indistinguibles,  #1(x; x') = #2(x; x') = … #N(x; x') , y conviene

definir la matriz de densidad reducida de orden 1 como

-(x; x' ) *  'i=1
N #i(x; x' )

=  N #1(x; x' )
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de onda {!!"#"!$#–"!"#!!$#}/ 2. Comprueba que los operadores de densidad reducidos de

cada partícula representan estados mezcla con 50% de ! y 50% de ", y que su producto no

coincide con el operador de densidad del sistema completo.
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%&%%&
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sumatorios por integrales. En el siguiente apartado veremos ejemplos de representaciones de
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y, si el sistema se encuentra en un estado puro descrito por la función de onda ,(1, 2, … N),
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y

#"!x"'%x" '# =  + ,(x1, x2, … xN) ,
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(x1', x2, … xN) dx2 … dxN .

Como los electrones son indistinguibles,  #1(x; x') = #2(x; x') = … #N(x; x') , y conviene
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=  N ! "(x, x2, … xN) "
*
(x', x2, … xN) dx2 … dxN .

Ejercicio 3.2. Calcula la traza de la matriz de densidad reducida de orden 1.

El elemento "diagonal" #(x; x) representa la densidad de probabilidad $(x) de encontrar un

electrón cualquiera en el punto r y con un valor % para la coordenada de spin (independiente-

mente de los valores que tomen las coordenadas de los restantes electrones). En efecto, la densi-

dad de probabilidad correspondiente al electrón 1 sería:

$1(x) =  ! &"(x, x2, x3, … xN)&2 dx2 dx3 … dxN

=  '1(x; x)

y, como los N electrones son indistinguibles,

$(x) =  (i=1
N $i(x)

=  N $1(x)

=  N '1(x; x)

=  #(x; x) .

Dado un operador del tipo  F(1, … N) = f(i=1
N

(i) ,

)F*" =  N )!"&f"#$!"!*

=  N Tr (f '1)

e, introduciendo el operador  # = N '1,

  F  " = Tr (f #)  .

Si el operador f tiene representación diagonal en posiciones,

)!x&f&x'!*! =  f(x) +(x–x') ,

la expresión anterior se reduce a

)F*" =  ! )!x&f&x'!*!)!x'&#&x!* dx dx'

=  ! f(x) #(x; x) dx .

Ciertos operadores monoelectrónicos, si bien no son diagonales en la representación de posicio-

nes, son "locales" en el sentido de que su efecto sobre una función ,(x) en un punto x0 se

puede determinar conociendo el valor de esta función en un pequeño entorno del punto*. Este es

el caso del operador momento:

* Operadores no locales son aquéllos cuyo efecto sobre una función en un punto depende de los valores que toma

la función en una región finita; se llaman también operadores integrales por razones obvias:

)!x | A ,!*! =  ! )!x | A | x' *!) x' | ,!* dx'  =  ! A(x; x') ,(x') dx'  .
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cada partícula representan estados mezcla con 50% de ! y 50% de ", y que su producto no

coincide con el operador de densidad del sistema completo.
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 $%%k (j2
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 … (jN
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Por otra parte, pueden utilizarse representaciones en bases continuas o mixtas (i. e., con índices

discretos y continuos) para calcular la traza parcial, lo cual implica la oportuna substitución de

sumatorios por integrales. En el siguiente apartado veremos ejemplos de representaciones de

este tipo.
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en representación de posiciones
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Los operadores de densidad reducidos proporcionan una vía muy conveniente para expresar

las propiedades de los sistemas N-electrónicos. Se acostumbra expresar dichos operadores en la

representación de posiciones, mediante matrices de índices continuos; por ejemplo, la matriz que

representa el operador de densidad reducido asociado al electrón 1 será:

#"!x"'%x" '# *%%$%x")#"!"#)x" '% &

(%%$%x")Tr2…N #(1, 2, … N))x1' &

=  +  x1, x2, … xN)#(1, 2, … N))x1', x2, … xN  dx2 … dxN

y, si el sistema se encuentra en un estado puro descrito por la función de onda ,(1, 2, … N),

#(1, 2, . N)  =  )%,(1, 2, … N)%&%$%,(1, 2, … N)%)

y

#"!x"'%x" '# =  + ,(x1, x2, … xN) ,
*
(x1', x2, … xN) dx2 … dxN .

Como los electrones son indistinguibles,  #1(x; x') = #2(x; x') = … #N(x; x') , y conviene

definir la matriz de densidad reducida de orden 1 como

-(x; x' ) *  'i=1
N #i(x; x' )

=  N #1(x; x' )
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=  N ! "(x, x2, … xN) "
*
(x', x2, … xN) dx2 … dxN .

Ejercicio 3.2. Calcula la traza de la matriz de densidad reducida de orden 1.

El elemento "diagonal" #(x; x) representa la densidad de probabilidad $(x) de encontrar un

electrón cualquiera en el punto r y con un valor % para la coordenada de spin (independiente-

mente de los valores que tomen las coordenadas de los restantes electrones). En efecto, la densi-

dad de probabilidad correspondiente al electrón 1 sería:

$1(x) =  ! &"(x, x2, x3, … xN)&2 dx2 dx3 … dxN

=  '1(x; x)

y, como los N electrones son indistinguibles,

$(x) =  (i=1
N $i(x)

=  N $1(x)

=  N '1(x; x)

=  #(x; x) .

Dado un operador del tipo  F(1, … N) = f(i=1
N

(i) ,

)F*" =  N )!"&f"#$!"!*

=  N Tr (f '1)

e, introduciendo el operador  # = N '1,

  F  " = Tr (f #)  .

Si el operador f tiene representación diagonal en posiciones,

)!x&f&x'!*! =  f(x) +(x–x') ,

la expresión anterior se reduce a

)F*" =  ! )!x&f&x'!*!)!x'&#&x!* dx dx'

=  ! f(x) #(x; x) dx .

Ciertos operadores monoelectrónicos, si bien no son diagonales en la representación de posicio-

nes, son "locales" en el sentido de que su efecto sobre una función ,(x) en un punto x0 se

puede determinar conociendo el valor de esta función en un pequeño entorno del punto*. Este es

el caso del operador momento:

* Operadores no locales son aquéllos cuyo efecto sobre una función en un punto depende de los valores que toma

la función en una región finita; se llaman también operadores integrales por razones obvias:

)!x | A ,!*! =  ! )!x | A | x' *!) x' | ,!* dx'  =  ! A(x; x') ,(x') dx'  .
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=  N ! "(x, x2, … xN) "
*
(x', x2, … xN) dx2 … dxN .

Ejercicio 3.2. Calcula la traza de la matriz de densidad reducida de orden 1.

El elemento "diagonal" #(x; x) representa la densidad de probabilidad $(x) de encontrar un

electrón cualquiera en el punto r y con un valor % para la coordenada de spin (independiente-

mente de los valores que tomen las coordenadas de los restantes electrones). En efecto, la densi-

dad de probabilidad correspondiente al electrón 1 sería:

$1(x) =  ! &"(x, x2, x3, … xN)&2 dx2 dx3 … dxN

=  '1(x; x)

y, como los N electrones son indistinguibles,

$(x) =  (i=1
N $i(x)

=  N $1(x)

=  N '1(x; x)

=  #(x; x) .

Dado un operador del tipo  F(1, … N) = f(i=1
N

(i) ,

)F*" =  N )!"&f"#$!"!*

=  N Tr (f '1)

e, introduciendo el operador  # = N '1,

  F  " = Tr (f #)  .

Si el operador f tiene representación diagonal en posiciones,

)!x&f&x'!*! =  f(x) +(x–x') ,

la expresión anterior se reduce a

)F*" =  ! )!x&f&x'!*!)!x'&#&x!* dx dx'

=  ! f(x) #(x; x) dx .

Ciertos operadores monoelectrónicos, si bien no son diagonales en la representación de posicio-

nes, son "locales" en el sentido de que su efecto sobre una función ,(x) en un punto x0 se

puede determinar conociendo el valor de esta función en un pequeño entorno del punto*. Este es

el caso del operador momento:

* Operadores no locales son aquéllos cuyo efecto sobre una función en un punto depende de los valores que toma

la función en una región finita; se llaman también operadores integrales por razones obvias:

)!x | A ,!*! =  ! )!x | A | x' *!) x' | ,!* dx'  =  ! A(x; x') ,(x') dx'  .
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=  N ! "(x, x2, … xN) "
*
(x', x2, … xN) dx2 … dxN .

Ejercicio 3.2. Calcula la traza de la matriz de densidad reducida de orden 1.

El elemento "diagonal" #(x; x) representa la densidad de probabilidad $(x) de encontrar un

electrón cualquiera en el punto r y con un valor % para la coordenada de spin (independiente-

mente de los valores que tomen las coordenadas de los restantes electrones). En efecto, la densi-

dad de probabilidad correspondiente al electrón 1 sería:

$1(x) =  ! &"(x, x2, x3, … xN)&2 dx2 dx3 … dxN

=  '1(x; x)

y, como los N electrones son indistinguibles,

$(x) =  (i=1
N $i(x)

=  N $1(x)

=  N '1(x; x)

=  #(x; x) .

Dado un operador del tipo  F(1, … N) = f(i=1
N

(i) ,

)F*" =  N )!"&f"#$!"!*

=  N Tr (f '1)

e, introduciendo el operador  # = N '1,

  F  " = Tr (f #)  .

Si el operador f tiene representación diagonal en posiciones,

)!x&f&x'!*! =  f(x) +(x–x') ,

la expresión anterior se reduce a

)F*" =  ! )!x&f&x'!*!)!x'&#&x!* dx dx'

=  ! f(x) #(x; x) dx .

Ciertos operadores monoelectrónicos, si bien no son diagonales en la representación de posicio-

nes, son "locales" en el sentido de que su efecto sobre una función ,(x) en un punto x0 se

puede determinar conociendo el valor de esta función en un pequeño entorno del punto*. Este es

el caso del operador momento:

* Operadores no locales son aquéllos cuyo efecto sobre una función en un punto depende de los valores que toma

la función en una región finita; se llaman también operadores integrales por razones obvias:

)!x | A ,!*! =  ! )!x | A | x' *!) x' | ,!* dx'  =  ! A(x; x') ,(x') dx'  .
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=  N ! "(x, x2, … xN) "
*
(x', x2, … xN) dx2 … dxN .

Ejercicio 3.2. Calcula la traza de la matriz de densidad reducida de orden 1.

El elemento "diagonal" #(x; x) representa la densidad de probabilidad $(x) de encontrar un

electrón cualquiera en el punto r y con un valor % para la coordenada de spin (independiente-

mente de los valores que tomen las coordenadas de los restantes electrones). En efecto, la densi-

dad de probabilidad correspondiente al electrón 1 sería:

$1(x) =  ! &"(x, x2, x3, … xN)&2 dx2 dx3 … dxN

=  '1(x; x)

y, como los N electrones son indistinguibles,

$(x) =  (i=1
N $i(x)

=  N $1(x)

=  N '1(x; x)

=  #(x; x) .

Dado un operador del tipo  F(1, … N) = f(i=1
N

(i) ,

)F*" =  N )!"&f"#$!"!*

=  N Tr (f '1)

e, introduciendo el operador  # = N '1,

  F  " = Tr (f #)  .

Si el operador f tiene representación diagonal en posiciones,

)!x&f&x'!*! =  f(x) +(x–x') ,

la expresión anterior se reduce a

)F*" =  ! )!x&f&x'!*!)!x'&#&x!* dx dx'

=  ! f(x) #(x; x) dx .

Ciertos operadores monoelectrónicos, si bien no son diagonales en la representación de posicio-

nes, son "locales" en el sentido de que su efecto sobre una función ,(x) en un punto x0 se

puede determinar conociendo el valor de esta función en un pequeño entorno del punto*. Este es

el caso del operador momento:

* Operadores no locales son aquéllos cuyo efecto sobre una función en un punto depende de los valores que toma

la función en una región finita; se llaman también operadores integrales por razones obvias:

)!x | A ,!*! =  ! )!x | A | x' *!) x' | ,!* dx'  =  ! A(x; x') ,(x') dx'  .
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!!x"p!#!$ "!!#p#$!#x$

"  (–ih-d/dx) #(x)

=  p#x$!!!x!%!#!$!.

Para operadores de este tipo,

!F$% =  & !!x"f!'"x!$ dx

=  & {! x'" f!'"x!$&x'=x dx

y, teniendo en cuenta que  !!x'" f#'$!#!$  =  f(x') !!x'"#! $ ,

!F$%  =  & {f(x') '(x'; x)}x'=x dx  ,

expresión que generaliza la obtenida para operadores diagonales.

Con frecuencia encontraremos operadores locales que no dependen de las coordenadas de

spin, lo cual hace conveniente definir la matriz de densidad reducida de orden 1 sin spin como

la traza parcial respecto de la coordenada de spin de la matriz de densidad de orden 1:

P(r; r' ) (! Tr)!'(x; x' )

=  & '#r!); r' )) d) .

Con esta definición, el valor esperado de un operador que, en representación de posiciones, es

de la forma

F(x1, … xN) = f*i=1
N

(ri)

con f(ri) local se puede expresar como

!F$% =  &r
 {f(r') &) '(r' ); r )) d)}r'=r dr

=  & {f(r') P(r'; r)}r'=r  dr

o, introduciendo el operador P cuya representación en posiciones es P(r; r' ) ,

 F  % = Tr (f P)  .

Ejercicio 3.3. Comprueba que, para un estado puro %,

a)  P(r; r')  =  N & %(r ), x2, … xN) %+(r' ) , x2, … xN) d) dx2 … dxN  ,

b)  ,(r) ( P(r; r)  representa la densidad de carga electrónica medida en unidades atómicas.

3.2.2 Matriz de densidad reducida de orden 2

Si estamos interesados en propiedades bielectrónicas, deberemos utilizar operadores de

densidad reducidos para subsistemas de dos electrones, como es

-12(1, 2)  =  Tr3…N -(1, 2, … N)
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=  N ! "(x, x2, … xN) "
*
(x', x2, … xN) dx2 … dxN .

Ejercicio 3.2. Calcula la traza de la matriz de densidad reducida de orden 1.

El elemento "diagonal" #(x; x) representa la densidad de probabilidad $(x) de encontrar un

electrón cualquiera en el punto r y con un valor % para la coordenada de spin (independiente-

mente de los valores que tomen las coordenadas de los restantes electrones). En efecto, la densi-

dad de probabilidad correspondiente al electrón 1 sería:

$1(x) =  ! &"(x, x2, x3, … xN)&2 dx2 dx3 … dxN

=  '1(x; x)

y, como los N electrones son indistinguibles,

$(x) =  (i=1
N $i(x)

=  N $1(x)

=  N '1(x; x)

=  #(x; x) .

Dado un operador del tipo  F(1, … N) = f(i=1
N

(i) ,

)F*" =  N )!"&f"#$!"!*

=  N Tr (f '1)

e, introduciendo el operador  # = N '1,

  F  " = Tr (f #)  .

Si el operador f tiene representación diagonal en posiciones,

)!x&f&x'!*! =  f(x) +(x–x') ,

la expresión anterior se reduce a

)F*" =  ! )!x&f&x'!*!)!x'&#&x!* dx dx'

=  ! f(x) #(x; x) dx .

Ciertos operadores monoelectrónicos, si bien no son diagonales en la representación de posicio-

nes, son "locales" en el sentido de que su efecto sobre una función ,(x) en un punto x0 se

puede determinar conociendo el valor de esta función en un pequeño entorno del punto*. Este es

el caso del operador momento:

* Operadores no locales son aquéllos cuyo efecto sobre una función en un punto depende de los valores que toma

la función en una región finita; se llaman también operadores integrales por razones obvias:

)!x | A ,!*! =  ! )!x | A | x' *!) x' | ,!* dx'  =  ! A(x; x') ,(x') dx'  .
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=  N ! "(x, x2, … xN) "
*
(x', x2, … xN) dx2 … dxN .

Ejercicio 3.2. Calcula la traza de la matriz de densidad reducida de orden 1.

El elemento "diagonal" #(x; x) representa la densidad de probabilidad $(x) de encontrar un

electrón cualquiera en el punto r y con un valor % para la coordenada de spin (independiente-

mente de los valores que tomen las coordenadas de los restantes electrones). En efecto, la densi-

dad de probabilidad correspondiente al electrón 1 sería:

$1(x) =  ! &"(x, x2, x3, … xN)&2 dx2 dx3 … dxN

=  '1(x; x)

y, como los N electrones son indistinguibles,

$(x) =  (i=1
N $i(x)

=  N $1(x)

=  N '1(x; x)

=  #(x; x) .

Dado un operador del tipo  F(1, … N) = f(i=1
N

(i) ,

)F*" =  N )!"&f"#$!"!*

=  N Tr (f '1)

e, introduciendo el operador  # = N '1,

  F  " = Tr (f #)  .

Si el operador f tiene representación diagonal en posiciones,

)!x&f&x'!*! =  f(x) +(x–x') ,

la expresión anterior se reduce a

)F*" =  ! )!x&f&x'!*!)!x'&#&x!* dx dx'

=  ! f(x) #(x; x) dx .

Ciertos operadores monoelectrónicos, si bien no son diagonales en la representación de posicio-

nes, son "locales" en el sentido de que su efecto sobre una función ,(x) en un punto x0 se

puede determinar conociendo el valor de esta función en un pequeño entorno del punto*. Este es

el caso del operador momento:

* Operadores no locales son aquéllos cuyo efecto sobre una función en un punto depende de los valores que toma

la función en una región finita; se llaman también operadores integrales por razones obvias:

)!x | A ,!*! =  ! )!x | A | x' *!) x' | ,!* dx'  =  ! A(x; x') ,(x') dx'  .

50

Juan Carlos Paniagua

=  N ! "(x, x2, … xN) "
*
(x', x2, … xN) dx2 … dxN .

Ejercicio 3.2. Calcula la traza de la matriz de densidad reducida de orden 1.

El elemento "diagonal" #(x; x) representa la densidad de probabilidad $(x) de encontrar un

electrón cualquiera en el punto r y con un valor % para la coordenada de spin (independiente-

mente de los valores que tomen las coordenadas de los restantes electrones). En efecto, la densi-

dad de probabilidad correspondiente al electrón 1 sería:

$1(x) =  ! &"(x, x2, x3, … xN)&2 dx2 dx3 … dxN

=  '1(x; x)

y, como los N electrones son indistinguibles,

$(x) =  (i=1
N $i(x)

=  N $1(x)

=  N '1(x; x)

=  #(x; x) .

Dado un operador del tipo  F(1, … N) = f(i=1
N

(i) ,

)F*" =  N )!"&f"#$!"!*

=  N Tr (f '1)

e, introduciendo el operador  # = N '1,

  F  " = Tr (f #)  .

Si el operador f tiene representación diagonal en posiciones,

)!x&f&x'!*! =  f(x) +(x–x') ,

la expresión anterior se reduce a

)F*" =  ! )!x&f&x'!*!)!x'&#&x!* dx dx'

=  ! f(x) #(x; x) dx .

Ciertos operadores monoelectrónicos, si bien no son diagonales en la representación de posicio-

nes, son "locales" en el sentido de que su efecto sobre una función ,(x) en un punto x0 se

puede determinar conociendo el valor de esta función en un pequeño entorno del punto*. Este es

el caso del operador momento:

* Operadores no locales son aquéllos cuyo efecto sobre una función en un punto depende de los valores que toma

la función en una región finita; se llaman también operadores integrales por razones obvias:

)!x | A ,!*! =  ! )!x | A | x' *!) x' | ,!* dx'  =  ! A(x; x') ,(x') dx'  .

50

Juan Carlos Paniagua

=  N ! "(x, x2, … xN) "
*
(x', x2, … xN) dx2 … dxN .

Ejercicio 3.2. Calcula la traza de la matriz de densidad reducida de orden 1.

El elemento "diagonal" #(x; x) representa la densidad de probabilidad $(x) de encontrar un

electrón cualquiera en el punto r y con un valor % para la coordenada de spin (independiente-

mente de los valores que tomen las coordenadas de los restantes electrones). En efecto, la densi-

dad de probabilidad correspondiente al electrón 1 sería:

$1(x) =  ! &"(x, x2, x3, … xN)&2 dx2 dx3 … dxN

=  '1(x; x)

y, como los N electrones son indistinguibles,

$(x) =  (i=1
N $i(x)

=  N $1(x)

=  N '1(x; x)

=  #(x; x) .

Dado un operador del tipo  F(1, … N) = f(i=1
N

(i) ,

)F*" =  N )!"&f"#$!"!*

=  N Tr (f '1)

e, introduciendo el operador  # = N '1,

  F  " = Tr (f #)  .

Si el operador f tiene representación diagonal en posiciones,

)!x&f&x'!*! =  f(x) +(x–x') ,

la expresión anterior se reduce a

)F*" =  ! )!x&f&x'!*!)!x'&#&x!* dx dx'

=  ! f(x) #(x; x) dx .

Ciertos operadores monoelectrónicos, si bien no son diagonales en la representación de posicio-

nes, son "locales" en el sentido de que su efecto sobre una función ,(x) en un punto x0 se

puede determinar conociendo el valor de esta función en un pequeño entorno del punto*. Este es

el caso del operador momento:

* Operadores no locales son aquéllos cuyo efecto sobre una función en un punto depende de los valores que toma

la función en una región finita; se llaman también operadores integrales por razones obvias:

)!x | A ,!*! =  ! )!x | A | x' *!) x' | ,!* dx'  =  ! A(x; x') ,(x') dx'  .

50

Juan Carlos Paniagua

=  N ! "(x, x2, … xN) "
*
(x', x2, … xN) dx2 … dxN .

Ejercicio 3.2. Calcula la traza de la matriz de densidad reducida de orden 1.

El elemento "diagonal" #(x; x) representa la densidad de probabilidad $(x) de encontrar un

electrón cualquiera en el punto r y con un valor % para la coordenada de spin (independiente-

mente de los valores que tomen las coordenadas de los restantes electrones). En efecto, la densi-

dad de probabilidad correspondiente al electrón 1 sería:

$1(x) =  ! &"(x, x2, x3, … xN)&2 dx2 dx3 … dxN

=  '1(x; x)

y, como los N electrones son indistinguibles,

$(x) =  (i=1
N $i(x)

=  N $1(x)

=  N '1(x; x)

=  #(x; x) .

Dado un operador del tipo  F(1, … N) = f(i=1
N

(i) ,

)F*" =  N )!"&f"#$!"!*

=  N Tr (f '1)

e, introduciendo el operador  # = N '1,

  F  " = Tr (f #)  .

Si el operador f tiene representación diagonal en posiciones,

)!x&f&x'!*! =  f(x) +(x–x') ,

la expresión anterior se reduce a

)F*" =  ! )!x&f&x'!*!)!x'&#&x!* dx dx'

=  ! f(x) #(x; x) dx .

Ciertos operadores monoelectrónicos, si bien no son diagonales en la representación de posicio-

nes, son "locales" en el sentido de que su efecto sobre una función ,(x) en un punto x0 se

puede determinar conociendo el valor de esta función en un pequeño entorno del punto*. Este es

el caso del operador momento:

* Operadores no locales son aquéllos cuyo efecto sobre una función en un punto depende de los valores que toma

la función en una región finita; se llaman también operadores integrales por razones obvias:

)!x | A ,!*! =  ! )!x | A | x' *!) x' | ,!* dx'  =  ! A(x; x') ,(x') dx'  .

50

14



Lesson 3

Juan C. Paniagua - Departament de Ciència de Materials i Química Física & Institut de Química Teòrica i Computacional (IQTC-UB) - Universitat de Barcelona - 2007-2018

Local one-electron observables
is a local operator in position representation:El escenario de la química cuántica

!!x"p!#!$ "!!#p#$!#x$

"  (–ih-d/dx) #(x)

=  p#x$!!!x!%!#!$!.

Para operadores de este tipo,

!F$% =  & !!x"f!'"x!$ dx

=  & {! x'" f!'"x!$&x'=x dx

y, teniendo en cuenta que  !!x'" f#'$!#!$  =  f(x') !!x'"#! $ ,

!F$%  =  & {f(x') '(x'; x)}x'=x dx  ,

expresión que generaliza la obtenida para operadores diagonales.

Con frecuencia encontraremos operadores locales que no dependen de las coordenadas de

spin, lo cual hace conveniente definir la matriz de densidad reducida de orden 1 sin spin como

la traza parcial respecto de la coordenada de spin de la matriz de densidad de orden 1:

P(r; r' ) (! Tr)!'(x; x' )

=  & '#r!); r' )) d) .

Con esta definición, el valor esperado de un operador que, en representación de posiciones, es

de la forma

F(x1, … xN) = f*i=1
N

(ri)

con f(ri) local se puede expresar como

!F$% =  &r
 {f(r') &) '(r' ); r )) d)}r'=r dr

=  & {f(r') P(r'; r)}r'=r  dr

o, introduciendo el operador P cuya representación en posiciones es P(r; r' ) ,

 F  % = Tr (f P)  .

Ejercicio 3.3. Comprueba que, para un estado puro %,

a)  P(r; r')  =  N & %(r ), x2, … xN) %+(r' ) , x2, … xN) d) dx2 … dxN  ,

b)  ,(r) ( P(r; r)  representa la densidad de carga electrónica medida en unidades atómicas.

3.2.2 Matriz de densidad reducida de orden 2

Si estamos interesados en propiedades bielectrónicas, deberemos utilizar operadores de

densidad reducidos para subsistemas de dos electrones, como es

-12(1, 2)  =  Tr3…N -(1, 2, … N)
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Spin-less 1st-order 
reduced density matrix
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• Spin-independent local one-electron observables:
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2-particle or 2nd-order
reduced density matrix

• If the state is pure:

El escenario de la química cuántica
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cuya representación en posiciones será

!12(x1, x2; x1 ', x2' ) "!!#!x"#!x$$!"$%"#!$&$x" '#!x$'!%!!'

=  & # x1, x2, x3, … xN$!(1, … N)$x1', x2', x3, … xN % dx3 … dxN

y, para un estado puro '(1, 2, … N),

!12(x1, x2; x1 ', x2' ) =  & '(x1, x2, x3, … xN) '
*
(x1', x2', x3, … xN) dx3 … dxN .

A partir de estas representaciones se define la matriz de densidad reducida de orden 2 como

((x1, x2; x1 ', x2' ) "  N(N–1) !12(x1, x2; x1 ', x2' )

=  N(N–1) & '(x1, x2, x3, … xN) '
*
(x1', x2', x3, … xN) dx3 … dxN ,

donde el factor N(N–1) se introduce para que los elementos diagonales representen densidades

de probabilidad de encontrar uno de los electrones en las coordenadas x1 y otro en las coorde-

nadas x2, independientemente de las coordenadas de los restantes: )(x1 , x2). En efecto, la

densidad de probabilidad de encontrar el electrón 1 en x1 y, simultáneamente, el electrón 2 en x2

es

)12(x1, x2) =  & '(x1, x2, x3, … xN)
 2

 dx3 … dxN

=  !12(x1, x2; x1, x2)

y la densidad de probabilidad de encontrar el electrón 2 en x1 y, simultáneamente, el electrón 1

en x2 será igual a aquélla, ya que dichas partículas son indistinguibles. El mismo razonamiento

puede extenderse a las N(N–1)/2 parejas de electrones, de modo que

)(x1, x2) =  [N(N–1)/2] 2 )12(x1, x2)

=  N(N–1) !12(x1, x2; x1, x2)

=  ((x1, x2; x1, x2) .

El valor esperado de un operador del tipo  G(1,… N) = g*j>i
N*i=1

N
(i, j)  con g(i, j) simé-

trico será

#G%' =  [N(N–1)/2] #'$g(1, 2) '%

'!![N(N–1)/2] Tr {g(1, 2) !12(1, 2)}  ,

o, introduciendo el operador ( asociado a la matriz ((x1, x2; x1 ', x2'),*

  G  '  =  1
2

 Tr (g ()   .

Si desarrollamos la traza en la representación de posiciones

#G%' =  (1/2)  x1, x2$g ($x1, x2  dx1 dx2

* Algunos autores normalizan la matriz de densidad de orden 2 a N(N–1)/2, de forma que no aparezca el factor 1/2

en la expresión de #!G % .
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cuya representación en posiciones será
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*
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o, introduciendo el operador ( asociado a la matriz ((x1, x2; x1 ', x2'),*

  G  '  =  1
2

 Tr (g ()   .

Si desarrollamos la traza en la representación de posiciones

#G%' =  (1/2)  x1, x2$g ($x1, x2  dx1 dx2

* Algunos autores normalizan la matriz de densidad de orden 2 a N(N–1)/2, de forma que no aparezca el factor 1/2

en la expresión de #!G % .
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trico será
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Probability density of finding any electrons in    and    :

El escenario de la química cuántica

y suponemos que el operador g es local en dicha representación:

!!x1 ', x2'"g(1, 2)!#"#$!%&!$  =  g(x1 ', x2') !!x1 ', x2'"#"#$!%&!$!!$

podremos poner

!G$%  =  (1/2) g(x1', x2') &(x1', x2'; x1, x2)  x1'=x1, x2'=x2
 dx1 dx2 .

Para tratar operadores bielectrónicos que no dependan del spin:  g(x1 ', x2 ') = g(r1 ', r2 ') ,

convendrá introducir una matriz de densidad reducida de orden 2 sin spin:

P(r1 ', r2'; r1, r2) =  Tr'#'%
!&(x1 ', x2'; x1, x2)

=  ( &(r1' '1, r2' '2; r1 '1, r2, '2 ) d'1 d'2  ,

en función de la cual

!G$%  =  (1/2) ( g(r1', r2') P(r1', r2'; r1, r2)  r1'=r1, r2'=r2
 dr1 dr2

y si, además, el operador es diagonal en la representación de posiciones,

!G$%  =  (1/2) ( g(r1, r2) )(r1, r2) dr1 dr2 ,

donde  )(r1, r2) * P(r1, r2; r1, r2)  es la densidad de probabilidad de encontrar un electrón en r1

y otro en r2 , independientemente de su spin y de las posiciones y spines de los restantes elec-

trones.

Ejercicio 3.4. Comprueba que

+(x1; x1')  =  (N–1)–1 ( &(x1, x2; x1 ', x2) dx2

y que

P(r1; r1')  =  (N–1)–1 ( P(r1, r2; r1 ', r2) dr2 .

Como ejemplo de utilización de las matrices de densidad reducidas, expresaremos en función

de ellas la energía electrónica no relativista de una molécula con N electrones y M núcleos. El

correspondiente hamiltoniano consta de términos mono- y bi-electrónicos que no dependen de

las variables de spin; en representación de posiciones y unidades atómicas su forma es:

H  =  ,i
N

(–1/2) -i
2  –  ,i

N,A
M

ZA riA
–1  +  ,j>i

N
rij

–1

donde ZA es el número atómico del núcleo A, y el valor esperado de este operador sobre

cualquier función de onda N-electrónica será

E  =  (–1/2) ( {-'2 P(r'; r)}r'=r dr – ,A
M

ZA ( r1A
–1 )(r1) dr1 + (1/2) ( r12

–1 )(r1, r2) dr1 dr2

Observemos que este resultado es independiente del tipo de función N-electrónica utilizado, la

cual puede llegar a ser extremadamente compleja si se pretende describir con precisión el siste-

ma. Cabe destacar también que, de los tres términos en que aparece desglosada la energía elec-

trónica, los dos últimos coinciden, respectivamente, con la energía clásica de atracción electros-

tática entre la distribución continua de carga )(r) y los núcleos, y con la repulsión electrostática
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donde ZA es el número atómico del núcleo A, y el valor esperado de este operador sobre
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M

ZA ( r1A
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Observemos que este resultado es independiente del tipo de función N-electrónica utilizado, la

cual puede llegar a ser extremadamente compleja si se pretende describir con precisión el siste-

ma. Cabe destacar también que, de los tres términos en que aparece desglosada la energía elec-

trónica, los dos últimos coinciden, respectivamente, con la energía clásica de atracción electros-

tática entre la distribución continua de carga )(r) y los núcleos, y con la repulsión electrostática
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El escenario de la química cuántica

y suponemos que el operador g es local en dicha representación:

!!x1 ', x2'"g(1, 2)!#"#$!%&!$  =  g(x1 ', x2') !!x1 ', x2'"#"#$!%&!$!!$

podremos poner

!G$%  =  (1/2) g(x1', x2') &(x1', x2'; x1, x2)  x1'=x1, x2'=x2
 dx1 dx2 .

Para tratar operadores bielectrónicos que no dependan del spin:  g(x1 ', x2 ') = g(r1 ', r2 ') ,

convendrá introducir una matriz de densidad reducida de orden 2 sin spin:

P(r1 ', r2'; r1, r2) =  Tr'#'%
!&(x1 ', x2'; x1, x2)

=  ( &(r1' '1, r2' '2; r1 '1, r2, '2 ) d'1 d'2  ,

en función de la cual

!G$%  =  (1/2) ( g(r1', r2') P(r1', r2'; r1, r2)  r1'=r1, r2'=r2
 dr1 dr2

y si, además, el operador es diagonal en la representación de posiciones,

!G$%  =  (1/2) ( g(r1, r2) )(r1, r2) dr1 dr2 ,

donde  )(r1, r2) * P(r1, r2; r1, r2)  es la densidad de probabilidad de encontrar un electrón en r1

y otro en r2 , independientemente de su spin y de las posiciones y spines de los restantes elec-

trones.

Ejercicio 3.4. Comprueba que

+(x1; x1')  =  (N–1)–1 ( &(x1, x2; x1 ', x2) dx2

y que

P(r1; r1')  =  (N–1)–1 ( P(r1, r2; r1 ', r2) dr2 .

Como ejemplo de utilización de las matrices de densidad reducidas, expresaremos en función
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–1 )(r1, r2) dr1 dr2
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y otro en r2 , independientemente de su spin y de las posiciones y spines de los restantes elec-

trones.

Ejercicio 3.4. Comprueba que
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correspondiente hamiltoniano consta de términos mono- y bi-electrónicos que no dependen de

las variables de spin; en representación de posiciones y unidades atómicas su forma es:
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N
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–1

donde ZA es el número atómico del núcleo A, y el valor esperado de este operador sobre

cualquier función de onda N-electrónica será

E  =  (–1/2) ( {-'2 P(r'; r)}r'=r dr – ,A
M

ZA ( r1A
–1 )(r1) dr1 + (1/2) ( r12

–1 )(r1, r2) dr1 dr2

Observemos que este resultado es independiente del tipo de función N-electrónica utilizado, la

cual puede llegar a ser extremadamente compleja si se pretende describir con precisión el siste-

ma. Cabe destacar también que, de los tres términos en que aparece desglosada la energía elec-

trónica, los dos últimos coinciden, respectivamente, con la energía clásica de atracción electros-

tática entre la distribución continua de carga )(r) y los núcleos, y con la repulsión electrostática
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Other two-electron observables

Coordinate representation:

Juan Carlos Paniagua

cuya representación en posiciones será

!12(x1, x2; x1 ', x2' ) "!!#!x"#!x$$!"$%"#!$&$x" '#!x$'!%!!'

=  & # x1, x2, x3, … xN$!(1, … N)$x1', x2', x3, … xN % dx3 … dxN

y, para un estado puro '(1, 2, … N),

!12(x1, x2; x1 ', x2' ) =  & '(x1, x2, x3, … xN) '
*
(x1', x2', x3, … xN) dx3 … dxN .

A partir de estas representaciones se define la matriz de densidad reducida de orden 2 como

((x1, x2; x1 ', x2' ) "  N(N–1) !12(x1, x2; x1 ', x2' )

=  N(N–1) & '(x1, x2, x3, … xN) '
*
(x1', x2', x3, … xN) dx3 … dxN ,

donde el factor N(N–1) se introduce para que los elementos diagonales representen densidades

de probabilidad de encontrar uno de los electrones en las coordenadas x1 y otro en las coorde-

nadas x2, independientemente de las coordenadas de los restantes: )(x1 , x2). En efecto, la

densidad de probabilidad de encontrar el electrón 1 en x1 y, simultáneamente, el electrón 2 en x2

es

)12(x1, x2) =  & '(x1, x2, x3, … xN)
 2

 dx3 … dxN

=  !12(x1, x2; x1, x2)

y la densidad de probabilidad de encontrar el electrón 2 en x1 y, simultáneamente, el electrón 1

en x2 será igual a aquélla, ya que dichas partículas son indistinguibles. El mismo razonamiento

puede extenderse a las N(N–1)/2 parejas de electrones, de modo que

)(x1, x2) =  [N(N–1)/2] 2 )12(x1, x2)

=  N(N–1) !12(x1, x2; x1, x2)

=  ((x1, x2; x1, x2) .

El valor esperado de un operador del tipo  G(1,… N) = g*j>i
N*i=1

N
(i, j)  con g(i, j) simé-

trico será

#G%' =  [N(N–1)/2] #'$g(1, 2) '%

'!![N(N–1)/2] Tr {g(1, 2) !12(1, 2)}  ,

o, introduciendo el operador ( asociado a la matriz ((x1, x2; x1 ', x2'),*

  G  '  =  1
2

 Tr (g ()   .

Si desarrollamos la traza en la representación de posiciones

#G%' =  (1/2)  x1, x2$g ($x1, x2  dx1 dx2

* Algunos autores normalizan la matriz de densidad de orden 2 a N(N–1)/2, de forma que no aparezca el factor 1/2

en la expresión de #!G % .
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Spin-less 2nd-order 
reduced density matrix

El escenario de la química cuántica

y suponemos que el operador g es local en dicha representación:

!!x1 ', x2'"g(1, 2)!#"#$!%&!$  =  g(x1 ', x2') !!x1 ', x2'"#"#$!%&!$!!$

podremos poner

!G$%  =  (1/2) g(x1', x2') &(x1', x2'; x1, x2)  x1'=x1, x2'=x2
 dx1 dx2 .

Para tratar operadores bielectrónicos que no dependan del spin:  g(x1 ', x2 ') = g(r1 ', r2 ') ,

convendrá introducir una matriz de densidad reducida de orden 2 sin spin:

P(r1 ', r2'; r1, r2) =  Tr'#'%
!&(x1 ', x2'; x1, x2)

=  ( &(r1' '1, r2' '2; r1 '1, r2, '2 ) d'1 d'2  ,

en función de la cual

!G$%  =  (1/2) ( g(r1', r2') P(r1', r2'; r1, r2)  r1'=r1, r2'=r2
 dr1 dr2

y si, además, el operador es diagonal en la representación de posiciones,

!G$%  =  (1/2) ( g(r1, r2) )(r1, r2) dr1 dr2 ,

donde  )(r1, r2) * P(r1, r2; r1, r2)  es la densidad de probabilidad de encontrar un electrón en r1

y otro en r2 , independientemente de su spin y de las posiciones y spines de los restantes elec-

trones.

Ejercicio 3.4. Comprueba que

+(x1; x1')  =  (N–1)–1 ( &(x1, x2; x1 ', x2) dx2

y que

P(r1; r1')  =  (N–1)–1 ( P(r1, r2; r1 ', r2) dr2 .

Como ejemplo de utilización de las matrices de densidad reducidas, expresaremos en función

de ellas la energía electrónica no relativista de una molécula con N electrones y M núcleos. El

correspondiente hamiltoniano consta de términos mono- y bi-electrónicos que no dependen de

las variables de spin; en representación de posiciones y unidades atómicas su forma es:

H  =  ,i
N

(–1/2) -i
2  –  ,i

N,A
M

ZA riA
–1  +  ,j>i

N
rij

–1

donde ZA es el número atómico del núcleo A, y el valor esperado de este operador sobre

cualquier función de onda N-electrónica será

E  =  (–1/2) ( {-'2 P(r'; r)}r'=r dr – ,A
M

ZA ( r1A
–1 )(r1) dr1 + (1/2) ( r12

–1 )(r1, r2) dr1 dr2

Observemos que este resultado es independiente del tipo de función N-electrónica utilizado, la

cual puede llegar a ser extremadamente compleja si se pretende describir con precisión el siste-

ma. Cabe destacar también que, de los tres términos en que aparece desglosada la energía elec-

trónica, los dos últimos coinciden, respectivamente, con la energía clásica de atracción electros-

tática entre la distribución continua de carga )(r) y los núcleos, y con la repulsión electrostática
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Diagonal operator in the position representation:

El escenario de la química cuántica
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trones.

Ejercicio 3.4. Comprueba que

+(x1; x1')  =  (N–1)–1 ( &(x1, x2; x1 ', x2) dx2

y que

P(r1; r1')  =  (N–1)–1 ( P(r1, r2; r1 ', r2) dr2 .

Como ejemplo de utilización de las matrices de densidad reducidas, expresaremos en función

de ellas la energía electrónica no relativista de una molécula con N electrones y M núcleos. El

correspondiente hamiltoniano consta de términos mono- y bi-electrónicos que no dependen de

las variables de spin; en representación de posiciones y unidades atómicas su forma es:

H  =  ,i
N

(–1/2) -i
2  –  ,i

N,A
M

ZA riA
–1  +  ,j>i

N
rij

–1

donde ZA es el número atómico del núcleo A, y el valor esperado de este operador sobre

cualquier función de onda N-electrónica será

E  =  (–1/2) ( {-'2 P(r'; r)}r'=r dr – ,A
M

ZA ( r1A
–1 )(r1) dr1 + (1/2) ( r12

–1 )(r1, r2) dr1 dr2

Observemos que este resultado es independiente del tipo de función N-electrónica utilizado, la

cual puede llegar a ser extremadamente compleja si se pretende describir con precisión el siste-

ma. Cabe destacar también que, de los tres términos en que aparece desglosada la energía elec-

trónica, los dos últimos coinciden, respectivamente, con la energía clásica de atracción electros-

tática entre la distribución continua de carga )(r) y los núcleos, y con la repulsión electrostática
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Example:
The expected value of the non-relativistic electronic hamiltonian of 
a molecule with M nuclei and N electrons:

can be cast into the form:

Much less information than Ψ(1, 2, … N) is needed!!!

Total non-relativistic 
electronic energy
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Discrete representations of 
reduced density operators

Juan Carlos Paniagua

clásica promediada entre dos electrones cuya distribución espacial de probabilidades viene dada

por la función de correlación de par !(r1, r2).

Es posible definir matrices de densidad reducidas de órdenes cualesquiera entre 1 y N pero,

dado que los observables que nos interesan constan únicamente de términos mono- y bi-

electrónicos, no necesitaremos matrices de orden superior a 2. Esto tiene una notable impli-

cación: aunque la función de onda de un sistema con más de dos electrones contiene más

información que las matrices de densidad reducidas de orden 1 y 2, el exceso de información

nos es irrelevante, y sería de gran interés poder obtener aquellas matrices sin pasar por el cáculo

previo de la función de onda. La economía de esfuerzo que esto podría suponer deriva del hecho

de que la función de onda depende de 4N variables, en tanto que la matriz de densidad de orden

2 (a partir de la cual se obtiene fácilmente la de orden 1, tal como se indica en el ejercicio 3.4)

depende de 16 variables, independientemente del número de electrones que posea el sistema,

cifra que se reduce a 6 si no estamos interesados en observables que dependan del spin. Por

desgracia, no se conocen condiciones necesarias y suficientes que determinen dicha matriz salvo

en casos de limitado interés, como es el de una función de onda monodeterminantal, cuyas

matrices de densidad reducidas contienen la misma información que la función de onda. En

efecto, se puede demostrar que, en este caso, la matriz de primer orden determina las de orden

superior (en el ejercicio 3.5 se obtendrá la de orden 2 a partir de la de primer orden), lo cual

concuerda con el carácter de partículas independientes de la función utilizada. No obstante, se

sigue trabajando en el desarrollo de métodos para la obtención directa de la matriz de densidad

de orden 2, los cuales podrían representar un importante salto cualitativo en la aplicabilidad de la

química cuántica al estudio de sistemas con muchos electrones.

3.3 Matrices de densidad reducidas de sistemas polielectrónicos

en bases discretas

Aunque la química cuántica se desarrolla habitualmente en la representación de posiciones, la

mayor parte de los programas de cálculo recurren a un conjunto finito de funciones mono-

electrónicas para expresar los spin-orbitales, lo que equivale a utilizar una base discreta

truncada. La conexión entre las representaciones discreta y continua de los operadores de

densidad reducidos se obtiene de forma inmediata con la ayuda de las oportunas resoluciones de

la identidad. Así, la representación de la matriz de densidad de primer orden* en la base de spin-

orbitales {… "i …} será

* En adelante omitiremos el calificativo "reducidas" para referirnos a las representaciones de los operadores # , $ y

P cuando ello no induzca a confusión.
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!!!!!""ij =  ##"i | ! | "j $

=  %##"i&x#$###x&!#x' $###x'&"j#$ dx dx'

=  % "i
*(x) !(x; x') "j(x') dx dx'

y, si el conjunto {… "i …} es ortonormal y completo, podemos escribir también:

!(x; x' ) =  ##x&!#x'$

=  'ij ##x&"i#$###"i&!#"j $###"j&x'# $

=  """"(x) !!!!"####""""
†(x') .

Con la matriz de segundo orden podemos proceder de forma análoga:

!((((""ij, kl =  ##"i "j $#(#"k "l $

=  % "i
*(x1) "j

*(x2) ((x1, x2; x1', x2') "k(x1') "l(x2') dx1 dx2 dx1' dx2' 

y

((x1, x2; x1 ', x2')  =  ' ijkl "i(x1) "j(x2) !((((""ij, kl "k
*(x1') " l

*(x2') 

Las expresiones, en función de estas matrices, de los valores esperados de observables de

los tipos F y G definidos en la sección anterior será

#F$ =  Tr (f !!!!")

=  'ij fij !!!!!""ji
#G$ =  (1/2) Tr (g ((((")

=  ' ijkl gij, kl !((((""kl, ij 

donde

gij, kl  =  ##"i "j $#g#"k "l $ .

3.3.1 Funciones de onda multideterminantales

Un tipo muy general de función de onda polielectrónica es

) = 'I CI )I  ,

donde cada )I es un determinante de Slater construido a partir de un conjunto ortonormal de

spin-orbitales {… "i …} y supondremos que ) está normalizada. Los elementos de la corres-

pondiente matriz de densidad de primer orden expresada en la base {… "i …} guardan una

relación sencilla con los coeficientes CI. En efecto,

!!!!!""ij = % "i
*(x1) !(x1; x1') " j(x1') dx1 dx1 '

=  N % "i
*(x1) )(x1, x2 … xN) )

*
(x1', x2 … xN) "j(x1') dx1 dx1' dx2 … dxN

=  N 'I 'J CI CJ
* (N!)–1 %
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• Continuous reduced density matrices are useful for theoretical develop-
ments (they are exact representations of the corresponding operators).

• Discrete representations are useful for computational purposes (the 
fidelity of the representation depends on the degree of completeness of 
the chosen basis set).
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El escenario de la química cuántica

!!!!!""ij =  ##"i | ! | "j $

=  %##"i&x#$###x&!#x' $###x'&"j#$ dx dx'

=  % "i
*(x) !(x; x') "j(x') dx dx'

y, si el conjunto {… "i …} es ortonormal y completo, podemos escribir también:

!(x; x' ) =  ##x&!#x'$

=  'ij ##x&"i#$###"i&!#"j $###"j&x'# $

=  """"(x) !!!!"####""""
†(x') .

Con la matriz de segundo orden podemos proceder de forma análoga:

!((((""ij, kl =  ##"i "j $#(#"k "l $

=  % "i
*(x1) "j

*(x2) ((x1, x2; x1', x2') "k(x1') "l(x2') dx1 dx2 dx1' dx2' 

y

((x1, x2; x1 ', x2')  =  ' ijkl "i(x1) "j(x2) !((((""ij, kl "k
*(x1') " l

*(x2') 

Las expresiones, en función de estas matrices, de los valores esperados de observables de

los tipos F y G definidos en la sección anterior será

#F$ =  Tr (f !!!!")

=  'ij fij !!!!!""ji
#G$ =  (1/2) Tr (g ((((")

=  ' ijkl gij, kl !((((""kl, ij 

donde

gij, kl  =  ##"i "j $#g#"k "l $ .

3.3.1 Funciones de onda multideterminantales

Un tipo muy general de función de onda polielectrónica es

) = 'I CI )I  ,

donde cada )I es un determinante de Slater construido a partir de un conjunto ortonormal de

spin-orbitales {… "i …} y supondremos que ) está normalizada. Los elementos de la corres-

pondiente matriz de densidad de primer orden expresada en la base {… "i …} guardan una

relación sencilla con los coeficientes CI. En efecto,

!!!!!""ij = % "i
*(x1) !(x1; x1') " j(x1') dx1 dx1 '

=  N % "i
*(x1) )(x1, x2 … xN) )

*
(x1', x2 … xN) "j(x1') dx1 dx1' dx2 … dxN

=  N 'I 'J CI CJ
* (N!)–1 %

55

23

=
�
 1(~x) · · ·  i(~x) · · ·

�

0

BB@

�11 · · · �1j · · ·
· · · · · · · · · · · ·
�i1 · · · �ij · · ·
· · · · · · · · · · · ·

1

CCA

0

BB@

 

⇤
1(~x

0)
· · ·

 

⇤
j (~x

0)
· · ·

1

CCA



Lesson 3

Juan C. Paniagua - Departament de Ciència de Materials i Química Física & Institut de Química Teòrica i Computacional (IQTC-UB) - Universitat de Barcelona - 2007-2018

El escenario de la química cuántica

!!!!!""ij =  ##"i | ! | "j $

=  %##"i&x#$###x&!#x' $###x'&"j#$ dx dx'

=  % "i
*(x) !(x; x') "j(x') dx dx'

y, si el conjunto {… "i …} es ortonormal y completo, podemos escribir también:

!(x; x' ) =  ##x&!#x'$

=  'ij ##x&"i#$###"i&!#"j $###"j&x'# $

=  """"(x) !!!!"####""""
†(x') .

Con la matriz de segundo orden podemos proceder de forma análoga:

!((((""ij, kl =  ##"i "j $#(#"k "l $

=  % "i
*(x1) "j

*(x2) ((x1, x2; x1', x2') "k(x1') "l(x2') dx1 dx2 dx1' dx2' 

y

((x1, x2; x1 ', x2')  =  ' ijkl "i(x1) "j(x2) !((((""ij, kl "k
*(x1') " l

*(x2') 

Las expresiones, en función de estas matrices, de los valores esperados de observables de

los tipos F y G definidos en la sección anterior será

#F$ =  Tr (f !!!!")

=  'ij fij !!!!!""ji
#G$ =  (1/2) Tr (g ((((")

=  ' ijkl gij, kl !((((""kl, ij 

donde

gij, kl  =  ##"i "j $#g#"k "l $ .

3.3.1 Funciones de onda multideterminantales

Un tipo muy general de función de onda polielectrónica es

) = 'I CI )I  ,

donde cada )I es un determinante de Slater construido a partir de un conjunto ortonormal de

spin-orbitales {… "i …} y supondremos que ) está normalizada. Los elementos de la corres-

pondiente matriz de densidad de primer orden expresada en la base {… "i …} guardan una

relación sencilla con los coeficientes CI. En efecto,

!!!!!""ij = % "i
*(x1) !(x1; x1') " j(x1') dx1 dx1 '

=  N % "i
*(x1) )(x1, x2 … xN) )

*
(x1', x2 … xN) "j(x1') dx1 dx1' dx2 … dxN

=  N 'I 'J CI CJ
* (N!)–1 %

55

El escenario de la química cuántica

!!!!!""ij =  ##"i | ! | "j $

=  %##"i&x#$###x&!#x' $###x'&"j#$ dx dx'

=  % "i
*(x) !(x; x') "j(x') dx dx'

y, si el conjunto {… "i …} es ortonormal y completo, podemos escribir también:

!(x; x' ) =  ##x&!#x'$

=  'ij ##x&"i#$###"i&!#"j $###"j&x'# $

=  """"(x) !!!!"####""""
†(x') .

Con la matriz de segundo orden podemos proceder de forma análoga:

!((((""ij, kl =  ##"i "j $#(#"k "l $

=  % "i
*(x1) "j

*(x2) ((x1, x2; x1', x2') "k(x1') "l(x2') dx1 dx2 dx1' dx2' 

y

((x1, x2; x1 ', x2')  =  ' ijkl "i(x1) "j(x2) !((((""ij, kl "k
*(x1') " l

*(x2') 

Las expresiones, en función de estas matrices, de los valores esperados de observables de

los tipos F y G definidos en la sección anterior será

#F$ =  Tr (f !!!!")

=  'ij fij !!!!!""ji
#G$ =  (1/2) Tr (g ((((")

=  ' ijkl gij, kl !((((""kl, ij 

donde

gij, kl  =  ##"i "j $#g#"k "l $ .

3.3.1 Funciones de onda multideterminantales

Un tipo muy general de función de onda polielectrónica es

) = 'I CI )I  ,

donde cada )I es un determinante de Slater construido a partir de un conjunto ortonormal de

spin-orbitales {… "i …} y supondremos que ) está normalizada. Los elementos de la corres-

pondiente matriz de densidad de primer orden expresada en la base {… "i …} guardan una

relación sencilla con los coeficientes CI. En efecto,

!!!!!""ij = % "i
*(x1) !(x1; x1') " j(x1') dx1 dx1 '

=  N % "i
*(x1) )(x1, x2 … xN) )

*
(x1', x2 … xN) "j(x1') dx1 dx1' dx2 … dxN

=  N 'I 'J CI CJ
* (N!)–1 %

55

where

Expected values in terms of 
discrete reduced density matrices
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The eigenvectors of    :                             are called natural spin-orbitals.

Spectral decomposition of    :

⇒ ni/N represents the probability that one particular electron is in the 
pure state ηi , and ni is the probability that any electron is in ηi, that is, 
the occupation number of ηi. 
• Mixed state: the 1-e– state is not completely determined because of 
the (averaged) influences of the other e–s (exact ≠ HF approx.).
• Fastest convergence of CI.
• Singlet diradicals in multiconfig. wf (spin-density = 0 everywhere).

Natural spin-orbitals

25

b�

b� b� ⇥i = ni ⇥i

b� =
X

i

ni |⇥i⇥ �⇥i|

b⇤1 =
b�
N

=
X

i

ni

N
|⇥i⇥ �⇥i|
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2nd quantized form

26

Exercise 3.4

a) Show that, if �r and �s are orthonormal spin-orbitals, then |�ri h�s| = bar† bas
(restricted to H1).

b) Show that the second quantized form of b� in an arbitrary

orthonormal spin-orbital basis set is

b� =

X

rs

�rs bar† bas

and, for the natural spin-orbital basis,

b� =

X

i

ni bai† bai =
X

i

ni bni
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Solution of the exercise 3.4


