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Representation of a vector 
in a discrete basis set

Examples: 
• Any state of a spin-less particle can be expanded in terms of the eigenvectors 
of a 3D harmonic oscillator hamiltonian:

• Exercise 1.8: ψ1s± = (ψ1sα ± ψ1sβ)/√2

Let {φ1, … φi, …} be a discrete basis of a Hilbert space. Any vector 
Ψ of the space can be expanded in that basis as

The column matrix c represents vector Ψ in the basis φ.
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Scalar product in matrix notation
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• If {ψ1, … ψi, …} is orthonormal then S = 1 and 
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Representation of an operator 
in a discrete basis set

El escenario de la química cuántica

2. REPRESENTACIONES

2.0 Introducción

De la misma forma que, para identificar un vector de R 3, hemos de referirnos a un sistema de

coordenadas, como puede ser el asociado a la base ortonormal {i, j, k}, deberemos recurrir

también a una base para representar los vectores del espacio de Hilbert asociado a un sistema

cuántico. La forma habitual de llevar a cabo esta representación consiste en elegir como base

ortonormal las funciones propias de un CCOC que incluya observables significativos de cara al

tipo de estudio que vayamos a realizar; por ejemplo, una base adecuada para representar los

estados de un átomo de hidrógeno de cara a analizar su espectro será la formada por los vectores

propios del CCOC {H, l2, lz y sz} (suponemos que los efectos relativivtas no son relevantes),

ya que estos vectores representan estados en los que está bien definida la energía, que es la

propiedad a medir, y los observables que determinan las reglas de selección. La expresión de un

estado puro cualquiera en dicha base será:

!  =  "nlmms
 cnlmms

 #nlmms

con  cnlmms
 =  $!#nlmms

!"!!!%

y la representación del estado en la base será el conjunto de coeficientes  {…, cnlmms
, …} , que

puede agruparse en una matriz columna c tal como suele hacerse con las componentes {Vx, Vy,

Vz} de un vector de R 3 en una base cartesiana.

2.1 Bases discretas

Dada una base discreta, no necesariamente ortonormal,  {#1, …, #i, …}  del espacio de

Hilbert, cualquier vector ! de este espacio se representa en aquella mediante una matriz

columna c cuyos elementos ci son los coeficientes que expresan el vector como combinación

lineal de los elementos de la base. Agrupando los elementos de ésta en una matriz fila:

#### & (#1, …, #i, …) ,

podemos escribir

!  = #### c .

Un operador A queda determinado sabiendo como actúa sobre los elementos de la base:

A #i  =  "j #j Aji ,     i = 1, 2, … ,

ya que, para cualquier vector ! del espacio,

A ! #!!A "i #i ci  =  "ij #j Aji ci .
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The square matrix     represents the operator Â in the basis ψ.

Juan Carlos Paniagua

Esta información puede expresarse en forma de matriz cuadrada AAAA con  (AAAA)ji = Aji :

 A !!!!  =  !!!! AAAA   ,

donde  A (!1, …, !i, …) " (A!1, …, A!i, …) , y

A # !""A !!!! c

=  !!!! AAAA c .

Nos referiremos a la matriz AAAA como representación del operador A en la base  {!1, …, ! i,

…}.

Si la base es ortonormal, los elementos de AAAA se calculan fácilmente multiplicando escalar-

mente la primera de estas ecuaciones por cada elemento de la base:

$"!j"#"A !i % = Aji .

En cambio, si no lo es, la relación entre estos productos escalares, que designaremos con la

notación Aji, y la matriz AAAA pasa a ser

Aji "  $"!j"#"A !i %

=  &k $"!j"#"!k % Aki

o, introduciendo la matriz de recubrimientos S de elementos  Sjk ""$"!j"#"!k % ,

A  =  S AAAA  .

Nos referiremos a la matriz A como representación según el producto escalar del operador A en

la base  {!1, …, !i, …} .

Se comprueba fácilmene que las matrices AAAA, BBBB, CCCC,… que representan los operadores A. B, C,

… en una base se multiplican de la misma forma que éstos independientemente de que sea o no

ortonormal la base, cosa que no ocurre con las representaciones según el producto escalar

(ejercicio 2.1 b)). En este sentido, las primeras matrices son las auténticas representaciones de

los correspondientes operadores, aunque las segundas juegan un papel muy destacado en la

química cuántica.

Una consecuencia inmediata de lo anterior es que, si  B = A–1 ,  BBBB  = AAAA–1  pero, en general,

B ' A–1  e, incluso  A B ' B A . Sin embargo, si  B = A† ,  B = A† " (At)* (matriz adjunta

de A), pero, en general,  BBBB ' AAAA† (ejercicio 2.1 c)). En particular, la representación según el

producto escalar de un operador autoadjunto en una base no ortonormal es una matriz hermítica

(que coincide con su adjunta).

Observemos que la representación según el producto escalar del operador identidad es la

matriz de recubrimientos de la base

(1)ij  =  $"!i #"1"!j %  =  Sij 

y se designará siempre como S, reservando la notación 1 para la matriz identidad (que es la

auténtica representación del operador identidad).
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Any operator    can be specified by giving its effect on the basis vectors:
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Esta información puede expresarse en forma de matriz cuadrada AAAA con  (AAAA)ji = Aji :

 A !!!!  =  !!!! AAAA   ,

donde  A (!1, …, !i, …) " (A!1, …, A!i, …) , y

A # !""A !!!! c

=  !!!! AAAA c .

Nos referiremos a la matriz AAAA como representación del operador A en la base  {!1, …, ! i,

…}.

Si la base es ortonormal, los elementos de AAAA se calculan fácilmente multiplicando escalar-

mente la primera de estas ecuaciones por cada elemento de la base:

$"!j"#"A !i % = Aji .

En cambio, si no lo es, la relación entre estos productos escalares, que designaremos con la

notación Aji, y la matriz AAAA pasa a ser

Aji "  $"!j"#"A !i %

=  &k $"!j"#"!k % Aki

o, introduciendo la matriz de recubrimientos S de elementos  Sjk ""$"!j"#"!k % ,

A  =  S AAAA  .

Nos referiremos a la matriz A como representación según el producto escalar del operador A en

la base  {!1, …, !i, …} .

Se comprueba fácilmene que las matrices AAAA, BBBB, CCCC,… que representan los operadores A. B, C,

… en una base se multiplican de la misma forma que éstos independientemente de que sea o no

ortonormal la base, cosa que no ocurre con las representaciones según el producto escalar

(ejercicio 2.1 b)). En este sentido, las primeras matrices son las auténticas representaciones de

los correspondientes operadores, aunque las segundas juegan un papel muy destacado en la

química cuántica.

Una consecuencia inmediata de lo anterior es que, si  B = A–1 ,  BBBB  = AAAA–1  pero, en general,

B ' A–1  e, incluso  A B ' B A . Sin embargo, si  B = A† ,  B = A† " (At)* (matriz adjunta

de A), pero, en general,  BBBB ' AAAA† (ejercicio 2.1 c)). En particular, la representación según el

producto escalar de un operador autoadjunto en una base no ortonormal es una matriz hermítica

(que coincide con su adjunta).

Observemos que la representación según el producto escalar del operador identidad es la

matriz de recubrimientos de la base

(1)ij  =  $"!i #"1"!j %  =  Sij 

y se designará siempre como S, reservando la notación 1 para la matriz identidad (que es la

auténtica representación del operador identidad).
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Esta información puede expresarse en forma de matriz cuadrada AAAA con  (AAAA)ji = Aji :

 A !!!!  =  !!!! AAAA   ,

donde  A (!1, …, !i, …) " (A!1, …, A!i, …) , y

A # !""A !!!! c

=  !!!! AAAA c .

Nos referiremos a la matriz AAAA como representación del operador A en la base  {!1, …, ! i,

…}.

Si la base es ortonormal, los elementos de AAAA se calculan fácilmente multiplicando escalar-

mente la primera de estas ecuaciones por cada elemento de la base:

$"!j"#"A !i % = Aji .

En cambio, si no lo es, la relación entre estos productos escalares, que designaremos con la

notación Aji, y la matriz AAAA pasa a ser

Aji "  $"!j"#"A !i %

=  &k $"!j"#"!k % Aki

o, introduciendo la matriz de recubrimientos S de elementos  Sjk ""$"!j"#"!k % ,

A  =  S AAAA  .

Nos referiremos a la matriz A como representación según el producto escalar del operador A en

la base  {!1, …, !i, …} .

Se comprueba fácilmene que las matrices AAAA, BBBB, CCCC,… que representan los operadores A. B, C,

… en una base se multiplican de la misma forma que éstos independientemente de que sea o no

ortonormal la base, cosa que no ocurre con las representaciones según el producto escalar

(ejercicio 2.1 b)). En este sentido, las primeras matrices son las auténticas representaciones de

los correspondientes operadores, aunque las segundas juegan un papel muy destacado en la

química cuántica.

Una consecuencia inmediata de lo anterior es que, si  B = A–1 ,  BBBB  = AAAA–1  pero, en general,

B ' A–1  e, incluso  A B ' B A . Sin embargo, si  B = A† ,  B = A† " (At)* (matriz adjunta

de A), pero, en general,  BBBB ' AAAA† (ejercicio 2.1 c)). En particular, la representación según el

producto escalar de un operador autoadjunto en una base no ortonormal es una matriz hermítica

(que coincide con su adjunta).

Observemos que la representación según el producto escalar del operador identidad es la

matriz de recubrimientos de la base

(1)ij  =  $"!i #"1"!j %  =  Sij 

y se designará siempre como S, reservando la notación 1 para la matriz identidad (que es la

auténtica representación del operador identidad).
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El escenario de la química cuántica

2. REPRESENTACIONES

2.0 Introducción

De la misma forma que, para identificar un vector de R 3, hemos de referirnos a un sistema de

coordenadas, como puede ser el asociado a la base ortonormal {i, j, k}, deberemos recurrir

también a una base para representar los vectores del espacio de Hilbert asociado a un sistema

cuántico. La forma habitual de llevar a cabo esta representación consiste en elegir como base

ortonormal las funciones propias de un CCOC que incluya observables significativos de cara al

tipo de estudio que vayamos a realizar; por ejemplo, una base adecuada para representar los

estados de un átomo de hidrógeno de cara a analizar su espectro será la formada por los vectores

propios del CCOC {H, l2, lz y sz} (suponemos que los efectos relativivtas no son relevantes),

ya que estos vectores representan estados en los que está bien definida la energía, que es la

propiedad a medir, y los observables que determinan las reglas de selección. La expresión de un

estado puro cualquiera en dicha base será:

!  =  "nlmms
 cnlmms

 #nlmms

con  cnlmms
 =  $!#nlmms

!"!!!%

y la representación del estado en la base será el conjunto de coeficientes  {…, cnlmms
, …} , que

puede agruparse en una matriz columna c tal como suele hacerse con las componentes {Vx, Vy,

Vz} de un vector de R 3 en una base cartesiana.

2.1 Bases discretas

Dada una base discreta, no necesariamente ortonormal,  {#1, …, #i, …}  del espacio de

Hilbert, cualquier vector ! de este espacio se representa en aquella mediante una matriz

columna c cuyos elementos ci son los coeficientes que expresan el vector como combinación

lineal de los elementos de la base. Agrupando los elementos de ésta en una matriz fila:

#### & (#1, …, #i, …) ,

podemos escribir

!  = #### c .

Un operador A queda determinado sabiendo como actúa sobre los elementos de la base:

A #i  =  "j #j Aji ,     i = 1, 2, … ,

ya que, para cualquier vector ! del espacio,

A ! #!!A "i #i ci  =  "ij #j Aji ci .

31

provides the effect of the operator Â on any vector:
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Esta información puede expresarse en forma de matriz cuadrada AAAA con  (AAAA)ji = Aji :

 A !!!!  =  !!!! AAAA   ,

donde  A (!1, …, !i, …) " (A!1, …, A!i, …) , y

A # !""A !!!! c

=  !!!! AAAA c .

Nos referiremos a la matriz AAAA como representación del operador A en la base  {!1, …, ! i,

…}.

Si la base es ortonormal, los elementos de AAAA se calculan fácilmente multiplicando escalar-

mente la primera de estas ecuaciones por cada elemento de la base:

$"!j"#"A !i % = Aji .

En cambio, si no lo es, la relación entre estos productos escalares, que designaremos con la

notación Aji, y la matriz AAAA pasa a ser

Aji "  $"!j"#"A !i %

=  &k $"!j"#"!k % Aki

o, introduciendo la matriz de recubrimientos S de elementos  Sjk ""$"!j"#"!k % ,

A  =  S AAAA  .

Nos referiremos a la matriz A como representación según el producto escalar del operador A en

la base  {!1, …, !i, …} .

Se comprueba fácilmene que las matrices AAAA, BBBB, CCCC,… que representan los operadores A. B, C,

… en una base se multiplican de la misma forma que éstos independientemente de que sea o no

ortonormal la base, cosa que no ocurre con las representaciones según el producto escalar

(ejercicio 2.1 b)). En este sentido, las primeras matrices son las auténticas representaciones de

los correspondientes operadores, aunque las segundas juegan un papel muy destacado en la

química cuántica.

Una consecuencia inmediata de lo anterior es que, si  B = A–1 ,  BBBB  = AAAA–1  pero, en general,

B ' A–1  e, incluso  A B ' B A . Sin embargo, si  B = A† ,  B = A† " (At)* (matriz adjunta

de A), pero, en general,  BBBB ' AAAA† (ejercicio 2.1 c)). En particular, la representación según el

producto escalar de un operador autoadjunto en una base no ortonormal es una matriz hermítica

(que coincide con su adjunta).

Observemos que la representación según el producto escalar del operador identidad es la

matriz de recubrimientos de la base

(1)ij  =  $"!i #"1"!j %  =  Sij 

y se designará siempre como S, reservando la notación 1 para la matriz identidad (que es la

auténtica representación del operador identidad).
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Esta información puede expresarse en forma de matriz cuadrada AAAA con  (AAAA)ji = Aji :

 A !!!!  =  !!!! AAAA   ,

donde  A (!1, …, !i, …) " (A!1, …, A!i, …) , y

A # !""A !!!! c

=  !!!! AAAA c .

Nos referiremos a la matriz AAAA como representación del operador A en la base  {!1, …, ! i,

…}.

Si la base es ortonormal, los elementos de AAAA se calculan fácilmente multiplicando escalar-

mente la primera de estas ecuaciones por cada elemento de la base:

$"!j"#"A !i % = Aji .

En cambio, si no lo es, la relación entre estos productos escalares, que designaremos con la

notación Aji, y la matriz AAAA pasa a ser

Aji "  $"!j"#"A !i %

=  &k $"!j"#"!k % Aki

o, introduciendo la matriz de recubrimientos S de elementos  Sjk ""$"!j"#"!k % ,

A  =  S AAAA  .

Nos referiremos a la matriz A como representación según el producto escalar del operador A en

la base  {!1, …, !i, …} .

Se comprueba fácilmene que las matrices AAAA, BBBB, CCCC,… que representan los operadores A. B, C,

… en una base se multiplican de la misma forma que éstos independientemente de que sea o no

ortonormal la base, cosa que no ocurre con las representaciones según el producto escalar

(ejercicio 2.1 b)). En este sentido, las primeras matrices son las auténticas representaciones de

los correspondientes operadores, aunque las segundas juegan un papel muy destacado en la

química cuántica.

Una consecuencia inmediata de lo anterior es que, si  B = A–1 ,  BBBB  = AAAA–1  pero, en general,

B ' A–1  e, incluso  A B ' B A . Sin embargo, si  B = A† ,  B = A† " (At)* (matriz adjunta

de A), pero, en general,  BBBB ' AAAA† (ejercicio 2.1 c)). En particular, la representación según el

producto escalar de un operador autoadjunto en una base no ortonormal es una matriz hermítica

(que coincide con su adjunta).

Observemos que la representación según el producto escalar del operador identidad es la

matriz de recubrimientos de la base

(1)ij  =  $"!i #"1"!j %  =  Sij 

y se designará siempre como S, reservando la notación 1 para la matriz identidad (que es la

auténtica representación del operador identidad).
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Representation of an operator 
in a discrete basis set

or, in matrix notation:
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Esta información puede expresarse en forma de matriz cuadrada AAAA con  (AAAA)ji = Aji :

 A !!!!  =  !!!! AAAA   ,

donde  A (!1, …, !i, …) " (A!1, …, A!i, …) , y

A # !""A !!!! c

=  !!!! AAAA c .

Nos referiremos a la matriz AAAA como representación del operador A en la base  {!1, …, ! i,

…}.

Si la base es ortonormal, los elementos de AAAA se calculan fácilmente multiplicando escalar-

mente la primera de estas ecuaciones por cada elemento de la base:

$"!j"#"A !i % = Aji .

En cambio, si no lo es, la relación entre estos productos escalares, que designaremos con la

notación Aji, y la matriz AAAA pasa a ser

Aji "  $"!j"#"A !i %

=  &k $"!j"#"!k % Aki

o, introduciendo la matriz de recubrimientos S de elementos  Sjk ""$"!j"#"!k % ,

A  =  S AAAA  .

Nos referiremos a la matriz A como representación según el producto escalar del operador A en

la base  {!1, …, !i, …} .

Se comprueba fácilmene que las matrices AAAA, BBBB, CCCC,… que representan los operadores A. B, C,

… en una base se multiplican de la misma forma que éstos independientemente de que sea o no

ortonormal la base, cosa que no ocurre con las representaciones según el producto escalar

(ejercicio 2.1 b)). En este sentido, las primeras matrices son las auténticas representaciones de

los correspondientes operadores, aunque las segundas juegan un papel muy destacado en la

química cuántica.

Una consecuencia inmediata de lo anterior es que, si  B = A–1 ,  BBBB  = AAAA–1  pero, en general,

B ' A–1  e, incluso  A B ' B A . Sin embargo, si  B = A† ,  B = A† " (At)* (matriz adjunta

de A), pero, en general,  BBBB ' AAAA† (ejercicio 2.1 c)). En particular, la representación según el

producto escalar de un operador autoadjunto en una base no ortonormal es una matriz hermítica

(que coincide con su adjunta).

Observemos que la representación según el producto escalar del operador identidad es la

matriz de recubrimientos de la base

(1)ij  =  $"!i #"1"!j %  =  Sij 

y se designará siempre como S, reservando la notación 1 para la matriz identidad (que es la

auténtica representación del operador identidad).
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Scalar-product representation (A) of Â on the basis ψ:

Scalar-product representation
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Esta información puede expresarse en forma de matriz cuadrada AAAA con  (AAAA)ji = Aji :

 A !!!!  =  !!!! AAAA   ,

donde  A (!1, …, !i, …) " (A!1, …, A!i, …) , y

A # !""A !!!! c

=  !!!! AAAA c .

Nos referiremos a la matriz AAAA como representación del operador A en la base  {!1, …, ! i,

…}.

Si la base es ortonormal, los elementos de AAAA se calculan fácilmente multiplicando escalar-

mente la primera de estas ecuaciones por cada elemento de la base:

$"!j"#"A !i % = Aji .

En cambio, si no lo es, la relación entre estos productos escalares, que designaremos con la

notación Aji, y la matriz AAAA pasa a ser

Aji "  $"!j"#"A !i %

=  &k $"!j"#"!k % Aki

o, introduciendo la matriz de recubrimientos S de elementos  Sjk ""$"!j"#"!k % ,

A  =  S AAAA  .

Nos referiremos a la matriz A como representación según el producto escalar del operador A en

la base  {!1, …, !i, …} .

Se comprueba fácilmene que las matrices AAAA, BBBB, CCCC,… que representan los operadores A. B, C,

… en una base se multiplican de la misma forma que éstos independientemente de que sea o no

ortonormal la base, cosa que no ocurre con las representaciones según el producto escalar

(ejercicio 2.1 b)). En este sentido, las primeras matrices son las auténticas representaciones de

los correspondientes operadores, aunque las segundas juegan un papel muy destacado en la

química cuántica.

Una consecuencia inmediata de lo anterior es que, si  B = A–1 ,  BBBB  = AAAA–1  pero, en general,

B ' A–1  e, incluso  A B ' B A . Sin embargo, si  B = A† ,  B = A† " (At)* (matriz adjunta

de A), pero, en general,  BBBB ' AAAA† (ejercicio 2.1 c)). En particular, la representación según el

producto escalar de un operador autoadjunto en una base no ortonormal es una matriz hermítica

(que coincide con su adjunta).

Observemos que la representación según el producto escalar del operador identidad es la

matriz de recubrimientos de la base

(1)ij  =  $"!i #"1"!j %  =  Sij 

y se designará siempre como S, reservando la notación 1 para la matriz identidad (que es la

auténtica representación del operador identidad).
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Esta información puede expresarse en forma de matriz cuadrada AAAA con  (AAAA)ji = Aji :

 A !!!!  =  !!!! AAAA   ,

donde  A (!1, …, !i, …) " (A!1, …, A!i, …) , y

A # !""A !!!! c

=  !!!! AAAA c .

Nos referiremos a la matriz AAAA como representación del operador A en la base  {!1, …, ! i,

…}.

Si la base es ortonormal, los elementos de AAAA se calculan fácilmente multiplicando escalar-

mente la primera de estas ecuaciones por cada elemento de la base:

$"!j"#"A !i % = Aji .

En cambio, si no lo es, la relación entre estos productos escalares, que designaremos con la

notación Aji, y la matriz AAAA pasa a ser

Aji "  $"!j"#"A !i %

=  &k $"!j"#"!k % Aki

o, introduciendo la matriz de recubrimientos S de elementos  Sjk ""$"!j"#"!k % ,

A  =  S AAAA  .

Nos referiremos a la matriz A como representación según el producto escalar del operador A en

la base  {!1, …, !i, …} .

Se comprueba fácilmene que las matrices AAAA, BBBB, CCCC,… que representan los operadores A. B, C,

… en una base se multiplican de la misma forma que éstos independientemente de que sea o no
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• If the basis set is orthonormal (S = 1) both representations coincide.

TRUE representation

• Previous slide: h | bA i = c†SAc = c†Ac
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Definitions:  
Adjoint matrix of A:    A† = (At)* = (A*)t,    so that    (A†)ij = Aji*

A is hermitian  ⇔  A† = A,    so that    Aij = Aji*

A is unitary  ⇔  A† = A–1

A real and hermitian  ⇔  A symmetric (At = A  or  Aij = Aji)
A real and unitary  ⇔  A orthogonal (At = A–1)

Exercise 2.2 Prove the following statements.
a) If ∑k ck ψk is the expression of a vector Ψ in a non-orthonormal basis 
set ψ, then 
b) If                                  but, in general, AB ≠ C.
c) For any 2 matrices A and B such that the number of columns of A 
coincides with the number of rows of B, (AB)† = B† A†.
d) If                                but, in general, 
e) The scalar-product representation of an hermitian operator is an 
hermitian matrix.
f) The columns of a unitary matrix can be considered “orthonormal” in 
the sense that  ∑k Aki* Akj = δij

El escenario de la química cuántica

Ejercicio 2.1. a) Demuestra que, si  !!"!"""" c  donde """" es una base no necesariamente ortonor-

mal,

#!"k!#!!!$  =  (S c)k .

b) Comprueba que, si  AB = C ,  AAAA    BBBB = CCCC , pero, en general,  AB % C .

c) Comprueba que, si  B = A† ,  B = A†  pero, en general,  BBBB % AAAA† .

d) Demuestra que

A  =  &ijk #!"i $ Aij (S
–1)jk #!"k!# ,

donde AAAA es la representación de A en la base discreta """" . Indica la forma que tomará el 

desarrollo anterior cuando la base es ortonormal y cuando, además, sus vectores son propios

del operador A. Utiliza la expresión anterior para obtener la resolución de la identidad en una 

base discreta no ortonormal:

1  =  &ij #!"i $ (S
–1)ij #!"j!# .

e) Comprueba que (AB)† = B†A†

2.1.1 Cambios de base

Un cambio de base  {… "i …}  '  {… "'r …}  puede caracterizarse mediante la matriz

cuadrada L definida mediante

"'r  =  &i "i Lir

ó

"""" '  =  """" L

y afecta de la siguiente forma a las representaciones matriciales de los vectores:

!  =  """" c  =  """" ' c'  =  """" L c'

de donde

""""(c – L c')  =  0

y, como los elementos de """" son linealmente independientes,

c  =  L c'

y, si la matriz L tiene inversa (lo que sucederá siempre que ambas bases definan el mismo

espacio),

c'  =  L–1 c .

Análogamente, dado un operador A,

A """"  =  """" AAAA

y
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• The scalar-product matrix representation of              in any orthonormal 
basis set containing ϕr is readily seen to be

• More generally, the scalar-product matrix representation of              in 
any orthonormal basis set containing ϕr and ϕs is

0

BBBB@

0 · · · 0 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 1 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 · · · 0

1

CCCCA
=

0

BBBB@

0
· · ·
1
· · ·
0

1

CCCCA

�
0 · · · 1 · · · 0

�

Scalar-product matrix 
representation of projectors

11

row r

column r

|�rih�r|

|�rih�s|

0

BBBB@

0 · · · 0 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 1 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 · · · 0

1

CCCCA
=

0

BBBB@

0
· · ·
1
· · ·
0

1

CCCCA

�
0 · · · 1 · · · 0

�
row r

row r

row r

row r
column s

column r

column s
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Operator expansion in an 
orthonormal basis set

• If {ϕr} is a denumerable orthonormal basis set then                        
and

• If {ϕr} are eigenvectors of Â this reduces to the spectral decomposition:

12

b1 =
X

r

|�rih�r|

bA = b1 bA b1 =
X

r

|�rih�r| bA
X

s

|�sih�s|

=
X

rs

|�rih�r| bA |�sih�s| =
X

rs

Ars |�rih�s|

bA�rj = ar�rj with {�r1 · · ·�rdr} orthonormal )

bA =

X

rj

X

sk

ar�rs�jk |�rjih�sk| =
X

r

ar

drX

j

|�rjih�rj | =
X

r

ar bPar
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Changes between discrete basis

El escenario de la química cuántica

Ejercicio 2.1. a) Demuestra que, si  !!"!"""" c  donde """" es una base no necesariamente ortonor-

mal,

#!"k!#!!!$  =  (S c)k .

b) Comprueba que, si  AB = C ,  AAAA    BBBB = CCCC , pero, en general,  AB % C .

c) Comprueba que, si  B = A† ,  B = A†  pero, en general,  BBBB % AAAA† .

d) Demuestra que

A  =  &ijk #!"i $ Aij (S
–1)jk #!"k!# ,

donde AAAA es la representación de A en la base discreta """" . Indica la forma que tomará el 

desarrollo anterior cuando la base es ortonormal y cuando, además, sus vectores son propios

del operador A. Utiliza la expresión anterior para obtener la resolución de la identidad en una 

base discreta no ortonormal:

1  =  &ij #!"i $ (S
–1)ij #!"j!# .

2.1.1 Cambios de base

Un cambio de base  {… "i …}  '  {… "'r …}  puede caracterizarse mediante la matriz

cuadrada L definida mediante

"'r  =  &i "i Lir

ó

"""" '  =  """" L

y afecta de la siguiente forma a las representaciones matriciales de los vectores:

!  =  """" c  =  """" ' c'  =  """" L c'

de donde

""""(c – L c')  =  0

y, como los elementos de """" son linealmente independientes,

c  =  L c'

y, si la matriz L tiene inversa (lo que sucederá siempre que ambas bases definan el mismo

espacio),

c'  =  L–1 c .

Análogamente, dado un operador A,

A """"  =  """" AAAA

y

A """" '  =  """" ' AAAA ' ;
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c) Comprueba que, si  B = A† ,  B = A†  pero, en general,  BBBB % AAAA† .

d) Demuestra que

A  =  &ijk #!"i $ Aij (S
–1)jk #!"k!# ,

donde AAAA es la representación de A en la base discreta """" . Indica la forma que tomará el 

desarrollo anterior cuando la base es ortonormal y cuando, además, sus vectores son propios

del operador A. Utiliza la expresión anterior para obtener la resolución de la identidad en una 

base discreta no ortonormal:

1  =  &ij #!"i $ (S
–1)ij #!"j!# .

2.1.1 Cambios de base

Un cambio de base  {… "i …}  '  {… "'r …}  puede caracterizarse mediante la matriz

cuadrada L definida mediante

"'r  =  &i "i Lir

ó

"""" '  =  """" L

y afecta de la siguiente forma a las representaciones matriciales de los vectores:

!  =  """" c  =  """" ' c'  =  """" L c'

de donde

""""(c – L c')  =  0

y, como los elementos de """" son linealmente independientes,

c  =  L c'

y, si la matriz L tiene inversa (lo que sucederá siempre que ambas bases definan el mismo

espacio),

c'  =  L–1 c .

Análogamente, dado un operador A,

A """"  =  """" AAAA

y

A """" '  =  """" ' AAAA ' ;

33

If the inverse of matrix L exists (which happens whenever the two basis span 
the same space) then:
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Two basis in terms of a 3rd basis
Sometimes we are interested in a change between 2 basis sets ϕ and ϕ’ –say 
2 MO sets– that are, in turn, expressed in a 3rd basis set 𝛘 –say an AO set.

Let’s name C and C’ the matrices expressing the changes from 𝛘 to ϕ and ϕ’:

Then the matrix transforming ϕ into ϕ’ can be readily obtained from C and C’:

� = �C �0 = �C0

�0 = �L ) �C0 = �CL ) �(C0 � CL) = 0

and, since the elements of 𝛘 are linearly independent,

) C0 � CL = 0 ) C0 = CL ) L = C�1C0
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Ejercicio 2.1. a) Demuestra que, si  !!"!"""" c  donde """" es una base no necesariamente ortonor-

mal,

#!"k!#!!!$  =  (S c)k .

b) Comprueba que, si  AB = C ,  AAAA    BBBB = CCCC , pero, en general,  AB % C .

c) Comprueba que, si  B = A† ,  B = A†  pero, en general,  BBBB % AAAA† .

d) Demuestra que

A  =  &ijk #!"i $ Aij (S
–1)jk #!"k!# ,

donde AAAA es la representación de A en la base discreta """" . Indica la forma que tomará el 

desarrollo anterior cuando la base es ortonormal y cuando, además, sus vectores son propios

del operador A. Utiliza la expresión anterior para obtener la resolución de la identidad en una 

base discreta no ortonormal:

1  =  &ij #!"i $ (S
–1)ij #!"j!# .

2.1.1 Cambios de base

Un cambio de base  {… "i …}  '  {… "'r …}  puede caracterizarse mediante la matriz

cuadrada L definida mediante

"'r  =  &i "i Lir

ó

"""" '  =  """" L

y afecta de la siguiente forma a las representaciones matriciales de los vectores:

!  =  """" c  =  """" ' c'  =  """" L c'

de donde

""""(c – L c')  =  0

y, como los elementos de """" son linealmente independientes,

c  =  L c'

y, si la matriz L tiene inversa (lo que sucederá siempre que ambas bases definan el mismo

espacio),

c'  =  L–1 c .

Análogamente, dado un operador A,

A """"  =  """" AAAA

y

A """" '  =  """" ' AAAA ' ;
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d) Demuestra que

A  =  &ijk #!"i $ Aij (S
–1)jk #!"k!# ,

donde AAAA es la representación de A en la base discreta """" . Indica la forma que tomará el 

desarrollo anterior cuando la base es ortonormal y cuando, además, sus vectores son propios

del operador A. Utiliza la expresión anterior para obtener la resolución de la identidad en una 

base discreta no ortonormal:

1  =  &ij #!"i $ (S
–1)ij #!"j!# .

2.1.1 Cambios de base

Un cambio de base  {… "i …}  '  {… "'r …}  puede caracterizarse mediante la matriz

cuadrada L definida mediante

"'r  =  &i "i Lir

ó

"""" '  =  """" L

y afecta de la siguiente forma a las representaciones matriciales de los vectores:

!  =  """" c  =  """" ' c'  =  """" L c'

de donde

""""(c – L c')  =  0

y, como los elementos de """" son linealmente independientes,

c  =  L c'

y, si la matriz L tiene inversa (lo que sucederá siempre que ambas bases definan el mismo

espacio),

c'  =  L–1 c .

Análogamente, dado un operador A,

A """"  =  """" AAAA

y

A """" '  =  """" ' AAAA ' ;

33

Juan Carlos Paniagua

multiplicando la primera relación por la derecha por L y utilizando la segunda se obtiene

!!!!(AAAA L – L AAAA')  =  0

y, utilizando de nuevo la independencia lineal de los vectores de la base,

AAAA L  =  L AAAA '

Si existe L–1 ,

AAAA  =  L AAAA' L–1

o

AAAA '  =  L–1 AAAA L .

La ley de transformación para las representaciones según el producto escalar es (ejercicio

2.2. b))

 A'  =  L† A L 

de donde se deduce que cualquier transformación L que cumpla 

L† S L = 1

transforma la base {… !i …} en una base ortonormal {… !'r …}.

Ejercicio 2.2. Demuestra que, si  !!!!' = !!!! L ,

a) S '  =  L† S L ;

b) para cualquier operador A,

A'  =  L† A L ;

c) si !!!! y !!!!' son ortonormales,  L–1 = L†  (es decir, la matriz L es unitaria).

Ejercicio 2.3. Demuestra que la traza de un operador es igual a la traza de su representación en

cualquier base (sea o no ortonormal). ¿Podemos decir lo mismo de su representación según el

producto escalar?

2.1.2 Valores y vectores propios

La expresión matricial de la ecuación de valores propios de un operador autoadjunto se

obtiene de forma inmediata a partir de lo anterior. En efecto, si  {… !i …}  es un conjunto

ortonormal completo de vectores propios de A  (A ! i = ai ! i) , la representación de este

operador en aquella base será diagonal:

A !!!!  =  !!!! a!

con  (a!)ij = ai "ij

y viceversa. Por lo tanto, conocida la representación AAAA# de A en una base cualquiera {… #i …}

34
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c) si !!!! y !!!!' son ortonormales,  L–1 = L†  (es decir, la matriz L es unitaria).

Ejercicio 2.3. Demuestra que la traza de un operador es igual a la traza de su representación en

cualquier base (sea o no ortonormal). ¿Podemos decir lo mismo de su representación según el
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2.1.2 Valores y vectores propios

La expresión matricial de la ecuación de valores propios de un operador autoadjunto se

obtiene de forma inmediata a partir de lo anterior. En efecto, si  {… !i …}  es un conjunto

ortonormal completo de vectores propios de A  (A ! i = ai ! i) , la representación de este

operador en aquella base será diagonal:
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multiplicando la primera relación por la derecha por L y utilizando la segunda se obtiene

!!!!(AAAA L – L AAAA')  =  0

y, utilizando de nuevo la independencia lineal de los vectores de la base,

AAAA L  =  L AAAA '

Si existe L–1 ,

AAAA  =  L AAAA' L–1

o

AAAA '  =  L–1 AAAA L .

La ley de transformación para las representaciones según el producto escalar es (ejercicio

2.2. b))

 A'  =  L† A L 

de donde se deduce que cualquier transformación L que cumpla 

L† S L = 1

transforma la base {… !i …} en una base ortonormal {… !'r …}.

Ejercicio 2.2. Demuestra que, si  !!!!' = !!!! L ,
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c) si !!!! y !!!!' son ortonormales,  L–1 = L†  (es decir, la matriz L es unitaria).
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2.1.2 Valores y vectores propios

La expresión matricial de la ecuación de valores propios de un operador autoadjunto se

obtiene de forma inmediata a partir de lo anterior. En efecto, si  {… !i …}  es un conjunto

ortonormal completo de vectores propios de A  (A ! i = ai ! i) , la representación de este
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Let us consider a change of basis:

El escenario de la química cuántica

Ejercicio 2.1. a) Demuestra que, si  !!"!"""" c  donde """" es una base no necesariamente ortonor-

mal,

#!"k!#!!!$  =  (S c)k .

b) Comprueba que, si  AB = C ,  AAAA    BBBB = CCCC , pero, en general,  AB % C .

c) Comprueba que, si  B = A† ,  B = A†  pero, en general,  BBBB % AAAA† .

d) Demuestra que

A  =  &ijk #!"i $ Aij (S
–1)jk #!"k!# ,

donde AAAA es la representación de A en la base discreta """" . Indica la forma que tomará el 

desarrollo anterior cuando la base es ortonormal y cuando, además, sus vectores son propios

del operador A. Utiliza la expresión anterior para obtener la resolución de la identidad en una 

base discreta no ortonormal:

1  =  &ij #!"i $ (S
–1)ij #!"j!# .

2.1.1 Cambios de base

Un cambio de base  {… "i …}  '  {… "'r …}  puede caracterizarse mediante la matriz

cuadrada L definida mediante

"'r  =  &i "i Lir

ó

"""" '  =  """" L

y afecta de la siguiente forma a las representaciones matriciales de los vectores:

!  =  """" c  =  """" ' c'  =  """" L c'

de donde

""""(c – L c')  =  0

y, como los elementos de """" son linealmente independientes,

c  =  L c'

y, si la matriz L tiene inversa (lo que sucederá siempre que ambas bases definan el mismo

espacio),

c'  =  L–1 c .

Análogamente, dado un operador A,

A """"  =  """" AAAA

y

A """" '  =  """" ' AAAA ' ;
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linearly independent vectors

= 0

(0, 0, … 0)
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Exercise 2.3 
Show that, if ψ’ = ψL, then
a) S’ = L† S L.
b) A’ = L† A L for any operator Â.
c) If ψ and ψ’ are orthonormal then L is unitary.
d) The trace of a true matrix representation is invariant under any change 
of basis set.
e) The trace of an operator is the trace of its true matrix representation in 
any basis set. 
f) The trace of a scalar-product matrix representation is invariant under 
any unitary change of basis set.
Hint: Use only matrix algebra for all the questions except for a). 16
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multiplicando la primera relación por la derecha por L y utilizando la segunda se obtiene
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ortonormal completo de vectores propios de A  (A ! i = ai ! i) , la representación de este

operador en aquella base será diagonal:

A !!!!  =  !!!! a!

con  (a!)ij = ai "ij

y viceversa. Por lo tanto, conocida la representación AAAA# de A en una base cualquiera {… #i …}
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Solution of the 
exercise 2.3
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Changes between discrete basis
Exercise 2.4

Let us make the following change of basis in the 3-dimensional Hilbert space
considered in exercise 2.1:

�0
1

= �
1

+ �
2

+ �
3

�0
2

= �
1

� �
3

�0
3

= �
2

� �
3

a) Write the matrix of the basis change.
b) Write the matrices representing the vector � = �

1

+ �
2

in the old and the
new basis.
c) Calculate h�0

2

|�0
3

i.
d) Write the true and the scalar-product matrix representations of the operator
bA (defined in exercise 2.1) in the basis {�0

1

,�0
2

,�0
3

}.
Hint: You can use any matrix calculation tool, such as the one provided in www.bluebit.gr/matrix-

calculator/

Results:

a)

0

@
1 1 0

1 0 1

1 �1 �1

1

A
; b)

0

@
1

1

0

1

A
,

0

@
2/3
1/3
1/3

1

A
; c) 0.5; d)

0

@
2 0 0

0 �1 0

0 0 �1

1

A
,

0

@
12 0 0

0 �1 �1/2
0 �1/2 �1

1

A
.
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Solution of the exercise 2.4
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Eigenvalues and eigenvectors

⇒  the true representation of an operator in the basis formed by its 
eigenvectors is diagonal.

20

or, in matrix notation:

bA i = ai i i = 1, · · · i, · · ·
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Matrix diagonalization
The solution of the operator eigenvalue equation is equivalent to finding the 
basis change L that diagonalizes its true representation in any basis ϕ:

The ith column of the matrix products:

gives the matrix eigenvalue equation:

21

solve

bA =  a $ find L such that A�L = La 
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we see that the column li of L contains the coefficients of an eigenvector ψi 
with eigenvalue ai:

so that the eigenvectors of       represent the eigenvectors of Â (as expected).

By expressing the eigenvector basis in terms of the original basis set:

22

Matrix diagonalization
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For the scalar-product representation the operator eigenvalue equation 
takes a more complicated form:

    
       Sφ                 Sφ

23

Scalar-product matrix 
diagonalization

El escenario de la química cuántica

, el problema de valores propios de A se reduce a hallar el cambio de base  !!!! = """" L  que diago-

naliza la matriz AAAA":

AAAA" L  =  L a! .

Cada columna li de L contiene los coeficientes de un vector propio de A con valor propio ai y la

transformación anterior equivale al conjunto de ecuaciones de valores propios de la matriz AAAA":

AAAA" li  =  ai li

con  i = 1, 2, …

Multiplicando por la izquierda por S" la ecuación de diagonalización de AAAA" podemos expre-

sarla en función de representaciones según el producto escalar:

A" L = S" L a!  .

En el ejercicio 2.1. e) vimos que los operadores hermíticos se representan según el producto

escalar mediante matrices hermíticas, para las cuales existen algoritmos de diagonalización

eficientes. Por esta razón, conviene utilizar bases ortonormales en las cuales la ecuación anterior

expresa la diagonalización de la matriz A" :

A" L  =  L a!

o, teniendo en cuenta el resultado del ejercicio 2.2.c),

a!  =  L† A" L .

Ejercicio 2.4. a) Comprueba que una matriz real ortogonal (Lt = L–1) 2!2 solo tiene un 

parámetro independiente y que se puede expresar de la siguiente forma

L = cos# –sen#

sen# cos#

con #$R .

b) Demuestra que una matriz A real simétrica 2!2 se puede diagonalizar mediante una transfor

mación  del tipo indicado en a) con

tg2#  =  2 A12 / (A11–A22) .

El método de Jacobi para diagonalizar matrices reales simétricas es un procedimiento iterativo

basado en la solución analítica planteada en el ejercicio anterior para el caso bidimensional. Cada

iteración consiste en seleccionar el elemento no diagonal aij de mayor valor absoluto y efectuar

una "rotación 2!2" que transforme en cero aquel elemento (y su simétrico) y deje inalteradas las

filas y columnas de índices distintos de 'i' y 'j'. Las iteraciones se suceden hasta que todos los

elementos no diagonales tienen valores absolutos inferiores a un cierto umbral. Aunque este

método es muy sencillo se han desarrollado otros mucho más eficientes numéricamente que

permiten diagonalizar matrices de gran tamaño o, por lo menos, determinar algunos de sus

valores y vectores propios.
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T3  ⇒  If Â is hermitian its eigenvectors can be chosen orthonormal (Sψ = 1).
If, moreover, the starting basis {…φi…} is also orthonormal, then L is unitary (ex. 2.3.c).
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Eigenvalues and eigenvectors 
in matrix form

Exercise 2.5

Verify that the new basis vectors introduced in exercise 2.4:

�0
1 = �1 + �2 + �3

�0
2 = �1 � �3

�0
3 = �2 � �3

are eigenvectors of the operator

bA defined in exercise 2.1, so that the corres-

ponding true matrix representation of this operator is diagonal. Note that its

scalar-product matrix representation is non-diagonal (see exercise 2.4 d).

Results: bA�0
1 = 2�0

1;
bA�0

2 = ��0
2;

bA�0
3 = ��0

3.
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Solution of the exercise 2.5
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Functions of matrices

where we have defined the function f of matrix A as

Juan Carlos Paniagua

La diagonalización de matrices proporciona una vía práctica para determinar la matriz que

representa a una función analítica de un operador

f(A)  =  fk A
k!k=0

"

conocida la representación matricial de éste en una base ortonormal discreta‚ {… #i …}. En

efecto,

$!#i " f(A) "!#j!% =  !k=0

"
fk $!#i " A

k "!#j!%

#!!!k=0

"
fk !l !m!…!!p $!#i " A "!#l!%!$!#l " A "!#m!%!…!$!#p " A "!#j!%

#!!!k=0

"
fk (Ak)ij

=  [ f(A) ]ij ,

donde sa ha definido la función f de la matriz A como

f(A) & !k=0

"
fk Ak .

Esta función puede calcularse fácilmente previa diagonalización de A. En efecto, sea 

A = L a L–1

con a diagonal,

f(A) =  !k=0

"
fk L a L–1 … L a L–1

=  L (!k=0

"
fk ak) L–1

=  L f(a) L–1 ,

donde f(a) se calcula de manera trivial (ejercicio 2.5. a)).

Ejercicio 2.5. a) Demuestra que, si a es una matriz diagonal,  (f(a))ij = f(ai) 'ij .

b) Demuestra que, si f(x) es una función real analítica de la variable real x,  [f(A)]† = f(A†) . En

particular, si A es hermítica, también lo será f(A).

2.1.3 Ortonormalización

En el apartado anterior hemos podido apreciar el interés que presenta la utilización de bases

ortonormales en relación con el cálculo de los valores y vectores propios de un operador auto-

adjunto. Este es uno de los muchos problemas que se presentan en química cuántica en los que

la ortogonalidad de la base simplifica considerablemente el aparato matemático, por lo cual

interesa disponer de métodos para ortonormalizar conjuntos discretos de vectores linealmente

independientes, es decir, transformarlos en conjuntos ortonormales que engendren el mismo

espacio. Esta transformación no es única y, de hecho distintos métodos conducirán, en general a

distintas bases ortonormales.
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(slide 1.38): what is the representation of f(Â) in an 
orthonormal discrete basis                    ?

26

Let

• [f(A)]† = ∑k (fk Ak)† = ∑k fk*(A†)k 

⇒ a real function of an hermitian matrix is an hermitian matrix: [f(A)]† = f(A)

• Convergence of the Taylor expansion is sometimes slow 
(Python: scipy.linalg → linalg.expm3 to calculate exp(A) → trigonometric, hyperbolic ...)
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Functions of matrices
f(A) can be calculated from A by diagonalizing this matrix and using 
A = LaL–1  (slide 2.11 + orthonormal basis set):

27

Procedure: A → a → f(a) → f(A) 
(Fortran: LAPACK to diagonalize. Python: scipy.linalg → linalg.expm2 to calculate exp(A) 
or linalg.expm (uses scaling and a Padé approximation for exp(x))

) (f(a))ij =

 1X

k=0

fka
k

!

ij

=
1X

k=0

fkak
i �ij =

 1X

k=0

fkak
i

!
�ij = f(ai)�ij
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Given a non-orthonormal basis ψ we look for L such that ψ’ = ψL with S’=1

Orthonormalization

• Schmidt method:
   (asymmetric)

• Löwdin method:
L = S–1/2 ⇒  S‘=L† S L = (S–1/2)† S S–1/2 = S–1/2 S S–1/2 = 1

   (there has to be no linear dependencies between the basis vectors)

28

�0
1 = N1�1 = �1/h�1|�1i1/2

�0
2 = N2{�2 � h�0

1|�2i�0
1}

�0
3 = N3{�3 � h�0

1|�3i�0
1 � h�0

2|�3i�0
2}

etc.
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Canonical othonormalization
• Canonical method: L = Us-1/2 with U†SU = s ⇒ L† S L = s-1/2 U†SUs-1/2 = 1
This diagonal matrix can be truncated if necessary:

El escenario de la química cuántica

Una forma sencilla de efectuar dicha ortonormalización es el métode propuesto por Schmidt:

si  {!1, …, !i, …}  es el conjunto no ortonormal de partida, puede obtenerse un nuevo

conjunto ortonormal  {!1', …, !i', …}  del siguiente modo:

!1' = !1 / "!!1!"!!1 #
1/2 ,

c2 !2' = !2 – "!!1'!"!!2 # !1'

con c2 tal que  "!!2'!"!!2' # = 1 ,

c3 !3' = !3 – "!!1'!"!!3 # !1' – "!!2'!"!!2 # !2'

con c3 tal que  "!!3'!"!!3' # = 1 , ect.,

es decir, restamos de cada vector su proyección sobre el subespacio engendrado por los anterio-

res vectores ortonormalizados y lo multiplicamos por una constante de normalización.

Este método exige elegir previamente una ordenación para los vectores a ortonormalizar y

esta elección influye sobre el resultado de la ortonormalización, ya que los últimos vectores

sufrirán, en general, una modificación mayor que los primeros. Una alternativa que no adolece

de este inconveniente es el método de ortonormalización simétrica, propuesto por Löwdin, que

consiste en aplicar al conjunto inicial de vectores la transformación de matriz  L = S–1/2, donde

S es la matriz de recubrimientos de aquel conjunto (vease ejercicio 2.6).

Ejercicio 2.6. Demuestra que la transformación L = S–1/2 aplicada a un conjunto de vectores

linealmente independientes cuya matriz de recubrimientos es S conduce a un conjunto ortonor-

mal e indica como calcularías S–1/2.

La matriz S–1/2 no puede calcularse si S tiene algún valor propio nulo, lo cual indicaría que

el correspondiente vector propio es combinación lineal de los restantes y, por lo tanto, el

conjunto de vectores de partida sería redundante. Esto no ocurrirá en una base bien elegida, pero

puede suceder que el cálculo de S–1/2 presente problemas numéricos debido a la existencia de

valores propios muy pequeños en S, en cuyo caso el método de ortonormalización simétrica no

será aplicable. Una forma de solventar este problema consiste en utilizar el método de

ortonormalización canónica, que se basa en la utilización de la matriz de transformación

L  = U s–1/2,

donde  U† S U = s  y s es diagonal. Si S tiene n valores propios de los cuales k son inferiores

a un cierto umbral, podemos eliminar los correspondientes vectores propios y construir un

conjunto ortonormal de n–k elementos utilizando la matriz de transformación rectangular

L $ U  s–1/2,

donde s–1/2 es la matriz diagonal que contiene los n–k mayores valores propios de S y U  es la

matriz rectangular cuyas columnas contienen los correspondientes vectores propios. Este

método de ortonormalización permite, pues, reducir el tamaño de una base que presenta cuasi-

dependencias lineales alterando lo mínimo posible el espacio engendrado por aquélla.
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3 birds with 1 stone: 
- orthonormal basis 
- shorter dimension
- faster convergence of SCF (HF, DFT,…)

0
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Canonical othonormalization
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Solution of the 
exercise 2.6

Solution of the exercise 2.6 
(using www.bluebit.gr/matrix-calculator/)

     1.0  0.5  0.8
S =  0.5  1.0  0.2
     0.8  0.2  1.0

     0.6706  0.7351  0.0996
U =  0.4372 -0.2832 -0.8536
     0.5993 -0.6159  0.5113

     2.0410  0.0000  0.0000
s =  0.0000  0.1371  0.0000
     0.0000  0.0000  0.8219

         0.7000  0.0000  0.0000
s-1/2 =  0.0000  2.7007  0.0000
         0.0000  0.0000  1.1031

               0.4694  1.9853  0.1099
L = U s-1/2 =  0.3060 -0.7648 -0.9416
               0.4195 -1.6634  0.5640

          0.4694  0.1099
Ltrunc =  0.3060 -0.9416
          0.4195  0.5640
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Truncated “basis” sets
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CCCCA
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1

CCCCA

Let χ = {χ1…χn-k} an incomplete set or truncated “basis” set and {χn-k+1…χn} a basis 
of its orthogonal complement, so that χ = {χ1…χn-k…χn} is a complete set. 

• The true matrix representation of Â in {χ1…χn-k…χn} is:

• and the true matrix representation of the projection of Â onto χ is:
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The n-k x n-k submatrix       represents               in the truncated basis χ:

Truncated “basis” sets

33

and the elements of the corresponding scalar-product n-k x n-k matrix 
representation                   are
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• T12 (separation or interleaving theorem): if we add an additional vector to the 
truncated basis the new n–k lowest eigenvalues are lower or equal than the 
corresponding old ones (and the new highest eigenvalue is higher than all the 
old ones), which is the basis of the linear variation method. By further adding 
vectors one should tend to completeness, so the eigenvalues of      are higher 
(or equal) than the corresponding ones of      :

Is there any relationship between the eigenvalues of Â and those of               :

or, equivalently, between the eigenvalues of      and those of     :

Separation theorem

34
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• E. g.: x and p are 2 CSCO for a one-dimensional spin-less particle:

If we choose a basis set made of eigenvectors of observables with continuous 
spectrum the coefficients representing any vector state will be functions of the 
corresponding continuous eigenvalues (wave functions).

El escenario de la química cuántica

por las bases truncadas.

2.3 Bases continuas

Debido a la importancia que tienen los observables posición y momento, interesa, con

frecuencia, incluir unos u otros en el CCOC utilizado para construir la representación, de forma

que las componentes de un vector de estado en la correspondiente base nos proporcionen

información directa sobre la distribución de probabilidad asociada a unos u otros observables; se

obtienen así las representaciones de posiciones y de momentos, respectivamente. Dado que

estos observables son de espectro continuo, los coeficientes que representen un vector de estado

en una de tales representaciones se identificarán mediante uno o más índices continuos; la

función que expresa aquellos coeficientes para cada conjunto de valores de estos índices se

conoce como función de onda del estado en la representación considerada. De acuerdo con la

notación introducida en el ejercicio 1.6, las funciones de onda son amplitudes de densidad de

probabilidad de los observables continuos que definen la representación.

Consideremos el caso más sencillo: una partícula unidimensional cuyos únicos observables

tienen análogo clásico (por lo tanto no tendrá spin). Es fácil comprobar que tanto la posición

como el momento constituyen, por si solos, un CCOC del sistema. En efecto, como todos los

observables tienen análogo clásico, podrán expresarse como funciones de x y p. Por otra parte,

el conmutador de x y el operador asociado a un observable cualquiera A(x, p) será (ejercicio

1.24. b))

 x, A   =  ih- 
!A

!p
 

y se anulará si y solo si A no depende de p. Es decir, todo observable compatible con la posi-

ción será función únicamente de ésta, de modo que {x} será un conjunto de observables

compatibles maximal y, evidentemente, no redundante. Análogo razonamiento puede hacerse

con el momento.

Ejercicio 2.9. Generaliza el razonamiento anterior a sistemas de N partículas tridimensionales

sin spin.

La función de onda en la representación de posiciones será

"(x)  =  #!$x!"!"!%!!&!!#!x!"!"!%

y, en la de momentos,

"(p)  =  #!$p!"!"!%!!&!!#!p!"!"!% .

De acuerdo con el tercer postulado (ejercicio 1.6),  '"(x)'2  y  '"(p)'2  representarán las
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According to the third postulate                                      are probability densities

Juan Carlos Paniagua

densidades de probabilidad de obtener el valor 'x' y el valor 'p', respectivamente, al medir la

posición y el momento de la partícula en el estado !.

De la misma forma que, en R3, el producto escalar entre dos vectores se puede expresar

como suma de los productos de sus componentes en una base cartesiana, también podemos

calcular el producto escalar entre dos vectores de estado de una partícula unidimensional me-

diante la integral de los productos de sus respectivas funciones de onda:

 !"! '   =   !   x   x  dx

–#

#

  ! '   =  !
*
(x) !'(x) dx

–#

#

  =  !
*
(p) !'(p) dp

–#

#

 .

Ejercicio 2.10. Indica como se expresará el producto escalar en la representación asociada al

CCOC  {x, y, z , sz}  de un sistema monoelectrónico.

La representación de posiciones (lo mismo que la de momentos) de un operador será una

"matriz" de índices continuos, es decir, una función de dos variables:

A(x, x')  =  $!%x!"!A %x'!&  =  $ x "!A " x'& .

Para el operador posición dicha representación es, evidentemente, diagonal:

$ x "!x " x'&  =  x '(x'–x) ,

de donde se deduce que su efecto sobre !(x) se reduce a multiplicar esta función por la variable

'x ' :

 x"x !   (  (x!)(x)  =   x  x  x'   x'  dx'

–#

#

  !   =  x !(x) .

La forma que toma un operador A en una representación se puede designar indicando la

representación entre paréntesis, con lo que la relación anterior se podrá escribir en la siguiente

forma:

x(x) !(x)  =  x !(x) .

La forma usual de elegir el operador momento en la representación de posiciones es

p(x) !(x)  =  (–ih-d/dx) !(x) .

La indicación de la representación utilizada se suele omitir si ello no induce a confusión.

Ejercicio 2.11. a) Comprueba que la forma adoptada para el operador p en la representación de 

posiciones es acorde con el segundo postulado.

b) Indica si es correcta la siguiente definición alternativa para el operador p en la representación 

de posiciones:  p(x)  =  (–ih-d/dx) + h-df/dx , siendo f una función real, analítica y 

adimensional de la variable x.
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• Scalar products in the (continuous) position representation:
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densidades de probabilidad de obtener el valor 'x' y el valor 'p', respectivamente, al medir la

posición y el momento de la partícula en el estado !.
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densidades de probabilidad de obtener el valor 'x' y el valor 'p', respectivamente, al medir la
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representación entre paréntesis, con lo que la relación anterior se podrá escribir en la siguiente

forma:

x(x) !(x)  =  x !(x) .

La forma usual de elegir el operador momento en la representación de posiciones es

p(x) !(x)  =  (–ih-d/dx) !(x) .

La indicación de la representación utilizada se suele omitir si ello no induce a confusión.

Ejercicio 2.11. a) Comprueba que la forma adoptada para el operador p en la representación de 

posiciones es acorde con el segundo postulado.

b) Indica si es correcta la siguiente definición alternativa para el operador p en la representación 

de posiciones:  p(x)  =  (–ih-d/dx) + h-df/dx , siendo f una función real, analítica y 

adimensional de la variable x.
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A diagonal matrix representation:

Continuous “basis” sets
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Definition of the Dirac delta (one among many):

so the effect of the position operator in the position representation is:

Position representation
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 Position representation of    

37

Exercise 2.7

(a) Show that the position-representation operator cp
x

= �i~ d

dx

satisfies the second postulate.

(b) Show that  

p

(x) = (2⇡~)�1/2
exp(ipx/~) is an eigenfunction of cp

x

with real eigenvalue for

any real number p.

<latexit sha1_base64="hP3edVC73WrVgghDe4VjCYZKsVI="></latexit><latexit sha1_base64="hP3edVC73WrVgghDe4VjCYZKsVI="></latexit><latexit sha1_base64="hP3edVC73WrVgghDe4VjCYZKsVI="></latexit><latexit sha1_base64="hP3edVC73WrVgghDe4VjCYZKsVI="></latexit><latexit sha1_base64="hP3edVC73WrVgghDe4VjCYZKsVI="></latexit><latexit sha1_base64="hP3edVC73WrVgghDe4VjCYZKsVI="></latexit>

The momentum operator in the position representation can be chosen 
(among other more complicate choices) as:

This operator is said to be local, because we only need to know             in the 
vicinity of x to obtain                .
Diagonal operators Â are local operators for which only its value at x is needed 
to obtain Â          ).

 (x)
<latexit sha1_base64="bFR+TFAuGDdFeZ+l6nCJ7e6uDio=">AAAB6HicbZDLTgIxFIY7eEO8oS7dNBIT3JAOGhh3JG5cYiKXBCakU85ApXNJ2zGSCe+gK6PufB5fwLex4MT7v/p6/r/J+Y8XC640IW9Wbml5ZXUtv17Y2Nza3inu7rVVlEgGLRaJSHY9qkDwEFqaawHdWAINPAEdb3I+9zs3IBWPwis9jcEN6CjkPmdUm1Gn31S8fHs8KJZIhSyE/4KdQQllag6Kr/1hxJIAQs0EVapnk1i7KZWaMwGzQj9REFM2oSPoGQxpAMpNF+vO8JEfSazHgBfv79mUBkpNA89kAqrH6rc3H/7n9RLtO27KwzjREDITMZ6fCKwjPG+Nh1wC02JqgDLJzZaYjamkTJvbFEx9+6v1We3EqdYM1B1CnOpn/Xa1YpOKfXlaajSyQ+TRATpEZWSjOmqgC9RELcTQBN2jJ/RsXVt31oP1+BHNWdmfffRD1ss7mRqM3Q==</latexit><latexit sha1_base64="bFR+TFAuGDdFeZ+l6nCJ7e6uDio=">AAAB6HicbZDLTgIxFIY7eEO8oS7dNBIT3JAOGhh3JG5cYiKXBCakU85ApXNJ2zGSCe+gK6PufB5fwLex4MT7v/p6/r/J+Y8XC640IW9Wbml5ZXUtv17Y2Nza3inu7rVVlEgGLRaJSHY9qkDwEFqaawHdWAINPAEdb3I+9zs3IBWPwis9jcEN6CjkPmdUm1Gn31S8fHs8KJZIhSyE/4KdQQllag6Kr/1hxJIAQs0EVapnk1i7KZWaMwGzQj9REFM2oSPoGQxpAMpNF+vO8JEfSazHgBfv79mUBkpNA89kAqrH6rc3H/7n9RLtO27KwzjREDITMZ6fCKwjPG+Nh1wC02JqgDLJzZaYjamkTJvbFEx9+6v1We3EqdYM1B1CnOpn/Xa1YpOKfXlaajSyQ+TRATpEZWSjOmqgC9RELcTQBN2jJ/RsXVt31oP1+BHNWdmfffRD1ss7mRqM3Q==</latexit><latexit sha1_base64="bFR+TFAuGDdFeZ+l6nCJ7e6uDio=">AAAB6HicbZDLTgIxFIY7eEO8oS7dNBIT3JAOGhh3JG5cYiKXBCakU85ApXNJ2zGSCe+gK6PufB5fwLex4MT7v/p6/r/J+Y8XC640IW9Wbml5ZXUtv17Y2Nza3inu7rVVlEgGLRaJSHY9qkDwEFqaawHdWAINPAEdb3I+9zs3IBWPwis9jcEN6CjkPmdUm1Gn31S8fHs8KJZIhSyE/4KdQQllag6Kr/1hxJIAQs0EVapnk1i7KZWaMwGzQj9REFM2oSPoGQxpAMpNF+vO8JEfSazHgBfv79mUBkpNA89kAqrH6rc3H/7n9RLtO27KwzjREDITMZ6fCKwjPG+Nh1wC02JqgDLJzZaYjamkTJvbFEx9+6v1We3EqdYM1B1CnOpn/Xa1YpOKfXlaajSyQ+TRATpEZWSjOmqgC9RELcTQBN2jJ/RsXVt31oP1+BHNWdmfffRD1ss7mRqM3Q==</latexit><latexit sha1_base64="bFR+TFAuGDdFeZ+l6nCJ7e6uDio=">AAAB6HicbZDLTgIxFIY7eEO8oS7dNBIT3JAOGhh3JG5cYiKXBCakU85ApXNJ2zGSCe+gK6PufB5fwLex4MT7v/p6/r/J+Y8XC640IW9Wbml5ZXUtv17Y2Nza3inu7rVVlEgGLRaJSHY9qkDwEFqaawHdWAINPAEdb3I+9zs3IBWPwis9jcEN6CjkPmdUm1Gn31S8fHs8KJZIhSyE/4KdQQllag6Kr/1hxJIAQs0EVapnk1i7KZWaMwGzQj9REFM2oSPoGQxpAMpNF+vO8JEfSazHgBfv79mUBkpNA89kAqrH6rc3H/7n9RLtO27KwzjREDITMZ6fCKwjPG+Nh1wC02JqgDLJzZaYjamkTJvbFEx9+6v1We3EqdYM1B1CnOpn/Xa1YpOKfXlaajSyQ+TRATpEZWSjOmqgC9RELcTQBN2jJ/RsXVt31oP1+BHNWdmfffRD1ss7mRqM3Q==</latexit><latexit sha1_base64="bFR+TFAuGDdFeZ+l6nCJ7e6uDio=">AAAB6HicbZDLTgIxFIY7eEO8oS7dNBIT3JAOGhh3JG5cYiKXBCakU85ApXNJ2zGSCe+gK6PufB5fwLex4MT7v/p6/r/J+Y8XC640IW9Wbml5ZXUtv17Y2Nza3inu7rVVlEgGLRaJSHY9qkDwEFqaawHdWAINPAEdb3I+9zs3IBWPwis9jcEN6CjkPmdUm1Gn31S8fHs8KJZIhSyE/4KdQQllag6Kr/1hxJIAQs0EVapnk1i7KZWaMwGzQj9REFM2oSPoGQxpAMpNF+vO8JEfSazHgBfv79mUBkpNA89kAqrH6rc3H/7n9RLtO27KwzjREDITMZ6fCKwjPG+Nh1wC02JqgDLJzZaYjamkTJvbFEx9+6v1We3EqdYM1B1CnOpn/Xa1YpOKfXlaajSyQ+TRATpEZWSjOmqgC9RELcTQBN2jJ/RsXVt31oP1+BHNWdmfffRD1ss7mRqM3Q==</latexit><latexit sha1_base64="bFR+TFAuGDdFeZ+l6nCJ7e6uDio=">AAAB6HicbZDLTgIxFIY7eEO8oS7dNBIT3JAOGhh3JG5cYiKXBCakU85ApXNJ2zGSCe+gK6PufB5fwLex4MT7v/p6/r/J+Y8XC640IW9Wbml5ZXUtv17Y2Nza3inu7rVVlEgGLRaJSHY9qkDwEFqaawHdWAINPAEdb3I+9zs3IBWPwis9jcEN6CjkPmdUm1Gn31S8fHs8KJZIhSyE/4KdQQllag6Kr/1hxJIAQs0EVapnk1i7KZWaMwGzQj9REFM2oSPoGQxpAMpNF+vO8JEfSazHgBfv79mUBkpNA89kAqrH6rc3H/7n9RLtO27KwzjREDITMZ6fCKwjPG+Nh1wC02JqgDLJzZaYjamkTJvbFEx9+6v1We3EqdYM1B1CnOpn/Xa1YpOKfXlaajSyQ+TRATpEZWSjOmqgC9RELcTQBN2jJ/RsXVt31oP1+BHNWdmfffRD1ss7mRqM3Q==</latexit>

cp
x

 (x)
<latexit sha1_base64="anbUPFqtvNrJr14tYY+65afmqjE=">AAAB+XicbVDJTgJBFOxxRdxGTbx46UhM8EJ60ADeSLx4xESWhCGkp3kDHXqWdPcoZORj9GTUm7/hD/g3Nkjc61TvVb3kVXmx4EoT8mYtLC4tr6xm1rLrG5tb2/bObkNFiWRQZ5GIZMujCgQPoa65FtCKJdDAE9D0hudTvXkNUvEovNLjGDoB7Yfc54xqs+ra++4N78GA6jTujibYrSmO86Pjrp0jBTID/kucOcmhOWpd+9XtRSwJINRMUKXaDol1J6VScyZgknUTBTFlQ9qHtqEhDUB10tn/E3zkRxLrAeDZ/N2b0kCpceAZT0D1QP3Wpsv/tHai/Uon5WGcaAiZsRjNTwTWEZ7WgHtcAtNibAhlkpsvMRtQSZk2ZWVNfOcr9VnppFIsGVKuEFIpfsZvFAsOKTiXp7lqdV5EBh2gQ5RHDiqjKrpANVRHDN2ie/SEnq3UurMerMcP64I1v9lDP2C9vAMmoJNl</latexit><latexit sha1_base64="anbUPFqtvNrJr14tYY+65afmqjE=">AAAB+XicbVDJTgJBFOxxRdxGTbx46UhM8EJ60ADeSLx4xESWhCGkp3kDHXqWdPcoZORj9GTUm7/hD/g3Nkjc61TvVb3kVXmx4EoT8mYtLC4tr6xm1rLrG5tb2/bObkNFiWRQZ5GIZMujCgQPoa65FtCKJdDAE9D0hudTvXkNUvEovNLjGDoB7Yfc54xqs+ra++4N78GA6jTujibYrSmO86Pjrp0jBTID/kucOcmhOWpd+9XtRSwJINRMUKXaDol1J6VScyZgknUTBTFlQ9qHtqEhDUB10tn/E3zkRxLrAeDZ/N2b0kCpceAZT0D1QP3Wpsv/tHai/Uon5WGcaAiZsRjNTwTWEZ7WgHtcAtNibAhlkpsvMRtQSZk2ZWVNfOcr9VnppFIsGVKuEFIpfsZvFAsOKTiXp7lqdV5EBh2gQ5RHDiqjKrpANVRHDN2ie/SEnq3UurMerMcP64I1v9lDP2C9vAMmoJNl</latexit><latexit sha1_base64="anbUPFqtvNrJr14tYY+65afmqjE=">AAAB+XicbVDJTgJBFOxxRdxGTbx46UhM8EJ60ADeSLx4xESWhCGkp3kDHXqWdPcoZORj9GTUm7/hD/g3Nkjc61TvVb3kVXmx4EoT8mYtLC4tr6xm1rLrG5tb2/bObkNFiWRQZ5GIZMujCgQPoa65FtCKJdDAE9D0hudTvXkNUvEovNLjGDoB7Yfc54xqs+ra++4N78GA6jTujibYrSmO86Pjrp0jBTID/kucOcmhOWpd+9XtRSwJINRMUKXaDol1J6VScyZgknUTBTFlQ9qHtqEhDUB10tn/E3zkRxLrAeDZ/N2b0kCpceAZT0D1QP3Wpsv/tHai/Uon5WGcaAiZsRjNTwTWEZ7WgHtcAtNibAhlkpsvMRtQSZk2ZWVNfOcr9VnppFIsGVKuEFIpfsZvFAsOKTiXp7lqdV5EBh2gQ5RHDiqjKrpANVRHDN2ie/SEnq3UurMerMcP64I1v9lDP2C9vAMmoJNl</latexit><latexit sha1_base64="anbUPFqtvNrJr14tYY+65afmqjE=">AAAB+XicbVDJTgJBFOxxRdxGTbx46UhM8EJ60ADeSLx4xESWhCGkp3kDHXqWdPcoZORj9GTUm7/hD/g3Nkjc61TvVb3kVXmx4EoT8mYtLC4tr6xm1rLrG5tb2/bObkNFiWRQZ5GIZMujCgQPoa65FtCKJdDAE9D0hudTvXkNUvEovNLjGDoB7Yfc54xqs+ra++4N78GA6jTujibYrSmO86Pjrp0jBTID/kucOcmhOWpd+9XtRSwJINRMUKXaDol1J6VScyZgknUTBTFlQ9qHtqEhDUB10tn/E3zkRxLrAeDZ/N2b0kCpceAZT0D1QP3Wpsv/tHai/Uon5WGcaAiZsRjNTwTWEZ7WgHtcAtNibAhlkpsvMRtQSZk2ZWVNfOcr9VnppFIsGVKuEFIpfsZvFAsOKTiXp7lqdV5EBh2gQ5RHDiqjKrpANVRHDN2ie/SEnq3UurMerMcP64I1v9lDP2C9vAMmoJNl</latexit><latexit sha1_base64="anbUPFqtvNrJr14tYY+65afmqjE=">AAAB+XicbVDJTgJBFOxxRdxGTbx46UhM8EJ60ADeSLx4xESWhCGkp3kDHXqWdPcoZORj9GTUm7/hD/g3Nkjc61TvVb3kVXmx4EoT8mYtLC4tr6xm1rLrG5tb2/bObkNFiWRQZ5GIZMujCgQPoa65FtCKJdDAE9D0hudTvXkNUvEovNLjGDoB7Yfc54xqs+ra++4N78GA6jTujibYrSmO86Pjrp0jBTID/kucOcmhOWpd+9XtRSwJINRMUKXaDol1J6VScyZgknUTBTFlQ9qHtqEhDUB10tn/E3zkRxLrAeDZ/N2b0kCpceAZT0D1QP3Wpsv/tHai/Uon5WGcaAiZsRjNTwTWEZ7WgHtcAtNibAhlkpsvMRtQSZk2ZWVNfOcr9VnppFIsGVKuEFIpfsZvFAsOKTiXp7lqdV5EBh2gQ5RHDiqjKrpANVRHDN2ie/SEnq3UurMerMcP64I1v9lDP2C9vAMmoJNl</latexit><latexit sha1_base64="anbUPFqtvNrJr14tYY+65afmqjE=">AAAB+XicbVDJTgJBFOxxRdxGTbx46UhM8EJ60ADeSLx4xESWhCGkp3kDHXqWdPcoZORj9GTUm7/hD/g3Nkjc61TvVb3kVXmx4EoT8mYtLC4tr6xm1rLrG5tb2/bObkNFiWRQZ5GIZMujCgQPoa65FtCKJdDAE9D0hudTvXkNUvEovNLjGDoB7Yfc54xqs+ra++4N78GA6jTujibYrSmO86Pjrp0jBTID/kucOcmhOWpd+9XtRSwJINRMUKXaDol1J6VScyZgknUTBTFlQ9qHtqEhDUB10tn/E3zkRxLrAeDZ/N2b0kCpceAZT0D1QP3Wpsv/tHai/Uon5WGcaAiZsRjNTwTWEZ7WgHtcAtNibAhlkpsvMRtQSZk2ZWVNfOcr9VnppFIsGVKuEFIpfsZvFAsOKTiXp7lqdV5EBh2gQ5RHDiqjKrpANVRHDN2ie/SEnq3UurMerMcP64I1v9lDP2C9vAMmoJNl</latexit>

 (x)
<latexit sha1_base64="bFR+TFAuGDdFeZ+l6nCJ7e6uDio=">AAAB6HicbZDLTgIxFIY7eEO8oS7dNBIT3JAOGhh3JG5cYiKXBCakU85ApXNJ2zGSCe+gK6PufB5fwLex4MT7v/p6/r/J+Y8XC640IW9Wbml5ZXUtv17Y2Nza3inu7rVVlEgGLRaJSHY9qkDwEFqaawHdWAINPAEdb3I+9zs3IBWPwis9jcEN6CjkPmdUm1Gn31S8fHs8KJZIhSyE/4KdQQllag6Kr/1hxJIAQs0EVapnk1i7KZWaMwGzQj9REFM2oSPoGQxpAMpNF+vO8JEfSazHgBfv79mUBkpNA89kAqrH6rc3H/7n9RLtO27KwzjREDITMZ6fCKwjPG+Nh1wC02JqgDLJzZaYjamkTJvbFEx9+6v1We3EqdYM1B1CnOpn/Xa1YpOKfXlaajSyQ+TRATpEZWSjOmqgC9RELcTQBN2jJ/RsXVt31oP1+BHNWdmfffRD1ss7mRqM3Q==</latexit><latexit sha1_base64="bFR+TFAuGDdFeZ+l6nCJ7e6uDio=">AAAB6HicbZDLTgIxFIY7eEO8oS7dNBIT3JAOGhh3JG5cYiKXBCakU85ApXNJ2zGSCe+gK6PufB5fwLex4MT7v/p6/r/J+Y8XC640IW9Wbml5ZXUtv17Y2Nza3inu7rVVlEgGLRaJSHY9qkDwEFqaawHdWAINPAEdb3I+9zs3IBWPwis9jcEN6CjkPmdUm1Gn31S8fHs8KJZIhSyE/4KdQQllag6Kr/1hxJIAQs0EVapnk1i7KZWaMwGzQj9REFM2oSPoGQxpAMpNF+vO8JEfSazHgBfv79mUBkpNA89kAqrH6rc3H/7n9RLtO27KwzjREDITMZ6fCKwjPG+Nh1wC02JqgDLJzZaYjamkTJvbFEx9+6v1We3EqdYM1B1CnOpn/Xa1YpOKfXlaajSyQ+TRATpEZWSjOmqgC9RELcTQBN2jJ/RsXVt31oP1+BHNWdmfffRD1ss7mRqM3Q==</latexit><latexit sha1_base64="bFR+TFAuGDdFeZ+l6nCJ7e6uDio=">AAAB6HicbZDLTgIxFIY7eEO8oS7dNBIT3JAOGhh3JG5cYiKXBCakU85ApXNJ2zGSCe+gK6PufB5fwLex4MT7v/p6/r/J+Y8XC640IW9Wbml5ZXUtv17Y2Nza3inu7rVVlEgGLRaJSHY9qkDwEFqaawHdWAINPAEdb3I+9zs3IBWPwis9jcEN6CjkPmdUm1Gn31S8fHs8KJZIhSyE/4KdQQllag6Kr/1hxJIAQs0EVapnk1i7KZWaMwGzQj9REFM2oSPoGQxpAMpNF+vO8JEfSazHgBfv79mUBkpNA89kAqrH6rc3H/7n9RLtO27KwzjREDITMZ6fCKwjPG+Nh1wC02JqgDLJzZaYjamkTJvbFEx9+6v1We3EqdYM1B1CnOpn/Xa1YpOKfXlaajSyQ+TRATpEZWSjOmqgC9RELcTQBN2jJ/RsXVt31oP1+BHNWdmfffRD1ss7mRqM3Q==</latexit><latexit sha1_base64="bFR+TFAuGDdFeZ+l6nCJ7e6uDio=">AAAB6HicbZDLTgIxFIY7eEO8oS7dNBIT3JAOGhh3JG5cYiKXBCakU85ApXNJ2zGSCe+gK6PufB5fwLex4MT7v/p6/r/J+Y8XC640IW9Wbml5ZXUtv17Y2Nza3inu7rVVlEgGLRaJSHY9qkDwEFqaawHdWAINPAEdb3I+9zs3IBWPwis9jcEN6CjkPmdUm1Gn31S8fHs8KJZIhSyE/4KdQQllag6Kr/1hxJIAQs0EVapnk1i7KZWaMwGzQj9REFM2oSPoGQxpAMpNF+vO8JEfSazHgBfv79mUBkpNA89kAqrH6rc3H/7n9RLtO27KwzjREDITMZ6fCKwjPG+Nh1wC02JqgDLJzZaYjamkTJvbFEx9+6v1We3EqdYM1B1CnOpn/Xa1YpOKfXlaajSyQ+TRATpEZWSjOmqgC9RELcTQBN2jJ/RsXVt31oP1+BHNWdmfffRD1ss7mRqM3Q==</latexit><latexit sha1_base64="bFR+TFAuGDdFeZ+l6nCJ7e6uDio=">AAAB6HicbZDLTgIxFIY7eEO8oS7dNBIT3JAOGhh3JG5cYiKXBCakU85ApXNJ2zGSCe+gK6PufB5fwLex4MT7v/p6/r/J+Y8XC640IW9Wbml5ZXUtv17Y2Nza3inu7rVVlEgGLRaJSHY9qkDwEFqaawHdWAINPAEdb3I+9zs3IBWPwis9jcEN6CjkPmdUm1Gn31S8fHs8KJZIhSyE/4KdQQllag6Kr/1hxJIAQs0EVapnk1i7KZWaMwGzQj9REFM2oSPoGQxpAMpNF+vO8JEfSazHgBfv79mUBkpNA89kAqrH6rc3H/7n9RLtO27KwzjREDITMZ6fCKwjPG+Nh1wC02JqgDLJzZaYjamkTJvbFEx9+6v1We3EqdYM1B1CnOpn/Xa1YpOKfXlaajSyQ+TRATpEZWSjOmqgC9RELcTQBN2jJ/RsXVt31oP1+BHNWdmfffRD1ss7mRqM3Q==</latexit><latexit sha1_base64="bFR+TFAuGDdFeZ+l6nCJ7e6uDio=">AAAB6HicbZDLTgIxFIY7eEO8oS7dNBIT3JAOGhh3JG5cYiKXBCakU85ApXNJ2zGSCe+gK6PufB5fwLex4MT7v/p6/r/J+Y8XC640IW9Wbml5ZXUtv17Y2Nza3inu7rVVlEgGLRaJSHY9qkDwEFqaawHdWAINPAEdb3I+9zs3IBWPwis9jcEN6CjkPmdUm1Gn31S8fHs8KJZIhSyE/4KdQQllag6Kr/1hxJIAQs0EVapnk1i7KZWaMwGzQj9REFM2oSPoGQxpAMpNF+vO8JEfSazHgBfv79mUBkpNA89kAqrH6rc3H/7n9RLtO27KwzjREDITMZ6fCKwjPG+Nh1wC02JqgDLJzZaYjamkTJvbFEx9+6v1We3EqdYM1B1CnOpn/Xa1YpOKfXlaajSyQ+TRATpEZWSjOmqgC9RELcTQBN2jJ/RsXVt31oP1+BHNWdmfffRD1ss7mRqM3Q==</latexit>
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Solution of the exercise 2.7
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Examples:

1. The position representation of the Coulomb operator:

bjl(~r1)�(~r1) =
n

R

~r2
[�l(~r2)]

⇤ 1
r12

�l(~r2)d~r2
o

�(~r1) is diagonal.

2. The position representation of the exchange operator:

bkl(~r1)�(~r1) =
n

R

~r2
[�l(~r2)]

⇤ 1
r12

�(~r2)d~r2
o

�l(~r1) is of integral type.
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Non-local or integral operators
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⇣
b
A 

⌘
(x) ⌘ b

A (x) = hx
��� bA  i = hx

��� bA
✓Z 1

�1
|x0ihx0| dx0

◆
 i

=

Z 1

�1
A(x, x0) (x0)dx0
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In the general case:

kernel
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Position representation of a momentum eigenvector:

El escenario de la química cuántica

La representación de posiciones de un vector propio del operador momento se obtiene resol-

viendo la ecuación diferencial

p(x) !p(x)  =  p !p(x) ,

cuyas soluciones son de la forma

!p(x)  =  (2"h-)–1/2 exp(ipx/h-) ,

donde la "constante de normalización" (2"h-)–1/2 se introduce para que el producto escalar entre

dos vectores propios del operador momento coincida con una de la expresiones que definen la

delta de Dirac:

#!p!"!p'!$  =  (2"h-)–1  

–%

%

exp[i(p'–p)x/h-] dx  =  &(p–p') .

Para la representación de momentos podríamos proceder de forma análoga, y el paso de una

a otra se efectúa introduciendo el oportuno desarrollo de la identidad en el producto escalar que

define la función de onda:

'(p)  =   p   x   x  dx

–%

%

  '   =   p(x   x('  dx

–%

%

  =  1
2"h-

 exp(–ipx/h-) '(x) dx

–%

%

y

'(x)  =   x(p   p('  dp

–%

%

  =  1
2"h-

 exp(ipx/h-) '(p) dp

–%

%

 ,

donde se reconoce a '(p) como transformada de Fourier de '(x).

Ejercicio 2.12. a) Escribe, como función explícita del tiempo, la función de onda en la repre-

sentación de momentos que corresponde a una partícula libre sin spin cuya función de onda en

representación de posiciones es el "paquete de ondas" gaussiano (en unidades atómicas):

'(x, t)  =  g(p) e–iEpt 1

2"
 eipx dp

–%

%

con  Ep = p2/2m  y  g(p) = 2a2

"
4

 e–a2(p–p0)
2

  ('a' y 'p0' son constantes reales).

¿Cuál es la densidad de probabilidad )(p, t) correspondiente? ¿Representa un estado estacio-

nario?

b) ¿En qué casos cabe esperar que el cuadrado del módulo de la función de onda en represen-

tación de posiciones ("'(x, t)"2) sea independiente del tiempo?

c) ¿Cabe esperar que varíen *x y *p con el tiempo en dicho estado?

d) Al calcular *x a partir de '(x, t) se obtiene un valor que aumenta con el tiempo:

*x  =  a {1 + (t2/4m2a4)}1/2
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Razona físicamente el aumento de !x con t. ¿Existe contradicción entre el resultado anterior y la

reversidad temporal inherente a la ecuación de Schrödinger?

e) Calcula !p y comprueba que, en el instante t=0, el producto de la dispersiones de los

observables x y p es el mínimo permitido por la relación de dispersión.

!x !p  =  1/2 .

La generalización de las relaciones anteriores a partículas tridimensionales se efectua sin

dificultad adoptando la siguiente normalización para los estados propios del momento en

representación de posiciones:

"p(r)  =  (2#h-)–3/2 exp(ip•r/h-) .

Observemos que los productos directos entre vectores de estado, necesarios, por ejemplo,

para describir un sistema de varias partículas a partir de la descripción de cada una de ellas, se

reducen a productos de funciones complejas cuando pasamos a una representación continua, y

las propiedades de aquel producto directo se traducen a propiedades triviales del producto de

funciones cuya imagen es el mismo cuerpo, los números complejos.

2.4 Notación

A continuación presentamos una compilación de la notación que utilizaremos para tratar

sistemas N-electrónicos en representación de posiciones.

xi $ i : coordenadas de posición espaciales (ri) y de spin (%i $ msi) del electrón 'i'.

"j(xi)  =  &!xi!"!"j!' : j-ésimo spin-orbital (vector de estado monoelectrónico en la representación

d e  

posiciones) en las coordenadas del electrón 'i'; en general, se utilizan spin-orbitales de la 

forma

"j(xi)  =  (j(ri) )(%i)

o

"j(xi)  =  (j(ri) *(%i) ,

donde

(j(ri)  =  &!ri!"!(j!'

es el j-ésimo orbital en las coordenadas del electrón 'i' y

)(%i)  =  &!msi!"!)!'!!#!!+msi, 1/2 ,

*(%i)  =  &!msi!"!*!'!!#!!+msi, –1/2 ,

son las representaciones de posiciones de los estados propios de sz con valores propios 1/2 
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"j(xi)  =  &!xi!"!"j!' : j-ésimo spin-orbital (vector de estado monoelectrónico en la representación

d e  

posiciones) en las coordenadas del electrón 'i'; en general, se utilizan spin-orbitales de la 

forma

"j(xi)  =  (j(ri) )(%i)

o

"j(xi)  =  (j(ri) *(%i) ,

donde

(j(ri)  =  &!ri!"!(j!'

es el j-ésimo orbital en las coordenadas del electrón 'i' y

)(%i)  =  &!msi!"!)!'!!#!!+msi, 1/2 ,

*(%i)  =  &!msi!"!*!'!!#!!+msi, –1/2 ,

son las representaciones de posiciones de los estados propios de sz con valores propios 1/2 
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( !"!"""#"y –1/2 ( !"#"""), respectivamente, en unidades atómicas.

$$(ri) : $-ésimo orbital de base en las coordenadas del electrón 'i' ; la expresión de un orbital en

la base  $$$$"%"&$' , … $n)  será

%j(ri)  =  &$=1
n $$(ri) c$i .

'(x1, … xN)  =  ("x1 … xN"!"'"" : función de onda N-electrónica.

)*1 … *N) =   x1 … xN) (*1 … *N)–

=  N! A *1(x1) … *N(xN)

=  1
N!

 

*1(x1) … *N(x1)

… … …

*1(xN) … *N(xN)

  :

determinante de Slater N-electrónico. Cuando no se indique lo contrario, se supondrá que los

determinantes de Slater están construidos a partir de spin-orbitales ortonormales.

'0 ó '": determinante de Slater de referencia; los subíndices  a, b, …  se utilizarán para referir

se a (spin) orbitales ocupados en '0 y los subíndices  r, s, …  para  (spin) orbitales no 

ocupados o virtuales.

 *i)f *j   = *i
*(x) f(x) *j(x) dr

R
 3

&
+=–1/2

1/2

  :

integral monoelectrónica (entre spin-orbitales); es habitual utilizar la notación simplificada

 *i)f *j   = *i
*(x) f(x) *j(x) dx

o, lo que es lo mismo, tratar la variable +i como continua con  !(+i) = ,(+i–1/2)  y  #(+i) = 

,(+i+1/2) .

 %i)h %j   = %i
*
(r) h(r) %j(x) dr

R
3

  :

integral monoelectrónica (entre orbitales).

 *i *j) 1
r12

 *k *l = *i
*(x1) *j

*(x2) 1
r12

 *k(x1) *l(x2) dr1 dr2

R
 6

&
+1,+2=–1/2

1/2

= *i
*(x1) *j

*(x2) 1
r12

 *k(x1) *l(x2) dx1 dx2  :

integral bielectrónica (entre spin-orbitales).
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( !"!"""#"y –1/2 ( !"#"""), respectivamente, en unidades atómicas.

$$(ri) : $-ésimo orbital de base en las coordenadas del electrón 'i' ; la expresión de un orbital en

la base  $$$$"%"&$' , … $n)  será

%j(ri)  =  &$=1
n $$(ri) c$i .

'(x1, … xN)  =  ("x1 … xN"!"'"" : función de onda N-electrónica.

)*1 … *N) =   x1 … xN) (*1 … *N)–

=  N! A *1(x1) … *N(xN)

=  1
N!

 

*1(x1) … *N(x1)

… … …

*1(xN) … *N(xN)

  :

determinante de Slater N-electrónico. Cuando no se indique lo contrario, se supondrá que los

determinantes de Slater están construidos a partir de spin-orbitales ortonormales.

'0 ó '": determinante de Slater de referencia; los subíndices  a, b, …  se utilizarán para referir

se a (spin) orbitales ocupados en '0 y los subíndices  r, s, …  para  (spin) orbitales no 

ocupados o virtuales.

 *i)f *j   = *i
*(x) f(x) *j(x) dr

R
 3

&
+=–1/2

1/2

  :

integral monoelectrónica (entre spin-orbitales); es habitual utilizar la notación simplificada

 *i)f *j   = *i
*(x) f(x) *j(x) dx

o, lo que es lo mismo, tratar la variable +i como continua con  !(+i) = ,(+i–1/2)  y  #(+i) = 

,(+i+1/2) .

 %i)h %j   = %i
*
(r) h(r) %j(x) dr

R
3

  :

integral monoelectrónica (entre orbitales).

 *i *j) 1
r12

 *k *l = *i
*(x1) *j

*(x2) 1
r12

 *k(x1) *l(x2) dr1 dr2

R
 6

&
+1,+2=–1/2

1/2

= *i
*(x1) *j

*(x2) 1
r12

 *k(x1) *l(x2) dx1 dx2  :

integral bielectrónica (entre spin-orbitales).
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( !"!"""#"y –1/2 ( !"#"""), respectivamente, en unidades atómicas.

$$(ri) : $-ésimo orbital de base en las coordenadas del electrón 'i' ; la expresión de un orbital en

la base  $$$$"%"&$' , … $n)  será

%j(ri)  =  &$=1
n $$(ri) c$i .

'(x1, … xN)  =  ("x1 … xN"!"'"" : función de onda N-electrónica.

)*1 … *N) =   x1 … xN) (*1 … *N)–

=  N! A *1(x1) … *N(xN)

=  1
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*1(x1) … *N(x1)

… … …

*1(xN) … *N(xN)

  :

determinante de Slater N-electrónico. Cuando no se indique lo contrario, se supondrá que los

determinantes de Slater están construidos a partir de spin-orbitales ortonormales.

'0 ó '": determinante de Slater de referencia; los subíndices  a, b, …  se utilizarán para referir

se a (spin) orbitales ocupados en '0 y los subíndices  r, s, …  para  (spin) orbitales no 

ocupados o virtuales.

 *i)f *j   = *i
*(x) f(x) *j(x) dr

R
 3

&
+=–1/2

1/2

  :

integral monoelectrónica (entre spin-orbitales); es habitual utilizar la notación simplificada

 *i)f *j   = *i
*(x) f(x) *j(x) dx

o, lo que es lo mismo, tratar la variable +i como continua con  !(+i) = ,(+i–1/2)  y  #(+i) = 

,(+i+1/2) .

 %i)h %j   = %i
*
(r) h(r) %j(x) dr

R
3

  :

integral monoelectrónica (entre orbitales).

 *i *j) 1
r12

 *k *l = *i
*(x1) *j

*(x2) 1
r12

 *k(x1) *l(x2) dr1 dr2

R
 6

&
+1,+2=–1/2

1/2

= *i
*(x1) *j

*(x2) 1
r12

 *k(x1) *l(x2) dx1 dx2  :

integral bielectrónica (entre spin-orbitales).
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( !"!"""#"y –1/2 ( !"#"""), respectivamente, en unidades atómicas.

$$(ri) : $-ésimo orbital de base en las coordenadas del electrón 'i' ; la expresión de un orbital en

la base  $$$$"%"&$' , … $n)  será

%j(ri)  =  &$=1
n $$(ri) c$i .

'(x1, … xN)  =  ("x1 … xN"!"'"" : función de onda N-electrónica.

)*1 … *N) =   x1 … xN) (*1 … *N)–

=  N! A *1(x1) … *N(xN)

=  1
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*1(x1) … *N(x1)

… … …

*1(xN) … *N(xN)

  :

determinante de Slater N-electrónico. Cuando no se indique lo contrario, se supondrá que los

determinantes de Slater están construidos a partir de spin-orbitales ortonormales.

'0 ó '": determinante de Slater de referencia; los subíndices  a, b, …  se utilizarán para referir

se a (spin) orbitales ocupados en '0 y los subíndices  r, s, …  para  (spin) orbitales no 

ocupados o virtuales.

 *i)f *j   = *i
*(x) f(x) *j(x) dr

R
 3

&
+=–1/2

1/2

  :

integral monoelectrónica (entre spin-orbitales); es habitual utilizar la notación simplificada

 *i)f *j   = *i
*(x) f(x) *j(x) dx

o, lo que es lo mismo, tratar la variable +i como continua con  !(+i) = ,(+i–1/2)  y  #(+i) = 

,(+i+1/2) .

 %i)h %j   = %i
*
(r) h(r) %j(x) dr

R
3

  :

integral monoelectrónica (entre orbitales).

 *i *j) 1
r12

 *k *l = *i
*(x1) *j

*(x2) 1
r12

 *k(x1) *l(x2) dr1 dr2

R
 6

&
+1,+2=–1/2

1/2

= *i
*(x1) *j

*(x2) 1
r12

 *k(x1) *l(x2) dx1 dx2  :

integral bielectrónica (entre spin-orbitales).
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To avoid a too cumbersome wording we will also use the terms “orbital”, “spin-
orbital” and “Slater determinant” to refer to the corresponding state vectors.
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Razona físicamente el aumento de !x con t. ¿Existe contradicción entre el resultado anterior y la

reversidad temporal inherente a la ecuación de Schrödinger?

e) Calcula !p y comprueba que, en el instante t=0, el producto de la dispersiones de los

observables x y p es el mínimo permitido por la relación de dispersión.

!x !p  =  1/2 .

La generalización de las relaciones anteriores a partículas tridimensionales se efectua sin

dificultad adoptando la siguiente normalización para los estados propios del momento en

representación de posiciones:

"p(r)  =  (2#h-)–3/2 exp(ip•r/h-) .

Observemos que los productos directos entre vectores de estado, necesarios, por ejemplo,

para describir un sistema de varias partículas a partir de la descripción de cada una de ellas, se

reducen a productos de funciones complejas cuando pasamos a una representación continua, y

las propiedades de aquel producto directo se traducen a propiedades triviales del producto de

funciones cuya imagen es el mismo cuerpo, los números complejos.

2.4 Notación

A continuación presentamos una compilación de la notación que utilizaremos para tratar

sistemas N-electrónicos en representación de posiciones.

xi $ i : coordenadas de posición espaciales (ri) y de spin (%i $ msi) del electrón 'i'.

"j(xi)  =  &!xi!"!"j!' : j-ésimo spin-orbital (vector de estado monoelectrónico en la representación

d e  

posiciones) en las coordenadas del electrón 'i'; en general, se utilizan spin-orbitales de la 

forma

"j(xi)  =  (j(ri) )(%i)

o

"j(xi)  =  (j(ri) *(%i) ,

donde

(j(ri)  =  &!ri!"!(j!'

es el j-ésimo orbital en las coordenadas del electrón 'i' y

)(%i)  =  &!msi!"!)!'!!#!!+msi, 1/2 ,

*(%i)  =  &!msi!"!*!'!!#!!+msi, –1/2 ,

son las representaciones de posiciones de los estados propios de sz con valores propios 1/2 
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( !"!"""#"y –1/2 ( !"#"""), respectivamente, en unidades atómicas.

$$(ri) : $-ésimo orbital de base en las coordenadas del electrón 'i' ; la expresión de un orbital en

la base  $$$$"%"&$' , … $n)  será

%j(ri)  =  &$=1
n $$(ri) c$i .

'(x1, … xN)  =  ("x1 … xN"!"'"" : función de onda N-electrónica.

)*1 … *N) =   x1 … xN) (*1 … *N)–

=  N! A *1(x1) … *N(xN)

=  1
N!

 

*1(x1) … *N(x1)

… … …

*1(xN) … *N(xN)

  :

determinante de Slater N-electrónico. Cuando no se indique lo contrario, se supondrá que los

determinantes de Slater están construidos a partir de spin-orbitales ortonormales.

'0 ó '": determinante de Slater de referencia; los subíndices  a, b, …  se utilizarán para referir

se a (spin) orbitales ocupados en '0 y los subíndices  r, s, …  para  (spin) orbitales no 

ocupados o virtuales.

 *i)f *j   = *i
*(x) f(x) *j(x) dr

R
 3

&
+=–1/2

1/2

  :

integral monoelectrónica (entre spin-orbitales); es habitual utilizar la notación simplificada

 *i)f *j   = *i
*(x) f(x) *j(x) dx

o, lo que es lo mismo, tratar la variable +i como continua con  !(+i) = ,(+i–1/2)  y  #(+i) = 

,(+i+1/2) .

 %i)h %j   = %i
*
(r) h(r) %j(x) dr

R
3

  :

integral monoelectrónica (entre orbitales).

 *i *j) 1
r12

 *k *l = *i
*(x1) *j

*(x2) 1
r12

 *k(x1) *l(x2) dr1 dr2

R
 6

&
+1,+2=–1/2

1/2

= *i
*(x1) *j

*(x2) 1
r12

 *k(x1) *l(x2) dx1 dx2  :

integral bielectrónica (entre spin-orbitales).
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( !"!"""#"y –1/2 ( !"#"""), respectivamente, en unidades atómicas.

$$(ri) : $-ésimo orbital de base en las coordenadas del electrón 'i' ; la expresión de un orbital en

la base  $$$$"%"&$' , … $n)  será

%j(ri)  =  &$=1
n $$(ri) c$i .

'(x1, … xN)  =  ("x1 … xN"!"'"" : función de onda N-electrónica.

)*1 … *N) =   x1 … xN) (*1 … *N)–

=  N! A *1(x1) … *N(xN)

=  1
N!

 

*1(x1) … *N(x1)

… … …

*1(xN) … *N(xN)

  :

determinante de Slater N-electrónico. Cuando no se indique lo contrario, se supondrá que los

determinantes de Slater están construidos a partir de spin-orbitales ortonormales.

'0 ó '": determinante de Slater de referencia; los subíndices  a, b, …  se utilizarán para referir

se a (spin) orbitales ocupados en '0 y los subíndices  r, s, …  para  (spin) orbitales no 

ocupados o virtuales.

 *i)f *j   = *i
*(x) f(x) *j(x) dr

R
 3

&
+=–1/2

1/2

  :

integral monoelectrónica (entre spin-orbitales); es habitual utilizar la notación simplificada

 *i)f *j   = *i
*(x) f(x) *j(x) dx

o, lo que es lo mismo, tratar la variable +i como continua con  !(+i) = ,(+i–1/2)  y  #(+i) = 

,(+i+1/2) .

 %i)h %j   = %i
*
(r) h(r) %j(x) dr

R
3

  :

integral monoelectrónica (entre orbitales).

 *i *j) 1
r12

 *k *l = *i
*(x1) *j

*(x2) 1
r12

 *k(x1) *l(x2) dr1 dr2

R
 6

&
+1,+2=–1/2

1/2

= *i
*(x1) *j

*(x2) 1
r12

 *k(x1) *l(x2) dx1 dx2  :

integral bielectrónica (entre spin-orbitales).
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( !"!"""#"y –1/2 ( !"#"""), respectivamente, en unidades atómicas.

$$(ri) : $-ésimo orbital de base en las coordenadas del electrón 'i' ; la expresión de un orbital en

la base  $$$$"%"&$' , … $n)  será

%j(ri)  =  &$=1
n $$(ri) c$i .

'(x1, … xN)  =  ("x1 … xN"!"'"" : función de onda N-electrónica.

)*1 … *N) =   x1 … xN) (*1 … *N)–

=  N! A *1(x1) … *N(xN)

=  1
N!

 

*1(x1) … *N(x1)

… … …

*1(xN) … *N(xN)

  :

determinante de Slater N-electrónico. Cuando no se indique lo contrario, se supondrá que los

determinantes de Slater están construidos a partir de spin-orbitales ortonormales.

'0 ó '": determinante de Slater de referencia; los subíndices  a, b, …  se utilizarán para referir

se a (spin) orbitales ocupados en '0 y los subíndices  r, s, …  para  (spin) orbitales no 

ocupados o virtuales.

 *i)f *j   = *i
*(x) f(x) *j(x) dr

R
 3

&
+=–1/2

1/2

  :

integral monoelectrónica (entre spin-orbitales); es habitual utilizar la notación simplificada

 *i)f *j   = *i
*(x) f(x) *j(x) dx

o, lo que es lo mismo, tratar la variable +i como continua con  !(+i) = ,(+i–1/2)  y  #(+i) = 

,(+i+1/2) .

 %i)h %j   = %i
*
(r) h(r) %j(x) dr

R
3

  :

integral monoelectrónica (entre orbitales).

 *i *j) 1
r12

 *k *l = *i
*(x1) *j

*(x2) 1
r12

 *k(x1) *l(x2) dr1 dr2

R
 6

&
+1,+2=–1/2

1/2

= *i
*(x1) *j

*(x2) 1
r12

 *k(x1) *l(x2) dx1 dx2  :

integral bielectrónica (entre spin-orbitales).
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( !"!"""#"y –1/2 ( !"#"""), respectivamente, en unidades atómicas.

$$(ri) : $-ésimo orbital de base en las coordenadas del electrón 'i' ; la expresión de un orbital en

la base  $$$$"%"&$' , … $n)  será

%j(ri)  =  &$=1
n $$(ri) c$i .

'(x1, … xN)  =  ("x1 … xN"!"'"" : función de onda N-electrónica.

)*1 … *N) =   x1 … xN) (*1 … *N)–

=  N! A *1(x1) … *N(xN)

=  1
N!

 

*1(x1) … *N(x1)

… … …

*1(xN) … *N(xN)

  :

determinante de Slater N-electrónico. Cuando no se indique lo contrario, se supondrá que los

determinantes de Slater están construidos a partir de spin-orbitales ortonormales.

'0 ó '": determinante de Slater de referencia; los subíndices  a, b, …  se utilizarán para referir

se a (spin) orbitales ocupados en '0 y los subíndices  r, s, …  para  (spin) orbitales no 

ocupados o virtuales.

 *i)f *j   = *i
*(x) f(x) *j(x) dr

R
 3

&
+=–1/2

1/2

  :

integral monoelectrónica (entre spin-orbitales); es habitual utilizar la notación simplificada

 *i)f *j   = *i
*(x) f(x) *j(x) dx

o, lo que es lo mismo, tratar la variable +i como continua con  !(+i) = ,(+i–1/2)  y  #(+i) = 

,(+i+1/2) .

 %i)h %j   = %i
*
(r) h(r) %j(x) dr

R
3

  :

integral monoelectrónica (entre orbitales).

 *i *j) 1
r12

 *k *l = *i
*(x1) *j

*(x2) 1
r12

 *k(x1) *l(x2) dr1 dr2

R
 6

&
+1,+2=–1/2

1/2

= *i
*(x1) *j

*(x2) 1
r12

 *k(x1) *l(x2) dx1 dx2  :

integral bielectrónica (entre spin-orbitales).
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 !i !j" 1
r12

 !k !l = !i
*
(r1) !j

*
(r2) 1

r12
 !k(r1) !l(r2) dr1 dr2

R
 6

  #  (!i !k | !j !l )  :

integral bielectrónica (entre orbitales).

Jij  =  (!i !i | !j !j )  : integral de Coulomb,

Kij  =  (!i !j | !j !i )  : integral de intercambio.
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