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Taylor expansion of Em-F
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‣ Static electric field                    :
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a detailed information about the charge distribution is needed
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Electric multipoles

‣ Static electric field                    :~F = �~rV (~r)
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a detailed information about the charge distribution is needed
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Electric multipole moments
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‣ Static electric field:
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734 7.3. Desenvolupament multipolar de l’energia clàssica d’interacció

Figura 7.4: El primer moment elèctric no nul és el dipolar per al sistema de
l’esquerra i el quadrupolar per al de la dreta.

b) Demostreu que, si la càrrega neta d’un sistema és zero, el seu moment dipolar
elèctric és independent de l’origen de coordenades.

☞ Considerem els dos sistemes representats a la fig. 7.4. El de l’esquerra té
càrrega neta nul·la i, en conseqüència, el seu moment dipolar és independent
de l’origen de coordenandes:

d⃗ = qr⃗+ − qr⃗− = qa⃗

on a⃗ = r⃗+ − r⃗− és un vector dirigit des de la càrrega negativa a la positiva.11

En l’exercici 7.5 es fa palesa la dependència del moment dipolar d’un sistema
carregat respecte de l’origen de coordenades escollit.

El sistema de la fig. 7.4 (b) té càrrega neta i moment dipolar nuls:

dx = q
a

2
+ q

(
−

a

2

)
− q0 − q0 = 0 = dy = dz

En conseqüència, el moment quadrupolar haurà de ser independent de l’origen
de coordenades. En efecte, és fàcil veure que s’anul·len tots els components
del moment quadrupolar menys dos que depenen només de la distància a entre
càrregues del mateix signe:

Qxx = q
(a

2

)2
+ q

(
−

a

2

)2
− q0 − q0 =

1

2
qa2 = −Qyy

11En qúımica es representa de vegades el moment dipolar elèctric d’un enllaç com un vector
dirigit de l’àtom amb càrrega neta positiva al de càrrega neta negativa; d’aquesta manera, el seu
sentit indica la direcció en què es concentra la major part de la densitat electrònica de l’enllaç.
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Continuous charge distributions

Exemple: hydrogen atom
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The classical calculation for a continuous charge density leads to the correct quantum result 
for spin-independent monoelectronic observables diagonal in position representation.
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Magnetic multipoles

‣ Moving charges in a time-dependent EM field:
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740 7.3. Desenvolupament multipolar de l’energia clàssica d’interacció

entorn molt proper als nuclis atòmics (distàncies de l’ordre de 0,01 nm o inferiors).
L’espectroscòpia Mössbauer usa radiació de longitud d’ona molt curta (∼ 10−10-
10−11m) però, fins i tot, aquesta és llarga si es compara amb les dimensions dels
nuclis amb què interacciona (∼ 10−14-10−15m).

La contribució dels termes magnètics a l’energia d’interacció (eq. 7.31) és, en
general, inferior a la dels elèctrics d’igual ordre.

✏ Aquest fet pot justificar-se partint d’una estimació de la força clàssica exer-
cida pels camps elèctric i magnètic d’una ona plana sobre l’electró d’un àtom
d’hidrogen en el seu estat fonamental. Aquesta força ve determinada per la
llei de Lorentz:

q
(
F⃗ + v⃗ × B⃗

)
= −eB (cu⃗x + v⃗ × u⃗y) cos(ωt − kz + ϕ)

El valor màxim del component magnètic d’aquesta força s’obté quan v⃗ és
perpendicular a B⃗, de manera que

força magnètica

força elèctrica
≤ −eBv cos(ωt − kz + ϕ)

−eBc cos(ωt − kz + ϕ)
=

v

c

La velocitat quadràtica mitjana de l’electró és de 0, 0073c (exercici 4.12), per
la qual cosa la relació entre els components magnètic i elèctric és inferior a
l’1%:

força magnètica

força elèctrica
≤ 0, 0073 (7.32)

En els sistemes polielectrònics cal esperar que els electrons de valència es
moguin amb velocitats d’un ordre de magnitud similar a la de l’electró de
l’hidrogen i, com que les velocitats dels nuclis són molt menors, el component
elèctric de la interacció predominarà, en general, sobre el magnètic.

D’acord amb l’explicació de la secció 4.3, haurem de considerar que cada
part́ıcula pot tenir, a més de moment angular orbital, un moment angular de spin
que aportarà una nova contribució al moment magnètic del sistema. Aix́ı doncs,
per a una molècula formada per n electrons i N nuclis, tindrem (eqs. (4.14) i
(4.15)):

µ⃗ = µ⃗L + µ⃗S + µ⃗J + µ⃗I (7.33)

amb

µ⃗L =
n∑

i=1

−e

2me
l⃗i =

−e

2me
L⃗ (7.34)

µ⃗S =
n∑

i=1

ge
−e

2me
s⃗i = ge

−e

2me
S⃗ (7.35)

µ⃗J =
N∑

A=1

ZAe

2mA
j⃗A (7.36)

Dipole approximation
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PLM electromagnetic waves
‣ (Particular) solution of Maxwell equations in vacuum (PLM):
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on la freqüència angular ω (radians/s) i el nombre d’ones angular k (radians/m)
són paràmetres reals positius relacionats per l’equació

c =
ω

k
(A.14)

F i B són les amplituds dels camp elèctric i magnètic, i ϕ és la fase de l’ona.

✏ Per comprovar que les expressions (A.13) dels camps F⃗ i B⃗ compleixen les eqs.
(A.10) i (A.12) només cal substituir aquelles en aquestes. Aix́ı, si substituint
el camp elèctric (que només té component x) en el membre esquerre de l’eq.
(A.10) s’obté:

∇2Fx =
∂2Fx

∂x2
+

∂2Fx

∂y2
+

∂2Fx

∂z2
= −Fk2 cos(ωt − kz + ϕ)

El mateix resultat s’obté si el substitüım en el dret i fem ús de l’eq. (A.14),

1

c2

∂2Fx

∂t2
= −

1

c2
Fω2 cos(ωt − kz + ϕ) = −Fk2 cos(ωt − kz + ϕ)

D’altra banda, si substitüım les eqs. (A.13) en la primera llei de Maxwell
(eq. A.1) i utilitzem l’eq. (A.4) per desenvolupar el producte vectorial ∇⃗ × F⃗
obtenim:

u⃗yFk sin(ωt − kz + ϕ) = u⃗yBω sin(ωt − kz + ϕ)

d’on, tenint en compte l’eq. (A.14), es dedueix la següent relació entre les
amplituds dels camps elèctric i magnètic:

F = cB (A.15)

La densitat d’energia (energia per unitat de volum) d’un camp electromagnètic
(ρE) és ([Alonso II] §16.9 i §17.9):

ρE =
1

2
F⃗ · D⃗ +

1

2
B⃗ · H⃗

Expressem D⃗ i H⃗ en funció de F⃗ i B⃗ i calculem la densitat d’energia d’una ona
electromagnètica del tipus (A.13) en l’origen de coordenades (per a ϕ = 0):

ρE =
ε0

2
(F cosωt)2 +

1

2µ0
(B cosωt)2 (A.16)

Si expressem µ0 en funció de ε0 (eq. A.7) i B en funció de F (eq. A.15) es troba
que el component magnètic de la densitat d’energia és igual a l’elèctric, per la qual
cosa:

ρE = ε0F
2 cos2 ωt
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1

c2

∂2Fx

∂t2
= −

1

c2
Fω2 cos(ωt − kz + ϕ) = −Fk2 cos(ωt − kz + ϕ)
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∇⃗ × F⃗ =

∣∣∣∣∣∣

u⃗x u⃗y u⃗z
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

Fx Fy Fz

∣∣∣∣∣∣
(A.4)

= u⃗x

(
∂Fz

∂y
−

∂Fy

∂z

)
+ u⃗y

(
∂Fx

∂z
−

∂Fz

∂x

)
+ u⃗z

(
∂Fy

∂x
−

∂Fx

∂y

)

En l’estudi de la matèria a nivell atòmic els sistemes considerats estan formats per
càrregues que es mouen en el buit, de manera que la permitivitat i la permeabilitat
adopten els valors ε0 i µ0 que corresponen a aquest medi (vegeu l’apèndix M del
tom 1). Les dues últimes lleis de Maxwell se solen reescriure llavors en funció dels
camps F⃗ i B⃗:

∇⃗ · F⃗ =
ρq

ε0
(A.5)

∇⃗ × B⃗ = ε0µ0
∂F⃗

∂t
+ µ0j⃗ (A.6)

La primera llei de Maxwell palesa que un camp magnètic dependent del temps
genera un camp elèctric, i la quarta llei indica que un camp elèctric dependent
del temps (el mateix que un corrent elèctric) genera un camp magnètic. Això
suggereix que ambdós camps podran propagar-se com a d’ones electromagnètiques,
és a dir, de radiació electromagnètica. En efecte, Maxwell demostrà que les seves
equacions admetien solucions ondulatòries en zones desprovistes de càrregues, i
dedúı la velocitat de propagació que tindrien aquestes ones: 1/

√
εµ.2 L’excel·lent

concordància entre el valor d’aquesta velocitat per al buit:

c =
1

√
ε0µ0

= 2, 99792458× 108ms−1 (A.7)

i la velocitat de la llum en aquest medi constitúı una prova categòrica de la
naturalesa electromagnètica d’aquesta, i condúı a la unificació entre l’òptica i
l’electromagnetisme.3

✏ En una zona de l’espai desprovista de càrregues (ρq = 0 i j⃗ = 0⃗) les lleis de
Maxwell (A.5) i (A.6) adopten la forma (incorporant l’eq. (A.7)):

∇⃗ · F⃗ = 0 (A.8)

2Aquesta és la velocitat de fase introdüıda en l’apèndix L del tom 1 (pàgs. 305 i 306) per
a una ona plana complexa. Com veurem en aquest apèndix (eq. A.18), els camps elèctric i
magnètic d’una ona electromagnètica plana es regeixen per la mateixa equació que la part real
d’aquella ona complexa.

3El valor que pren en el Sistema Internacional d’unitats la velocitat de la llum en el buit és
exactament l’indicat en l’equació anterior. Això és conseqüència d’un conveni adoptat en aquell
sistema i, òbviament, no implica que s’hagi mesurat amb precisió absoluta el valor de l’esmentada
velocitat. De fet, fins el 1983 s’adoptaven definicions independents per a les unitats internacionals
de longitud i de temps, i el valor de la velocitat de la llum depenia de la precisió proporcionada
pels corresponents dispositius de mesura, però el progressiu augment en aquesta precisió propicià
un canvi en la definició del metre, que s’estableix actualment com la longitud que recorre la llum
en el buit en un interval de temps de 1/299792458 segons. El valor de µ0 també és exacte
(4π × 10−7), de manera que també ho serà el de ε0: 1/(µ0c2) = 1/(4π × 10−7 × 2997924582).
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7. Matèria i radiació 721

Figura 7.1: Representació dels camps d’una ona PML que avança segons la direcció
de l’eix z per a t = 0 (a) i per a z = 0 (b).

ϕ ∈ [0, 2π) és la fase de l’ona,4 i F i B són les amplituds dels camps elèctric i
magnètic, relacionades per l’equació:

F = cB (7.4)

Per visualitzar la variació espacial dels camps (7.2) els representarem davant la
coordenada z en l’instant t = 0, prenent l’origen de coordenades sobre un dels
màxims de l’ona (la qual cosa equival a prendre ϕ = 0) (fig. 7.1 a):

F⃗t=0 = u⃗xF cos(−kz) = u⃗xF cos kz

B⃗t=0 = u⃗yB cos kz

Aquesta és la imatge que obtindŕıem si poguéssim fotograf́ıar els camps en l’instant
t = 0. La distància entre dos màxims consecutius de la funció s’anomena longitud
d’ona (λ), i és inversament proporcional al nombre d’ones angular:

cos k(z + λ) = cos kz (amb λ mı́nim i positiu)

⇒ λ =
2π

k
(7.5)

4El terme ‘fase’, introdüıt en l’apèndix A del volum 1 per referir-nos a un nombre complex
de mòdul 1 (eiϕ), s’usa ara per designar un angle que determina l’estat de l’oscil·lació en t =
0 i z = 0. En realidat ambdues accepcions estan relacionades, ja que el producte d’una ona
plana expressada en forma complexa, Fei(ωt−kx) (vegeu l’últim paràgraf de la pàg. 305), per
eiϕ equival a sumar ϕ a l’argument de l’ona: eiϕFei(ωt−kx) = Fei(ωt−kx+ϕ). Per això es diu
que multiplicar una funció d’ona per un complex de mòdul unitat equival a introduir un canvi
de fase en la funció.
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Per visualitzar l’evolució temporal de l’ona representarem els camps en l’origen de
coordenades en funció del temps (fig. 7.1 b):

F⃗z=0 = u⃗xF cosωt
B⃗z=0 = u⃗yB cosωt

}
(7.6)

Aquesta és la imatge que obtindŕıem si registréssim els valors de Fx i By en l’origen
de coordenades sobre sengles fulls de paper perpendiculars que avancessin cap a
la direcció z < 0 a velocitat constant. L’interval de temps que separa dos màxims
consecutius s’anomena peŕıode de l’ona (τ ), i és inversament proporcional a la seva
freqüència angular:

cosω(t + τ ) = cosωt (amb τ mı́nim i positiu)

⇒ τ =
2π

ω
(7.7)

L’invers del peŕıode és la freqüència (ν), que representa el nombre d’oscil·lacions
que efectuen els camps en la unitat de temps:

ν =
1

τ
=

ω

2π
(7.8)

La unitat internacional de freqüència és l’hertz (Hz ≡ s−1). L’invers de la longitud
d’ona és el nombre d’ones (ν), que representa el nombre d’oscil·lacions que presenta
el camp en la unitat de longitud:

ν =
1

λ
(7.9)

Encara que la seva unitat en el sistema internacional es el m−1, sol usar-se el
cm−1 (equivalent a 100 m−1). De les relacions (7.3), (7.5), (7.7), (7.8) i (7.9) es
dedueixen immediatament aquestes altres:

c =
λ

τ
= νλ =

ν

ν̄
(7.10)

D’acord amb les relacions anteriors, els sis paràmetres ω, k, τ , λ, ν i ν contenen
la mateixa informació, i representen allò que anomenarem, de manera genèrica,
la freqüència de l’ona.5 Encara que els paràmetres més emprats a la pràctica són
ν, ν y λ, moltes equacions adopten una forma més senzilla si s’expressen en funció
de la freqüència angular, per la qual cosa aquest serà el paràmetre que usarem en

5Les relacions entre alguns d’aquests paràmetres canvien quan es treballa en un medi no buit,
com és el cas de l’aire. Aquesta és una de les raons per les quals s’utilitzen diferents paràmetres
per caracteritzar la freqüència de la radiació en diferents zones de l’espectre, tal i com es veurà
en la secció 7.2.

ν =
1

λ
=

k

2π
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proposat per Einstein, que combina la hipòtesi de Planck amb el formalisme se-
miclàssic. Malgrat això, presentarem també una discussió qualitativa dels trets
essencials de la descripció quàntica del problema, que permeti intuir les causes
f́ısiques de l’emissió espontània. Això ens permetrà també apreciar com sorgeix
la noció de “fotó”, que va jugar un paper important en el desenvolupament de la
teoria quàntica (apartats 1.2.2 i 1.2.3) i condueix a interpretacions molt senzilles
de certs resultats del tractament semiclàssic.

7.1 Radiació electromagnètica

La teoria clàssica dels camps electromagnètics i la seva interacció amb càrregues
i corrents eléctrics s’anomena electrodinàmica clàssica. Segons aquesta teoria,
els camps elèctric (F⃗ ) i magnètic (B⃗) creats per una distribució de càrregues
elèctriques vénen determinats per les lleis de Maxwell. Aquestes són quatre equa-
cions diferencials, les solucions de les quals en una zona de l’espai desprovëıda
de càrregues representen camps electromagnètics oscil·lants que es propaguen en
l’espai; és a dir, ones electromagnètiques o radiació electromagnètica (vegeu
l’apèndix A). Aquestes ones poden adoptar formes molt diverses, d’acord amb
les fonts que les hagin creades.

Un tipus particularment senzill són les ones planes, monocromàtiques i polarit-
zades linealment (PML), on els camps elèctric i magnètic oscil·len sinusöıdalment
en plans perpendiculars entre ells i es propaguen amb velocitat:

c = 2, 99792458× 108 ms−1 (7.1)

segons la direcció de la intersecció entre aquests plans.2 Si prenem els eixos car-
tesians x i y paral·lels als camps F⃗ i B⃗, l’ona es propagarà segons la direcció de
l’eix z i les equacions que descriuen els camps són:

F⃗ = u⃗xF cos(ωt − kz + ϕ)
B⃗ = u⃗yB cos(ωt − kz + ϕ)

(ona PML) (7.2)

on la freqüència angular ω (radians/s) i el nombre d’ones angular k (radians/m)
són paràmetres reals positius relacionats per l’equació:3

c =
ω

k
(7.3)

2En aquest caṕıtol farem ús majoritàriament del sistema internacional d’unitats, ja que les
mesures espectroscòpiques s’efectuen normalment sobre mostres macroscòpiques, per a les quals
les unitats atòmiques no resulten apropiades.

3La relació entre aquests dos paràmetres, com altres equacions relacionades amb ω i/o k que
aniran apareixent (eqs. (7.5), (7.7), (7.8), (7.9) y (7.10)), pot memoritzar-se fàcilment amb l’ajut

d’una anàlisi dimensional: rad/s
rad/m = m

s .
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(7.6)

Aquesta és la imatge que obtindŕıem si registréssim els valors de Fx i By en l’origen
de coordenades sobre sengles fulls de paper perpendiculars que avancessin cap a
la direcció z < 0 a velocitat constant. L’interval de temps que separa dos màxims
consecutius s’anomena peŕıode de l’ona (τ ), i és inversament proporcional a la seva
freqüència angular:
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⇒ τ =
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L’invers del peŕıode és la freqüència (ν), que representa el nombre d’oscil·lacions
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d’ona és el nombre d’ones (ν), que representa el nombre d’oscil·lacions que presenta
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ν =
1
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(7.9)

Encara que la seva unitat en el sistema internacional es el m−1, sol usar-se el
cm−1 (equivalent a 100 m−1). De les relacions (7.3), (7.5), (7.7), (7.8) i (7.9) es
dedueixen immediatament aquestes altres:

c =
λ

τ
= νλ =
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ν̄
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D’acord amb les relacions anteriors, els sis paràmetres ω, k, τ , λ, ν i ν contenen
la mateixa informació, i representen allò que anomenarem, de manera genèrica,
la freqüència de l’ona.5 Encara que els paràmetres més emprats a la pràctica són
ν, ν y λ, moltes equacions adopten una forma més senzilla si s’expressen en funció
de la freqüència angular, per la qual cosa aquest serà el paràmetre que usarem en

5Les relacions entre alguns d’aquests paràmetres canvien quan es treballa en un medi no buit,
com és el cas de l’aire. Aquesta és una de les raons per les quals s’utilitzen diferents paràmetres
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en la secció 7.2.
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entorn molt proper als nuclis atòmics (distàncies de l’ordre de 0,01 nm o inferiors).
L’espectroscòpia Mössbauer usa radiació de longitud d’ona molt curta (∼ 10−10-
10−11m) però, fins i tot, aquesta és llarga si es compara amb les dimensions dels
nuclis amb què interacciona (∼ 10−14-10−15m).

La contribució dels termes magnètics a l’energia d’interacció (eq. 7.31) és, en
general, inferior a la dels elèctrics d’igual ordre.

✏ Aquest fet pot justificar-se partint d’una estimació de la força clàssica exer-
cida pels camps elèctric i magnètic d’una ona plana sobre l’electró d’un àtom
d’hidrogen en el seu estat fonamental. Aquesta força ve determinada per la
llei de Lorentz:

q
(
F⃗ + v⃗ × B⃗

)
= −eB (cu⃗x + v⃗ × u⃗y) cos(ωt − kz + ϕ)

El valor màxim del component magnètic d’aquesta força s’obté quan v⃗ és
perpendicular a B⃗, de manera que

força magnètica

força elèctrica
≤ −eBv cos(ωt − kz + ϕ)

−eBc cos(ωt − kz + ϕ)
=

v

c

La velocitat quadràtica mitjana de l’electró és de 0, 0073c (exercici 4.12), per
la qual cosa la relació entre els components magnètic i elèctric és inferior a
l’1%:

força magnètica

força elèctrica
≤ 0, 0073 (7.32)

En els sistemes polielectrònics cal esperar que els electrons de valència es
moguin amb velocitats d’un ordre de magnitud similar a la de l’electró de
l’hidrogen i, com que les velocitats dels nuclis són molt menors, el component
elèctric de la interacció predominarà, en general, sobre el magnètic.

D’acord amb l’explicació de la secció 4.3, haurem de considerar que cada
part́ıcula pot tenir, a més de moment angular orbital, un moment angular de spin
que aportarà una nova contribució al moment magnètic del sistema. Aix́ı doncs,
per a una molècula formada per n electrons i N nuclis, tindrem (eqs. (4.14) i
(4.15)):

µ⃗ = µ⃗L + µ⃗S + µ⃗J + µ⃗I (7.33)

amb

µ⃗L =
n∑

i=1

−e

2me
l⃗i =

−e

2me
L⃗ (7.34)

µ⃗S =
n∑

i=1

ge
−e

2me
s⃗i = ge

−e

2me
S⃗ (7.35)

µ⃗J =
N∑

A=1

ZAe

2mA
j⃗A (7.36)
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Evolution of a stationary state
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això permet simplificar el primer membre de l’eq. (7.69):

i!
dcfi(t)

dt
e−iEf t/! =

∑

k

cki(t) e−iEkt/!

〈
Φf (x)

∣∣∣Ĥm−r(t)Φk(x)
〉

i äıllar dcfi(t)/dt:

dcfi(t)

dt
=

1

i!

∑

k

cki(t) ei(Ef−Ek)t/!

〈
Φf (x)

∣∣∣Ĥm−r(t)Φk(x)
〉

Si introdüım la notació ωfk per designar la diferència Ef − Ek expressada en
unitats de freqüència angular:

ωfk ≡ Ef − Ek

!
(7.71)

obtenim, finalment,

dcfi(t)

dt
=

1

i!

∑

k

cki(t) eiωfkt
〈
Φf

∣∣∣Ĥm−r(t)Φk

〉
t ∈ (0, t1) (7.72)

El conjunt d’equacions anàlogues a la (7.72) per a les diferents funcions pròpies

Φf de Ĥ0 determina els coeficients cfi(t), que, substitüıts en el desenvolupa-
ment (7.67), determinen la funció d’ona Ψ(x; t) a l’interval (0, t1). Aquell conjunt
d’equacions és, de fet, equivalent a l’equació de Schrödinger depenent del temps, ja
que en la deducció d’aquelles a partir d’aquesta no s’ha introdüıt cap aproximació.
Tanmateix, en la majoria de casos caldrà adoptar algunes hipòtesis simplificadores
per tal de resoldre aquelles equacions, tal i com veurem a continuació.

7.4.1 Mètode de pertorbacions depenents del temps

El sistema d’equacions diferencials (7.72) que determina els coeficients cfi(t) de
la funció d’ona està acoblat, en el sentit que la derivada temporal de cadascun
d’ells depèn de la resta de coeficients. Això fa que, en general, no sapiguem
resoldre’l de manera exacta. Nogensmenys, si els efectes de la interacció no són
molt importants, és a dir, si els coeficients cki(t) canvien poc en el temp d’interacció
considerat, s’obtindran bons resultats si els substitüım en el membre de la dreta
de l’eq. (7.72) pels seus valors inicials, que, d’acord amb les eqs. (7.58) i (7.67),
s’anul·len per a tot k diferent de i:

cki(t) ≈ cki(0) = δki ∀k (7.73)

Aquesta aproximació desacobla les equacions (7.72) i condueix a una equació di-
ferencial independent per a cada coeficient:

dc(1)
fi (t)

dt
=

1

i!
eiωfit

〈
Φf

∣∣∣Ĥm−r(t)Φi

〉
t ∈ (0, t1)
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això permet simplificar el primer membre de l’eq. (7.69):
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(7.71)
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∑
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Φf

∣∣∣Ĥm−r(t)Φk

〉
t ∈ (0, t1) (7.72)

El conjunt d’equacions anàlogues a la (7.72) per a les diferents funcions pròpies

Φf de Ĥ0 determina els coeficients cfi(t), que, substitüıts en el desenvolupa-
ment (7.67), determinen la funció d’ona Ψ(x; t) a l’interval (0, t1). Aquell conjunt
d’equacions és, de fet, equivalent a l’equació de Schrödinger depenent del temps, ja
que en la deducció d’aquelles a partir d’aquesta no s’ha introdüıt cap aproximació.
Tanmateix, en la majoria de casos caldrà adoptar algunes hipòtesis simplificadores
per tal de resoldre aquelles equacions, tal i com veurem a continuació.

7.4.1 Mètode de pertorbacions depenents del temps

El sistema d’equacions diferencials (7.72) que determina els coeficients cfi(t) de
la funció d’ona està acoblat, en el sentit que la derivada temporal de cadascun
d’ells depèn de la resta de coeficients. Això fa que, en general, no sapiguem
resoldre’l de manera exacta. Nogensmenys, si els efectes de la interacció no són
molt importants, és a dir, si els coeficients cki(t) canvien poc en el temp d’interacció
considerat, s’obtindran bons resultats si els substitüım en el membre de la dreta
de l’eq. (7.72) pels seus valors inicials, que, d’acord amb les eqs. (7.58) i (7.67),
s’anul·len per a tot k diferent de i:

cki(t) ≈ cki(0) = δki ∀k (7.73)

Aquesta aproximació desacobla les equacions (7.72) i condueix a una equació di-
ferencial independent per a cada coeficient:

dc(1)
fi (t)

dt
=

1

i!
eiωfit

〈
Φf

∣∣∣Ĥm−r(t)Φi

〉
t ∈ (0, t1)

i~��
�t

=
⇣
cH0 + \Hm�r(t)

⌘
�

⇥(x; t) =
X

k

cki(t) e
�iEkt/~ �k(x)

‣During irradiation (0, t1):
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això permet simplificar el primer membre de l’eq. (7.69):
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El conjunt d’equacions anàlogues a la (7.72) per a les diferents funcions pròpies

Φf de Ĥ0 determina els coeficients cfi(t), que, substitüıts en el desenvolupa-
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la funció d’ona està acoblat, en el sentit que la derivada temporal de cadascun
d’ells depèn de la resta de coeficients. Això fa que, en general, no sapiguem
resoldre’l de manera exacta. Nogensmenys, si els efectes de la interacció no són
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això permet simplificar el primer membre de l’eq. (7.69):
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El conjunt d’equacions anàlogues a la (7.72) per a les diferents funcions pròpies

Φf de Ĥ0 determina els coeficients cfi(t), que, substitüıts en el desenvolupa-
ment (7.67), determinen la funció d’ona Ψ(x; t) a l’interval (0, t1). Aquell conjunt
d’equacions és, de fet, equivalent a l’equació de Schrödinger depenent del temps, ja
que en la deducció d’aquelles a partir d’aquesta no s’ha introdüıt cap aproximació.
Tanmateix, en la majoria de casos caldrà adoptar algunes hipòtesis simplificadores
per tal de resoldre aquelles equacions, tal i com veurem a continuació.

7.4.1 Mètode de pertorbacions depenents del temps

El sistema d’equacions diferencials (7.72) que determina els coeficients cfi(t) de
la funció d’ona està acoblat, en el sentit que la derivada temporal de cadascun
d’ells depèn de la resta de coeficients. Això fa que, en general, no sapiguem
resoldre’l de manera exacta. Nogensmenys, si els efectes de la interacció no són
molt importants, és a dir, si els coeficients cki(t) canvien poc en el temp d’interacció
considerat, s’obtindran bons resultats si els substitüım en el membre de la dreta
de l’eq. (7.72) pels seus valors inicials, que, d’acord amb les eqs. (7.58) i (7.67),
s’anul·len per a tot k diferent de i:

cki(t) ≈ cki(0) = δki ∀k (7.73)

Aquesta aproximació desacobla les equacions (7.72) i condueix a una equació di-
ferencial independent per a cada coeficient:

dc(1)
fi (t)

dt
=

1

i!
eiωfit

〈
Φf

∣∣∣Ĥm−r(t)Φi

〉
t ∈ (0, t1)
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756 7.4. Tractament quàntic de la interacció

on s’ha afegit el supeŕındex ‘(1)’ als coeficients cki(t) per indicar que es tracta d’una
aproximació de primer ordre als mateixos. Si integrem entre l’instant inicial t =
0 i un instant t ∈ (0, t1), per a un estat Φf diferent de Φi —la qual cosa implica

que c(1)
fi (0) = 0 (eq. 7.73)— s’obté:28

c(1)
fi (t) =

1

i!

∫ t

0
eiωfit

′
〈
Φf

∣∣∣Ĥm−r(t
′)Φi

〉
dt′ t ∈ (0, t1) (7.74)

on hem afegit una prima a la variable d’integració per distingir-la del ĺımit superior
de la integral. Per millorar aquesta aproximació podem substituir els coeficients

de primer ordre c(1)
fi (t)) en el membre de la dreta de les eqs. (7.72) i integrar-les de

nou, la qual cosa conduirà a una aproximació de segon ordre (c(2)
fi (t)), i aix́ı succes-

sivament. Aquest procediment es coneix com mètode de pertorbacions depenents
del temps. La major part de les tècniques espectroscòpiques convencionals poden
explicar-se en base als coeficients de primer ordre. A la secció 7.11 considerarem
breument els ordres pertorbacionals superiors al primer i a l’apartat 7.13.2 presen-
tarem una alternativa al mètode pertorbacional que permet analitzar les tècniques
de polsos en ressonància magnètica nuclear.

Aquest mètode pertorbacional té diversos punts en comú amb el que s’ha dis-
cutit a la secció 5.2:

• la descomposició de Ĥ com a suma d’un hamiltonià no pertorbat (Ĥ0) i una

pertorbació (Ĥm−r(t)) “petita”, en el sentit que no altera massa l’estat del
sistema no pertorbat,

• la necessitat de conèixer les funcions i valors propis de Ĥ0, en funció dels
quals s’expressarà la solució al problema pertorbat, i

• la possibilitat de calcular successius ordres d’aproximació a la solució bus-
cada.

Existeix, malgrat tot, una diferència evident entre ambdós mètodes: en el de
la secció 5.2 la pertorbació era independent del temps i els sistemes pertorbat i
no pertorbat eren conservatius, essent el nostre objectiu la resolució de l’equació
de Schrödinger independent del temps del sistema pertorbat; ara, en canvi, ens
proposem resoldre l’equació de Schrödinger depenent del temps per a un sistema
l’hamiltonià del qual depèn del temps a través de la pertorbació. Quan hi hagi la
possibilitat de confondre’s, indicarem el caràcter independent del temps o estacio-
nari de la pertorbació per referir-nos al primer mètode.

28Tal i com veurem en el següent apartat, aquests són els coeficients que interessen per explicar
els processos rellevants en espectroscòpia, que són aquells en què l’estat de la matèria canvia per
efecte de la interacció. Tanmateix, el coeficient cii(t) podria determinar-se a partir de la condició
de normalització, la qual, a causa de l’ortonormalitat de les funcions Φk(x), s’expressa:

⟨Ψ(x; t) |Ψ(x; t) ⟩ =
X

f

˛̨
cfi(t)

˛̨2
= 1

‣1st order:

‣Dipole approximation:

QC3
2003/7/12
page 757

✐

✐

✐

✐

✐

✐

✐

✐

7. Matèria i radiació 757

Aproximació dipolar

Calcularem expĺıcitament els coeficients de primer ordre c(1)
fi (t). Per tal de fer-

ho, haurem de substituir Ĥm−r(t) pel seu desenvolupament multipolar (7.60).
La majoria de les tècniques espectroscòpiques es poden analitzar a partir dels
termes dipolars d’aquest desenvolupament,29 per la qual cosa ometrem els d’ordre
superior:

Ĥm−r(t) = V0(t)q − F⃗0(t) ·
̂⃗
d − B⃗0(t) · ̂⃗µ (7.75)

on hem indicat expĺıcitament la dependència temporal dels camps de la radiació.
Pel cas de l’ona PML descrita per les eqs. (7.2) amb ϕ = 0, l’equació anterior

es redueix a (vegeu l’eq. (7.62))

Ĥm−r(t) = V0(t)q − F cos(ωt)d̂x − B cos(ωt)µ̂y (ona PML)

i, si tenim en compte que B = F/c (eq. 7.4), podem expressar-la:

Ĥm−r(t) = V0(t)q − FŴ cos(ωt) (ona PML) (7.76)

amb

Ŵ ≡ d̂x +
1

c
µ̂y (7.77)

D’ara endavant ens limitarem a aquest tipus d’ona en la major part de la discussió,
encara que, a través d’exercicis, s’il· lustrarà l’extensió dels resultats obtinguts a al-
tres tipus de radiació. En substituir l’expressió (7.76) a l’eq. (7.74), el terme V0(t)q

no contribueix al producte escalar
〈
Φf

∣∣∣Ĥm−r(t′)Φi

〉
, a causa de l’ortonormalitat

de la base (eq. 7.70):

⟨Φf |V0(t)qΦi ⟩ = V0(t)q ⟨Φf |Φi ⟩ = 0

amb la qual cosa s’obté

c(1)
fi (t) =

1

i"

∫ t

0
eiωfit

′
〈
Φf

∣∣∣−FŴ Φi

〉
cos(ωt′) dt′ t ∈ (0, t1) (7.78)

La integral del segon membre es resol de manera immediata si tenim en compte

que el producte escalar
〈
Φf

∣∣∣−FŴ Φi

〉
no depèn del temps i que cos(ωt) =

29L’excepció més destacable és la ressonància de quadrupol nuclear, que requereix la inclusió
del terme quadrupolar elèctric. A més a més, pot ser necessari incloure termes quadrupolars o
d’ordre superior per explicar aspectes puntuals d’altres tècniques espectroscòpiques; per exemple,
la interacció de radiació UV amb una molècula de gran volum (dimensions comparables amb λ).
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constitueix un sistema äıllat;23 per tant, es tracta d’un sistema conservatiu per
al que existeixen estats estacionaris amb energies ben definides (vegeu l’apartat
2.9.1):

Ĥ0Φk(x) = EkΦk(x) (7.57)

En aquesta equació, x representa el conjunt de totes les coordenades de posició i
de spin de les part́ıcules que constitueixen la molècula i, per tal de simplificar la

discussió, s’ha suposat que l’espectre de Ĥ0 és discret. Suposem que la molècula
es troba a l’estat estacionari Φi(x) a l’instant t = 0:24

Ψ(x; 0) = Φi(x) (7.58)

A partir d’aquest instant, i fins t1, la interacció amb la radiació fa que l’hamiltonià
molecular passi a ser:

Ĥ = Ĥ0 + Ĥm−r(t) (7.59)

on Ĥm−r(t) s’obté substituint els moments multipolars pels seus corresponents
operadors quàntics a l’eq. (7.31):

Ĥm−r(t) = V0q − F⃗0 · ̂⃗d − B⃗0 · ̂⃗µ (7.60)

−1

2

[(
∂Fx

∂x

)

0

Q̂xx +

(
∂Fx

∂y

)

0

Q̂xy + . . . . . . +

(
∂Fz

∂z

)

0

Q̂zz

]
+ . . .

En aquesta equació el sub́ındex 0 indica l’origen de coordenades (normalment, el
centre de massa de la molècula) i els operadors dels moments multipolars elèctrics
i magnètics s’obtenen en substituir a les expressions clàssiques (7.23), (7.24), i
(7.33) a (7.37) les coordenades de posició i els moments angulars pels operadors
quàntics corresponents:

̂⃗
d =

n∑

j=1

qj
̂⃗rj

̂⃗µL =
−e

2me

̂⃗L etc. (7.61)

Tant els camps a l’origen (F⃗0 i B⃗0) com les seves derivades varien amb el temps,

de manera que passarà el mateix amb l’operador Ĥm−r, la qual cosa s’ha indicat
expĺıcitament en les eqs. (7.59) i (7.60). Per exemple, en el cas de l’ona PML
descrita per les eqs. (7.2), la substitució de (7.6) en (7.60) condueix (per a ϕ = 0)
a

Ĥm−r(t) = V0q − F cos(ωt)d̂x − B cos(ωt)µ̂y

−kF sin(ωt)

2

[
Q̂xx + Q̂xy + Q̂xz

]
+ . . . (7.62)

23Tret dels instants en què xoca amb una altra molècula o amb les parets del recipient. Aquests
xocs poden afectar l’estat intern de les molècules, i els seus efectes es tindran en compte més
endavant, quan s’estudïı la relaxació (secció 7.6).

24En aquest caṕıtol tornarem a utilitzar la notació introdüıda a la secció 2.9: Ψ per a funcions
d’ona que inclouen expĺıcitament la dependència temporal i Φ per a la part espacial d’un estat
estacionari.

For any Φf ≠ Φi (cii(t) can be 
obtained by normalizing Ψ)
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1-photon transitions

P(f i)

!

Es

Ei

hν

absorption: ←
induced emission: →

P
t1(Ef

) = P (s $ i) =
F 2

~2

����

⌧
�

s

����

✓
cd
x

+

1

c
cµ
y

◆
�

i

�����
2
sin

2
[(!

si

� !)t1/2]

(!
si

� !)2
(ona PML)

(monophotonic) absorption: ↑
(monophotonic) induced emission: ↓

QC
3

200
3/7

/12
pag

e7
53

✐

✐

✐

✐

✐

✐

✐

✐

7.
Ma

tèr
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m−
r(t

)
per

a0
<t

<t
1

Ĥ0
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de

Sch
röd

ing
er

dep
ene

nt
del

tem
ps

com
ac

om
bin

aci
ó
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ód

eS
chr

öd
ing

er
cor

res
po

nen
ta

b H.

Selection rules
(dipolar and 1st order 

or monophotonic)(LASERs!)



Lesson 4

Juan C. Paniagua - Departament de Ciència de Materials i Química Física & Institut de Química Teòrica i Computacional (IQTC-UB) - Universitat de Barcelona - 2007-2018

13

Charged harmonic oscillator
• Transition  1 ↔ 0: 
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768 7.4. Tractament quàntic de la interacció

direm que la transició està permesa per dipol elèctric (o que es tracta d’una tran-
sició per dipol elèctric o dipolar elèctrica) i, en cas contrari, direm que està prohi-
bida per dipol elèctric. De la mateixa manera, si

〈
Φs

∣∣µ̂yΦi

〉
̸= 0 (7.106)

direm que la transició està permesa per dipol magnètic i, en cas contrari, direm
que està prohibida per dipol magnètic. La contribució del moment magnètic a la
probabilitat d’una transició és, normalment, petita en front de la de l’elèctric (eq.
7.32); per tant, si una transició està permesa per dipol elèctric podrem negligir,
en la majoria de casos, el terme magnètic:

〈
Φs

∣∣∣Ŵ Φi

〉
≈

〈
Φs

∣∣∣d̂xΦi

〉

Aquest és el cas, per exemple, de les transicions que originen els espectres d’absorció
i d’emissió atòmics i els moleculars rotacional, vibracional i electrònic. Contrària-
ment, les transicions que donen lloc als espectres de ressonància magnètica nuclear
i ressonància de spin electrònic estan prohibides per dipol elèctric i permeses per
dipol magnètic (són transicions per dipol magnètic o dipolars magnètiques), de
manera que:

〈
Φs

∣∣∣Ŵ Φi

〉
≈ 1

c

〈
Φs

∣∣µ̂yΦi

〉

☞ Considerem un oscil·lador harmònic unidimensional amb massa m, càrrega
elèctrica q i constant de força k que es mou al llarg de l’eix x. Si, estant en el
seu estat fonamental Φ0, és irradiat mitjançant una ona PML de freqüència
ν10 = 1

2π

√
k/m polaritzada segons la direcció de l’eix x, podrà produir-se la

transició de Φ0 a Φ1 per dipol elèctric si:
〈
Φ1

∣∣∣d̂xΦ0

〉
̸= 0

ja que, segons les eqs. (3.26) i (3.18), es compleix la condició de conservació
de l’energia (eq. 7.92):

E1 − E0 = hν10 (7.107)

La integral de l’equació anterior pot resoldre’s introduint les expressions de
Φ1(x) (eq. 3.30) i Φ0(x) (eq. 3.29) i emprant l’eq. (F.5) (pàg. 283):

∫ ∞

−∞
Φ∗

1(x) qxΦ0(x) dx =

∫ ∞

−∞

(
4α3

π

)1/4

xe−αx2/2 qx
(α

π

)1/4
e−αx2/2 dx

=

(
2α2

π

)1/2

2q

∫ ∞

0
x2e−αx2

dx =
q√
2α

̸= 0 (7.108)

La conclusió és, doncs, que la transició Φ1 ← Φ0 està permesa per dipol
elèctric, i la seva probabilitat podrà determinar-se introduint el resultat ante-
rior en l’eq. (7.100).
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direm que la transició està permesa per dipol elèctric (o que es tracta d’una tran-
sició per dipol elèctric o dipolar elèctrica) i, en cas contrari, direm que està prohi-
bida per dipol elèctric. De la mateixa manera, si

〈
Φs

∣∣µ̂yΦi

〉
̸= 0 (7.106)

direm que la transició està permesa per dipol magnètic i, en cas contrari, direm
que està prohibida per dipol magnètic. La contribució del moment magnètic a la
probabilitat d’una transició és, normalment, petita en front de la de l’elèctric (eq.
7.32); per tant, si una transició està permesa per dipol elèctric podrem negligir,
en la majoria de casos, el terme magnètic:

〈
Φs

∣∣∣Ŵ Φi

〉
≈

〈
Φs

∣∣∣d̂xΦi

〉

Aquest és el cas, per exemple, de les transicions que originen els espectres d’absorció
i d’emissió atòmics i els moleculars rotacional, vibracional i electrònic. Contrària-
ment, les transicions que donen lloc als espectres de ressonància magnètica nuclear
i ressonància de spin electrònic estan prohibides per dipol elèctric i permeses per
dipol magnètic (són transicions per dipol magnètic o dipolars magnètiques), de
manera que:

〈
Φs

∣∣∣Ŵ Φi

〉
≈ 1

c

〈
Φs

∣∣µ̂yΦi

〉

☞ Considerem un oscil·lador harmònic unidimensional amb massa m, càrrega
elèctrica q i constant de força k que es mou al llarg de l’eix x. Si, estant en el
seu estat fonamental Φ0, és irradiat mitjançant una ona PML de freqüència
ν10 = 1

2π

√
k/m polaritzada segons la direcció de l’eix x, podrà produir-se la

transició de Φ0 a Φ1 per dipol elèctric si:
〈
Φ1

∣∣∣d̂xΦ0

〉
̸= 0

ja que, segons les eqs. (3.26) i (3.18), es compleix la condició de conservació
de l’energia (eq. 7.92):

E1 − E0 = hν10 (7.107)

La integral de l’equació anterior pot resoldre’s introduint les expressions de
Φ1(x) (eq. 3.30) i Φ0(x) (eq. 3.29) i emprant l’eq. (F.5) (pàg. 283):

∫ ∞

−∞
Φ∗

1(x) qxΦ0(x) dx =

∫ ∞

−∞

(
4α3

π

)1/4

xe−αx2/2 qx
(α

π

)1/4
e−αx2/2 dx

=

(
2α2

π

)1/2

2q

∫ ∞

0
x2e−αx2

dx =
q√
2α

̸= 0 (7.108)

La conclusió és, doncs, que la transició Φ1 ← Φ0 està permesa per dipol
elèctric, i la seva probabilitat podrà determinar-se introduint el resultat ante-
rior en l’eq. (7.100).
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direm que la transició està permesa per dipol elèctric (o que es tracta d’una tran-
sició per dipol elèctric o dipolar elèctrica) i, en cas contrari, direm que està prohi-
bida per dipol elèctric. De la mateixa manera, si

〈
Φs

∣∣µ̂yΦi

〉
̸= 0 (7.106)

direm que la transició està permesa per dipol magnètic i, en cas contrari, direm
que està prohibida per dipol magnètic. La contribució del moment magnètic a la
probabilitat d’una transició és, normalment, petita en front de la de l’elèctric (eq.
7.32); per tant, si una transició està permesa per dipol elèctric podrem negligir,
en la majoria de casos, el terme magnètic:

〈
Φs

∣∣∣Ŵ Φi

〉
≈

〈
Φs

∣∣∣d̂xΦi

〉

Aquest és el cas, per exemple, de les transicions que originen els espectres d’absorció
i d’emissió atòmics i els moleculars rotacional, vibracional i electrònic. Contrària-
ment, les transicions que donen lloc als espectres de ressonància magnètica nuclear
i ressonància de spin electrònic estan prohibides per dipol elèctric i permeses per
dipol magnètic (són transicions per dipol magnètic o dipolars magnètiques), de
manera que:

〈
Φs

∣∣∣Ŵ Φi

〉
≈ 1

c

〈
Φs

∣∣µ̂yΦi

〉

☞ Considerem un oscil·lador harmònic unidimensional amb massa m, càrrega
elèctrica q i constant de força k que es mou al llarg de l’eix x. Si, estant en el
seu estat fonamental Φ0, és irradiat mitjançant una ona PML de freqüència
ν10 = 1

2π

√
k/m polaritzada segons la direcció de l’eix x, podrà produir-se la

transició de Φ0 a Φ1 per dipol elèctric si:
〈
Φ1

∣∣∣d̂xΦ0

〉
̸= 0

ja que, segons les eqs. (3.26) i (3.18), es compleix la condició de conservació
de l’energia (eq. 7.92):

E1 − E0 = hν10 (7.107)

La integral de l’equació anterior pot resoldre’s introduint les expressions de
Φ1(x) (eq. 3.30) i Φ0(x) (eq. 3.29) i emprant l’eq. (F.5) (pàg. 283):

∫ ∞

−∞
Φ∗

1(x) qxΦ0(x) dx =

∫ ∞

−∞

(
4α3

π

)1/4

xe−αx2/2 qx
(α

π

)1/4
e−αx2/2 dx

=

(
2α2

π

)1/2

2q

∫ ∞

0
x2e−αx2

dx =
q√
2α

̸= 0 (7.108)

La conclusió és, doncs, que la transició Φ1 ← Φ0 està permesa per dipol
elèctric, i la seva probabilitat podrà determinar-se introduint el resultat ante-
rior en l’eq. (7.100).

⇤dx⌅ (t) � Fq2

2��
t sin 2⇤⇥10t t ⇥ (0, t1) 1/!10

t

"d
x
#

0

(electric dipole) allowed

Irradiation does not produce quantum jumps!
• Transition  n ↔ n’: ∆n = ±1
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7. Matèria i radiació 769

Si la freqüència de la radiació fos 2ν10 podŕıem esperar que fóra possible la
transició Φ2 ← Φ0, atès que E2 − E0 = 2ν10. Tanmateix, aquesta transició
està prohibida per dipol elèctric:

〈
Φ2

∣∣∣d̂xΦ0

〉
=

∫ ∞

−∞
Φ∗

2(x) qxΦ0(x) dx = 0 (7.109)

a causa de que l’integrand és una funció senar de x: Φ0 i Φ2 són parells
(vegeu l’eq. (3.31)) i qx és senar. Per tant, la seva probabilitat serà nul·la o
molt petita (podria rebre contribucions d’altres termes del desenvolupament
multipolar o d’ordres pertorbacionals superiors).

La interpretació f́ısica dels resultats anteriors és senzilla. Com que la transició
Φ1 ← Φ0 està permesa, la irradiació produirà un augment del coeficient c10(t)
de Φ1(x) (inicialment nul) acompanyat de la disminució del coeficient c00(t)
de Φ1(x) (inicialment igual a la unitat) necessària per mantenir normalitzada
la funció d’ona (eq. 7.67):39

Ψ(x; t) = c00(t) e−iE0t/! Φ0(x) + c10(t) e−iE1t/! Φ1(x) t ∈ (0, t1)

Calculem el valor esperat del component x del moment dipolar elèctric per a
aquesta funció d’ona:

⟨dx⟩ (t) =
〈
Ψ(x; t)|d̂xΨ(x; t)

〉

=
〈
c00(t)e

−iE0t/!Φ0(x) + c10(t)e
−iE1t/!Φ1(x)

∣∣∣qx
[
c00(t)e

−iE0t/!Φ0(x) + c10(t)e
−iE1t/!Φ1(x)

]〉

=q
{

c00(t)
∗c00(t) ⟨Φ0(x)|xΦ0(x)⟩ + c00(t)

∗c10(t)e
i(E0−E1)t/! ⟨Φ0(x)|xΦ1(x)⟩

+c10(t)
∗c00(t)e

i(E1−E0)t/! ⟨Φ1(x)|xΦ0(x)⟩ + c10(t)
∗c10(t) ⟨Φ1(x)|xΦ1(x)⟩

}

Els valors esperats de x en els estats Φ0 i Φ1 s’anul·len perquè són integrals
amb integrand senar i ĺımits simètrics respecte de l’origen (vegeu les pàgs. 77
i 78), i els productes creuats ja han estat calculats (eq. 7.108), de manera que,
tenint en compte que l’últim terme és complex conjugat de l’anterior (vegeu
l’eq. (A.9), pàg. 267):

⟨dx⟩ (t) =
q√
2α

2 Re
[
c00(t)

∗c10(t)e
i(E0−E1)t/!

]

El coeficient c10(t) pot obtenirse a partir de les eqs. (7.79) i (7.85):

cfi(t) = i
F

〈
Φf

∣∣∣d̂xΦi

〉

2!
t per a ω = ωfi (7.110)

39Hem prescindit del supeŕındex (1) que indica l’ordre pertorbacional.

If we irradiate at ν = ν10 = (E1 – E0)/h then
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Exercise 4.1
Verify the equation for ⟨dx⟩(t) in slide 4.13.
Hints:
- Use the expression for the first-order coefficient cfi(1)(t) of slide 11 to calculate 
c10(1)(t). In the interaction hamiltonian (slide 11) you can neglect the magnetic 
dipolar term, since the transition is electric-dipole allowed.
- Take into account that the frequency is >>1 (which applies in all standard 
spectroscopic techniques).
- Since we are using first-order time-dependent perturbation theory the 
coefficients cfi(1)(t) should differ little from to their initial values, which allows 
to make the approximation c00(1)(t)=1 (of course we cannot take c10(1)(t)=0 if we 
want to find any time-evolution).

Gradual evolution

https://www.linguee.es/ingles-espanol/traduccion/gradual+evolution.html
https://www.linguee.es/ingles-espanol/traduccion/gradual+evolution.html
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Solution of the exercise 4.1
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Solution of the exercise 4.1 (cont)
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Polychromatic isotropic radiation

energy density of radiation with frequency νsi

Bsi
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doncs, un increment de la probabilitat de l’estat final per unitat de temps. El
seu valor per a una absorció o emissió indüıda permesa per dipol elèctric s’obté
immediatament derivant l’eq. (7.117) respecte de t1:42

wsi =
dP (s ↔ i)

dt1
=

1

6!2ε0

∣∣∣∣

〈
Φs

∣∣∣∣
̂⃗
dΦi

〉∣∣∣∣
2

u(νsi)

⎧
⎨

⎩

trans. per dipol elèctric,
radiació isòtropa o
molèc. en rotació

(7.138)

L’eq. (7.138) (o equacions similars que s’obtenen per a altres tipus d’ones i/o de
transicions) es coneix com a regla d’or de Fermi, i expressa la constant de velocitat
wsi com a producte de dos factors: un depenent de la font de radiació (u(νsi))
i l’altre depenent de l’àtom o molècula considerat i dels estats implicats en la
transició. Aquest es designa mitjançant la notació Bsi i es coneix com a coeficient
d’Einstein per a l’absorció Φs ← Φi o l’emissió indüıda Φs → Φi per dipol elèctric:

Bsi ≡
1

6!2ε0

∣∣∣∣

〈
Φs

∣∣∣∣
̂⃗
dΦi

〉∣∣∣∣
2

⎧
⎨

⎩

trans. per dipol elèctric,
radiació isòtropa o
molèc. en rotació

(7.139)

Si substituim aquesta definició en l’eq. (7.138) tenim:

wsi = Bsiu(νsi) (7.140)

Si la transició està pemesa per dipol magnètic i prohibida per dipol elèctric, wsi

s’obtindrà derivant l’eq. (7.120) respecte de t1:

wsi = 1
6!2ε0c2

∣∣∣
〈
Φs

∣∣∣̂⃗µΦi

〉∣∣∣
2
u(νsi)

= Bsiu(νsi)

⎧
⎨

⎩

trans. per dipol magnètic,
radiació isòtropa o
molèc. en rotació

on s’ha introdüıt un coeficient d’Einstein d’absorció o emissió indüıda per dipol
magnètic definit de la següent manera:43

Bsi ≡
1

6!2ε0c2

∣∣∣
〈
Φs

∣∣∣̂⃗µΦi

〉∣∣∣
2

⎧
⎨

⎩

trans. per dipol magnètic,
radiació isòtropa o
molèc. en rotació

42No ha de confondre’s la constant de velocitat de la transició, wsi, amb la seva freqüència
angular ωsi.

43Normalment no es fa la puntualització indicada entre parèntesi, sobreentenent-se que
l’expressió matemàtica del coeficient d’Einstein depèn del “mecanisme” de la transició.

•Number of molecules passing from Φi to Φs per unit time: 

transition rate

‣ ... or rotating molecules:
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2-photon processes
‣ 2nd-order time-dependent perturbation method (F ↑):

‣ 2-photon absorption / emission

Ei

Ef

Ek'

h!

h!

Ek

(a)

Ei

Ef

Ek'

h!

h!

Ek

(b)

Ei

Ef

Ek'

h!

Ek

h!

(c)

ressonances

≠

non-linear spectroscopy
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Multi-photon processes
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910 7.11. Processos multifotònics

Figura 7.57: Esquema d’un espectròmetre Raman. En els espectròmetres de trans-
formada de Fourier el monocromador es substitueix per un interferòmetre.

per la mostra (fig. 7.57). Els processos Raman són col·lisions inelàstiques entre
una molècula i un fotó anàlegs als que hem trobat en la dispersió Raman esti-
mulada, amb la diferència que en els primers la mostra és irradiada a una sola
freqüència νexc i en la segona se li aplica un segon feix que estimula la dispersió.
A més, aquesta és essencialment paral·lela al feix estimulador, mentre que la dis-
persió Raman, que és de caràcter espontani, es reparteix en totes les direccions.
La intensitat de la radiació dispersada mostrarà màxims pronunciats per a les
freqüències ν que compleixin la condició de conservació de l’energia (eq. 7.238),
que expressarem:

Ef − Ei = hνexc − hν (7.239)

Òbviament, també es produiran col ·lisions elàstiques en què no existeix intercanvi
energètic entre la molècula i el fotó, tot i que aquest pot canviar de direcció i/o
polarització.97 Aquest fenomen es coneix com a dispersió Rayleigh en honor a
lord John William Strut Rayleigh (premi Nobel de f́ısica el 1904), el qual estabĺı
una llei de proporcionalitat entre la intensitat de radiació dispersada i la quarta
potència de la freqüència de la radiació. Aquesta llei explica, per exemple, que les
molècules del cel dispersin millor la llum blava que la blanca, com es fa palès durant
el crepuscle si comparem la llum groguenca que ens arriba desde les proximitats
del sol amb la blava del cel sobre la nostra vertical. La distribució angular de
la dispersió Rayleigh proporciona informació sobre la grandària i la massa molar
mitjana de les molècules dispersants.98

97Observem que, dels termes que hem negligit en l’eq. (7.233), els dos que tenen el terme
(7.234) en el denominador adquireixen importància quan decreix ωfi. En el ĺımit ωfi → 0 la
molècula no experimenta canvi energètic i la radiació és dispersada sense que es vegi afectada la
seva freqüència.

98La llei de Rayleigh és vàlida quan les part́ıcules dispersants són molt menors que la longitud
d’ona de la radiació, i en aquest cas es diu que la dispersió és de tipus Rayleigh. Si les part́ıcules
tenen una grandària comparable amb λ, com s’esdevé en el visible amb les part́ıcules d’aigua
d’un núvol i amb macromolècules en dissolució, el mecanisme de la dispersió és diferent, malgrat
que s’acostuma a designar també com a dispersió Rayleigh.

Ei

Ef

Ek'

h!
2

h!
1

Ek

(a)

Ei

Ef

Ek'

h(!
1
–!

2
)

Ek

(b)

h!
1

h!
2

Ek'' Ek''
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7. Matèria i radiació 911

Figura 7.58: Esquema d’un espectre Raman d’una molècula diatòmica.

La dispersió Raman s’anomena Stokes quan és de freqüència inferior a l’excita-
triu (ν < νexc), és a dir, quan la molècula guanya energia en el procés, i anti-Stokes
quan implica una transferència d’energia molecular cap al fotó (ν > νexc). Les ener-
gies Ei i Ef corresponen normalment a diferents estats vibracionals i/o rotacio-
nals de l’estat electrònic fonamental de la molècula, encara que poden observar-se
també transicions electròniques. Tal i com vàrem veure en la secció 7.9, la població
dels nivells vibracionals d’una molècula disminueix, normalment, en augmentar el
seu grau d’excitació, raó per la qual la banda Stokes corresponent a una transició
vibracional serà més intensa que la banda anti-Stokes que correspon a la transició
inversa (fig. 7.58). Els intercanvis energètics que es produeixen entre el fotó inci-
dent i la molècula en un procés Raman poden arribar a ser molt petits comparats
amb l’energia del fotó; llavors, la freqüència d’aquest experimentarà canvis petits
(|νexc − ν| << νexc) i es necessitaran fonts de radiació molt monocromàtiques per
detectar-los. Aquest fet, juntament amb la importància que adquireix la intensi-
tat de la font en els processos multifotònics, expliquen que, malgrat que l’efecte
Raman fou descobert el 1928 pel f́ısic indi Sir Chandrasekhara Venkata Raman
(premi Nobel de f́ısica el 1930), l’ús de la tècnica espectroscòpica basada en aquest
efecte no s’hagi generalitzat fins els anys 60. La resolució t́ıpica que s’assoleix amb
aquestes fonts és de l’ordre dels cm−1. Per evitar que el gruix de la radiació (que
travessa la mostra sense dispersar-se) incideixi sobre el detector, aquest es col·loca
en angle amb el feix incident (fig. 7.57).

Si s’utilitza una descripció quàntica de la radiació i es negligeixen les contri-
bucions de moments diferents del dipolar elèctric, es dedueix ([Craig] §6.4) una
expressió per a la intensitat de la dispersió corresponent a una transició entre dos
estats vibracionals Ψ′

vib i Ψ′′
vib d’un estat electrònic (Ψel)i que és quadràtica en les

integrals:

⟨Ψ′
vib |[αab(νexc)]i Ψ′′

vib⟩ (7.240)

dynamic (dipole) polarizability

ν0

ν0

ν1

ν1 < ν0

ν2 = 2ν0 – ν1 > ν0

ν1

‣ Raman ‣ CARS

tunable

Elastic tetraphotonic scattering is 
greatly enhanced at resonances 
(ν0 – ν1 ≈ νvib).
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Spontaneous emission

‣ Stationary states:

‣ Spontaneous emission?

‣ quantum theory of radiation

.....

0

E0 = (1/2)h!

E1 = E0 + h!

E
n

1 fotó

1 fotó

estat amb 0 fotons

estat amb 1 fotó

estat amb 2 fotonsE2 = E0 + 2h!(x-p ↔ E-B)

1-photon state

2-photon state

0-photon state
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Quantum theory of radiation

Absorption Emission

.....

E
n–1 = E0 + (n–1)h!

si

E
n
 = E0 + nh!

si

.....

E
i

E
s

Molècula Radiació

.....

E0

E1 = E0 + h!
si

E
i

E
s

Molècula Radiació

(a) (b)

0

matter matterradiation radiation

spontaneous

induced
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és a dir:

Ni

Ns
= 1 +

Asi

Bsiu(νsi)

o, també:

u(νsi) =
Asi

Bsi

1
Ni
Ns

− 1
(7.147)

El quocient Ni/Ns ve determinat per la llei de distribució de poblacions de
Boltzmann:

Ni

Ns
=

die−Ei/kBT

dse−Es/kBT
= ehνsi/kBT (7.148)

on di i ds són les degeneracions dels estats inferior i superior, que hem supo-
sat iguals a la unitat, kB és la constant de Boltzmann (pág. 307) i T és la
temperatura absoluta del cos. Si substituim aquesta equació en l’eq. (7.147)
s’obté:

u(νsi) =
Asi

Bsi

1

ehνsi/kBT − 1
(7.149)

D’altra banda, la llei de Planck relaciona u(ν) amb la temperatura mitjanant
l’eq. (1.1):

u(ν) =
8πhν3

c3

1

ehν/kBT − 1

Particularitzant aquesta equació per a ν = νsi i comparant amb (7.149) obte-
nim:

Asi =
8πhν3

si

c3
Bsi

i, si introduim l’eq. (7.139):

Asi =
8π2ν3

si

3!ε0c3

∣∣∣∣

〈
Φs

∣∣∣∣
̂⃗
dΦi

〉∣∣∣∣
2

(7.150)

Malgrat les particularitats de la deducció d’aquesta expressió (molècules amb
només dos estats no degenerats, radiació i matèria en equilibri, ús de l’eq. (7.141)
dedüıda per a molècules que canvien ràpidament d’orientació, etc.) la seva validesa
és molt general.

El coeficient Asi està relacionat amb la vida mitjana τsi de l’estat superior Φs.

✏ Ho comprovarem, en primer lloc, per a una mostra macroscòpica formada per
molècules amb dos estats no degenerats sobre la qual no incideix radiació i

Spontaneous emission

same selection rules

‣ If u(ν) = 0

i

∣∣∣∣

〈
Φs

∣∣∣∣
̂⃗
dΦi

〉∣∣∣∣ / CmTransition νsi τsi

6,3 × 10–30 2467 THz 10–9 s

25 × 10–30 1058 MHz 20 years
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7. Matèria i radiació 789

• En ella apareix la mateixa integral ⟨Φs|
̂⃗
dΦi⟩ que en els coeficients d’absorció

i d’emissió indüıda (per a molècules en rotació) i, conseqüentment, els tres
processos es regiran per les mateixes regles de selecció.

• A diferència del coeficient Bsi, Asi depèn de la freqüència de la transició
(νsi), augmentant en proporció al cub d’aquest paràmetre. Això fa que la
probabilitat d’emissió espontània canvïı dràsticament en passar d’una zona
de l’espectre electromagnètic a una altra. Aix́ı, la vida mitjana que correspon
a la transició 2pz → 1s d’un àtom d’hidrogen és de l’ordre de 10−9 s; en canvi,
al procès (2s) 2S1/2 → (2p) 2P1/2 del mateix sistema, que implica un canvi
energètic molt menor (el desdoblament per efecte Lamb), li correspon una
vida mitjana d’uns 20 anys, tot i que el moment dipolar de la segona transició
és unes quatre vegades superior (exercici 7.28).

Exercici 7.28
a) Calculeu el moment dipolar elèctric de la transició 2pz → 1s d’un àtom
d’hidrogen, la freqüència que correspon a aquesta desexcitació i la vida mit-
jana de l’estat 2pz. Suggeriment : Useu el resultat

〈
φ1s|zφ2pz

〉
= 215/2/35 u.a.

(pàg. 241).
b) A causa del desdoblament per efecte Lamb, el nivell (2s) 2S1/2 d’un àtom
d’hidrogen té una energia lleugerament superior a la del nivell (2p) 2P1/2, essent
la freqüència de la transició entre ambdós de 1057,9 MHz. Calculeu el moment
dipolar elèctric de la transició 2s → 2pz i estimeu la vida mitjana de la correspo-
nent desexcitació espontània. Suggeriment : Prescindiu de la part de spin de les
funcions d’ona dels nivells i empreu el resultat

〈
φ2s|zφ2pz

〉
= –3 u.a. (pàg. 260).

Resultats : a) –0,74494 u.a. = –6,3158 × 10−30 Cm; 2467,4 THz; 1,595 × 10−9

s; b) 3 u.a. = 2,5435 × 10−29 Cm; 1,25 × 109 s ≈ 40 anys (càlculs més precisos
condueixen a un valor d’uns 20 anys).

Els estats electrònics excitats, que emeten normalment en les regions visible
i UV de l’espectre, acostumen a tenir vides mitjanes molt curtes (valors t́ıpics
entre 10−6s i 10−11s; vegeu l’exercici 7.45, pàg. 823). Nogensmenys, aquests
valors poden augmentar notablement quan les transicions a nivells inferiors estan
prohibides i en tal cas direm que l’estat excitat és metaestable.

☞ Aix́ı, el primer nivell excitat de l’àtom de He, (1s2s) 3S1, és metaestable a
causa de la seva desexcitació cap al fonamental, (1s2) 1S0, està prohibida per
la regla de selecció ∆S = 0 (eq. 7.122), ja que S passaŕıa de 3 a 2, i per la
regla de Laporte (eq. 7.121), ja que l1 + l2 = 0 per a les dues configuracions
implicades (els electrons ocupen orbitals s en ambdós casos) i, per tant, ∆

∑
li

= 0. La vida mitjana és en aquest cas anormalment alta (8000 s ≈ 2,2 hores),
molt més gran, per exemple, que la del segon nivell excitat, (1s2s) 1S0 (0,02
s). La desexcitación d’aquest cap al fonamental viola la regla de Laporte y la
regla (7.123) (J passa de 0 a 0), però manté la multiplicitat.
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☞ Aix́ı, el primer nivell excitat de l’àtom de He, (1s2s) 3S1, és metaestable a
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Ground state of radiation

.....

0

E0 = (1/2)h!

E1 = E0 + h!

E
n

1 fotó

1 fotó

estat amb 0 fotons

estat amb 1 fotó

estat amb 2 fotonsE2 = E0 + 2h!

1-photon state

2-photon state

0-photon stateE0 ≠ 0 !!
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784 7.4. Tractament quàntic de la interacció

macroscòpic, la discretització de l’energia passi desapercebuda (vegeu la fig. 3.13,
pàg. 110). Contràriament, cal esperar que els efectes quàntics cobrin importància
quan hom fa ús de radiació de baixa intensitat (n petit). En particular, per a n =
0 (intensitat nul·la) es fa palesa la principal diferència amb el tractament clàssic,
com veurem a continuació.

L’estat fonamental de la radiació, com el de l’oscil·lador harmònic, té una
energia no nul·la:47

E0 =
1

2
hν > 0 (onda PM)

i, si en el cas de l’oscil·lador això implicava la impossibilitat que la part́ıcula
estigués en repòs (p = 0) en el mı́nim d’energia potencial (x = 0) (vegeu l’apartat
3.7.1), en el cas de la radiació comporta la impossibilitat que s’anul·lin simultània-
ment els camps elèctric i magnètic. En efecte, l’energia quàntica de la radiació pot
descompondre’s en contribucions elèctrica i magnètica positives i iguals (el mateix
que l’energia clàssica; vegeu l’eq. (A.16)):

En =

∫

R3

(
ε0

2

〈
F 2

〉
+

1

2µ0

〈
B2

〉)
dr⃗

i el fet que l’energia En no pugui anul·lar-se fa que tampoc puguin fer-ho els valors
esperats de F 2 i de B2. Aquest resultat és tan sorprenent com interessant. Aix́ı
con en el tractament clàssic la radiació desapareix quan la seva energia tendeix
al seu valor mı́nim —que és zero (eq. 7.96)— i, en conseqüència, és inconcebi-
ble que pugui provocar la desexcitació d’un sistema äıllat, el tractament quàntic
condueix a una radiació mı́nima omnipresent que, encara que no pugui transferir
energia a la matèria (doncs no pot passar a un nivell energètic inferior), podrà
interaccionar amb els estats excitats d’aquesta provocant la seva desexcitació per
emissió radiativa (fig. 7.13 b). Aquesta desexcitació que no requereix la presència
de fotons és el que anomenem emissió espontània. Els camps electromagnètics de
l’estat fonamental de la radiació no són fàcils de detectar i, de fet, llurs oscil·lacions
condueixen a una mitjana vectorial nul·la (⟨F⃗ ⟩ = ⟨B⃗⟩ = 0⃗) i a una intensitat de
radiació nul·la en qualsevol direcció (com exigeix la isotropia de l’espai buit); no
obstant això, els seus efectes es palesen de forma indirecta no només en l’emissió
espontànea, sino també en l’efecte Lamb (apartat 7.5.1), en la divergència del
factor g de Landé respecte del valor exacte 2 (vegeu la pàg. 200), etc.48

47En realitat cada freqüència contribueix amb dos termes d’aquest tipus (un per cada estat de
polarització) a l’energia de l’estat fonamental de la radiació; malgrat això, per explicar l’emissió
espontània podem prescindir dels termes energètics que corresponen a freqüències i polarització
diferents de les del fotó emès, els valors de n dels quals es mantenen constants.

48L’origen dels camps fluctuants de l’estat fonamental de la radiació pot atribuir-se a una ràpida
aparició i desaparació de parells part́ıcula/antipart́ıcula en qualsevol punt de l’espai. L’equació
d’Einstein E = mc2 exigeix un aport d’energia 2mc2 per crear un d’aquests parells, per exemple,
un electró i un positró (antipart́ıcula de l’electró amb massa me i càrrega e) i, de fet, un fotó
d’energia hν ≥ 2mec2 (raigs γ) pot transformarse en un parell electró/positró. No obstant això,
si la vida mitjana de l’estat creat és suficientmente petita, la relació d’indeterminació energia-
temps (eq. 3.56) conduirà a un ∆H mès gran que 2mec2, de manera que l’energia necessària

? ?
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Physical vs classical vacuum
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macroscòpic, la discretització de l’energia passi desapercebuda (vegeu la fig. 3.13,
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L’estat fonamental de la radiació, com el de l’oscil·lador harmònic, té una
energia no nul·la:47

E0 =
1
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hν > 0 (onda PM)

i, si en el cas de l’oscil·lador això implicava la impossibilitat que la part́ıcula
estigués en repòs (p = 0) en el mı́nim d’energia potencial (x = 0) (vegeu l’apartat
3.7.1), en el cas de la radiació comporta la impossibilitat que s’anul·lin simultània-
ment els camps elèctric i magnètic. En efecte, l’energia quàntica de la radiació pot
descompondre’s en contribucions elèctrica i magnètica positives i iguals (el mateix
que l’energia clàssica; vegeu l’eq. (A.16)):

En =

∫

R3

(
ε0

2

〈
F 2

〉
+

1

2µ0

〈
B2

〉)
dr⃗

i el fet que l’energia En no pugui anul·lar-se fa que tampoc puguin fer-ho els valors
esperats de F 2 i de B2. Aquest resultat és tan sorprenent com interessant. Aix́ı
con en el tractament clàssic la radiació desapareix quan la seva energia tendeix
al seu valor mı́nim —que és zero (eq. 7.96)— i, en conseqüència, és inconcebi-
ble que pugui provocar la desexcitació d’un sistema äıllat, el tractament quàntic
condueix a una radiació mı́nima omnipresent que, encara que no pugui transferir
energia a la matèria (doncs no pot passar a un nivell energètic inferior), podrà
interaccionar amb els estats excitats d’aquesta provocant la seva desexcitació per
emissió radiativa (fig. 7.13 b). Aquesta desexcitació que no requereix la presència
de fotons és el que anomenem emissió espontània. Els camps electromagnètics de
l’estat fonamental de la radiació no són fàcils de detectar i, de fet, llurs oscil·lacions
condueixen a una mitjana vectorial nul·la (⟨F⃗ ⟩ = ⟨B⃗⟩ = 0⃗) i a una intensitat de
radiació nul·la en qualsevol direcció (com exigeix la isotropia de l’espai buit); no
obstant això, els seus efectes es palesen de forma indirecta no només en l’emissió
espontànea, sino també en l’efecte Lamb (apartat 7.5.1), en la divergència del
factor g de Landé respecte del valor exacte 2 (vegeu la pàg. 200), etc.48

47En realitat cada freqüència contribueix amb dos termes d’aquest tipus (un per cada estat de
polarització) a l’energia de l’estat fonamental de la radiació; malgrat això, per explicar l’emissió
espontània podem prescindir dels termes energètics que corresponen a freqüències i polarització
diferents de les del fotó emès, els valors de n dels quals es mantenen constants.

48L’origen dels camps fluctuants de l’estat fonamental de la radiació pot atribuir-se a una ràpida
aparició i desaparació de parells part́ıcula/antipart́ıcula en qualsevol punt de l’espai. L’equació
d’Einstein E = mc2 exigeix un aport d’energia 2mc2 per crear un d’aquests parells, per exemple,
un electró i un positró (antipart́ıcula de l’electró amb massa me i càrrega e) i, de fet, un fotó
d’energia hν ≥ 2mec2 (raigs γ) pot transformarse en un parell electró/positró. No obstant això,
si la vida mitjana de l’estat creat és suficientmente petita, la relació d’indeterminació energia-
temps (eq. 3.56) conduirà a un ∆H mès gran que 2mec2, de manera que l’energia necessària
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3.7.2 Indeterminació energia-temps

A diferència dels observables d’un sistema, el temps no té un operador quàntic
associat i juga un paper diferent: apareix com un paràmetre respecte del qual pot
variar l’estat i, amb aquest, les seves propietats. Tanmateix, hi ha una relació
d’indeterminació energia–temps formalment idèntica a la que lliga les indetermi-
nacions en x i px (eq. 3.52):

τΨ∆ΨH ≥ !/2 , (3.56)

on∆ΨH representa, com de costum, la indeterminació en l’energia i τΨ és l’interval
de temps necessari per poder detectar algun canvi significatiu en l’estat del sistema
com a conseqüència de l’evolució temporal de la seva funció d’ona, temps al qual
ens referirem com la vida mitjana de l’estat.

✏ Per demostrar la desigualtat (3.56) començarem per calcular la derivada tem-
poral del valor esperat d’un observable qualsevol A en un estat descrit per la
funció d’ona Ψt:

d

dt

〈
Ψt

∣∣∣ÂΨt

〉
=

〈
∂Ψt

∂t

∣∣∣ÂΨt

〉
+

〈
Ψt

∣∣∣∣∣
∂Â

∂t
Ψt

〉
+

〈
Ψt

∣∣∣∣Â
∂Ψt

∂t

〉
.

L’equació de Schrödinger depenent del temps (eq. 2.97) permet substituir la
derivada temporal de Ψt per 1

i!ĤΨt:

d

dt

〈
Ψt

∣∣∣ÂΨt

〉
=

〈
1

i!
ĤΨt

∣∣∣ÂΨt

〉
+

〈
Ψt

∣∣∣∣∣
∂Â

∂t
Ψt

〉
+

〈
Ψt

∣∣∣∣Â
1

i!
ĤΨt

〉

=
−1

i!

〈
Ψt

∣∣∣ĤÂΨt

〉
+

〈
Ψt

∣∣∣∣∣
∂Â

∂t
Ψt

〉
+

1

i!

〈
Ψt

∣∣∣ÂĤΨt

〉

i, introduint el commutador
[
Â, Ĥ

]
= ÂĤ − ĤÂ,

d

dt

〈
Ψt

∣∣∣ÂΨt

〉
=

1

i!

〈
Ψt

∣∣∣
[
Â, Ĥ

]
Ψt

〉
+

〈
Ψt

∣∣∣∣∣
∂Â

∂t
Ψt

〉
. (3.57)

Si l’operador corresponent a l’observable no depèn expĺıcitament del temps,
com ocorre, per exemple, amb els observables d’un sistema conservatiu, s’anu-

l·larà el terme
〈
Ψt

∣∣∣(∂Â/∂t)Ψt

〉
, quedant

d

dt

〈
Ψt

∣∣∣ÂΨt

〉
=

1

i!

〈
Ψt

∣∣∣
[
Â, Ĥ

]
Ψt

〉
. (3.58)

Aplicant la relació d’indeterminació (3.46) als observables A i H i tenint en
compte l’equació anterior, s’obté:

∆ΨA∆ΨH ≥ 1

2

∣∣∣∣i!
d

dt

〈
Ψt

∣∣∣ÂΨt

〉∣∣∣∣ =
!

2

∣∣∣∣
d

dt

〈
Ψt

∣∣∣ÂΨt

〉∣∣∣∣ . (3.59)

⇒ electron-positron pairs can be created from photons with hν ≥ 2mec2

→

→.....

0

E0 = (1/2)h!

E1 = E0 + h!

E
n

1 fotó

1 fotó

estat amb 0 fotons

estat amb 1 fotó

estat amb 2 fotonsE2 = E0 + 2h!

1-photon state

0-photon state

2-photon state

ge = –2.002 319 304 361 82 (2017)

� H > h⌫ = 2mec
2
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Spontaneous vs induced emission

molècula

molècula
h!

h!

molècula

fotons inductors
fotons emesos

molècula

fotons emesos

(a) (b)

h!

h!

h!

h!

LASER



Lesson 4

Juan C. Paniagua - Departament de Ciència de Materials i Química Física & Institut de Química Teòrica i Computacional (IQTC-UB) - Universitat de Barcelona - 2007-2018

26

Relaxation

Ni

NsEs, Ns

Ei, Ni

νsi 104 THz 
(UV)

500 THz 
(vis)

200 THz 
(NIR)

30 THz 
(MIR)

3 THz 
(FIR)

100 GHz 
(MW)

500 MHz 
(RF)

25ºC 10–699 10–35 10–14 10–2 0,6 0,98 0,99992

–150ºC ≈ 0 10–85 10–34 10–5 0,3 0,96 0,99989

Boltzmann law

therm. equil.
u(⌫si) = 0

� z }| {
Ni,eqRs i =

z }| {
Ns,eq(Asi +Rs!i)

Ns,eq

Ni,eq
=

Rs i

Asi +Rs!i
= e�h⌫si/kBT
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Absorbed energy

emissió espontània

feix incident

detector

feix emergent
(radiació no absorbida

+ emisió induïda)

mostra

Ni

Ns
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High frequencies (> FIR)
Ns

Ni

Ns,eq

Ni,eq
=

Rs i

Asi +Rs!i
= e�h⌫si/kBT ⌧ 1 ) Asi +Rs!i � Rs i

‣ A small increment of Ns produced by absorption is quickly 
compensated by relaxation (spont. emission half-live < 10–2 s).

‣ Ni ≈ Ni,eq ≈ N

‣ Good sensitivity; good for quantitative analysis (simple relationship 
between N and absorption intensity); qualitative analysis, structural 
determination, material characterization, etc. (UV-vis, IR...)
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Low frequencies (< FIR)

‣ Absorption tends to equate Ni and Ns (Rs→i ≈ Rs→i) ⇒ (Ni – Ns) 
and dEabs/dt decrease with the irradiation time (saturation).

‣ Low sensitivity; quantitative analysis requires careful calibration; good 
for qualitative analysis, structural determination, materials 
characterization, etc. (ESR, NMR, NQR, MW, …)

(Ni – Ns) << N and depends on T  ⇒  dEabs/dt  ∝ N only under controlled 
conditions.


