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Abstract

Birkhoff’s Theorem states that let K be a class of algebras, then K is an equational
class if, only if, K is a variety. To reach this result, is necessary to understand
some basic concepts of universal algebra. Varieties, free algebras and identities
will be essential to understand the proof of Birkhoff’s Theorem. We study that
statement and how to achieve the proof of it. We also study some of the immediate
consequeces of Birkhoff’s Theorem in equational logic. Moreover, there is a final

section as appendix where we study some properties of lattices.

Resum

El Teorema de Birkhoff afirma que donada K una classe d’algebres, direm que
aquesta és equacional si, i només si, és variacional. Per tal d’arribar a aquest
resultat és necessari comprendre una serie de conceptes basics propis de l'algebra
universal. Entre aquests conceptes destaquen les varietats, les algebres lliures i
les identitats que seran essencials per tal d’assolir la demostracié del teorema de
Birkhoff. En aquest treball s’estudia I’enunciat esmentat i com arribar a la seva
demostracio, aixi com algunes de les seves conseqiiencies més inmediates com les
que es poden observar en logica equacional. Tanmateix, s’inclou un apartat en
forma d’annex on s’estudien algunes propietats dels reticles, que representen una

de les algebres més presents al llarg del treball.
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1 Introduccid

El 1935, Garreth Birkhoff va presentar per primera vegada el resultat que s’estudia
en aquest treball dins de l'article On the structure of abstract algebras. Aquest
resultat se’l coneix com el Teorema de Birkhoff i afirma que donada una classe

d’algebres, aquesta és equacional si, i només si, és variacional.

La motivacio principal d’aquest treball sorgeix arran de la proposta del Dr. Joan
Gispert davant la possibilitat d’estudiar un resultat que permet relacionar conceptes

propis de ’algebra amb els de la logica.

L’estudi d’aquest teorema s’engloba dins de 1’algebra universal, per tant, abans
d’entrar en aquest, és necessari estudiar previament els conceptes basics més impor-
tants d’aquest camp de la matematica. L’algebra universal ens permet 'estudi dels
resultats comuns de les estructures algebraiques de forma abstracte, sense entrar en

cap model concret.

La primera part del treball consisteix en estudiar els conceptes que ens permetran
construir la demostracié del Teorema de Birkhoff. Podrem veure més ampliament
alguns dels resultats vistos en assignatures al llarg del grau propis d’algunes es-
tructures algebraiques com poden ser els grups i els anells, pero des d’una nova

perspectiva.

En primer lloc es presenta el concepte d’algebra amb alguns exemples de les més
conegudes i de les més importants pel treball, com seria 1’algebra de termes. Poste-
riorment, també es treballa en profunditat altres conceptes coneguts com podrien
ser les funcions homomorfes o les congruencies, juntament amb algunes de les seves

principals propietats.

La segona part del treball introdueix més resultats de I'algebra universal que no
s’han vist previament en cap assignatura anterior i per tant han requerit d’una feina
de preparacié. Dins d’aquest espai s’hi trobarien les varietats, les algebres lliures
i les identitats, totes elles necessaries per construir la demostracié del Teorema de
Birkhoff.

D’altra banda, aquesta part conclou amb la demostracié del Teorema de Birkhoff.
Per tal d’arribar a la demostracié s’ha seguit principalment la proposta que es
presenta en l'obra de S. Burris i H. P. Snakappanavar, [4], tant pels conceptes
previs com per la demostracié en si mateix. Tanmateix, s’inclou ’enunciat del

teorema tal com el va presentar Birkhoff per primera vegada en [2].

Per ultim, s’afegeixen dos capitols més on s’incideix en algunes de les con-

seqiiencies directes del Teorema de Birkhoff. Aquests resultats consisteixen en les



condicions de Mal’cev i una apartat sobre logica equacional.

Tanmateix, davant la importancia que tenen els reticles al llarg d’aquest estudi
s’ha optat per afegir un annex al final de la memoria amb alguns dels resultats més
importants propis d’aquesta estructura algebraica, a més d'un exemple on es pot
observar alguns del resultats estudiats. En aquest apartat ha estat 1til i sovint s’ha
consultat 'obra de Birkhoff sobre reticles [3].

Al llarg de la memoria s’han consultat algunes obres que no es citen explicitament,
aixo és degut a que la seva funcié ha estat complementaria, amb ’objectiu de clari-
ficar o veure presentacions diferents d'un resultat. En aquesta situacié s’hi troben
[7] 1 [8].



2 Algebres

En aquesta seccié 'objectiu és presentar els elements basics que giren al voltant del

concepte d’algebra.

Definicié 2.1. Un llenguatge algebraic (o tipus) és una parella 7 = (§,0). On §
és un conjunt de simbols funcionals i o és una aplicacié de § a N, diem que o(f)

és larietat.
S’expressarda T per referir-se a un llenguatge algebraic (F,0).

Donat un llenguatge algebraic T, direm que un simbol funcional f € § és n-ari

quan o(f) = n.

Sigui T un llenguatge algebraic, una algebra A és una parella A =< A, {f4 :

feS}t>, on A és un conjunt no buit.
Per cada f € F, f4 és una aplicacié d’ordre o(f) en A, és a dir, f4: A°F) — A,

En el cas en que o(f) = 0, aleshores direm que la funcid és nul-laria i tindrem que
fA € A. El conjunt d’operacions fonamentals nul-laries d’una algebra I'expressarem

com §o.

Anomenem A univers de A i {f*, f € F} el conjunt d’operacions fonamentals

de A.

Exemple 1. Observem dos exemples d’algebres:

Signi G; =< R, {fF" := +, f3*' := —, f' := 0} >, o per simplificar G; =<
R, f4+,—,0 >, on els simbols funcionals sén de tipus < 2,1,0 > respectivament i
corresponen a la suma, simbol negatiu i el zero usuals. Per definicié d’algebra és
evident que G, és una algebra.

Sigui G, =< RT, 1G2 =, QGQ =1 3G? := 1 >, on els simbols funcionals sén
de tipus < 2,1,0 > respectivament i corresponen al producte, invers i 1 usuals.

Aleshores, Gy =< R, -,71,1 > també és una algebra.
Observem que hem obtingut dues algebres diferents, pero del mateix tipus <
2,1,0 >.
Definicié 2.2. Un grup és una algebra < G, {f€ = -, fF =71 f& = 1} > de
tipus < 2,1,0 >, on G és un conjunt. < G,-, 71,1 > compleiz:
(i) Per tot x,y,z€ G, x-(y-2)=(x-y) -z
(ii)) Pertotz € G,z-1=1-z==x

(iii) Per tot v € G, x -z ' =z71 -2 =1.



St a més compleix:
(i1i) Per totz,y e G, x-y=y-x.

Aleshores direm que el grup €s abelia.

Observem que les algebres G; i Gy de 'exemple 1 sén grups.

Definicié 2.3. Un semigrup < S,- > €és una algebra amb una sola operacio fona-

mental binaria v que compleix la primera condicio per ser grup.

Exemple 2. Agafant G =< R,- > amb el mateix simbol funcional que I'exem-
ple anterior podem veure que l'algebra compleix les condicions per tal de ser un

semigrup.

Exemple 3. Definim 'algebra: R =< R, +,-,—,0 >, on els simbols funcionals
son d’ordre < 2,2,1,0 > respectivament i corresponen a la suma, producte, simbol

negatiu i 0.

(i) < R,4,—,0 > és un grup per el que ja hem vist en 'exemple de grups i

abelia per la commutativa de la suma.

(ii)) < R,- >, és semigrup, ho hem vist en 'exemple de semigrup.

(iii) Per tot a,b,c e R, a-(b+¢c) = (a-b)+ (a-c);(a+b)-c=(a-c)+(b-c)

per la propietat distributiva del producte respecte la suma.
Definicié 2.4. Un anell és una dalgebra definida per < A,+,-,—,0 >; on A és un
conjunt, +,- son binaries, — unaria i 0 nul-laria. A més, es satisfa:

(i) < A,+,—,0 > és un grup abelia.

(i) < A,- >, és semigrup.

(111) Per tot a,b,c € A, a-(b+c)=(a-b)+(a-c);(a+b)-c=(a-c)+ (b-c).

Observem que R de 'exemple anterior és un anell. Per ultim definim una classe

d’algebres que també seran important al llarg del treball:
Definicié 2.5. Un reticle és una algebra < L,V, A\ >; on L és un conjunt i els dos
stmbols funcionals son binaris, a més, es compleir que:
(i) Per tot v,y € L, xVNy=yVz;xAy=yAx
(i1) Per tot x,y,z € L, xV (yVz)=(xVy) Vz;zAlyAhz)=(xAy) Az
(i11) Pertotx € L, xVrx=x; x Nx =x

(iv) Pertotx,y € L, x =xV (x Ay); x =z A (zVy)



L’apartat de reticles es desenvolupa amb més detall en I'annex on es poden

observar alguns exemples.

Definicié 2.6. Sigui X un conjunt d’elements que anomenem variables, T un tipus
algebraic, definim T.(X) com els termes de tipus T en X; que és el conjunt més
petit que compleix:

(i) X UFo C T(X).

(i1)) Si p1,..,pn € To(X) i f € F, n-aria, n > 0 aleshores la cadena

f(pla ---;pn) € TT(X)

SiguiT i X, si T.(X) # (0. Anomenem l'dlgebra de termes Tr(X) =< To(X), {fTrX) .

f € F} > de tipus T en X que té per univers a T(X) i les seves ope-
racions fonamentals son les fT7X) € F de 7. Per tot f € §, per tot
pi € To(X),1 <i<n compleizen:

FEX(p, . pa) = f(p1, -y )

Donat un terme p(x1,...,z,) C Tr(X), donada una algebra A del mateix tipus,
podem definir una funcié pA : A® — A per recurréncia sobre la construccid
dels termes:

(i) Si p és una variable x;, aleshores, pA(ay,...,a,) = a; € A i.e., és la
Projeccio i-essima.

(11) Sip és f(pr(x1, .oy @)y ooy Dr(T1, ooy ) tal que f € F k-aria, aleshores,
pA(ay,...,a,) = fApt(ay, ...;an), ..., pi(ay, ..., a,)).

Quan quedi clar la T de T.(X), s’expressara unicament com T(X).

Exemple 4. Sigui 7 format per una sola operacié fonamental f tal que o(f) = 2

i el conjunt X = {xy,2,}, l'algebra de termes T(X) conté alguns termes com

r1, 29, f(21, 22), f(f(21,22),21)...

Siguin A i B dues algebres del mateix tipus 7:

Definicié 2.7. Direm que A és una subdlgebra de B, si A C B i fB|y = f4, per
a tot f € F, ho denotarem per A < B.

Direm que A €és un subunivers de B, si és tancat per tota operacio n-aria fona-
mental de B, i.e., per a tot f € F, i tot ay,...,a, € A, tenim que f4(ay,...,a,) € A.

Teorema 2.8. Tot subunivers de B # () és univers d’una subalgebra de B.

Demostracié. Sigui A un subunivers de B, aleshores és tancat per les ope-

racions de B, és a dir, per tot f € §, i per tot aq,...,a, € A, aleshores tenim que
fB(ay,...,a,) € A.



Observem, per tant, que podem definir I'algebra A =< A, {fﬁ :f€F}>1per
tant A < B, on A és univers de A. O

Teorema 2.9. Sigui {A; : i € I} una familia de subalgebres de B, si NierA; # 0,

aleshores NM;erA; €s subunivers de B.

Demostracié. Sigui la interseccio A = NicrA;, 1 f € §, una funcié n-essima.
Certament es compleix que A C B. Per tot by, ....,b, € A, tenim que b, ..., b, € A;,
per tot i € I. Com totes le A; sén subunivers de B, aleshores fB(by,...,b,) € A;
per tot i € I. Aixo implica que fB(by,...,b,) € A. Per tant, A és tancat per f i
podem afirmar que A = N;crA; és subunivers de B. O

Definicié 2.10. Sigui A una dalgebra, per a tot X C A definim el subunivers generat
per X com:
Sg(X) = m{B : X C B, B subunivers de A}

Sabem que Sg(X) ezisteir dequt a que A C A, i per tant:

(B : X C B, B subunivers de A} # 0, sempre contindra com a minim a A.

Definicié 2.11. Per a X C A, diem que X genera A (o X és el conjunt de gene-
radors de A) si Sg(X) = A.



3 Homomorfismes
Considerem en tot moment que totes les algebres sén del mateix tipus 7 (excepte
que s’indiqui el contrari).

Definicié 3.1. Direm que o : A — B és un homomorfisme si per a tot f € § tal

que o(f) =n,ay,...,a, € A, compleir que:
al fA(ai, ..., a,)) = fBla(ar), ..., alan)).

Ho denotarem per o : A — B.

Observem que a(fA) = fBsio(f) = 0.

Teorema 3.2. Sigui o : A — B, « és un homomorfisme si, i només si, per tot

peT(X), si{xy,..,z,} son les variables en p, aleshores per tot ay,...,a, € A:

Bla(ay), ..., alay)).

Ho denotem per o : A — B

a(p(ay,...,a,)) =p

Demostraciéo. Demostrem-ho per induccié sobre la construccié dels termes.

Sip=ux; € X, per 1 < <n, aleshores:

a(p? (a1, ...,an)) = afa;) = p®(a(ar), ..., alay)).

Si p = c tal que ¢ és un element de § amb o(c) = 0, aleshores:

a(p™(ay,...,an)) = a(c) = pB(alay), ..., a(ay)).

Finalment, si p = f(p1,...,px) tal que f € F, un simbol fucional k-éssim,
P1, - Pk € T(X), aleshores:

pA(al, ey Op) = fA(p?(al, ey ), ...,p,‘?(al, ey Q).

Veiem ara que es compleix la propietat desitjada:
a(pA(ar, .., an)) = a(FAPA(ar, ooy @n)s ooy pP (a1, ooy a)))
= [Pla(p(ars - an), s a(pp (ar, ..., an))
= fB(pP(a(a), - ,Oé(an)), --,p?(a(al), ey 0(an)))
=pP(a(ar), ..., a(an)). O

Definicié 3.3. Direm que a: A — B és un homomorfisme ezhaustiu si a«(A) = B.

(a
(
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Definicié 3.4. Direm que o« : A — B és una immersio si és un homomorfisme

injectiu. Ho denotem per a:A— B.
Definicié 3.5. Direm que o : A — B és un isomorfisme si o és un homomorfisme
exhaustiu 1 injectiu.

Indiquem que A és isomorf a B mitjancant A= B, és a dir, existeix un isomor-

fisme de A a B.

Teorema 3.6. Donades dos dalgebres A, B, A = B si, i només si, existeizen dos

homomorfisme h: A — B,g: B— A tal que hog= Idg,goh = 1Idy.

Teorema 3.7. Si a:A— B és un homomorfisme, aleshores a(A) és un subunivers

de B.

Demostracié. Sigui a : A — B un homomorfisme, per tot f € §,aq,...,a, € Ai
sigui by, ..., b, € a(A), és a dir, b = ala1), ..., b, = ala,), aleshores fB(by,...,b,) =
fBla(ay),....ala,)) = af(ay,...,a,) € a(A); per tant a(A) és tancat per f i
podem dir que és subunivers de B. U

Teorema 3.8. Suposem a:A— B, 5:B— C dos homomorfismes. Aleshores tindrem

que la composicio 3o a €s un homomorfisme de A a C.

Demostracié. Per tot f € § i per tot aq,...,a, € A tenim que:
(Boa)(f(ar, ..., an)) = Bla(f*(ar, ..., an)))
= B(fP(ala), ..,a(an))) = fC(B(a(ar)), .., Bla(an)))
= fC((Boa)(ar), ... (Boa)(an)). O



4 Congrueéncies

Definicié 4.1. Sigui A un conjunt, sigui r C A2, direm que r és una relacid binaria

en A. Diem que r és una relacio d’equivaléncia si:
(i) Per tot a € A,ara
(it) Per tot a,b € A, arb = bra
(111) Per tot a,b,c € A,arb i brec = arc.

Denotem per Eq(A) el conjunt de totes les relacions d’equivaléncia en A.

Donat un conjunt A, denotem Ay = {(a,a) : a € A} com la relacid diagonal i
Vai=AXA com la relacio total en A. Fxcepte quan no quedi clar a quin conjunt

es refereix indicarem la relacio diagonal i total com A i V respectivament.

Definicié 4.2. Donada una dlgebra A i una relacio 0 € Eq(A). Aleshores tenim
que 0 és una congruéncia en A si per a tot f € § n-aria, per tot a;,b; € A tals que

a;0b; per 0 <1 < mn, satisfa:
fAay, ...,a,)0fA(by, ..., b,).

El conjunt de totes les congruéncies en A l'anomenarem Con(A).

Proposicié 4.3. Con(A) és tancat per interseccid arbitraria.

Demostracié. Sigui {6;,i € I} C Con(A), volem veure que ()., 6; € Con(A).

En primer lloc veiem que [),.;60; és una relacié d’equivalencia en A. Per tot

i€l
a € A, com que 0; € Con(A) per tot i € I, aleshores (a,a) € 6; per tot i € I, per

tant (a,a) € (;c; 0:-

Per tot a,b € A si (a,b) € (,c;0;, aleshores per tot i € I tenim que (a,b) € 6;, i
per tant, (b,a) € 0;. Com és cert per tot i € I, obtenim que (b, a) (), 0:-

Per tot a,b,c € A tals que (a,b) € (,c;0i i (b,c) € (,;0:, aleshores per tot
ie€l,comb; € Con(A), (a,b) € 0;1 (b, c) € 0;, per tant (a,c) € §;. Com el resultat

anterior passa per tot i € I, tenim que (a,c) € ()..;0;- Per tant, podem afirmar

icl
que (;c; 0 és una relacié en A.

Per 1ultim, veiem que és una congruencia de A. Sigui aq, ..., a,, b, ...,b, € A tals
que (a;,b;) € [,y 0 per tot 1 < j < n, aleshores (a;,b;) € 6; per tot ¢ € I i per
tot 1 < j <mn. Per tant, fA(ay,...,a,)0; f*(by, ..., b,) per tot i € I, aixd implica que
A, oy an) Nieg 0:f2 (b1, ..., by). Per tant, (), ; 0; € Con(A). O

Definicié 4.4. Sigui A una dalgebra i sigut B C A x A, definim en primer lloc
®(B) = {0 € Con(A) : B C 0}. Definim ©(B) = (®(B) que correspon a

9



loperador de clausura algbraic finitament generat per B*.

Quan la congruencia estigui generada per una sola parella d’elements a,b €
A, denotarem 0(a,b) = O({(a,b)}). Sigui ai,...,a, € A, definim O(ay,...,a,) =
O({(aay) : 1<i,j < n}).

Definicié 4.5. Sigui 61,0, € Con(A) definim les operacions V i A. Definim 01 N
0y = 01N0,. Definim la congruéncia generada per 6y i 0y de A com 0,V 0y = ({0 €
Con(A);0, U0y C 0} que correspon a 01V 0y = ©(0; Ub,).

Definicié 4.6. Sigui 61,05 € Con(A), definim la composicid 0, o 0y, per a,b € A,

com (a,b) € 0y 00y si, i només si, existeiz ¢ € A tal que (a,c) € 01 i (¢,b) € 5.

St 0100y = 0y 00, direm que 0, i 05 permuten. Una algebra A €és congruent

permutable si per tot 61,05 € Con(A), 61 i 0y permuten.

Teorema 4.7. Sigui A una dlgebra, per tot 01,05 € Con(A), per tot a,b € A,
direm que (a,b) € 01V Oy si, i només si, existeizen aq,...,a, € A tals que a =

aq 91 a9 02 as 01...92 Ay = b.

Demostracié.

Siguin = {(a,b) : existeix n € N1iay,...,a, € A tals que a = ay 6y ag 03 a3 01...05 a, =

b}. Aleshores volem veure que 6, V 0y = 1.

Si tenim que (a,b) € n, aleshores a = a; 01 ay 03 ag 64...05 a, = b, perd com
01,05 C 0,V 0y obtenim que a = aq 61V 0y as 01V 05...0, V 05 a,, = b, per tant, per
la transitivitat de 61 V 0y, (a,b) € 01 V 05. Aleshores, 61 V 65 2 1.

Per veure 'altra inclusié és necessari veure que n € Con(A) i que 01 U6y C 7, ja
que 6 V Oy C 6y Uby. Pertot a € A, (a,a) €n, ja que abiabsa. Per tot a,b € A, si
(a,b) € n, aleshores existeixen aq, ..., a, € A tals que a = a; 0 as 0s...01 a,_1 03 a, =
b, pero aleshores b 01 b 63 a,,_1 01...05 as 01 a 65 a, per tant (b,a) € n. Per tot a,b,c €
A tals que (a,b) € n, (b, c) € n, aleshores tenim que existeixen ay, ..., a,, by, ..., b € A
tals que a = ay 0 as 05...01 a,_1 0> a, =bib=0by 0 by O5...0, by_1 0> by = ¢, per
tant, a = a; 01 as 05...00 a,_1 02 a, =b 01 b0y b =0 01 by O5...01 b_1 05 b, = ¢,
d’on obtenim que (a,c) € n. Hem vist doncs que n € Eq(A).

Per tot ay, ..., a, by, ..., b, € Atals que (a;,b;) € npertoti € {1,...,n}, tenim que
a; = ¢ 0y....05 ¢, = b per tot i € {1,...,n}, on n; € N és diferent per cada parella
(a;, b;). Aleshores necessitem fer que la llargada donada per n;, sigui la mateixa

per tots. Sigui n = mawcq,. n)(n;), aleshores per cada i € {1,...,n} i cada parella

Veure les definicions 12.18, 12.20 i 12.21 per els conceptes d’operador de clausura, operador

de clausura algebraic i oprador generat respectivament
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(@i, b)) €y a; = ¢1 01...05 ¢, = b 6y b Bs...05 b on hem allargat la cadena fins a
tenir n termes. De manera que per f € §, n-aria, (f4(a1,...,a,), f2(b1,...,b,) €7,
ja que com totes les cadenes tenen la mateixa llargada i 6,60 € Con(A), ho tenim.
Per tant n € Con(A).

Per ultim veiem que si (a,b) € 6, U 0y, aleshores o (a,b) € 6; o (a,b) € 6.
Si (a,b) € 0y, aleshores a 01 b 0y b, per tant, (a,b) € n. Si (a,b) € 6, aleshores
a 6y b 0 b, per tant, (a,b) € n. Tenim doncs que 61 V 65 C 7. O

Teorema 4.8. < Con(A),V,N\) > és un reticle acotat.

La demostracié es pot trobar a ’annex, concretament correspon a la del Teorema
12.27.

Figura 1: Reticle de 'exemple 5

Exemple 5. Si tenim una algebra definida pel reticle linial de la figura 1, A =<

{0,a,1}, A,V >, les congruencies estan formades per:
0, :=0(a,1) = AU{(a,1),(1,a)}
0y :=0(a,0) = AU {(a,0),(0,1)}
6(0,1) =V
O(a,a) = A(0,0) =6(1,1) = A.
Per tant, Con(A) = {A, 61,04, V}.

Definicié 4.9. Una algebra A és congruent distributiva (congruent modular) si

Con(A) és un reticle distributiv (modular). ?

Teorema 4.10. (Birkhoff). Si A és congruent permutable, aleshores és congruent
modular.

Demostracié. Sigui 0,605,035 € Con(A), tal que 6; C 6,. Volem veure que
0N (01 V O3) C 01V (62N0;). Observem que quan tenim congruent permutabilitat,

0,005 = 61004, i per tant, considerant la definicio de 6,V 6, tenim que 6,V 6, = 6100,.

2Veure les definicions 12.8 i 12.10 de l'annex.
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Suposem que tenim un element (a, b) € 6N (0;V03), aleshores com (a,b) € 0,003,
existeix un element ¢ € A tal que aficfyb. Per tant, com (a,c) € 61, per simetria
(c,a) € 05. D’altra banda com 6, C 0y, (c,a) € 05, i com (a,b) € 65, podem aplicar
la transitiva i obtenim que (¢, b) € 6.

D’altra banda, com (c,b) € 63, tenim que (¢,b) € 63 N 65. De manera que
afichy N O3b. Aixo equival a dir que (a,b) € 6; 0 (03N 63) 1 per tant O N (61 V b3) C
01V (62N 03). O

Definicié 4.11. Direm que una dalgebra A és 3-congruent permutable si per a tots
els elements 0, ¢ € Con(A), tenim que 0o pol C polo¢.

Teorema 4.12. (Jonsson) Si A és 3-congruent permutable, aleshores és congruent

modular.

Demostracié. En primer lloc veiem que com a propietat directe de la 3-
permutabilitat tenim que per (a,b) € 0; V 03 = ab;cl3db,b.

Volem veure que si 01 Q 62, 91 V ((92 VAN 63) = 82 N (91 V 93)

C: Directe, degut a 0; C 6,.

D: Sigui (a,b) € 6N (01 V 63), aleshores (a,b) € O i existeixen ¢, d tals que
ab1ch3dhb. Com 61 C 0y, (a,c) € 051 (d,b) € Oy, per tant (c,d) € 0y = (c,d) €
05 N 03, veiem doncs que abichy N O3dH1b i per tant, (a,b) € 01 V (02N 03). O

Definicié 4.13. Sigui A un conjunt i 6 € Con(A). Per tot a € A, la classe
d’equivaléncia de a modul 6 és el conjunt a/0 = {b € A : (b,a) € 0}. El conjunt
{a/0 : a € A} el denotem per A/6 i l’anomenem conjunt quocient.

Denotem per A0 =< A/0,{fA?: f € §} > lalgebra quocient de A per 6 que
correspon a l’algebra on l'univers és el conjunt quocient A/6 i per tot f € §, i tot
a,...,a, € A:

fA%(a1/0,...,a,/0) = fA(ay,...a,) /0.
Exemple 6. Mitjancant el proper exemple podem veure que els quocients vistos

pels grups en les diferents assignatures que s’han cursat al llarg del grau correponen

al quocient que s’acaba de definir per algebres.

Sigui G un grup, es pot establir una correspondencia 1 a 1 entre les congruencies

de G i els subgrups normals de G.

Sigui 8 € Con(G); aleshores tenim que 1/6 és I'univers d’un subgrup normal. De

manera que si N és un subgrup normal de G, tenim que (a,b) €0 < a-b~' € N.
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Exemple 7. Tanmateix el comentari respecte el quocient per als grups i el quocient
definit en aquest apartat, també es pot aplicar per a anells. Sigui R un anell, es

pot establir una correspondencia 1 a 1 entre les congruencies i els ideals de R.

Sigui 6 € Con(R); aleshores tenim que 0/6 és un ideal en R. De manera que si
I és un ideal de R, tenim que (a,b) €0 < a—b e 1.

13






5 Teoremes de Isomorfia

Definicié 5.1. Sigui o« : A — B un homomorfisme. Anomenem nucli de o, que

escriurem com ker(a), a:

ker(a) = {(a,b) € A% : a(a) = a(b)}.

Teorema 5.2. Sigui o : A — B un homomorfisme. Aleshores ker(a) € Con(A).

Demostracié. Veiem en primer lloc que ker(«a) és una relacié d’equivaléncia
en A. Per tot a € A, (a,a) € ker(a), ja que a(a) = a(a). Per tot a,b € A, si (a,b) €
ker(a), aleshores a(a) = a(b), igualtat que també es compleix per (b,a) € ker(«).
Per tot a,b,c € A, si (a,b) € ker(a) i (b,c) € ker(a), aleshores a(a) = a(b) = a(c),
per tant, (a,c) € ker(a).

Si (a;, b;) € ker(a)

per

a(fAar, ..., an)) = (( 1) 005 an))
FP(a(by), oo albn)) = a(fA (b, oo, b))
(

Per tant fA(al,. Lan), fA(by, .. bn)) € ker(a); d’on podem concloure facilment

1 <nifeg ésn-aria en 7, aleshores:

que ker(«) és una congruencia de A. O
Proposicié 5.3. Sigui A una dalgebra i 6 € Con(A). L’aplicacio (natural):
vg: A — A/0, definida vg(a) = a/0 és un homomorfisme

Demostracié. Sigui # €Con(A), sigui I'aplicacié natural v : A — A/6f. Per a

f € § un signe funcional n-ari i ay, ..., a, € A. Tenim que:

v(fA (a1, .., an)) = fA(a1, ..., an) /0 = 2% a1/0, ..., a,0) = A% (v(ay), ..., v(ay)).

Per tant, v és un homomorfisme.

Teorema 5.4. (Teorema de I’Homomorfia) Sigui o : A — B un homomorfisme
exhaustiu. Aleshores existeix un isomorfisme 3 de A/ker(a) a B tal que o = fowv;

on v és ’homomorfime natural entre A i A/6.

N

Alker(a)

Demostracié. Per tot a € A, definim S(a/ker(«)) := «(a), veiem en primer

lloc que la definicié té sentit. Suposem o’ € A tal que (a,a’) € ker(a), aleshores
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tenim que a(a) = a(a’). Per la definicié de 3, tenim que f(a/ker(a)) = a(a) =
a(a’) = B(a'/ker(«)), per tant, esta ben definida i per la exhaustivitat de a i v, g
també sera exhaustiva.

Veiem ara que « és injectiva. Per tot a,a’ € A tals que f(a/ker(a)) = B(d'/ker(a))
aleshores a(a) = a(a’). Tenim doncs que (a,a’) € ker(a) i aixd implica que
(a/ker(a)) = (' /ker(a)) i per tant 3 és injectiva.

Per ultim veiem que § és un homomorfisme. Per comprovar aixo anem a suposar
que f és una funcié n-aria i ay, ...,a, € A, observem que:

B(fA%(a1/0, ...,0,0)) = B(fA(ar, ...,a,)/0) = af(ay, ...,an) = fB(aay, ..., aa,) =
fB(B(ar/9), ... B(an/0)).

Per tant, 8 és un isomorfisme. O

Alternativament aquest teorema també se’l coneix com a ” Primer Teorema de la

Isomorfia”.
Definicié 5.5. Sigui A una dalgebra i 01,60, € Con(A), tals que 0 C 0s.
02/61 = {(a/61,b/0:) € (A)601)*: (a,b) € O}

Proposicié 5.6. Si 01,0, € Con(A), tals que 6, C 0y, aleshores 05/0; és con-

gruéncia en A/0;.

Demostracié.  Sigui f un simbol funcional n-ari, suposem (a;/01,b;/01) €
05/61,1 <i <n. Aleshores (a;, b;) € 0o, per tant:

(fA<a17 “'7an)7fA(b17 7bn>> S 02 = (fA(ah '“7an)/917fA(b17 7bn)/91 € 92/01
D’on obtenim que (fA/%(ay /01, ...,an/601), f2/% (b1 /01, ...,b,/01) € 02/6,

Teorema 5.7. (Segon Teorema de I’Isomorfia) Si 01,05 € Con(A), tals que 6, C 0y,
aleshores la funcio:
a (A/@l)/(é’g/ﬁl) — A/HQ
Definida per o((a/01)/(602/601)) = a/0y és un isomorfisme.

Demostracié.

Sigui 5 : A/0; — A /0, definida de la manera segiient: Per tot a € A, B(a/6,) =
a/fy com 6; C Oy esta ben definida, veiem en primer lloc que es tracta d'un homo-
morfisme. Anem a suposar que f és una funicé n-aria i aq,...,a, € A, observem

que:

BUfA((ar/601), ... (an/61))) = B(fA(ar,....an)/01) = [fAar,...,an)/02 =
JA%((a1/65), ..., (an/02)) = [A%2(B(ar/6h), ..., Ban/61)).
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Per tant és un homomorfisme. A més 3 és exhaustiu, ja que tal com s’ha definit

per tot element de A/fy és imatge d’'un element de A/6;. Per a,d’ € A:
ker(B) ={(a/01,d'/01) € A/O; : (a,d") € O3} = 05/0,.

Per tant,aplicant el primer teorema de I'isomorfia tenim que existeix a un ismor-

fisme entre (A/6,)/(02/601) i A/0s. O

Definicié 5.8. Sigui B subconjunt de A i § € Con(A). Definim B’ = {a € A :
Bna/0#0}. Sigui 0 [g:= 60N B%, "anomenarem restriccié de 6 en B.

Lema 5.9. Si B és subalgebra de A i 0 € Con(A) tenim que:
(i) B =< B {f4|go : f € F} > és una subalgebra de A amb univers BY.

(i1) 0 [ g és una congruéncia en B.

Demostracio. Sigui f € § un simbol funcional n-ari de A, sigui aq,...,a, €
BY podem trobar by,....,b, € B tals que (a;,b;) € 6,1 < i < n. Com tots els
elements a;,b; sén de A, tenim que (f*(ay,...,an), f2(b1,...,b,)) € 0 i per tant,
(a1, ...,a,) € B?. Aleshores, BY és subunivers de A.

Veiem ara que 6 [p és congruencia en B. Es evident que 0 [p compleix amb
les condicions per ser equivalencia en B, ja que com 6 € Con(A), 6 compleix les
condicions per ser de Fq(A), pero com B C A, aquestes condicions es compleixen
per tot element de B i per tant, § N B> € Fq(B).

D’altra banda, per la definicié de 6 [g, per aq,...,a,,b1,...b, € B tals que
(a;,b;) € 0 1,1 < i < n, aleshores (fB(ay,...,a,), fB(b1,....,0,)) € 0 |, ja que

B és subalgebra de A i per tant 6 [ és congruencia en B. O

Teorema 5.10. (Tercer Teorema de l'Isomorfia) Si B és subalgebra de A i 0 €
Con(A) tenim que:

B/0 |52 B’/0 | o

Demostracié. Sigui f la composicié d’homomorfismes segiient: B — B? —
B?/6 | go, com la composicié d’homomorfismes és un homomorfisme, podem afirmar
que f és un homomorfisme. Veiem que f és exhaustiva, agafem un element a /(6 [ge
) € B?/6 |go. Com a € BY, existeix b € B tal que (a,b) € #. Perd aleshores tenim
que f(a) = a/(0 [ge) = b/(0 [pe) = f(b) i per tant, ker(f) = 6 [p. Aplicant
el primer teorema d’isomorfia al homomorfisme exhaustiu f obtenim el resultat
buscat. O

Degut a que els teoremes d’isomorfia sén valids per qualsevol tipus d’algebra, en
podem trobar facilment la seva correspondencia ja coneguda per grups i per anells.

Veiem-ho:
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Exemple 8. Pel cas del grups, els teoremes d’isomorfia tindrien els segiients enun-

ciats:

(i) Siguin G, F dos grups tals que a : G — F morfisme de grups, existeix
p: G/ker(a) — F tal que G/ker(a) = F.

(ii) Siguin N, H subgrups normals de G tals que N < H. Aleshores tenim
que G/H = (G/N)/(H/N).
(iii) N, H subgrups de G, N < G, subgrup normal. Aleshores tenim que
H/(HNN)= (H+ N)/N.

Exemple 9. Pel cas dels anells, els teoremes d’isomorfia tindrien els segiients enun-

clats:

(i) Siguin A, B dos anells tals que o : A — B morfisme d’anells jexisteix
p: Alker(a) — B tal que A/ker(a) = B.

(ii) Siguin 7, J dos ideals de A tals que I C J. Aleshores tenim que A/J =
(A/D)/(J/T).

(iii) I, J subanells de A, I ideal de A. Aleshores tenim que J/(I N J) =
(I+J)/J.

Teorema 5.11. (Teorema de Correspondéncia) Sigui A una algebra i 6 € Con(A).
La funcié a definida en [0,Val, ¢ € [0,Va], per a(¢) = ¢/0 és un isomorfisme
entre els reticles [0,V 4] i Con(A)/0>. Observem que [0,V 4] és un subreticle* de
Con(A).

Teorema 5.12. Donats dos homomorfismesa: A — B i : A — C, si tenim que
ker(B) C ker(a) i B és ezhaustiu; aleshores existeix un homomorfisme v : C — B
tal que o« =y o f3.

A—=B

N
C

Demostracié. Suposem, en primer lloc, que 7 existeix i satisfa a = v o f3.
Volem veure, doncs, que ker(f) C ker(a), sigui (a,b) € ker(f3), 5(a) = 5(b), i per

tant, v(8(a)) = v(B(b)) que seria el mateix que v o B(a) = v o B(b) . Com que
a=7vyop,a(a) =alb) = (a,b) € ker(a), com voliem veure.

3En l'observacié posterior a la definicié 12.6 de I'annex s’explica queé és un ismorfisme entre
reticles
4En la definicié 12.6 de 'annex s’explica que és un subreticle.
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Tanmateix si suposem que ker(3) C ker(a), definim v = ao 7!, on 7! és una
aplicacié de C a A tal que per tot ¢ € C,37(c) = a,a € A sabem que esta ben
defiida ja que [ és exhaustiva. Volem veure que 7 té les propietats desitjades. El
domini de v ha de ser C degut a I'exhaustivitat de 5. Sigui ¢ € C' i ay,a9 € A
tals que B(a1) = Plaz) = ¢ = (a,b) € ker(f) = (a,b) € ker(a). Per tant,
v(c) = ao 7! (c) déna el mateix resultat independentment dels elements ay, as que

usem. Per tant, v és una funcié ben definida de C' a B.

Ens queda veure que v és realment un homomorfisme, suposem f€ una funcié

n-aria. Sigui ¢y, ..., ¢, € C tal que g7 '(¢;) = a;, 1 < i < n, aleshores:

Y(fCer, s en)) = (O (Bar), . Blan))) = v(B(fA(ar, ..., an))) = fP((v o
B)(a1), ... (vo B)(an)) = fE(y(cr, . cn)),

ja que a = y o 8 és un homomorfisme. U
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6 Producte Directe 1 Productes Subdirectes

Definicié 6.1. Sigui Ay, Ay dues alegbres del mateix tipus 7. Definim el producte
directe Ay x Ao, l'algebra que té per univers el conjunt Ay X As @ que per f € §
n-aria, a; € Ay, a;, € Ay, 1 <i<n:

A (a1, @), oo (an, ay)) = (fA(an, o an), fA2(a, 0 a7))
La funcio projeccio i-essima de Ay X Ay és:
it Ay X Ay — Ayi € {1,2},
mi((a1,a9)) = a;.
Teorema 6.2. La funcic projeccio i-essima és un homomorfisme exhaustiv de A, X
Ay a A;i€1,2. A més, en Con(A; x As) es compleix:
(1) ker(m ) N ker(my) = A,
(11) ker(m) i ker(my) permuten.

(1i1) ker(my) V ker(my) = V.

Demostracié. Sigui f € § n-aria, per tot a; € Ay, a, € Ay, 1 <i < n, llavors:

Wl(fA((ah a’ll)v ERE) (anv CLIn))) = ﬂ-l((fAl(ah '“an)v fAQ(allv CL%))) = fAl(ala SR) a’n) =
fAl(Wl((a17a,1))7"'vﬂl((ama;m»)a

Per tant m; és un homomorfisme i és trivial veure que és exhaustiu. Analogament

es pot argumentar per ms.

Per tot ¢ € {1,2}, sigui ((a1,az), (by,b2)) € ker(m;) si, i només si, m;((ay, a)) =
mi((b1, b)), aleshores a; = b;, per tant ker(my) N ker(m) = A.

D’altra banda, per tot (ay,as), (b1, bs) elements de A; x As:

(ay,az)ker(my)(ay, by)ker(me)(by, by), veiem doncs que ker(m) V ker(m) =V
i per tant ker(m;) i ker(my) permuten.

Per dltim, tenim que V = ker(m) o ker(my) C ker(m) V ker(my), perd com

permuten tenim l'igualtant i d’aquesta manera obtenim (iii). O

Definicié 6.3. Sigui A una algebra i una congruéncia ¢ € Con(A) s’anomena

congruéncia factor si existeix 0* € Con(A) tal que:
oNo*=A,
gvor=V,
0 i 0* permuten.

Anomenem parella de congruencies factor en A a 0 i 0*.
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Teorema 6.4. Si 0 i 6* és una parella de congruéncies factor en A, aleshores:
A= A/Ox A/O*
usant la funcié a(a) = (a/0,a/0%).

Definicié 6.5. Direm que una algebra A és directament indecomposable st A no

és 1isomorfa a un producte directe de dues algebres no trivials

Generalitzant la primera definicié de producte directe es pot obtenir la segiient,

més completa.

Definicié 6.6. Sigui (A;)ic; una familia indexada d’algebres de tipus 7. Definim
el producte directe A =[]
n-aria, ai,...an € [[;c; Ai:

fA(ay,...a,) (i) = fA(ai(i), ..., an(i)),
per tot 1 € I.

.1 Ai com Ualgebra amb univers [],.; A i@ que per f € §

Sigui j € I, definim:
Uy Hie[ Az — A]'

mi(a) = a(j)

que ens doéna homomorfismes 7; exhaustius.

En general no existeix una immersié entre A; i [],.; A;. En alguns casos concrets,

iel
com el dels grups si que existeix degut a l’existencia d'una subalgebra trivial.

Teorema 6.7. Tota algebra finita és isomorfa a un producte directe d’algebres di-

rectament indecomposables.

Demostracié. Resolem per induccié completa sobre el nombre d’elements de
|Al. Sigui A una algebra finita, si és trivial, el resultat és evident. Suposem que no
ho és i a més per a cada B tal que |B| < |A| sabem que B és un producte d’algebres
indecomposables. Si A és indecomposable hem acabat, siné A = A; x A,. Tenim

doncs que |A4[, |A2| < |A| i per hipotesis d’induccid:
Al = Bl X ... X Bm,
AQ = C1 X ..o X Cn7

on C;, B; son indecomposables; per tant, A = (B x...xB,,) x (C; x...xC,) =
B, x..xB,, xC; x..xC,, també ho és. ]

Definicié 6.8. Sigui a;,a5 € At : A — B una funcio, es diu que o separa ay i as
si a(ay) # a(ay). Direm que o separa punts de l'algebra A, si per tota,b € A,a # b,
aleshhores a(a) # a(b).
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Definicié 6.9. Donada una col-leccio d’aplicacions o; : A — A; i € I, definim
Vaplicacio o : A — [[,c; Ai per a(a)(i) = a;(a) per toti € I.

Proposicié 6.10. Sigui o; : A — A; una familia d’homomorfismes indexats per
iel,isiguia: A—]]

e1 Ai. Els segiients enuncials son equivalents:

(1) Les funcions o, separa punts de A.
(ii) « és injectiva.
(iii) [\, ker(o;) = V.

Demostracié. (i) = (ii) Suposem ay,ay € A tals que a; # ag. Aleshores per
cert 1 € I, a;(a1) # «a;(ag) de manera que a(a1)(i) # alaz)(i), per tant a(ay) #
alas).

(17) = (iii) Per aj,as € A tals que a; # ag, tenim que a(a;) # «a(az), per tant
alaq)(i) # a(az)(i) per cert i € I; obtenim doncs que «;(a1) # a;(az) i aixo implica

que (ay,az) ¢ ker(a;); per tant (., ker(a;) = V.

(ii1) = (i) Per ay,as € A tals que ay # as, (a1, a2) & (Nies
acert i € I,(ay,as) ¢ ker(a;), d’on obtenim que a;(a1) # a;(as). d

ker(«;), per tant per

Definicié 6.11. Direm que una dalgebra A és un producte subdirecte d’una familia

d’algebres (A;)icr si: A < [l,c; Ai i mi(A) = A, per toti e 1.

Una immersio o : A — [],.; Ai és subdirecte si a(A) és un producte subdirecte
de {Ai}i€1~

Proposicié 6.12. Sigui A una algebra i 0; € Con(A), pertoti € I. Si( e, 0; = A;
aleshores, I’homomorfisme (natural) v : A — [[,.; A/6;, on v(a) = (a/6;)ics, €s
una immersio subdirecta.

Demostracié. Sigui v; : A — A/6;, per ¢ € I, com ker(v;) = 6;, de la
proposicié 6.10, deduim que v és una immersié. Com v; és exhaustiva, v és una

immersié subdirecte. O

Definicié 6.13. Una algebra A és subdirectament irreductible si per tota immersio

subdirecte « : A — [[..; A, existeixi € I tal que mjoar : A — A; és un isomorfisme

iel
Definicié6 6.14. 6 € Con(A) és completament interseccid irreductible si per {0;;1 €
I} CCon(A), sid=

i1 Ui, aleshores 6 = 0;, per certi € I.

Alternativament es pot definir de la segiient forma:

Teorema 6.15. Una algebra A és subdirectament irreductible si, © només si, A és
trivial o existeix una congruéncia minima en Con(A) — {A}. Si aquest element

ezisteix, i no ens trobem en el cas trivial, sera ((Con(A) — {A}).
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Demostracié. (=) Resolem-ho per contrareciproc. Si A no és triviali Con(A)—
{A} no té element minim, aleshores ((Con(A) — {A}) = A. Sigui I = Con(A) —
{A}, aleshores I'aplicacié o : A — [],c; A/6 és una immersié subdirecte per la
proposicié anterior, i com I’aplicacié A — A /6 no és injectiva per cap 6 € I (ja que
0 # A), es dedudeix que A no pot ser subdirectament irreductible.

(<) Sigui a : A = [,

les A; també son trivials; ja que 7; o a és un isomorfisme.

A; una immersié subdirecte; si A és trivial aleshores

Suposem ara que A no és trivial, sigui 6 = [((Con(A) — {A}) # A, ja que
Con(A) — {A} té minim. Sigui a,b € A tals que a # b i (a,b) € 0, aleshores
per a : A = [[,c; A; és una immersié subdirecte, i a més a(a) # a(b). Per tant,
existeix ¢ € [ tal que a(a)(i) # a(b)(7); per tant (m; 0 a)(a) # (m; 0 a)(b). Aleshores
(a,b) ¢ ker(mow), per tant € ker(m o). Perd aixo implica que ker(moa) = A,

i aleshores m; o o seria un isomorfisme; per tant A és subdirectament irreductible.

Si Con(A)—{A} té un element minim 6; aleshores per tot a # b tal que (a,b) € 6
tenim que 0(a,b) C 0, d’on deduim que 0 = 6(a,b). O

Teorema 6.16. Una algebra subdirectament irreductible és directament indecom-

posable.

Demostracié. Es evident que les uniques congruencies factors que té una
algebra subdirectament irreductible sén A i V; per tant, pels teoremes 6.2 i 6.4

tenim que I’algebra és directament indecomposable . Il

Teorema 6.17. (Birkhoff) Cada dlgebra A és isomorfa a un producte subdirecte

d’algebres subdirectament irreductibles.

Demostracié. Com les algebres trivials sén subdirectament irreductible, tant
sols, hem de considerar el cas d’una algebra no trivial A. Sigui ©,;, = {0 € Con(A) :
(a,b) ¢ 0} és evident que es tracta d'un conjunt parcialment ordenat no buit. Fent
us del lema de Zorn, al tractar-se d’'un conjunt parcialment ordenat no buit on
tot subconjunt parcialemnt ordenat té una cota superior, aleshores tenim una cota
maximal i podem trobar una congruencia 6,;, € Con(A) que és maximal respecte
a la propietat (a,b) ¢ 6,5. Tenim doncs que ©(a,b) V b, és la més petita de les
congruencies de [0, 5, V]|—{0.} pel teorema 6.15 veiem que A/6,;, és subdirectament
irreductible. Com ({0, : a # b} = A podem aplicar la proposicié 6.12 per veure
que existeix una immersié subdirecte de A al producte d’una familia indexada
d’algebres subdirectament irreductibles (A /04 p)a0- O

Teorema 6.18. A /0 és subdirectament irreductible si, i només si @ és completament
interseccio irreductible. En particular, A és subdirectament irreductible si, i només

si, A és completament interseccid irreductible.
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Demostracié. Suposem en primer lloc que A és subdirectament irreductible.
Per veure que A és completament interseccié irreductible, sigui {6; : i € I} C

Con(A), suposem que A = (),_;0;. Volem veure doncs que per cert i € [,0; =

icl

A. Per la proposicié 6.12 aplicacié natural A — [[..; A/6; és una representaci6

iel
subdirecte. A més, per cert i € I,m; : A — A/6; és un isomorfisme. Per tant
0; = ker(m;) = A.

Veient 'altra implicacid, suposem que A és completament interseccid irreductible
i suposem que a : A — [[,.; B; és una representacié subdirecte. Per la mateixa
proposicié anterior tenim que per tot {6; : i € I} C Con(A),0; = ker(m; o ), aixo

implica per la proposicié anterior que (,.;0; = A.

Per tant existeix ¢ € I tal que §; = A, per tant, ker(m; o ) = A d’on obtenim

que 7; o v és un isomorfisme.

Pel cas general, sigui # una congruencia, pel teorema de correspondencia 5.11 els
reticles [0, V] 1 Con(A/#) son isomorfs. Per tant, A /6 és subdirectament irreducti-
ble. O

Corol-lari 6.19. A/0 és subdirectament irreductible si, 1 només si, A/0 és com-
pletament interseccid irreductible en Con(A/0) si, i només si, 0 és completament

interseccid irreductible en Con(A).

Demostracié. La prova d’aquest corol-lari és directe aplicant el teorema 6.18.
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7 Varietats

Definicié 7.1. Sigui K la classe d’algebres similars, definim els segiients operadors:
(1) A € I1(K) si, i només si, A és isomorf a algun membre de K.
(i) A € S(K) si, i només si, A és subalgebra d’algun membre de K.

(1ii)) A € H(K) si, i només si, A és la imatge homomorfa d’algin membre
de K.

(iv) A € P(K) si, i només si, A és producte directe d’una familia no buida
d’algebres de K.

(v) A € Py(K) si, i només si, A és producte subdirecte d’una familia no
buida d’algebres de K.

Notacié. Siguin Oy, O, dos operadors de classes d’algebres, escriurem 0,04 per
indicar la composici6 de dos operadors. Sigui < una relacié binariaen {1, S, H, P, Ps}.
Denotarem per O < O, quan O;(K) C Oy(K), per tot classe d’algebres K. Direm
que 'operador és idempotent quan O? = O. Indicarem que una classe K d’algebres

és tancada per un operador O quan O(K) C K.

Lema 7.2. H, §i IP son idempotents. A més, les desigualtats segiients son certes:
SH<HS,PS<SPi:PH<HP.

Demostracié. Veure que H, S i IP sén idempotents és trivial, veiem la resta de
desigualtats. Suposem A € SH(K). Aleshores existeix B € K i un homomorfisme
exhaustiu a : B — C, tal que A < C. Com A < C, considerant I’homomorfisme
a™!: C — B, tenim que a *(A4) < a™'(C) = B i per 'homomorfisme exhaustiu
anterior a(a™1(A)) = A, per tant, A € HS(K).

Sigui A € PS(K), aleshores existeixen {B;};c; C K tals que A; C B, per tot
i€liA=][,;AiDegut aque [[..;A; <][ic;Bii]lic;Bi € P(K), tenim que
A € SP(K).

iel

Per tltim, si A € PH(K), aleshores existeixen {B;}ie; € K i una familia
d’homomorfismes exhaustius o; : B; — A;,7 € [ tal que A = Hie i

facilment que o : [[,.; Bi = [[,c; Ai és un homomorfisme exhaustiu; i per tant,
A € HP(K). O

A;. Es comprova

Al 1972, Pigozzi va determinar el reticle format pels 18 operadors generats per
H,S,P (Veure: Figura 2).

Definicié 7.3. Anomenem varietat a una classe K (no buida) d’algebres del mateiz
tipus que esta tancada sota H,S 1 P (i.e. H(K) C K,S(K) C K,P(K) C K).
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Figura 2: Operadors generats per H,S,P

Sigui {V1}ier una familia de varietats tal que totes les algebres son de tipus T,

volem veure que (\..; Vi €s una varietat. Tenim que la interseccid és no nul-la, ja

el
que com a minim contidra ’algebra trivial. Volem veure que H<ﬂie] Vi) C ﬂiel Vi,
S(Micr Vi) € Mier Vi @ P(Nier Vi) € Nier Vi Tenim que per tota algebra A €
H(Mic; Vi), aleshores exsiteiz B € (),

A. Com B € (., Vi, tenim que per tot i € I, B € V;, i per tant, com V; és una

V; tal que per cert homomorfisme o, a(B) =

varietat i esta tancada per H, a(B) = A € V;, com aixo es compleix per tot
i € 1, tindrem que A € (e, Vi i per tant, H((\;c; Vi) € Nie; Vi Observem que
podem fer una argumentacio analoga pels operadors S 1 P, de manera que obtenim
S(Micr Vi) € Nicr Vi @ P(Nie; Vi) € Niey Vi- Tenim donces que (o, Vi €s varietat.
Per K, una classe d’algebres, sigui v varietat, definim V(K) = ({v: K C v}
que €és la varietat més petita que conté K, aleshores direm que V(K) és la varietat

generada per K.

Teorema 7.4. (Tarski) V=HSP. Es a dir, la varietat generada per K una classe
d’algebres, V(K), és el mateix que la composicié dels operadors H, S, P aplicats

en K, HSP(K).
Demostracié. Sigui K una classe d’algebres, per veure que HSP(K) és una
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varietat usarem el lema anterior:
H(HSP)=HSP,S(HSP) < HS?P = HSP, P(HSP) < HSP? = HSP.

Com HV =SV =1TPV =V il <V, deduim que HSP < HSPV = V. Tenim
doncs que per qualsevol K, HSP(K) és tancat sota H,S,P i és la més petita de les
varietats contingudes en K, per tant, V=HSP. U

Exemple 10. Sigui K la classe dels semigrups, pel fet de ser semigrups tenim que
compleixen que z - (y - z) = (z - y) - z. Velem que K és tancat per HSP de manera

que sigui varietat.

Sigui o un homomorfisme entre les algebres A =< A; f > 1 B =< B;g >, a(A)
segueix sent semigrup, sigui a,b,c € B, tals que a = a(z),b = a(y),c = «a(z), on
:'UJ y’ Z 6 A.

a(f(z, f(y,2)) = g(a(z), a(f(y, 2))) = g(e(z), g(a(y), (2))).

Per tant H(K) C K.
Tenim també que S(K) C K. Ja que per A subalgebra de B, tenim que A C B

i fA& = fB|,. Per tant conserva la propietat per ser semigrup i pertany a K.

Per ltim és evident que P(K) C K, ja que donada una familia de semigrups
Gi,i € I, aleshores per G < [],.; G, tenim que els elements de G compleixen la

propietat de semigrup, ja que tots els elements de cada G; la compleix

Com P(K) és semigrup, S(P(K)) també ho és i H(S(P(K))) també ho sera;
tenim doncs que HSP(K) C K i per tant, és varietat.
Definicié 7.5. Anomenarem cos a una algebra < K,4+,-,—,0,1 > amb simbols

funcionals d’ordre < 2,2,1,0,0 > respectivament, © K un conjunt, a més compleiz

que:
(1) < K,+,-,—,0 > és un anell commutativ.

(i1) El neutre 1 és una operacid nul-laria tal que 1-a = a-1 = 1, per tot
ae K. Amés, 0+#1.

(111) Tot element no nul del cos és invertible, és a dir, per tot a € K existeix
be K tal que a-b=1.

Exemple 11. Sigui K la classe dels cossos, veiem que no és una varietat. Pel
teorema 7.4 n’hi ha prou en veure que K no és tancat per un dels tres operadors
H,S o P, ja que si no ho és per un, aleshores HSP(K') no pot ser tancat. Veiem

que els cossos no estén tancats per P(K).

Un domini d’integritat és un anell commutatiu tal que 1 # 0 i no té més divisors

de zero que el zero. Els cossos son domini d’integritat, veiem-ho. Sigui R € K un
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cos, per a € R,a # 0, podem considerar cert b € R tal que a-b = 1. Sigui ¢ € R
talque c-a=0,0=0-b=c-a-b=c-1=c, per tant I'tinic divisor de zero és zero

€n un cos.

Siguin R, Q € K dos cossos, veiem que el producte directe R x Q no és domini
d’integritat ja que podem agafar (1,0),(0,1) € Rx @ tals que (1,0) x (0,1) = (0,0).
Tenim doncs un divizor de zero diferent a zero, per tant, no és domini d’integritat
i no pot ser un cos. Hem vist que P(K) no és tancat i podem afirmar que la classe

dels cossos no és una varietat.

Teorema 7.6. Sigut K una varietat, aleshores cada membre de K és isomorf a un

producte subdirecte de membres irreductibles de K. Ho denotem per K = Ps(Kgy).

Demostracié. Sigui A una algebra de K. Pel teorema 6.17, A té una repre-
sentaci6 de productes subdirectes d’algebres subdirectament irreductibles [],.; A,
on {A; : i € I} és una familia d’algebres subdirectament irreductibles. Per cada
1 € I, 'aplicacié projeccio 7; : A — A, és un homomorfisme exhaustiu. Tanmateix,
A, € H(A) C K. Per tant, A € Ps(Ksq), és a dir, K C Pg(Kgy). Per I'invers n’hi
ha prou en veure que Ps(Kgr) € SP(Ks;) C SP(K) C K. O
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8 Algebres Lliures

Definicié 8.1. Sigui K una classe d’algebres de tipus T i sigui U(X) una algebra del
mateix tipus generada per X. Direm que U(X) té la propietat universal d’aplicacions

sobre K amb conjunt de generadors X si per tot A € K, i per qualsevol:

a: X — A existeir un homomorfisme f: U(X) — A tal que és una extensio
de o (B(x) = a(x), per totz e X).

Anomenem a X conjunt de generadors lliures de U(X), i U(X) esta lliurament

generat per X.

Lema 8.2. Sigui U(X) tal que té la propietat universal d’aplicacions sobre K amb
conjunt de generadors X. Si tenim A € K i a: X — A; [ extensio de o aleshores
B és unica.

Teorema 8.3. Siguin Uy(X1) € K i Uy(Xy) € K, K classe d’algebres, amb la
propietat universal d’aplicacions per K en els conjunts indicats; si |X1| = |Xs|,
aleshores, Uy (X1) = Uy (X3).

Demostracié. Degut a que X7, X5 tenen la mateixa cardinalitat, podem definir
una bijeccié a : X7 — X5, Com Uy(Xy) € K i Uy(X;) esta lliurament generat,
existeix un homomorfisme 1 : Uj(X;) — Uy(X3) que extén . Analogament per
Us(X3) i una funcié (s : Uy(Xy) — Uy(X)) que extén o™t

Veiem que (33 0 31 és un homomorfisme exhaustiu de U (X7) que és una extensié
de la funcié identitat en X, igual que la extensié en U;(X;). Pel lema anterior
Py 0 By és l'identitat en Up(X;). S’argumenta analogament per veure que f; o 3 és
la identitat en Uy(X3). I obtenim que U;(X;) = Uy(Xs). O
Teorema 8.4. Sigui X un conjunt no buit i T un tipus, l'algebra de termes T(X)
té la propietat universal d’aplicacions per la classe de totes les algebres de tipus T

amb conjunt de generadors X.

Demostracié. Sigui o : X — A, on A és de tipus 7. Definim g : T'(X) — A de

la segiient forma:
(i) Per x € X: B(x) = a(x).
(i) Per py, ...,p, € T(X), f € F n-aria: B(f(p1,...,pn)) = FAB(P1), ..., B(pn).

Aleshores B(p(xy1, ..., 2,)) = p?(a(x1), ..., a(x,)) i B és 'homomorfisme d’ex-

tensié desitjat. U

A continuacié es presentaran dues definicions alternatives per al concepte d’algebra
lliure que en realitat consisteix en una representacié alternativa de la mateixa defi-

nicié mitjangant un isomorfisme.
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Definicié 8.5. Sigut K una classe d’algebres de tipus 7 © X un conjunt. Direm que
B, una algebra de tipus T, és lliure en K en un conjunt de generadors X, st B té la

propietat universal d’aplicacions amb conjunt de generadors X 1 B € K.
Alternativament veiem que:

Sigui K una familia d’algebres de tipus 7. Donat un conjunt X de variables
definim la congruéncia Ok (X) de T(X) com:

Ok (X) = N @x(X), on D (X) = {¢ € ConT(X) : T(X)/d € IS(K)}.

Anomenarem Fy(X) := T(X)/0x(X) Udlgebra lliure sobre K amb cojunt de
generadors X, on X= X/0x(X).

Sigui F(X) lalgebra lliure sobre K en X, denotem per T als elements de la
forma x/0k(X),x € X. Per p(xy,...,x,) € T(X), denotem p pels elements

de la forma p™<X)(zy, ... z,).

Teorema 8.6. (Birkhoff) Suposem que T(X) existeix, aleshores, Fx(X) té la pro-
pietat universal d’aplicacions sobre K amb conjunt de generadors X .

Demostracié. Sigui A€ K,a : X — A una funcié. Siv: T(X) — Fg(X) és
I’homomorfisme natural, aleshores, a ov : X — A i per la propietat universal de

funcions hi ha un homomorfisme p : T(X) — A que exté aov [x. Per la definici6

de Ox(X),0k(X) C ker(u). Per tant hi ha un homomorfisme 8 : Fx(X) — A tal
que pu = fowv. Pero aleshores, per z € X, 3(Z) = fov(x) = u(x) = aov(x) = a(Z).

Per tant, (3 és extensié de o i podem afirmar que Fx (X) té la propietat universal

de funcions sobre K en X. O

Teorema 8.7. Sigui K una familia d’algebres de tipus 7, si A és lliure en K amb
conjunt de generadors X (i.e. A té la propietat universal d’aplicacions sobre K amb

conjunt de generadors X i A € K ). Tenim que A = Fr(X).

Demostracié. Sigui «: X — A una immersio. Com A és una algebra de tipus
7, pel lema 8.2, a : X — A es pot extendre mitjangant S : T(X) — A. Aquest
homomorfisme és exhaustiu, ja que la seva imatge conté «(X) que genera A. Pel
teorema de la homomorfia tenim doncs que A és isomorf al quocient T(X)/ker(3).

Només ens queda provar que ker () = 0 (X).

Com A € K, tenim que 0x(X) C ker(8), per la definicié del conjunt O (X).
Falta veure que ker(8) C 0x(X). Per qualsevol B € K definim una funcié f : X —
B. Com A té la propietat universal de funcions, podem veure que hi ha un tnic
homomorfisme f' = A = U(X) — B que exté f. Pero, aleshores, f’ o 5 es I'inic
homomorfisme de T(X) a B que exté f, i per tant, tenim que ker(5) C ker(f'of3),
que ens mostra el que voliem, ker(5) C Ok (X). d
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Corol-lari 8.8. Sigui K una classe d’algebres de tipus 7 i A€ K, aleshores, per X

suficientment gran, A € H(Fg (X))

Teorema 8.9. Sigui T(X), tal que X # 0 o Fo # D aleshores, per K # () tenim
que Fix(X) € ISP(K). Si a més, K és varietat, aleshores Fx(X) € K.
Demostracié. Per la definicié de 0y (X), Fr(X) = T(X)/0x(X) € IP,({T(X)/0 :

0 € P(X)}) = Fg(X) € IPIS(K), perdo degut a que P, < SP,Fr(X) €
ISP(K). 0

Corol-lari 8.10. §¢ K és una varietat d’algebres de tipus 7, X un conjunt, tal que

X UFo # 0, existeiz Fi(X) lliure en K.

Demostracié. Per la definicd 8.5 com K és una varietat, podem interpretar-la

com una classe d’algebres del mateix tipus i per tant podem construir F (X) sense

cap problema, a més pel teorema 8.7 si Fi(X) existeix sera lliure. U
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9 Identitats i Teorema de Birkhoff

Definicié 9.1. Sigui X un conjunt, donat un llenguatge 7, definim el conjunt d’i-
dentitats com Id.(X) ={p~q¢;p,q € T,(X)}.

Siguip ~ q € 1d,(X) i A una T-dlgebra, direm que A satisfa la identitat p = q,
A Ep=yq, quan si {(z1,...,x,)} € X és el conjunt de variables de p i q, per tot
ai,...,an € A:
pA(ay,...,a,) = ¢4(ay, ..., a,).

Donada una classe K d’algebres, direm que K F p~q< AE p = q per a tot
AcK.

Sigut X2 C Id,(X),AEX si AEp= q per tot p~q € X.
Altrament, K E X si K Ep~q pertotp~q¢€X.
Definim Idg(X) ={p~qe€ ld(X): K Ep=q}.
Quan no hi hagi dubte sobre el tipus 7, indicarem 1d(X) per Id,(X).
Lema 9.2. Sigui K una classe d’algebres de tipus T i p ~ q € 1d,.(X) una identitat

del mateiz tipus en X, aleshores K F p = q si, i només si, per tot A € K 1 per cada

homomorfisme o : T(X) — A es compleix que a(p) = a(q).

Demostracié. (=) Suposem que K F p ~ ¢. Sigui a : T(X) — A tal que
A1), alzn) 1 alg) = ¢ (@), . a(z,). Ales-
tenim que A F p = ¢. Aix0 implica per tant que per

pel teorema 2.2 a(p) = p
hores com K F p = ¢
tot ay,...,a, € A, p(alay),...,ala,)) = ¢*(alay),...,ala,)) = a(q) obtenint el

resultat que voliem.

(<) Ara volem veure que qualsevol algebra A € K de tipus 71 ay,..,a, € A
compleixen la identitat, i.e., p*(ay,...a,) = ¢*(a1,...,a,). Sigui g : X — A
una funcié tal que ag(z;) = a;,1 < 7 < n. Pel teorema 8.2, oy es pot extendre
a un homomorfisme « : T(X) — A. Com suposem que a(p) = a(q), tenim
que pA(ay,...,a,) = pA(a(zy), ..., a(z,)) = a(PT®(zy,....2,)) = alp) = a(q) =
*(a(xy),...,a(x,)) = ¢* (a1, ..., an). O

Lema 9.3. Per qualsevol classe K de tipus 7, les classes K, I(K), S(K), H(K),

P(K) i V(K) satisfan les mateizes identitats en qualsevol conjunt de variables X.

Demostracié. Sigui K C K’ implica que Idg: C K. Volem veure que K, [(K),
S(K), H(K), P(K) i V(K) satisfan els mateixen identitats en X. Per tant voldrem
veure que [dK Q ]dS(K)y-[dH(K)a Idp(K),Id[(K).
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Sigui K Ep~q,A € K, aleshores A F p = ¢q. Sigui B € S(K) aleshores B < A
per alguna A € K veiem que:

pA(ay,...,a,) = ¢*(ay, ..., a,) per tot ai, ..., a, € A, en particular, p&(ay, ..., a,) =
q*(ai,...,a,) pertot ay, ...,a, € B = pB(ay,...,a,) = ¢®(ay, ..., a,) pertot ay, ..., a, €

B = B F p~q. Tenim doncs que Idg C Idg).

Sigui B € H(K) aleshores existeix A € K tal que B € H({A}).Existeix doncs
un homomorfisme a : A — B, de manera que sigui by,...,b, € B, existeixen

aip,...,a, € A tals que by = a(ay), ..., b, = a(a,) i s’observa que:

pB(bi,....b,) = pB(a(ay),...,ala,)) = ap?(ay,...,a,)) = al¢g™(ai,...,a,)) =
Blalay),....,ala,)) = ¢B(by, ..., b,).

Obtenint doncs que Idg C Idy k).

Sigui {4, }icr € K una familia d’algebres. Com K F p & ¢ aleshores A; F p =~ ¢,
per tot i € I. Sigui A = [[..; A, a1,...,a, € A
Com que per tot i € I, A; E p = q, aleshores p2i(ay (i), ..., an (i) = ¢* (a1 (i), ..., an(i)) &
Pertoti € I,p™(ay,...,a,)(i) = ¢*(ay, ..., a,) (i) < pA(ay, ...,an) = ¢*(ay, ..., a,).
Obtenim doncs que A F p = ¢ i per tant Idp)(X) = Idg(X).

I(K) satisfa les identitats degut a que tenim que I < H, aleshores Idy k) C
Id;ry € Idg, com hem vist que Idy k) = Idk aleshores Id; ) = Idg.

Per tltim pel teorema 7.4 tenim que V' = HSP i per tant V(K) satisfa també
les identitats degut els 1ltims tres casos. U

El segilient teorema en permet establir una connexio entre les algebres lliures i

les identitats.

Definicié 9.4. Sigut X un conjunt i K una classe d’algebres de tipus T, per tot
p € T(X) indicarem p = p/0x(X), on 0k (X) ve donat per la definicié 8.5.

Teorema 9.5. Donada una classe d’algebres K de tipus T i els termes p,q € T(X)

del mateizx tipus, tenim:

KEpmq=Fx(X)Ep~q=p=qen Fx(X).

Observacié. Podem afegir que p = g en Fr(X) < (p,q) € O (X).

Demostracié. Sigui v : T(X) — Fg(X) 'homomorfisme natural. Si K F p ~
q, com Fy(X) € ISP(K), aleshores pel lema anterior, Fx(X) F p ~ ¢q. La segiient
implicacio és trivial degut a que F(X) E p & ¢ implica que pFx ) (21 /05 (X), ..., 2 /05 (X)) =

N2 /0(X), ..., 2, )0(X)) & P =q. O

Sigui p,q tals que p = g en Fg(X), equivalentment v(p) = v(q), aleshores és
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evident que (p,q) € Ox(X) (= ker(v)).

Només queda una implicacié per veure, suposem que (p,q) € T(X). Donat
A e Kiay..,a, € Asigui a: T(X) — A tal que a(z;) = a;,1 < i < n, com
ker(a) € @i (X) tenim que ker(a) 2 ker(v) = Ox(X), d’'on podem extreure que

existeix un homomorfisme 5 : Fx(X) — A tal que & = fowv. Tenim doncs que
a(p) = (Bov)(p) = (Bov)(q) = alg); per tant pel lema 9.2, K F p~q.

Corol-lari 9.6. Sigui K una classe d’algebres de tipus 7, p,q € T(X). Per qualsevol

conjunt de variables Y tal que | X| < |Y| es compleix que K F p~q< Fg(Y)E
p=q.

Corol-lari 9.7. Sigut K una classe d’algebres de tipus 7 1 X un conjunt. Aleshores,

per qualsevol conjunt infinit de variables Y, Idx(X) = Idp, v)(X).

Demostracié. Sies té que p ~ q € Idg(X), p(xy,..x,) = q(z1,...,2,), €s té
que p,q € T({x1,...,x,}). Com [{z1,...,z,}| <|Y], pel corol-lari anterior, K F p ~

e Fr(Y)Fp=q. O

Definicié 9.8. Sigui ¥ un conjunt d’identitats de tipus 7, definim Mod(¥) = {A :
A EX A de tipus T}. Es diu que una classe K és equacional si existeiz ¥ C Id(X)
tal que K = Mod(X), aleshores es diu que K esta definida o axiomatitzada per X.
On Mod(X) s’anomena classe de models de X.

Proposicié 9.9. Sigui K una classe d’algebres, ¥ un conjunt d’identitats i X
un congunt, K C Mod(I1dk(X)),X C Idyods)(X), Idnodardex)(X) = Idg(X) i
MOdId(Mod(E)) = MOd(E)

El resultat presentat a continuacié és conegut com el Teorema de Birkhoff. En
primer lloc, sera enunciat tal i com es pot trobar en la majoria de llibres sobre
algebra universal. En segon lloc, sera enunciat tal i com el va presentar Birkhoff

per primera vegada.

Teorema 9.10. K és una classe equacional si, © només si, K és una varietat.

Demostracié.

Suposem que K = Mod(X). Volem veure que és varietat, com l'operador V' és de
clausura, K C V(K), volem veure I'altre inclusié per veure que K és una varietat.
Per aixo usant que V(K) E ¥ i pel lema 9.3, tenim que V(K) C Mod(X) de manera

que podem afirmar que K = V(K), i.e. la classe equacional és una varietat.

Falta veure que si K és varietat aleshores K és de classe equacional. N’hi ha

prou en veure que si V és varietat i X un conjunt infinit de variables, aleshores
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V = Mod(Idy(X)), i.e. si V és una varietat aquesta esta aximomatitzada per
Idy(X) iper tant és equacional. Sigui V' = Mod(Idy (X)) clarament V' és varietat
pel lema 9.3 que donada una classe, en aquest cas V', té les mateixes identitats que
la varietat obtinguda d’ella, i tenim doncs que V' C V', Idy/(X) = Idy(X).

Aplicant el teorema 9.4, Fy/(X) = Fy(X). Per qualsevol conjunt infinit de
variables Y, pel corol-lari 8.6, Idy/(Y) = Idg ,x)(Y) = Idp,(x)(Y) = Idy(Y).

Usant de nou el teorema 9.4, es té que Oy (Y) = 0y (Y) = Fy/ (V) = Fy(Y).
Sigui A € V', per un conjunt prou gran Z i pel corol-lari 9.8, A € H(Fy.(2)),

aleshores A € H(Fy(Z)) i obtenim que A € V, per tant, V' C V. 0

Alternativament Birkhoff va arribar a aquest resultat el 1935 que va enunciar de
la segiient forma®:
Teorema 9.11. La correspondencia de cada familia § d’algebres de tipus > amb
una familia ®(§F) d’equacions entre funcions de tipus X tal que compleix les lleis de
S, i per cada familia ® d’equacions entre funcions de tipus > amb una familia §(P)

d’algebres de tipus X tals que les equacions de ® son lleis, és reciproca. Es a dir,

3(®(3) = § i B(3(®)) = .

Notacié. En la notacio utilitzada fins ara, les algebres de tipus Y correspon
al tipus 7. La primera part del teorema enuncia que donada una varietat V', § al
teorema, aleshores existeix Idy (X), ®(F) al teorema, per cert X un conjunt infinit,

tal que Idy (X) sén les identitats que es compleixen en V.

La segona part del teorema enuncia que per K classe d’algebres, donat Idg(X),
® al teorema, existeix Mod(Idy (X)), §(P) al teorema, tal que Mod(Idk (X)) és la
clase de models de Idg(X).

Per 1ultim, el teorema recalca la reciprocitat, que equival a enunciar que K és
equacional si, i només si, és variacional. Observem que §(®(F)) = § equival a dir
que MOd(Idv<X)) =Vi (I)(S(CD)) =da que [dMod(]dv(X))(X) = [dK(X)

Corol-lari 9.12. Sigui K una classe d’algebres de tipus 7. Si T(X) existeix i K’

és una classe d’algebres tal que K C K' C V(K), aleshores, Fx:/(X) = Fr(X). En
particular, Fr(X) € ISP(K).

Demostracié. Com Idx(X) = Idy)(X) pel lema 9.3, podem deduir que

Idg(X) = Idg/(X). Pel teorema 9.5, aleshores, Op/(X) = 0 (X),Fr/(X) =
Fx(X). Pel teorema 8.9 tenim que Fr(X) € ISP(K). O

Proposicié 9.13. Si V és varietat i X és infinit, V = HSP(Fy(X)).

®Veure Teorema 10 de la pagina 441 de [2]
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Demostracié. Usant part de la demostracié del teorema de Birkhoff, podem
afirmar que V' = Mod(Idy (X)), pel corol-lari 9.2 tenim que si X és infinit, Idy (X) =
Idg, x)(X). Per tant, V(Fy (X)) = Mod(Idy g, x) (X)) pel teorema de Birkhoff,
a més, Mod(Idyw, x)(X)) = Mod(Idg, (X)) = Mod(Idy(X)) = V, resultat

d’aplicar de nou el teorema de Birkhoff a la tltima igualtat. U

Comentari. Sigui V una varietat i X finit, sigui /dy (X), en general no és cert

que V= HSP(Fy(X)).

Demostracié. Ja hem vist en la proposicié anterior que no hi havia cap pro-
blema quan era infinit. Veiem que passa quan X és finit. Trobem una varietat
V:

F{XHkEao=y i VEz=y.

Si agafem com a varietat els grupoides contractius definits per < G, * > tals que
r = = x x. Aquesta varietat esta definida només per una variable. Obtenim que

I’algebra lliure dels grupoides és la varietat trivial que difereix del grupoides.

Un altre cas més interessant és el 1’algebra lliure dels reticles generats per dos
elements, sigui aquesta algebra lliure Fr({z1, 22}), aleshores els seus elements sén:
{#1,%29,21V 23,21 N\ Z}. Per la definicié 12.4 de annex, s’observa que no poden
haver-hi més elements que els indicats. D’altra banda, pel teorema 12.15 de 'an-
nex, com ni Ms ni Nj sén encaixables, Fr({z,22}) només té quatre elements,
aleshores Fg({#1, 22}) és distributiu. En canvi, el reticle format per dos elements

no és distributiu , i per tant:

Fr{zi,22}) FaA(yVz)=(xVy AN(zVz) i RExA(yVz)=(xVy) A(zV2).
U

Teorema 9.14. V = HPg

Demostracié. Com P, < SP = HPy < HSP = V. Donada una classe

K d’algebres amb X suficientment gran, tenim que Fy (k) (X) € IP,(K), usant el
corol-lari 8.8 tenim que V(K) C HPs(K), d’on obtenim el resultat buscat. O
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10 Les condicions de Mal’cev

Un altre resultat interessant relacionat amb les varietats prové dels estudis de Mal’-
cev als anys 50 on va trobar la relacié entre certes identitats de la varietat i la per-
mutabilitat de les congruencies per totes les algebres d’aquesta varietat. Aquests

resultats se’ls coneix com les condicions de Mal’cev.

Lema 10.1. Sigui V una varietat de tipus 7, © sigui p(1, .o Ty Y1y -3 Yn ) Q(T15 ooy Tons Y1y vy Yn)
dos termes tals que en Fy(X), X = {x1, ..., T, Y1, s Yn }, €8 € que (pFY SN ( Ty, o, Ty T1y ooy ),

qu(X')(;z17 ooy Ty Y1y oy Un)) € OU1, ..., Yn). Aleshores obtenim que:
VE p(-rla s Ty Y, 7y) ~ Q($1a vy Ty Yy oeny y)

Demostracié. Donat 'homomorfisme « : Fy (Z1, ..., Ty, U1y -, Un) = Fv(T1s ooy Tns Yy oy §) 7

definit per a(z;) = z;,1 <i < m, i a(y;) = y,1 <i < n. Aquests homomorfisme
compleix que O(yy, ..., Jn) C ker(a), per tant:
A(P(Z1y ooy Ty Yty ooy Un)) = QT ooy Ty Y1y +vs Un))-
Aplicant « obtenim: p(Z1, ..., T, U, -y J) = @(T1y ooy Tony Gy -, ) O Fy (T, oo Ty Uy oo, §)
pel teorema 8.2, V E p(x1, ..., Tim, Y, oo, ¥) = q(T1, e, Ty Yy ooy Y)- O

Teorema 10.2. Sigui V una varietat de tipus 7. La varietat V és congruent per-

mutable si, © només si existeir un terme p(x,y,z) tal que: 'V E p(z,z,y) = y i

VEDp(z,y,y) =

Demostracié. (=) Sigui V congruent permutable, aleshores es té que en
Fy (7,5, 2) es té que (7, 2) € 0(7,7) 0 6(7, 2); per tant, (7, 2) € (7, ) o (7, ).

Com p(z,9,2) € Fy(z,7, 2), tal que 20(y, z2)p(z,y, 2)0(Z,7), pel lema anterior
obtenim que V E p(z,y,y) =x 1V Ep(z,x,2) = 2.

(<) Sigui A € V, suposem que 0,05 € Con(A). Si(a,b) € 0,005, aleshores exis-
teix cert ¢ € A tal que ab; cf,b, ho podem expressar com b = p(c, ¢, b)01p(a, ¢,b)0ap(a, b, b) =
a; i per tant. (b,a) € 6 o 65. Obtenint doncs el resultat desitjat, 61 o 0y = 65 0 61.00

Exemple 12. Sigui K la classe de tots el grups. Sabem que és una varietat, i pel
teorema anterior tenim que és congruent permutable. Usant el terme p(z,y,z) =
2y~ 'z, observem que per les propietats dels simbols funcionals, per qualsevol grup

de la classe esmentada tenim:

plr,z,y) =zely =1y =y ip(x,y,y) =2y 'y =2l ==

Per tant, pel teorema 10.2 els grups sén congruent permutables.

6Els elements Z € X es descriuen en la definicié 8.5.
"S’escriu Fy (Z1, ..., Z,) per referir-se a ’Algebra lliure generada pel conjunt X = {1, ..., 7, }.
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Exemple 13. Sigui K la classe de tots els anells. Sabem que és una varietat, i pel
teorema anterior tenim que és congruent permutable. Usant el terme p(x,y, z) =
r — y + z, observem que per les propietats dels simbols funcionals , per qualsevol

anell de la classe esmentada tenim:
plx,z,y) =z —z+y=0+y=yiplz,y,y)=z—y+y=z+0=u
Per tant, pel teorema 10.2 els anells sén congruent permutables.

Teorema 10.3. Sigui V una varietat de tipus 7. Si existeix un terme de majoria
M(z,y,z) tal que:

VEM@xy) =Mxyzx)=Mymzzx) =ur.

Aleshores 'V és congruent distributiva.

Demostracié Sigui 6, 0-, 03 € Con(A), tal que A € V. Si (a,b) € 01 A (02V 65),

aleshores (a,b) € 6, i existeixen c, ..., ¢, tals que:
aegclegcg..ﬂgcn%b.

Pero aleshores com per cada i € {1,...,n}, M(a,c;,b)01M(a,c;,a) = a, tenim

que:

a= M(a,a,b)(0;N0:)M (a,c1,b)(01N03)M (a, co,b)...M(a, c,, b)(01A\03) M (a, b, b) =
b.

Per tant, (a,b) € (61 A 62) V (01 A 03).
En deduim doncs que 6 A (63 V 05) = (61 A 02) V (01 A 63). Tenim que V és

congruent distributiva. U

Exemple 14. Usant el teorema anterior podem veure que la varietat formada per

tots els reticles és congruent distributiva.

Sigui M(z,y,z) := (xVy)A(zV2z)A(yV z); per a qualsevol reticle, usant les

lleis d’idempotencia i absorcié obtenim que:

M(z,z,y) = (zVz)AN(xVy) AN(zVy) =zA(zVy) =ux,

M(z,y,z) =(zVy)AN(zVaz)AN(yVz)=(zVy) ANz =ux,

M(y,z,z) = (yVz)A(yVa)AN(zVz)=(yVz)Ar=uz. O
Teorema 10.4. Una varietat V és congruent distributiva si, © només si, existeir n
finit i certs termes po(x,y, 2), ..., pu(x,y, 2) tals que V satisfa:

(i) pi(z,y,2) =2,0<i<n

(i) po = (r,y,2) = @

(111) pp(x,y,2) = 2
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(iv) pi(x, x,y) = pir1(z,2,y), per i parell
(v) pi(z,y,y) = pisa(z,y,y), per i senar.

Demostracié. Sigui V' congruent distributiva, en particular tenim que ’algebra
lliure Fy (z, y, Z) és congruent distributiva. Sigui 6(z,y),0(z, 2),0(y, z2) € Con(Fy(z,y, 2)),
tenim que:

(0(z,9) ANO(z,2)) V (07, 2) NO(T, 2)) = (0(T,9) vV 0(5,2)) A O(Z, 2).

Com (z,9), (y,2) € 6(z,y) V 0(y, 2), i aquesta relacié és una congruencia, tenim
que (z,z) € 6(z,y) V 0(y, z). Degut a la igualtat anterior obtinguda pel fet de ser
congruent distributiu, tenim que (z, 2) € (0(z,y) AN0(Z,2)) V (0(y,2) NO(z, 2)). Pel
teorema 4.6 i I'operacié suprem tenim que existeixen un nombre n finit d’elements

Po; s Pn € FV'(J_;??;VE) tals que po = T, Pn = 2, <p07p1) € 9(@7 2)7 (p17p2 € 0(@,@)),
on la parella (p,_1,p,) es troba en 0(y, z) o 0(Z,y) depenent de que n sigui parell o

senar.

Pero tenim que aquests elements es troben en la varietat i per tant, podem definir

els termes p; = p;(z,y,2) per 1 <i <n. Quan i és parell tenim que:

(pi(ma Y, Z),ngrl(l', Y, Z)) S 9(@7 2) = (pz<x7 xz, Z),plqu(l’, T, Z)) S 6(57 5)'
Fent la restriccié de 6(y, z) a la subalgebra de Fy (z,y,z) generada per = i z
obtenim que p;(z,x,z) = pir1(z,x,z). Les altres identitats s’obtenen de forma

analoga.
(<) Per a 61,0,,03 € Con(A), tal que A € V, volem veure que:
01 A (02 V 03) C (61 A Bs) V(01 ADB3),

sigui (a,b) € 6; A (62 V 03). Com que (a,b) € 61, tenim que per certs cy, ..., ¢

obtenim:
aegcleg...ct%b.
D’on deduim per a 0 < i < n:

pi(a,a,b)0ap;(a, ci,b)0s...p;(a, ct, b)05(a, b, b), aleshores p;(a, a, b)(01/A02)p;(a, c1,b) (1A
0s)...pi(a, ct, b)(61 A O3)(a,b,b), i per tant obtenim que p;(a,b,b)[(0; A by) V
(91 VAN 93)]]?1'(@, b, b)

D’on podem concloure que V és congruent distributiva. U

Definicié 10.5. Donada una varietat V' direm que és aritmética si és cogruent

distributiva 1 congruent permutable.

Teorema 10.6. Una varietat V' és aritmética si, 1 només si, satisfa una de les

sequents condicions:

43



(1) Ezisteizen termes p i M com els definits en els teoremes 10.2 i 10.5.

(ii) Ezisteiz un terme 2 minoria m(x,y, z) tal que V E m(x,y,z) = m(z,y,y) =

3
m(y,y,x) = x.

Demostracio. Si V' és aritmetica aleshores existeix cert terme p degut a que V'
és congruent permutable. Sigui I'algebra lliure Fy (Z, 3, ), aleshores:
(7.2) € (6(z,5) V (7, 2)) A 6(7,2) = (,2) € (6(z,5) A 0(z,2)) V (67, 2) A
0(z, Z)) per ser congruent permutable, (z, Z)) pertany a (0(Z,y) A0(Z,Z)) o
(0(g,z) NO(Z,Z)) 1 per tant existeix.
Sigui M(7,y,2) € Fy(7,9,2) tal que z[0(z,9) A [0(z, 2)|M (7,9, 2)[0(7, 2) A
0(z, z)].
Pel teorema 10.3, V F M (z,y,z) = M(x,y,y) = M(y,y,z) = x. Si es compleix
(i), definim m(x,y,z) = p(x, M(z,y,2),z). Si en canvi, es compleix (ii) definim
p(z,y,z) com m(z,y,z) i M(z,y,z) com m(z,m(x,y,z),z), finalment usant els

teoremes 10.2 i 10.3 obtenim que (i) implica que V' és aritmetica.
Definicié 10.7. Una algebra de Boole és una dalgebra < B,V,A,,0,1 > amb dos
operacions binaries, una unaria i dos nul-laries que compleizen:

(i) < B,V,\ > és un reticle distributiu.

(ii) Per tot a,€ B,aN0=0;aV1=1

(i1i) Per tot a € BiaNd =0;aVa =1
Exemple 15. Com que una algebra de Boole és un reticle distributiu és expansible
per equacions i les condicions (i) i (ii) també sén equacionals. Sigui B la classe
de les algebres de Boole, és equacional, i per tant, varietat. Es facil veure que si

definim:
m(z,y,z) = (@ A2)V(AY ANZ)YV (@ ANy A 2),

compleix la condici6 (ii) del teorema 10.6, i per tant, B és varietat aritmetica.
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11 Logica Equacional

Definicié 11.1. Sigui 6 una congruencia en A direm que és plenament invariant

st per tot homomorfisme o de A en A compleiz:
(a,b) € 0 = (afa),a(d)) € 6.

Denotem Conpr(A) el conjunt de totes les congruéncies plenament invariants de

A.

Proposicié 11.2. La interseccio arbitraria de congruéncies plenament invariants

és plenament invariant.

Demostracié.  Sigui A una algebra de tipus 7, donada una familia {6; €

Conpr(A) :i € I} volem veure que [,.; 6 € Conpr(A).

iel
Com per tot i € I, si §; € Conp(A) es té que 6; € Con(A), aleshores per la
demostraci6 vista a la proposicio 4.3, tenim que (,.; ¢; € Con(A).
Falta veure que [, ¢; és congruencia plenament invariant de A. Sigui as, ..., @y, b1, ..., b, €
A tals que (a;,b;) € (;c; 0 per tot 1 < i < j, aleshores (a;,a;) € 6; per tot i € I,
com 0; € Conpr(A) tenim que per tot homomorfisme a : A — A, (a(a;), a(b;)) €

0;, 1 aixo és valid per tot 0;,i € I. Per tant, (,.;0; € Conp(A). O
Definicié 11.3. Sigui A una algebra 1 S C A x A, sigui ©p;(S) la menor con-
gruéncia plenament invariant en A que conté S, la definim com la congruéncia

plenament invariant generada per S.
Donat un conjunt de variable X @ un tipus d’algebra 7, definim:
' Id(z) = T(X) x T(X).
On la bijeccio esta definida per 7'(p = q) = (p, q).

Lema 11.4. Per a una classe d’algebres K de tipus 7 © X un conjunt de variables,

T'(Idk (X)) és una congruéncia plenament invariant en T(X).

Demostracié.  Veiem en primer lloc que 7/(Idg (X)) és una relacié d’equi-
valéncia en T'(X). Com per p € T(X),p = p € Idg(X);p =~ ¢ € Idg(X) =
grp e ldg(X)ipr~qqrr e ldg(X) = prr € ldg(X) es compleix el que
buscavem.

Sipp = q € ldg(X) per 1 < i < nif € 7 n-aria, veiem facilment que
fp1,mn) = flq1, ., qn) € Idg(X), per tant 7(Idg(X)) és una relacié de con-
gruencia en T(X). Sigui o un morfisme de T(X) en T(X) i p(x1, ..., 2,) = q(x1, ..., x,) €
Idk(X), és facil veure que p(a(zy), ..., a(x,) ~ q(a(xy),...,a(z,) € Idxg(X): d'on

arribem a la conclusié que 7/(Idg (X)) és plenament invariant. d
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Lema 11.5. Donat un conjunt de variables X i una congruencia plenament inva-
riant 0 € T(X), tenim que per a p=q € 1d(X):
T(X)/0FEp=q< (pq)€0.
Per tant, T(X)/0 és lliure en V(T(X)/0).

Demostracié. (=) Sigui p = p(x1,...,2,),q = q(z1, ..., 2,) € T(X) aleshores
per T(X)/0 E p(x1, ..., xn) = q(z1, ..., ) = p(21/0, ..., 2, /0) = q(21 /0, ..., 2, /0) =
p(T1, ) /0 = q(x1, .0y 20) /0 = (p(21, .0y 20), (21, .0y ) € 6.

(<) Donats 7y, ...,r, € T(X) podem trobar un morfisme o de T(X) en T(X)
tal que a(x;) = r;,1 <@ < n. Veiem que per (p(xy,...,z,),q(x1,....,x,)) € 0 =
(a(p(x1, ...y xn)), a(q(x, ... x))) € 0 = (p(11, .oy ), q(11, o0y 7)) € 0 = p(r1/6,....1,,/0) =
q(r1/0,....,1,/0).

Per tant, T(X)/0 £ p ~ ¢. Per ultim, donats p ~ ¢ € Id(X),(p,q) € 0 &
T(X)/0Ep~q<e V(T(X)/0) Ep~ q pel lema 9.3; per tant T(X)/6 és lliure en
V(T(X)/0) pel teorema 9.5. O

Teorema 11.6. Donat un subconjunt ¥ de 1d(X), podem trobar una K tal que
Y = Idg(X) si, i només si, 7'(X) és una congruéncia plenament inavariant en
T(X).

Demostracio. La implicacié cap a la dreta ja s’ha demostrat en el lema 11.4

Per veure la implicacié cap a I’esquerra, suposant que 7/(X) és una congruencia
plenament invariant 6, per a K = {T(X)/0} i el lema 11.5 veiem que:

KEpmqe (pq) €0 prxqgeX.
Per tant ¥ = Idg(X). O

Definicié 11.7. Un subconjunt 32 € Id(X) és una teoria equacional en X si hi ha
una classe d’algebres K tal que:
Y =Tldg(X).

Corol-lari 11.8. Les teories equacionals de tipus 7 en X formen un reticle algebraic

que €és isomorf al reticle de les congruéncies plenament invariants en T(X).

Demostracié 1. Sigui X un conjunt de variables 1 3 el conjunt d’identitats de
tipus T en X. Per a p,q € T(X) diem que ¥ F p = q si, donada qualsevol algebra
A, AFY implica que AFp=gq.

Teorema 11.9. Si ¥ és un conjunt d’identitats sobre X i p = q és una identitat

sobre X, aleshores:

YEprqe (p,q) € Op(T(X)).
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Demostracié. Donada una algebra A tal que A F ¥. Com 7'(Ida(X)) és
una congruencia plenament invariant de T'(X') pel lema 10.4 obtenim ©p;(7'(3)) C
7/(Ida(X)). Per la suposicié inicial tenim que per (p, q) € Op;(7(X)) = A F p = ¢;
i per tant, X F p = q.

Per I'aplicacié contraria i pel lema 11.5 obtenim que T(X)/Op;(7'(X)) E X. Per
tant si ¥ F p ~ ¢ aleshores T(X)/Op;(7'(¥)) E p = ¢ i pel lema 10.5 obtenim el
que voliem (p, q) € Op;(7'(X)). O
Definicié 11.10. Donat un terme p, els subtermes de p es defineizen com:

(1) p és subterme de p.

(11) Si f(p1,...,pn) €s un subterme de p i f € § n-aria, aleshores cada p; és
un subterme de p.

Definicié 11.11. Un conjunt d’identitats 3 sobre X és tancat per replagament si
donada una identitat p ~ q € X, i per a tot t € T(X) si p és un subterme de t
aleshores t(p) ~ t(q) € X.

Un conjunt d’identitats > en X és tancat per substitucio si per cada p ~ q € X

i cada v € T(X), aleshores p(~) =~ q(%) € X, on p(X) és la substitucié de cada

x
ocurrencia de x per r.

Definicié 11.12. Donat un conjunt d’identitats ¥ en X, la clausura deductiva D(X)
de ¥ és el subconjunt més petit de Id(X) que conté X tal que:

p=pé€ D) peratotpe T(X).

p=qeDX)=qg=pe D).

p=q,q=r€DX)=p=rec D).

D(X) és tancat per remplagament.

D(X) és tancat per substitucio.
Teorema 11.13. Donat ¥ C Id(X),p = q € Id(X) tenim que L FE prqg<pr
g€ D).

Demostracid. Les tres primeres propietats de la clausura permeten que 7/(D(X))
sigui una relacié d’equivaléncia continguda en 7/(3), la quarta verifica que és con-
gruencia i la dltima propietats ens assegura que 7/(D(X)) és una congrueéncia plen-
maent invariant. De manera que obtenim que 7/(D(X)) 2 Op;(7'(X)).

Tanmateix, com 771 (©p;(0¥)) compleix les cinc propietats per ser clausura
deductiva i conté 3, podem afirmar doncs que 7/(D(X)) = Op;(7(X2)).

Per tant usant el teorema 11.9 observem que X F p = ¢ < (p,q) € Op,(7'(X)) &
p~qe D). d
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Definicié 11.14. Donat un conjunt d’identitats 3 en X. Per ap ~ q € Id(X) diem
que X p = q (3 provap =~ q) si hi ha una seqiiéncia d’identitats py = qu, ..., Pn = Gn
de 1d(X) tal que cada p; = q; € £,1 < i <n, o és de la forma p ~ p, o és el resultat

d’aplicar qualsevol de les quatres regles de clausura, és a dir:

(i)Per p~ q € Id(X), L4
q=p
(ii) Perp~ q.q~r e IdX), L2520 977
pRT
. p p=q
11) Perp~q e Id(X) i pertott € T(X) onp és subterme de t,
" ) ) (o) ~ (a)

22

q

q(%)’

(iv) Perp~q e Id(X) iperreT(X), e )

81
Q

1 la ultima identitat p, ~ q, ésp = q.

La seqiiencia p1 = q1, ..., Pn = qn s’anomena deduccio formal de p = q i n és la

llargada de la deduccio.

Teorema 11.15. Donat ¥ C Id(X),p ~ q € 1d(X), tenim que:
YEprqge YkEpryg.

Demostracié. Usant les propietats que venen de que D(X) sigui tancat en
la construccié d’'una deduccié formal p; = q1,.....pn = ¢, de p = ¢, veilem que
YFprqg=prqge D).

Per a l'altre sentit, X Fpaxgperprqge X iXkFp=p,pe T(X).

Si ¥ F p =~ ¢ aleshores hi ha una deducci6é formal p; = q1,...,p, = ¢, de p = q.
Pero aleshores p1 & q1, ..., Pn = Gn, Gn = Pn, és una deduccié formal de g ~ p.

SiYXkFprqgiXFtqg~r sigudp & q,....,pn & ¢, una deduccié formal
de p =~ ¢ isigui p) = ¢i,....0,, = ¢, una deduccié formal de g ~ r. Aleshores
PLR QL ooy P R Gy D) R Qoo Dy R Qs P =, s una deducci6 formal de p ~ r.

Si ¥ F p = ¢ aleshores hi ha una deducci6é formal p; =~ g1, ...,p, =~ ¢, de p = q.
Sigui 7(...,p,...) un terme que conté el subterme p. Aleshores p; ~ q1,...,p, =
Gy T(evey Py o) R T(oery @,y o) és una deduccié formal de r(...,p,...) = r(...,q, ...).

Finalment, si ¥ F p; = ¢;,1 < i < n, 1 f € § n-aria, sigui la successié de

cada p; ~ ¢ i afegint f(py,....,pn) = f(qi,...,q.) al final la deduccié formal de

""plquv"‘7p2%q27 ""7"'7pn%qn’f(p17""pn) %f(p17"'7pn_1’qn)""'
Com D(X) C{p=~q:XF p=q} tenim la igualtat D(X) ={p~q: X Fp=~q}
i pel teorema 11.13, X Fprg<s X Fp=xq. U
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12 Annex: Reticles

L’objectiu d’aquest apartat consisteix en introduir aquells conceptes i definicions
que tot i no ser explicitament d’algebra universal, es troben directament relacionats

amb la tematica tractada al llarg del treball.

Podem definir el reticle des de dues perspectives diferents. Per un costat tenim
la nocié de reticle mitjancant la definicié d’ordre; i per altra banda, des d’una visi6

més algebraica.

Definicié 12.1. Sigui A un conjunt i < una relacio binaria en A. Diem que < és

un ordre parcial en A (o0 (A, <) és un conjunt parcialment ordenat) si compleix:

(i) Per tot a € A,a <a (Reflexiva)
(i) Per tot a,be A,a<bib<a=a=b (Antisimétrica)
(i11) Per tot a,b,c € A,a<bib<c=a<c (Transitiva)

Definicié 12.2. Sigui un conjunt parcialment ordenat P, tal que A C P, direm que
un element p € P és una cota superior (cota inferior) de A sia <p (p < a), per
tot a € A. Definim el suprem de A, supA (infim de A,infA), com la més petita

(gran) de les cotes superiors (inferiors) de A.

A no ser que s’indiqui el contrari quan es parli d'un reticle L considerarem que

el conjunt que el forma és L.

Definicié 12.3. Un conjunt parcialment ordenat L és un reticle, si © només si, per
tot a,b € L, existeizen sup{a,b} € L iinf{a,b} € L.

Alternativament podem definir un reticle de la segiient forma:

Definicié 12.4. Sigui L un conjunt no buit, 1 \V/,\ dos operacions binaries en L,

direm que és un reticle si satisfa:

(i) Pertotx,y € L, xkVNy=yVaz;x ANy=yAx (Commutativa)

(ii) Per tot x,y,z € L, xV (yVz)=(xVy)Vz;zAyNz)=(xAy) Az
(Associativa)

(i11) Pertotz € L, xVex=x; x Nx =x (Idempotent)

(iv) Pertotx,y € L,z =xV (xANy); x =z A (zVy) (Absorcid)

Proposicié 12.5. Les dues definicions de reticle son equivalents.

Demostracié. Si utilitzem la primera definicié de reticle, per a,b € L, n’hi

ha prou en definir les operacions A i V de la segiient forma: a Vb = sup{a,b} i
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aANb = inf{a,b}. Les propietats es poden extreure facilment fent s del canvi
definit:
(i) a V b = sup{a,b} = sup{b,a} = bV a.

(ii) a V (b V ¢) = sup{a, sup{b, c}} = sup{sup{a,b},c} = (aVb) Ve

(iii) a V a = sup{a,a} = a.

(iv) a=aV (bAa) = sup{a,inf{a,b}}, que és clarament cert degut a que
inf{a,b} <a.

Els casos per a A sén analegs als presentats.

Si definim un reticle com en el segon cas. Definint < en L de manera que

a<b< a=aNb, veiem que és un ordre parcial:
(i) Per tot, a € L, com a Aa=a,a < a.

(ii) Per tot a,b € L,sia < bib < a, aleshores a =aAbib=0bAa;com que

a Nb="bAa, aleshores, a = b.

(iii) Per tot ab,c € L,sia <bib<c¢, tenim quea=aAbib=>bAc; de

manera que, a =a A (bAc)=(aANb)ANc=aAlc, ésadir, a<ec
Tenim que < defineix un ordre parcial.

Falta veure que el suprem i 'infim es troben en L. Observem que com a =
aAN(aVb),b=">bA (aVD), aleshores, a < aVbib < aVb; per tant a V b és
una cota superior de a, b, veiem que és la més petita. Sigui a < u,b < u, alehores,
aVu = (aAu)Vu = u, anadlogament bVu = u, per tant, (aVu)V(bVu) = (aVb)Vu = u,
de manera que (aVb) Au= (aVb)Al(aVb)Vu|=aVb per absorcié = a Vb < u.
Tenim doncs que a V b = sup{a, b}. Analeg pel cas de I'infim. O

Observacié. Com els reticles son una classe d’algebres, tots els resultats obtin-

guts per homomorfismes entre algebres son igualment valids per reticles.
Definicié 12.6. Un subreticle d’un reticle L és una subalgebra de L.

Definicié 12.7. Diem que un reticle Ly es pot encaixar en un reticle Lo, st existeix
L, un subreticle de Ly tal que Ly = L.

Definicié 12.8. Direm que un reticle L és distributiu si per tot x,y,z € L:
(i) xAN(yVz)=(xAy)V(zAz)
(i) xV (yNz)=(zVy A(zVz)

Teorema 12.9. Un reticle L,per tot x,y,z € L satisfa xt A (yVz) = (xAy)V(xAz)
si, i només si, tV (yNz)=(xVy) A(zVz).

20



Demostracié. Sigui x,y,z € L, suposem que es compleix que x A (y V z) =
(x ANy) V (z A z) fent ts de les lleis de la definicié 12.4:

(xVy)AN(xVz)=[(zVy) ANz]V][(xzVy) AZz]

=z VI[zA(zVy)

=z VIzAz)V(zAY)

=[zV(EzAD)]V(zAY)

=zV(zAYy)

Hem obtingut doncs una de les implicacions, s’observa que 'altre implicacié es

pot obtenir amb una argumentacio equivalent. U
Definicié 12.10. Direm que un reticle L és modular si satisfa la llei modular.

Per tot x,y € L, six <y, aleshoresxV (y AN z) =y A (zV 2).

Teorema 12.11. Si un reticle és distributiu, aleshores és modular.

Demostracio. Sigui L un reticle distributiu, per tot a,b,c € L tals que a < b,
per la distributivitat de L tenim que aV (bAc¢) = (aVb) A(a V), amés com a < b
tenim que a V b = b, per tant, veiem que aV (bAc) =bA (aV c), obtenint que L és

modular. O

Definicié 12.12. Anomenarem My i N5 als reticles de cinc elements que descriu

la Figura 3.

Q
M N
Figura 3: M5 i Nj
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Proposicié 12.13. M5 ¢ N5 no son distributius. A més, N5 no és modular.

Demostracié. Siguin z,y, 2z elements de N i M5 descrits en la figura 3, obser-
vem que zV (y A z) # (xVy)A(yV z); per tant, no poden ser distributius. A més,
perz <yen N5,z V (yAz)#yA(xV z); per tant, tampoc seria modular. O

Teorema 12.14. Sigut L un reticle, les proposicions segiients son equivalents:
(1) L és modular.
(i1) Per tot x,y,z € L, L satisfa (x Nz)Vy)ANz=(xAz)V (yAz).
(11i) N5 no és encaizable a L.
Demostracié. En primer lloc suposem que (i) és cert i demostrem (ii). Sigui

a,b,c € Ltals que a = z,b =y,c =x Az. Com ¢ < a, per modularitat a A (bV c) =
(a AD) Ve Equivalentment: ((x Az)Vy)Az= (yAz)V(xAz).

Etiquetant els elements de N5 com 0 < z < z < 1,0 < y < 1, observem que no

compleix (ii). Per tant (ii) implica (iii)

Suposem ara que L no és modular. Volem trobar un subreticle de L isomorf a
N;. Tenim elements x,y,z € Lamb x > zix A (yV z) > (z Ay) V z, construint

doncs un subreticle de L (Veure Figura 4).

YVZz

XA (YVz)

zV (XAY)

XAY

Figura 4: Subreticle isomorf a Ny

Falta veure que els cinc elements sén diferents i formen un subreticle isomorf a
N;. Certament t Ay <y <yVzizAy<zV(zAy) <zA(yVz) <yVz A més:
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yVEzV(@Ay)=zVyV(zrAy)=yVz
yNxAN(yVvz)=zAyANyVz)=xAy

La resta de suprems i infims sén trivials. Com z V (z Ay) # z A (y V 2), ja ho

tenim. N
Teorema 12.15. Sigui L un reticle, les proposicions segiients son equivalents:
(i) L és distributiva.

(i1) Per tot x,y,z € L, L satisfa (x Ny)V(xAz)V (yAz)=(xVy A(xV
2) N (yV 2).

(11i) Ni M5, ni N5 son encaizables a L.
Demostracié. Observem que (i) implica (iii) degut que ni Mj;, ni Nj sén
distributius. Veiem que (iii) implica (ii). Si L no conté cap copia de Nj, pel

teorema anterior L és modular. Suposem que L no compleix (ii), com la condicié

per < es compleix sempre, sigui x,y, 2z € L:
w=(@Ay)V(EAz)V(yAz)<(@Vy A@Vz)AyVz) =u.
Aplicant modularitat i amb les segiients definicions:
r=wVzr)ANu=wV(rAu)
Y=wVy ANu=wV (yAu)
Z=(wVz)ANu=wV(zAu)

obtenint un subreticle format per w,x",y’,z",u de L isomorf a M5 (Veure Figura
5).

W

Figura 5: Reticle isomorf a Mj

Veiem que realment és aixi; per la simetria vista en les definicions anteriors, n’hi
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ha prou en veure que 2’ Ay’ = w. Observem que zVw = zV(xAy)V(xA2)V(yAz) =
xV (y A z), per tant:

= (xVw)Au = (xV(yAz))AN(zAy)V(zA2)V(yAz) = (xV(yAz))A(yVz) =
(WAz)V(zA(yVz))

Analogament obtenim ' = (y V (z A 2)) A (x V z). Obtenim doncs que:

ANy = (YA (@ AYV2))A YV (@A))A(zVz) =D (zV(yAz))A(yV
(xA2) =@ (A YV (@A) V(yAz) =@ (2 Ay)V(ZA2)V(yAz) =w.

Podem veure que (1) s’obté de que (xV (yAz)) < (xVz)i(yV(rAz)) < (bAz).
La igualtat (2), 'obtenim de que bV (z A z) > y Az ila modularitat. Finalment (3),
I'obtenim de que = > (x A z) i la modularitat. La prova de que els cinc elements

son diferents és trivial.

Tant sols queda veure que (ii) implica (i). Veiem primer que L és modular, sigui
x>z, xNyVz)=(xVy) ANaVz)A(yVz) = (xAy)V(zA2)V(yAz) = (zAy) V2.
Veiem que és distributiu:

zA(yVz)=zA(zVyY)AN(@V2)A(yVz)) =zA((zAy)V(zA2))V(yAz)).
Com z > (x Ay) V (x A z) i usant la modularitat obtenim:
zA(yVz)=(@Ay)VEAz)V(EAyAz)=(xAy)V(zAz). O

Definicié 12.16. Direm que un reticle L és complet si és un conjunt parcialment

ordenat i per a cada subconjunt A de L, supA i infA existeixen en L.

Notaci6. Sigui A un subconjunt de P ordre parcial, si existeixen el suprem i
I'infim de A, els denotarem per \/ A i )\ A respectivament.

Definicié 12.17. Sigui L un reticle. Diem que a € L és compacte si, © només si,
per to A C L, tal que a < \/ A, ezisteir B C A finit, tal que a <\/ B.

Direm que L esta generat per compactes si, i només si cada element de L és un
suprem d’elements compactes.

Sigui L un reticle compactament generat i complet, aleshores direm que és alge-

braic.

Definicié 12.18. Donat un conjunt A, laplicacié C : P(A) — P(A) l’anomenem
operador de clausura en A, si satisfa per tot X,Y C A:

(i) X € C(X)
(i) C*(X) = C(X)
(iii)) X CY = CO(X) C O(Y)
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A més, direm que un subconjunt X és tancat si C(X) = X. L’ordre parcial del

congunts tancat de A amb el conjunt inclusio es denota per L¢.

Teorema 12.19. Tots els reticles complets son isomorfs al reticle dels subconjunts

tancats per cert conjunt A i un operador clausura C.

Demostracié. Sigui L un reticle complet. Per X C L definim C(X) ={a € L :
a <\/ X}. Aleshores C és operador de clausura a L i 'aplicacié a — {b € L : b < a}

doéna I'isomorfisme que voliem entre L i L¢. O

Definicié 12.20. Un operador de clausura C en un conjunt A €s un operador de

clausura algebraica si per cada X C A:

C(X)=U{CY): Y C X,Y finit}.

Definicié 12.21. Si C és un operador de clausura en A © Y és un subconjunt de A
tancat. Direm que un conjunt X és un conjunt generador de Y si C(X)=Y. Direm
que Y es troba finitament generat si el conjunt X és finit. FEl conjunt de X és el

generador minimal de Y si X genera Y i no hi ha cap altre subconjunt de X que ho

fagi.

Proposicié 12.22. Sigui C' un operador de clausura algebraic en A. Aleshores el
subconjunts finitament generats de A son precisament els elements compactes de
Lc.

Teorema 12.23. Tot reticle algebraic és isomorf al reticle de subconjunts tancats

de cert conjunt A amb 'operador de clausura algebraic C.

Demostracié. Sigui L un reticle algebraic, i sigui A el subconjunt d’elements

compactes. Per a X C A podem definir:
CX)={aceA:a<\ X}

C és un operador de clausura i de la definicié d’element compacte podem conclou-
re que C és algebraic. Per l'aplicacié a — {b € A : b < a}, obtenim l'isomorfisme

que voliem ja que L és compactament generat. U

Definicié 12.24. Donada una dalgebra A, S(A) denota el conjunt de subuniversos
de A.

Teorema 12.25. Si L és un reticle algebraic, aleshores L = S(A), per a certa

algebra A.

Demostracié. Pel teorema 12.23 tenim un conjunt A i un operador de clausura

algebraic C en A tal que L = L¢. L’objectiu és veure que Lo = S(A).
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Per tot B subconjunt finit de A (tal que n = |B]), cada a € C(B) defineix un

operador funcional n-ari f en A tal que:

{ a, si{xy,...,z,} =B

fB,a(xla 7xn) -
1, la resta de casos

Els simbols funcionals definits juntament amb el conjunt A, defineixen I’algebra

A. Tenim doncs que fpq(z1,....,2,) € C(x1,...,2,), per tant obtenim que per
X C A, Sg(X) CC(X).

Per altra banda, C'(X) = (J{C(B) : B C X, B finit}. Obtenim doncs que:
C(B) ={fpalz1,...;xn) : B=Az1,...,2,},a € C(B)} C Sg(B) C Sg(X).

Aix0 implica que C'(X) C Sg(X), i per tant, C(X) = Sg(X). D’aquesta manera
veiem que com Lo = S(A), S(A) = L. O

Corol-lari 12.26. Sigui una algebra A, aleshores < S(A),N,V > defineix una
algebra S(A).

Demostracié. Pel teorema anterior tenim que S(A) = L, on L és un reticle

algebraic, en aquest cas Ni V compleixen amb les condicions per ser reticle. U

Teorema 12.27. Donada A una dalgebra qualsevol, aleshores tenim que < Con(A),N,V >

és un reticle algebraic.

Demostracid. En primer lloc veiem que Con(A) és un reticle. Per tot
01,02 S COTL(A), 0,V 0y = ﬂ{@’ S Con(A) 6, U0y C 0’} = n{@l € COTL(A) :
O, U0, C O} =06,V 0;; evidentment 6 N6y = 0, N 0.

Per tot 61,605,035 € Con(A), per les definicions donades de V i N es compleix que
91\/(92\/93) = ((91\/62)\/93 1 910(92ﬂ93) - (91ﬂ92)ﬂ93

Per tot 6 € Con(A), 6, VO, =({0 € Con(A):0U0CH}=0i60Nn0=4.

Per ultim, per tot 61,05 € Con(A), 61 V (01 N Os) = 61, ja que 6; N by C by;
010 (01 V 03) =6y, ja que 6 C 0y V 60y Per tant, Con(A) és un reticle.

Falta veure que el reticle és algebraic, per veure-ho construirem un operador de

clausura tal que els subconjunts tancat de A x A sén les congruencies en A . Sigui

f € § un simbol funcional n-ari de A, definim f per A x A com:

f((al, bl), ceey (an, bn) = (fA(al, cees an), fA(bh PN bn)

Afegim l'operacié nul-laria per (a,a) per cada a € A; una operacié unaria
(a,d), sib=c

(a,b), laresta de casos.

s((a,b)) = (b,a) i una binaria t((a,b), (¢,d)) =
Es facil veure que B sera un subunivers d’aquesta nova algebra si, i només si
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és congruencia en A. Com © l'operador de clausura Sg sobre A x A per I'algebra

descrita és algebraic; Lg, = Con(A) ha de ser un reticle algebraic. O

Teorema 12.28. Sigui R un reticle, c,d € R, § € Con(R). Sigui:
[c,d]={x € R,c < x <d}. Pertota,b€e R, sin equivalents:
(i) (a,b) €0
(i) (a NbyaV b) €0
(111) Per ot x,y € [a ANb,a V1], (x,y) € 6.
Demostracié. (i) = (i7). Tenim que (a A b)0b, ja que a Ab < b, i bl(a V b), ja
que b < (a V b), per tant:
(a A b)ObOLO(a Vv D), per transivitat de 6, (a A b)f(a V b).

(17) = (i4i). En general tenim que x0(aAb) i yf(aVb), per tot x,y € [aNb,a V],
per tant:

z6(a A b)8(a V b)fy, de nou, per transivitat, z0y.

(iii) = (i). N’hi ha prou en veure que a,b € [aAb, a VD] i aplicar (iii). Es evident
que es compleix, jaque aAb<b<aVbiaNnb<a<aVb. U

Exemple 16. Veiem un exemple d'un reticle linial A i la construccié del seu reticle

de congruencies Con(A).

Sigui A = {0,b,a,1} un reticle linial tal que b < a com es pot observar en la

Figura 6.

\Y%

A

Figura 6: Reticle linial A

Anem a construir Con(A), per aixdo hem de veure com son les congrueéncies

generades per tots els elements de A. Evidentment, A € Con(A), veiem la resta:

0(a,b) = AU {(a,b), (b,a)}

o7



0(a,0) = AU{(a,0),(0,a), (a,b), (b,a), (b,0),(0,b)}
6(b,0) = AU {(0,b), (b,0)}
0(1,a) = AU{(a,1),(1,a)}
6(1,b) = AU{(a,b),(b,a),(1,a),(a,1),(1,b),(b,1)}

0(07 ]') = A U {(a’ b)7 (b7 a’)? (17 a’)? (a7 1)7 (1’ b)7 (b7 1)7 (a7 O)’ (07 a)7 (b7 0)7 (07 b)} - v
A més, s’han de considerar les congruencies generades per la combinacié de les

anteriors, la Unica congruencia que es diferencia de les obtingudes és:

U :=0((0,b),(1,a)) = AU{(1,a),(a,1),(0,b),(b,0)}
Per tant tenim el reticle Con(A) = {A, 0(a,b),0(a,0),6(a,1),0(0,b),0(1,0),¥, V}

tal i com s’observa en la Figura 7.

B{l,b} B{H,D]

W l”

8(La)  Bla h'il 8(0,b)
A

Figura 7: Reticle Con(A)

D’altra banda pels teoremes 12.14 i 12.15 podem veure que el reticle sera modular

i distributiu, ja que ni N5 ni M5 sén encaixables a Con(A).



13 Conclusions

Més enlla del Teorema de Birkhoff, la possibilitat d’estudiar alguns dels resultats que
s’havien vist en altres assignatures d’algebra ha significat una experiéncia realment
gratificant. Entre aquests destacaria 'oportunitat de veure i demostrar els teoremes
de isomorfia per a qualsevol algebra, previament s’havien vist per a grups i per

anells.

La possibilitat d’estudiar un teorema des de zero enunciant i demostrant tots
aquells resultats previs necessaris per arribar-hi ha significat un repte en moltes
ocasions degut a la novetat dels conceptes tractats. Destacaria la dificultat de
I’apartat on es presenta 'algebra lliure, que és un dels pilars per desenvolupar la
demostracio del Teorema de Birkhoff juntament amb les identitats, sobretot per la
complexitat que ha significat comprendre I'estructura mencionada. A més de [4],

ha estat de significant ajuda l'apartat sobre 1'algebra lliure de [5].

Davant les diferents demostracions que s’han consultat del Teorema de Birkhoff
s’ha optat per treballar la presentada en [4] degut a la seva elegancia i senzillesa,
tot hi que també s’han consultat les presentades en [6] i en [1]. Una de les principals
motivacions que van portar-me a escollir el tema presentat, s’ha vist assolida, com-
prendre i estudiar un teorema que ens permet relacionar les demostracions vistes

des de perspectives algebraiques i logiques.

Més enlla del que he aprés sobre algebra universal, I’estudi desenvolupat al llarg
de la memoria, ha significat la porta d’entrada a una part de les matematiques
que no havia vist durant el grau, la teoria de models. En particular aquest tema es
presenta com una oportunitat per profunditzar en aquesta part de les matematiques
i seguir estudiant en aquest sentit per comprendre més i millor el paper de la teoria

de models en la logica matematica.
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