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Abstract

Bayesian statistics is that statistic that is based on the Bayes theorem, therefore, in
the information we have before observe the data. As a result, we have the a priori
distribution and a posterior: distribution, which we make inference.

In this work we will study the process of estimation from Bayesian inference
and simulation methods of a posterior: distribution. In addition, we will see this
knowledge applied to practical examples.

Resum

L’estadistica Bayesiana és aquella estadistica que es basa en el teorema de Bayes, per
tant, en la informacié que tenim abans d’observar les dades. Com a conseqiiéncia,
tenim la distribuci6 a priori i la distribucié a posteriori, sobre la qual fem inferencia.

En aquest treball estudiarem el procés d’estimacié a partir de la inferencia Baye-
siana i els metodes de simulacié de la distribucié a posteriori. A més, veurem
aquests coneixements aplicats a dos exemples practics.



Agraiments

Amb aquest treball donem fi a una gran etapa, amb les seves coses bones i
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1 Introduccid

Durant totes les assignatures de grau només hem apres coneixements sobre 1'es-
tadistica classica, i el més a prop que hem estat de l'estadistica Bayesiana ha sigut
a través del Teorema de Bayes. Va ser aqui on va sorgir la meva curiositat i motiva-
ci6 per aprendre i saber en que consistia aquesta estadistica i aixi entendre perque
li donen aquesta poca importancia, dins i fora de 1'aula.

Per aquest motiu he tingut molt clar des del principi el fil conductor d’aquest
treball i com a conseqiiencia la seva estructura. Per comencar a entendre els con-
ceptes claus del treball havia de tenir molt clar les idees principals de la probabilitat
i l'estadistica, de manera que m’ha semblat interessant posar-ho d’alguna manera
en el treball perque és la base de tot el que s’explica després, pero com que no és
I’'objectiu del treball esta plasmat en el primer Annex. Dins d’aquest Annex també
podem trobar una introduccié a la part historica de 'estadistica Bayesiana, que
encara que no influeixi sobre 'objectiu del treball, em semblava interessant saber
com va comencar aquest canvi de mentalitat.

Amb totes aquestes idees clares al cap, ja es pot aprofundir en l'estadistica
Bayesiana. A partir de la probabilitat i les variables aleatories es pot veure la part
més basica pero indispensable per entendre en que consisteix i en que es diferencia
aquesta estadistica, que corresponen als Capitols 2 i 3. En el segiient Capitol
parlem de la inferencia Bayesiana, la qual és molt interessant i extensa. Aqui el
que volia aconseguir era entendre el significat d’inferéncia i saber com afectava la
inferencia Bayesiana amb tot el que ja sabiem. Podria haver fet un treball només
amb un subapartat d’aquest Capitol, pero no volia enfocar-me en res en particular,
volia arribar a veure el maxim de tipus, problemes i solucions, a partir de metodes,
algoritmes i contrastos, per no perdre mai l'objectiu principal del treball. Una de
les solucions més importants i que soluciona el problema més greu de la inferencia
Bayesiana és la simulacio, i per aquest motiu, hi ha un Capitol sencer dedicat als
dos metodes més famosos (MC i MCMC). De la mateixa manera que abans, aquest
Capitol també podria ser molt més extens pero des de I'inici no busco només parlar
d’aix0. A més a més, ens acompanya durant tot el treball el mateix exemple aplicat
als conceptes que estiguem treballant en els diferents apartats.

Com que el meu objectiu és entendre els problemes de l'estadistica Bayesiana
que implica la seva poca utilitat, he creat dos Capitols amb exemples per poder
estudiar justament aixo. Una vegada hem vist i entes tots els passos que comporta
fer inferencia Bayesiana, volia veure un exemple real en el qual es vegi plasmat tot
allo del que hem anat parlant. Tot i aixi, em semblava poc, ja que aquest estudi
estava fet, tenia comentat els resultats, les conclusions, que tot i ser el que volia,
no ho havia pogut experimentar per mi mateixa. Amb aquesta reflexié neix 1'iltim
Capitol, en el qual faig a un nivell principiant inferéncia Bayesiana amb 'ajuda de
R.



2 Probabilitat i Teorema de Bayes

En aquest Capitol explicarem com afecta el Teorema de Bayes a la probabilitat.
El dividirem en dues parts: la primera on s’explica el Teorema de Bayes amb
probabilitats i la segona és un exemple explicatiu per entendre de manera practica
els conceptes explicats. Per poder entendre totes aquestes idees hem de tenir un
minim de coneixement en probabilitat adquirit durant les assignatures del grau. De
manera que les propietats basiques no estan explicites en el treball pero si recollides
en ’Annex I.

Durant tot el Capitol denotem la probabilitat de que succeeixi un esdeveniment
com P(-).

2.1 Teorema de Bayes
Teorema 2.1. (Teorema de Bayes) Sigui {A1, As, ..., Ay} un sistema complet

de successos on P(A;) > 0 Vi. Aleshores, per a qualsevol succés B amb P(B) > 0,
tenim que

P(B | A)P(A,)
PO B) = S o A A

Demostracio. La demostracié sera molt facil ja que només hem d’aplicar les pro-
posicions i teoremes vistes en I’Annex I. A partir de la probabilitat condicionada
tenim

P(Ax N B) P(B | Ay)P(Ag)

P(A, | B) = P(B) - P(B| A))P(A)) + ...+ P(B | Ay) P(Ax)

A la segona igualtat en el numerador utilitzem la Regla del producte (Proposicié
9.5 de ’Annex I) i en el denominador el Teorema de la probabilitat total (Teorema
9.8 de I’Annex I)

O

Per tant, si anomenem a cada part de la funcié amb el nom propi del metode
Bayesia tenim que :

e Les probabilitats P(A;) s’anomenen probabilitats a priori.
e Les probabilitats P(A; | B) s’anomenen probabilitats a posteriori.

e Les probabilitats P(B | A;) s’anomenen probabilitats versemblants.



2.2 Exemple explicatiu

La manera més facil de poder entendre 'apartat anterior, acabar de comprendre en
que es basa la estadistica Bayesiana i veure les diferencies amb la Freqiientista és a
partir d’'un exemple.

Les dades han sigut extretes de Datos bdsicos del sistema universitario espanol del
curso 2013-2014, Ministerio de Educacion, Cultura y Deporte.

Analitzarem quin tant per cent d’estudiants han estat matriculats en la Univer-
sitat diferenciats per branca d’ensenyament al curs 2012-2013. Segons el document
son dades provisionals pero nosaltres les treballarem com si fossin reals.

Les dades ens mostren que han hagut un total de 1.046.570 estudiants matri-
culats, dels quals 497.615 sén estudiants de graus de Ciencies Socials i Juridiques,
191.583 d’Enginyeria i Arquitectura, 108.207 d’Arts i Humanitats, 187.765 de Cien-
cies de la Salut i 61.400 estudiants de Ciencies. Es a dir, el 47'547% sén estudiants
de Ciencies Socials i Juridiques, el 18’306% d’Enginyeria i Arquitectura, el 10’339%
d’Arts i Humanitats, el 17°941% de Ciencies de la Salut i el 5'867% estudiants de
Ciencies.

A més a més, sabem que del total d’alumnes matriculats, ho han fet en una
Universitat Publica el 87°2%, i la resta, 12’8%, en una Universitat Privada. Si dins
de cada Universitat dividim els alumnes en les diferents branques d’ensenyament
tenim el segiient resultat. En la Universitat Publica: Ciencies Socials i Juridiques un
84’7%, Enginyeria i Arquitectura un 91’8%, Arts i Humanitats un 95’3%, Cieéncies
de la Salut un 81°0% i Ciencies un 97'5%. En canvi, en la Universitat Privada:
15’3% en Cieéncies Socials 1 Juridiques, 8'2% en Enginyeria i Arquitectura, 4’7% en
Arts i Humanitats, 19°0% en Ciéncies de la Salut i 2’5% Cieéncies.

Si aproximen les dades anteriors en % a ntdmeros enters, ja que corresponen
al nimero d’alumnes, d’igual manera que a l'informe original. Anomenarem els
diferents ensenyaments com: Ciencies Socials i Juridiques com CSJ, Enginyeria i
Arquitectura com EA, Arts i Humanitats com AH, Ciencies de la Salut com CS i
Ciencies com C. De manera que tenim la segiient Taula:

Ensenyament | N° Alumnes | N° Alumnes U. Publica | N° Alumnes U. Privada

CSJ 497.615 421.587 76.028

EA 191.583 175.874 15.709

AH 108.207 103.106 5.101

CS 187.765 152.150 35.615

C 61.400 59.837 1.563
Total 1.046.570 912.554 134.016

Taula 1:

En el segiient quadre veurem aquestes probabilitats i d’altres calculades amb
una explicacié que ens ajudara a entendre el concepte de probabilitat a priori i a
posteriori. Anomenarem als successos d’escollir les diferents branques d’ensenya-
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ment com F, anar a una Universitat Piblica com PL i anar a una Privada com

PR.

Ensenyament F | P(E) | P(PL|E) | P(PR|E) | P(E|PL) | P(E|PR)
CSJ 0475 | 0847 | 0153 | 0462 | 0,567
EA 0,183 0,918 0,082 0,193 0,117
AH 0,103 0,953 0,047 0,113 0,038
CS 0,179 0,81 0,19 0,167 0,266
C 0,059 0,975 0,025 0,066 0,011
Taula 2:

A partir de la Taula 2, podem veure en la primera columna les diferents branques
d’ensenyaments que permet la Universitat. En la segona columna la probabilitat a
priori de que I'alumne s’hagi matriculat en I’area de les Ciencies Socials i Juridiques,
Enginyeria i Arquitectura, etc. En les dues segiients les probabilitas de matricular-se
en una Universitat Publica o Privada condicionada per el tipus d’ensenyament.

Només explicarem els calculs vincultas a la Universitat Publica, ja que els calculs
per a la Universitat Privada, son analogs.

La tercera columna de la Taula 2, recull les probabilitats de matricular-se en una
Universitat Publica condicionada als diversos ensenyaments F;. Aquesta columna
que pren un valor de probabilitat diferent per a cadascuna de les branques és la
funcié de versemblanca. Es a dir, aquesta funcié és 'aplicacié que a cada succés
E; del sistema complet li assigna la probabilitat que ocorri el succés observat, en
aquest cas estudiar en una Universitat Publica PL, condicionada per a cada FEj;.
A més, assigna a cada succés la probabilitat d’obtenir un resultat determinat, on
la suma de tots ells no és 1, que implica, que aquesta funcié no és una funcié de
probabilitat. Per tant, I’expressié del Teorema de Bayes és:

Probabilitat a posteriori o< funcié de versemblanca - probabilitat a priori,

on  vol dir que la probabilitat a posteriori és directament proporcional a la funcié
de versemblanca per la probabilitat a prior.

Les dues tultimes columnes senyalen la probabilitat a posterior: de cada branca
d’ensenyament una vegada l’alumne decideix a quin del dos tipus de Universitat vol
anar.

Per calcular la pentltima columna utilitzem el Teorema de Bayes de la segiient
manera:
P(PL|CSJ)P(CSJ) 0,847-0,475 0,403

P(CSJ | PL) = - _
(CST] PL) P(PL) 0,872 0,872

= 0,462,

PL| EA)P(EA) 0,918-0,183 0,168
P(PL) 0,872 0,872

P(EA| PL) = il = 0,193,



P(PL | AH)P(AH) _0,953-0,103 0,098

P(AH | PL) = = = =0,11
(AH | PL) P(PL) 0,872 0,872~ 1%
P(PL|CS)P(CS) 0,81-0,179 0,145
P PL) = — - — 0.1
(CS]PL) P(PL) 0,872 0,872~ 107
P(PL|C)P(C) 0,975-0,059 0,057
P(C | PL) = (PLIC)P(C) _ 0, 2% = 22— 0, 066.

P(PL) 0,872 0,872

Per calcular el denominador, comu en tots els calculs, utilitzem el Teorema de
la probabilitat total de la segiient manera:

P(PL) =Y P(PL| E)P(E;)
= P(PL | CSJ)P(CSJ) + P(PL | EA)P(EA) + P(PL | AH)P(AH)
+ P(PL| CS)P(CS) + P(PL| C)P(C) =
= 0,403 4 0, 168 4 0,098 + 0, 145 + 0, 057
= 0.872.

Tal i com hem dit abans, totes les probabilitats estan dividides per la mateixa
probabilitat, P(PL), i aixo fa que la peniltima columna sumi 1. Es la distribucié
de probabilitats a posteriori de 1'eleccié del tipus de Universitat que es matricula
I’alumne.

En aquest exemple en concret tenim una probabilitat a priori de les diferents
branques d’ensenyament, pero a la realitat aquestes probabilitats canvien si pre-
guntem als alumnes abans de matricular-se per como agruparien tots els graus que
ofereix la Universitat, tant sigui Publica com Privada. Pero aquestes probabilitats
no canviarien un cop, ni dos, si no tantes vegades com alumnes participin, ja que
cadascun tindria el seu criteri a I’hora d’ajuntar-los. Es més, mantenint els mateixos
cinc grups, no tots els alumnes posarien els mateixos graus en els mateixos grups
perque cadascun valoraria aspectes diferents de ’ensenyament. Quan qui decideix
la distribuci6 dels graus no pot tenir en compte (o no en té) tota la informacié dels
diferents aspectes de tots els graus obtinguda dels alumnes i professors, la proba-
bilitat a priori té un paper molt subjectiu, basant en 1'opinié concreta d’un petit
grup de persones.

Per veure com actua la subjectivitat en les probabilitats tant a priori com a
posteriori, a continuacié repetim ’exemple per a diferents casos i diferents opini-
ons o criteris a 'hora d’escollir estudiar un grau en una privada o en una publica.
D’aquesta manera comprovem com canvia la probabilitat a posterior: partint de
diferents probabilitats a priori. Per aquest segon estudi partim de diferents proba-
bilitats a priori segons diverses situacions:



1. Probabilitat a priori sense dades previes. No disposem de informacio sobre el
nombre d’alumnes matriculats per grau, llavors les proporcions de les diferents
branques estan repartides segons el nombre de graus que en té cadascuna. En
la Taula 3 tenim aquestes probabilitats i les probabilitats a posteriori.

Ensenyament F | P(E)* | P(PL|E) | P(PR|E) | P(E|PL) | P(E|PR)
CSJ 0295 | 0847 | 0153 | 0277 | 0473
EA 0,368 0,918 0,082 0,373 0,315
AH 0,256 0,953 0,047 0,270 0,126
CS 0,038 0,81 0,19 0,034 0,075
C 0,042 | 0,975 0,025 0,046 0,011

(*)Les dades no estan basades en cap estudi real.

Taula 3:

2. Probabilitat a priori amb dades conegudes. Es el primer cas corresponent a
la Taula 2.

3. Probabilitat a priori segons 'opinié i 'experiencia dels professors d'un batxi-
llerat en concret tenint en compte que no es mouen els graus de les branques
d’ensenyament assignades anteriorment. El consens de professors es basa en el
nombre d’aprovats de les assignatures corresponents a les diferents branques
i 'opinié dels seus alumnes a voler o no continuar amb els seus estudis.

En un principi, podem veure que els graus es divideixen en les mateixen
branques que les modalitats de batxillerat: Ciencies Socials i Juridiques amb
el batxillerat Social, Enginyeria i Arquitectura juntament amb Ciencies amb el
batxillerat Tecnologic, Arts i Humanitats amb el batxillerat Artistic, Ciéncies
de la Salut amb el batxillerat de Ciencies de la Salut. Aixi mateix podem
veure que la societat cada vegada és mes tecnologica i es creen nous lloc de
treball i es perden uns altres.

Amb tota aquesta informacid, es pot intuir que cada vegada apareixe-
ran més graus en les branques de ciencia i arquitectura, que implicara més
alumnes, més demanda en aquest sector i menys en la resta. Es a dir, la
tendencia de formar-se en 'ambit artistic, humanistic i social disminueix,
quan sempre han estat les branques predominants, i pugen el nom de matri-
culats en ciencies, I’entorn minoritari. Aquesta informacié la podem extreure
de la comparativa de grafics d’anys anteriors, nombre d’alumnes en batxille-
rat, opinié d’alumnes i professors, tant d’Universitat com d’estudis inferiors,
criteri de professionals d’altres ambits que ens arriben a través de la televisio,
periodics, Internet, etc.

En la Taula 4 podem veure aquestes probabilitats a prior: i les seves
conseqiiencies amb les probabilitats a posteriori.

Si ens fixem en les tres diferents taules veiem que tenim tant per a les proba-
bilitats a priori com a posteriori valors numerics diferents. Es normal, ja que les



Ensenyament F | P(E)* | P(PL|E) | P(PR|E) | P(E|PL) | P(E|PR)
CSJ 0,413 0,847 0,153 0,400 0,508
EA 0,183 0,918 0,082 0,192 0,121
AH 0,085 | 0,953 | 0047 | 0093 | 0032
CS 0,208 0,81 0,19 0,192 0,317
C 0,101 0,975 0,025 0,122 0,022

(*)Les dades no estan basades en cap estudi real.

Taula 4:

dades a priori sén diferents en les tres. Amb la primera observacié em refereixo al
fet que, tot i aixi el nombre de vegades que el resultat de que una probabilitat a
posteriort sigui major que una probabilitat a priori és el mateix en les tres, pero
amb la diferencia que, cada vegada la probabilitat a posteriori es distancia més de
la probabilitat a priori respecte la Taula 3, on es suposa que no hem utilitzat un
raonament subjectiu, per tant Bayesia. Aix0 ocorre perque cada vegada que dispo-
sem de major informacio sobre el succés a estudiar, la probabilitat a posteriori es
veu dominada per aquest coneixement i no per la probabilitat a prior: de la qual
partim. Seguint aquesta logica, on tenir més informacié implica un valor major a
posteriori que a priori, i vivint en un moén ideal i perfecte, tindriem una progressié
amb les tres taules, de manera que hi hauria més casos on els valors a posteriori
serien més petits que a priori en la Taula 3, després aquest nombre disminuiria en
la Taula 2 i seguiria disminuint en la Taula 4, ja que cada vegada formem una Taula
amb més informacié que ’anterior.

Podriem indagar més i fer estudis de perque als estudiants els crida més ’atencio
un grau que un altre, per tant una branca de I’ensenyament, perque trien partint
d’un grau en concret un ensenyament public i no privat, perque han augmentat el
nombre de beques promovent I’ensenyament universitari i augmentat el nombre de
matriculats tant en publica com en privada , etc. Amb tot aix0d estem donant al
nostre estudi, a través de probabilitats a priori, un caracter subjectiu. Aquest el
punt més criticat de l'estadistica Bayesiana, pero no 1'inic pel qual el seu s no és
el més habitual. Hi ha un problema de dificultat en els calculs de la probabilitat a
posteriori, que gracies als avancos dels programes informatics s’estan solucionant, i
aixo ajuda al fet que cada vegada s’utilitzi més aquest tipus d’estadistica, com ja
veurem en els segiients apartats.



3 Variables aleatories i Teorema de Bayes

En aquest Capitol explicarem com afecta el Teorema de Bayes a les variables ale-
atories. Per poder entendre totes aquestes idees hem de tenir un minim de conei-
xement sobre les definicions i propietats basiques de les variables aleatories. Com
que aquests coneixements han sigut temari impartit durant el grau els recollirem
en ’Annex .

A partir d’aqui fins al final del treball canviem la notacié. Utilitzem la mateixa
notacié p(-) per a descriure la funcié de densitat continua i la funcié de probabilitat
discreta. A més, denotem p(- | -) com la condicionada per arguments determinants
pel context i p(-) per la marginal. Malgrat I’abiis de notacid, aconseguim una
notacié compacta i similar a la practica estandar. Segons el context, per evitar
confusions, s’utilitza la notacié Pr(-) per a la probabilitat d’un esdeveniment. I per
ultim, quan treballem amb distribucions conegudes, utilitzem una notacié basada
en el nombre de la distribucié.

A més, a partir d’ara, les probabilitats que es condicionen relacionades al conjunt
son sempre positives.

3.1 Teorema de Bayes
Teorema 3.1. (Teorema de Bayes) Siguin X i Y dues variables aleatories dis-

cretes, aleshores

p(Y:MX:a):p(X:aIYZk‘)p(YZk): p(X =alY =kpY =F)

p(X =a) ZieX(Q) pX =alY =ipY =

Teorema 3.2. (Teorema de Bayes) Siguin X i Y dues variables aleatories ab-
solutament continues, aleshores

o= Pelyply) _ ple]y)p(y)
o) p(z) S22 p@ | y)py)dy

Obviarnent, per definicio dels dos tipus de variables aleatories, la diferéncia entre
els Teoremes de Bayes és que, amb variables discretes estem treballant amb ntimeros,
en canvi, per variables continues amb funcions. En aquest tltim cas, el denominador
sempre és un nombre constant per a cada x, de manera que podem escriure el
Teorema de Bayes amb una funcié proporcional tal que:

p(y | z) o< p(z | y)p(y)

on p(y | x) és la distribucié a posteriori de la variable Y, p(z | y) és la distribucié
de X condicionada a un valor de la variable Y i p(y) és la distribucié a priori de la
variable Y.

Quan fem un estudi, volem saber la freqiiencia, la proporcio, etc, de que un
esdeveniment desconegut ocorri, és a dir, volem estimar el parametre desconegut 6.



Normalment, s'utilitzen tant el criteri del metode dels moments com el de maxima
versemblanca per estimar el valor de 0 a partir d’'una mostra. Es suposa que la llei de
probabilitat d’una variable aleatoria X, on es pugui aplicar la tecnica de mostreig,
depen del valor desconegut de 6, i per tant, s’utilitza aquest valor de la mostra
per estimar un valor de 6. Cap dels dos metodes esmentats necessita informacié
addicional als valors mostrals per estimar #, pero d’existir, tampoc s’hagués pogut
usar-la. En moltes situacions existeix informacié addicional en relacié amb el valor
de 6, perd no sempre es pot utilitzar. En el cas de que si es pugui formar una
distribucioé a priori per al parametre, llavors es treballa amb el metode Bayesia.

Podem esquematitzar el metode Bayesia com:

{p(y]0),y€NbecO}; n0) + Informaci¢ inicial
on m(#) és la distribucié a priori Informacié nova
\ 3
Teorema de Bayes — Les Dades (y) Ly—,(0)
i} on Ly_,(0) és la funci6 de versemblanga

{p(y]0),y Q0O n0]y)

on 7(0 | y) és la distribucié a posteriori

En els segiients apartats fem una explicacié més exhaustiva de cada part. Tant
en l'esquema anterior com a la resta del treball, només quan explicitem el model
Bayesia, denotem distribucié a priori i a posteriori del parametre com w(0) i7(6 | -),
respectivament. D’aquesta manera queda identificada la distribucié del parametre
que ens interessa saber el resultat i diferenciat el model Bayesia del estaditic M =

{(p(Y |0),0€0,Y € Q}.

3.1.1 Distribucié a priori

Definicié 3.3. La distribucio a priori de un parametre 8 és una funcio de probabi-
litat o funcio de densitat de probabilitat que expressa el grau de creenca en relacio
amb el valor de 6, abans d’observar una mostra d’una variable aleatoria X.

El model Bayesia parteix del model estadistic M = {p(Y | 0),0 € ©,Y € Q},
pero a més a més, tracta el parametre com una variable aleatoria que tindra la
seva distribucié de probabilitat m(#) (distribucié a priori del parametre) que ha de
reflectir el nostre coneixement a priori sobre ¢ abans d’observar les dades.

Per tant, el model Bayesia M = {p(Y | 0),0 € ©,Y € Q}; w(0) és una llista de
distribucions de probabilitat ordenada per la distribucié a priori 7(6). Com que
aquesta estadistica es subjectiva, si m(61) > 7(6,) (distribucié a priori de 0; influeix



sobre la distribucié a priori de 63) creiem que és més probable que p(Y | 6;) hagi
generat les dades que no pas p(Y | 02). Aquest model ordena la llista de distribucions
de probabilitat a diferencia del model estadistic.

Per crear un model d’aquest estil, la distribuci6 a priori 7(6) s’ha de triar abans
d’observar les dades i de reflectir el que se sap a partir del coneixement d’experts o
d’estudis previs.

Tant el model Bayesia com el Freqiientista han de triar el model estadistic M.
A més a més, el model Bayesia ha de triar, de manera subjectiva, la distribuci6 a
priori. Com el model Freqiientista parteix només del model estadistic M es suposa,
indirectament la majoria de cops, que tots els models de la llista sén equiprobables.
En canvi, en el model Bayesia no té perque, pero una possible ordenacio de la llista
també pot ser la que tots els models sén equiprobables. Com que a més hem de
triar una distribucié a priori que ens permetra ordenar la llista, pot canviar les
interpretacions.

El model estadistic M ha de plasmar el coneixement a priori de les dades que
s’observaran i la distribucié a priori ha de reflectir el coneixement a priori sobre el
parametre. Per aixo, el model Bayesia ha de fer I'esfor¢ d’estudiar que se sap del
tema i traduir-ho en una distribucié de probabilitat. Aquesta distribucio es tria en
base a estudis previs i al coneixement del experts.

Com hem dit abans, en el model Bayesia a part del model estadistic M també
ha de triar la distribucié a priori w(#). La w(#) és una distribucié de probabilitat
7(0) = p(0) = p(a,b) que ha de reflectir el que sabem sobre el parametre 6. Denotem
p(a,b) com qualsevol distribucié de probabilitat coneguda com una Normal, Beta,
etc i (a,b) els corresponents parametres. Aleshores quan diem que hem d’escollir
una distribucio a prior: també vol dir que hem de triar el valor dels seus parametres.

Pot passar que no hi hagi distribucié a priori o que sigui molt dificil de trobar
una distribucié coneguda que expliqui el comportament a priori del parametre o
simplement que els experts no arribin a un consens, llavors en aquests casos utilitzem
les prioris no informatives.

Podem classificar les distribucions a prior: com:

1. Prioris informatives: Analitzem el que se sap sobre I’espai mostral 2 amb
una distribuci6 a priori p(6) = p(a,b). Cal triar els parametres de la distri-
bucié a priori de a i b. Es poden triar a partir del metode per prova i error
a base de p(f) o bé a base de formular un sistema d’equacions fruit d’igualar
moments, esperanges, etc. Aquestes poden ser:

(a) Conjugades: Una distribucié a priori és la distribucié conjugada d’un
model estadistic si la distribucié a posteriori és de la mateixa familia
que la distribucié a priori, és a dir, els parametres de la distribucio
a posteriori sén funcié dels parametres de la distribucié a priori i les
dades.

(b) No conjugades: Una distribucié a priori és la distribucié no conjugada
d’un model estadistic si la distribucié a posteriori no és de la mateixa
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familia que la distribucié a priori. En aquest cas, tenim més distribucions
i aixo fa que sigui més dificil de triar-la. A més el calcul de la distribucié
a posteriori és més complex.

2. Prioris no informatives: A aquest tipus també se’ls coneix com prioris
objectives o de referencia. Son aquelles distribucions que proporcionen molt
poca informacio en relacié amb 'experiment que s’estigui estudiant. Aixo no
vol dir que es parteixi del desconeixement sobre la variable, mai es parteix
de la ingnorancia absoluta. La solucié no és pressuposar un comportament
inicial especific per aquesta variable. Hi ha diferents metodes per solucionar-
ho que el que volen és que p(f) interfereixi el minim possible amb les dades.
Els metodes més utilitzats son:

(a)

Prioris de Laplace o principis de la rao insuficient: Es un proce-
diment molt intuitiu, ja que si no hi ha informacio per diferenciar entre
diferents valors de 6, aleshores donem la mateixa probabilitat a tots els
valors de 0 € O, és a dir, utilitzem una distribucié a priori uniforme de
0. Una de les caracteristiques és que la distribucié uniforme no és invari-
ant en cas de transformacions, per exemple, amb els canvis d'unitats de
mesura. Si el suport de € és infinit, la distribucié a priori sera impropia
que implica que: p(f) o< 1. Una distribucié a priori és impropia quan:

/ p(6)d6 = +o0.

Per tant, la teoria de la probabilitat no pot ser aplicada tret que la
definicio de la distribucié a posterior proporcioni una distribucié propia,

/p(e | 2)d = 1.

Per aixo, Laplace motiva a donar la mateixa probabilitat als valors de 6
només quan ) és discret.

Prioris de Jeffreys: Un problema d’estimacio, des de la visié de Jef-
freys, és que donada la forma de la distribucio, existeixin parametres des-
coneguts, sense preferencies inicials per donar-los valor, amb 'objectiu
de coneixer la distribucié de probabilitats associada a aquests parametres
basant-se en la informacié que proporcionen les dades conegudes.

Jeffreys va establir que la distribucié a priori del parametre havia de
ser:

p(0) o</ 1(0),

on 1(#) és la informacié de Fisher, que mesura la informacié del model
en funcio del parametre, expressada com:

(aang;x(e))Q] |

on InLx_,(0) és el logaritme de la funcié de versemblanga.

1) = E
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La justificacié d’aquest metode es deu a que les funcions resultants
compleixen la propietat d’invariancia davant reparametritzacions del mo-
del. El problema és que no funciona adequadament per a parametres
multivariants.

(c) Limit de les conjugades: Es tracta la distribucié a priori conjugada
triant els parametres que fan que la variancia sigui infinit.

(d) Priori de Zellner: Proposa la recerca de la distribucié a priori aplicant
la teoria de la informaci6. Teoria creada per Claude Elwood Shannon,
on estudia les lleis matematiques relacionades amb la transmissio i el
processament de la informacié. Per aplicar aquest procediment, parteix
d’una funcié de densitat p(x,#) de probabilitats conjunta, per a una
observacié z i un parametre #, i aplica el concepte d’entropia o mesura
proporcionat per Shannon.

Un cop s’ha escollit el model estadistic M i la distribucié a priori, que es creu
correcte, es recomanable fer sempre un analisi de sensibilitat d’aquesta distribucio.
Consisteix a triar diferents possibles distribucions a priori i examinar com canvia la
distribucié a posteriori per poder treure conclusions, com per exemple, si tens una
bona mida de la mostra al fer aquests canvis inicials es pot observar que la nostra
referencia no canvia.

3.1.2 Distribucié a posteriori

De la mateixa manera que la distribucié a priori explica el nostre coneixement
abans d’observar les dades sobre el parametre 6, la distribucié a posteriori reflexa
el nostre coneixement sobre # un cop estan observades les dades.

Partim d’un model Bayesia amb la seva distribuci6 a priori p(@), després obser-
vem les dades (Y=y), on tenim tota la informaci6 sobre 6 a la versemblanca Ly —,
per poder fer inferencia sobre 6, tenint en compte la informacié que ens han aportat
les dades. Per tant, el que volem ¢és la distribucié a posteriori del parametre p(6 | y).

La versemblanca és una funcié proporcional a la distribucié de probabilitat de
Y avaluada a les dades i expressada en funcié del parametre 0. Per tant,

Ly—y@) < p(y | 0).

La idea és que la versemblanga t’ordena els possibles valors dels parametre de més
a menys creibles. Doncs, si donades unes dades tenim: Ly_yg,) > Ly—_y,) ¢s més
creible que el valor real del parametre 6 sigui #; en lloc de 6s.

“El principi de versemblanca”diu que tota la informacié que proporcionen les dades
sobre el parametre es troba en la funcié de versemblanca.

En conseqiiencia, el model Bayesia queda com:
{p(Y'[0),0 c©}; n(0]y)

on m(0 | y) = p(0 | y) és la distribucié a posteriori que combina la informacié
a priori p(f), amb la informacié de les dades Ly_,(#), utilitzant el Teorema de
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Bayes. Tot el que sabem del parametre 6, un cop observades les dades, es troba a
la distribucié a posteriori p(0 | y), i per tant, sera 'objecte que utilitzarem per fer
inferéncia (estimacié puntual, interval i proves d’hipotesis).

Per tant, la distribucié a posteriori es calcula a partir del Teorema de Bayes:

_pw,0)  ply|0)p0)
pl¥1y) = ply)  ply)

Ara ens trobem com sempre amb el problema de la complexitat dels calculs ja que
les dues igualtats estan dividides per una integral. Com que p(y) és una nimero, ja
que és la distribucié marginal de la variable Y, un cop observades les dades, podem
escriure la distribuci6 a posteriori com: p(0 | y) o p(y | 6)p(#). L’inconvenient de
treballar amb una funcio proporcional és que no es una distribucié i aixo s’ha de
tenir en compte. Vol dir que, p(y) és la constant que fa que:

/p(ery)de: ply | 9) () o Sty 10000

pr y | 0p(0)do [ p(y | 0)p(0)do
Observacié 3.4. Tenim que p(0 | y) « p(y | 0)p(d), on p(y | 0) és la distribucid
de probabilitat de la variable aleatoria Y avaluada en les dades Y = y i expressada
en funcié del parametre 0, és a dir, la versemblanga. Aixo implica que: p(@ | y)
Ly —,(0)p(8). Podem expressar la distribuci6 a posteriori com un compromis entre la
versemblanca i la distribucié a priori, és a dir, és un compromis entre la informacié
que ens han aportat les dades i la informacio que teniem abans de recollir les dades.

Com hem dit al principi de I'apartat, podem calcular la distribucié a posteriori
a partir de la distribucié a prior: i la funcié de versemblanca. Dit aixo, queda
clar que primer hem d’obtenir una distribucié a priori, pero si tenim noves dades
podem tractar la distribucié a posterior: com una a priori, obtenint aixi una nova
distribucié a posteriori. El resultat és el mateix que si agaféssim totes les dades a
la vegada, en parts o d’una en una, gracies a la proposicié 9.6 de I’Annex. Tal i
com vam fer al exemple explicatiu del Capitol 3, si no tenim suficient informacio
sobre la variable i necessitem comencar per la distribucié a priori, una bona solucié
és que la funcié de probabilitat sigui constant, és a dir, que la distribucié a priori
sigui uniforme.

Quan la distribucié a posteriori resultant sigui de la mateixa familia que la
distribucié a priori, es defineix com una familia de distribucions conjugades.

En D'estadistica Freqiientista existeix el concepte interval de confianca, que fa
referéencia a la probabilitat que 'estimador calculat es trobi dins de dos nivells
considerats de confianca, on sol ser del 95%, és a dir, en repetir una multitud de
vegades 'experiment, 'estimador calculat es trobaria dins de l'interval el 95% de
les vegades i la resta, el 5%, calcularfem un estimador incorrecte.

Per al metode Bayesia tenim com a equivalencia el que denotem com interval de
probabilitat. En aquest cas, utilitzem per al calcul de I'interval, la funcié de densitat
obtinguda a posteriori, de manera que, amb ’area de sota aquesta corba i uns certs
valors X 1Y amb una probabilitat del 95%, la majoria dels casos, es construeix
aquest interval de probabilitat del 95% entre aquests punts X i Y.
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3.1.3 Distribucioé predictiva a priori i a posteriori

Definicié 3.5. La distribucio predictiva a priori és la distribucio marginal de la
variable aleatoria Y que expressa el nostre coneixement sobre [’espai mostral ), és
a dir, el coneixement de nous valors de la variable que observem abans d’observar
les dades.

De manera que si denotem a la variable futura com g, la seva distribucié a priori
és p(7)-

Per escollir un bon model Bayesia s’ha de triar primer el model estadistic M i la
distribucié a priori especificant el valor dels parametres. Per triar aquest valor els
dos metodes més emprats son:

1. Utilitzant la distribucié a prior:i si la informacié que tens a priori és sobre
I’espai de parametres ©.

2. Utilitzant la distribucié predictiva a prior: si la informacié que tens a priori
és sobre ’espai mostral 2.

Aleshores, un cop definit el model Bayesia i recollides les dades obtenim un nou
model Bayesia, és a dir, un model Bayesia actualitzat amb la informacié que ens
han aportat les noves dades per fer aquest nou model pero amb la diferencia de
que ara la distribucio a priori és la distribucié a posteriori. Calculem la distribucio
predictiva a posteriori com:

p(§ | y) = / p(5.6 | y)do
_ / D3 | 9.4)p(6, y)d6
- / o7 | O)p(6, y)db,

on g és una observacié futura, y és una dada observada, p(g, €) és la funcié de dis-
tribucié conjunta i p(f) expressa el nostre coneixement sobre ’espai de parametres
© abans d’observar les dades.

Per tant, la distribucié a posteriori p(0 | y) ens déna informacié sobre tot el que
sabem del parametre després de recollir les dades i p(¢ | y) ens aportara el nostre
coneixement sobre ’espai mostral €2 i la aprofitarem per fer prediccions.
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4 Inferencia Bayesiana

4.1 Definicio

Definicié 4.1. La inferencia estadistica és el conjunt de metodes i técniques que
permeten treure conclusions d’una poblacio, a partir de tota la informacio que se li
pugui extreure a una mostra d’aquesta poblacio que estem estudiant.

Els principals procediments d’inferencia séon: els procediments d’estimacié i els
procediments de contrast d’hipotesis. Per aquest motiu en aquest Capitol hi han
dos apartats dedicats a explicar-los. En el punt 4.4, utilitzem variables binaries per
ensenyar els procediments d’estimacio de les diferents distribucions basant-nos en la
resolucié de problemes de decisions. L’altre procediment, ho argumentem a partir
de l'explicacié de dues proves d’hipotesi.

La inferencia estadistica es pot dividir en dues branques segons el coneixement
que tenim sobre la distribucié de la poblacié. En la inferencia parametrica es coneix
la forma de la distribucié pero no els seus parametres i per tant, es fa inferencia
sobre aquests amb la distribucié coneguda. En la inferencia no parametrica sén
desconeguts tant els parametres com la forma de la distribucid, és a dir, no pot
ser definida a priori, i per tant es fa inferencia sobre caracteristiques, per exemple
la mitjana o 'ordre. Algunes de les proves no parametriques més utilitzades sén:
processos neutrals per la dreta, prova de la X2 de Pearson, prova binomial, prova
de Anderson-Darling, prova de Cochran, prova de Cohen Kappa, prova de Fisher i
prova de Friedman.

Per poder entendre millor el que s’acaba d’argumentar i explicar conceptes relaci-
onats amb la inferéncia per veure com canvien respecte a la inferencia Freqiientista,
hi ha un apartat especific dins d’aquest Capitol anomenat Inferencia parametrica
Bayesiana. També hi ha un apartat dedicat a la inferencia Bayesiana no parametrica
on es fa una breu pinzellada sobre el procés que conté les distribucions a priori més
senzilles.

Hi ha una altre manera de classificar la inferencia: deductiva i inductiva. La
inferencia és deductiva quan 'argument assegura que la veritat de les seves premisses
garanteix la veritat de la seva conclusio, a partir de les lleis de la logica i del conjunt
d’hipotesis que considerem veritables. Per 'altre part, es diu inferencia inductiva
quan un argument Unicament assegura que la veritat de les seves premisses fa més
probable que la conclusié sigui certa.

Definicié 4.2. La inferéencia Bayesiana és una inferéncia estadistica basada en
la distribucio de probabilitat un cop donades les dades, anomenada distribucio a
posteriori.

La diferencia principal és que la inferencia Bayesiana treballa amb el parametre
com si fos una variable aleatoria, i es determina la distribucié de la variable a
partir de les dades que es van obtenint, per poder calcular les probabilitats que
necessitem per aquest parametre. Per aixo, aquesta inferencia esta basada en la
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distribuci6 de probabilitat del parametre donades les dades, distribucié a posteriori.
Linic requeriment que hem de tenir en compte per fer inferencia Bayesiana és el
coneixement sobre el parametre abans d’obtenir qualsevol informacid respecte a les
dades, distribucié a prior:.

En aquests ultims anys la inferencia ha donat una empenta a la metodologia
Bayesiana en diferents ambits. Els més destacats son ’ambit financer i I'ambit de
la salut.

En general, els metodes Bayesians s’han generalitzat perque generen estudis que
son més tils per a la solucié de problemes en la presa de decisions i per a dur a
terme estudis on la poblacié és massa gran com per poder realitzar mesures de tots
i cadascun dels individus.

Aixi, el problema general de la inferencia consisteix a utilitzar la informacié
disponible per descriure, el comportament de la variable aleatoria.

4.2 Inferéencia parametrica Bayesiana

Com hem vist a 'apartat anterior, I'objectiu principal de la Inferéncia Parametrica
Bayesiana és trobar solucié als problemes de decisié amb incertesa, perque encara
que la funcié de distribucié de la variable aleatoria z és coneguda, el parametre 6
és desconegut. No saber el valor d’aquest parametre crea una situacié d’incertesa
que el metode Bayesia té en compte en el procés de presa de decisions.

Per resoldre aquest el problema, utilitzem el model predictiu de la variable ale-
atoria x:

p(z) = /p(:c | 0)p(6)do.

on p(f) és el model de probabilitat que descriu la incertesa dels experts sobre 6
respecte a la mostra. També pot ser a partir de la distribucié a posteriori.

Quan a partir de la descripcié de la variable fem una analisi d’algun atribut, com
poden ser els moments, la moda o les probabilitats especifiques, ens trobem en el
mateix problema d’incertesa, ja que si denotem com a atribut a n = n(f) també
sera desconegut perque el parametre ho és. La manera de resoldre-ho és la mateixa
que abans perque la distribucié a priori p(n) pot derivar-se en la distribucié p(6).

Com hem vist, és important la informacié mostral en la creacié d’aquests pronos-
tics, ja que es contempla I'efecte que té la mostra en la transformacié de distribucid
a priori p(#) a distribucié a posteriori p(0 | x).

Per aixo mateix és tan important entendre els elements que participen en el
Teorema de Bayes. Un dels primers resultats a tenir en compte és el principi de
versemblanca. No és sol tipic del raonament Bayesia, pero aquest li dona una major
importancia. A grans trets ens ve a dir que: Si dues variables aleatories X i Y tenen
funcions de densitat conjuntes p(x | 0) i p(y | €), on 6 és el mateix parametre en
tots dos models, i a més ocorre que p(x | 6) = k- p(y | §) amb k una constant,
aleshores, per a una distribuci6 a priori comuna p(6), les distribucions a posteriori
p(6 | ) 1 p(@ | y) coincideixen, i per tant donen lloc a les mateixes inferencies.
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Un altre concepte important a tenir en compte és l'estadistic suficient Bayesia.
Per poder defini-lo, denotem una mostra aleatoria com X = (z1, ..., z,).

Definicié 4.3. Es diu que T, : X — RF¥™ és un estadistic si és una variable
aleatoria que és funcio de la mostra © no involucra en la seva expressio cap parametre
desconegut. Es diu a més que T,(X)) és de dimensid fiza si k(n) =k Vn.

Definicié 4.4. Sigui X una mostra aleatoria d’una variable aleatoria Y amb funcio
de densitat p(y | 0), 0 € © i sigui T, (X) un estadistic de les dades, es diu que T, (X)
és suficient per 6 < p(0 | X) depén de X només a través de T,(X) Vn i Vp(0).

Aquest concepte és equivalent tant per a l’estadistica Bayesiana com per l'es-
tadistica Freqiientista, tal i com podem veure en el Teorema.

Teorema 4.5. Sigui X una mostra aleatoria d’una variable aleatoria Y, discreta o
continua, amb funcié de densitat p(y | 0), 6 € ©, llavors:
To(X) és suficiéent Bayesiana < T,(X) és suficient Fregqiientista.

4.3 Inferéncia no parametrica Bayesiana

En aquest apartat veurem els conceptes basics de metodes de resolucié de la in-
ferencia no parametrica Bayesiana. Com hem dit anteriorment, ens trobem davant
d’aquest tipus d’inferencia quan ni tan solament coneixem la forma de les distribuci-
ons, és a dir, quan és la propia distribuci6 el parametre a estudiar i estimar, i ’espai
de parametres és el conjunt de totes les distribucions de probabilitats definides en
un espai mostral.

La teoria de la decisié no parametrica Bayesiana ha trobat serioses dificultats, per
tant, la seva aplicacié no és molt amplia. En 1973, Ferguson utilitza els processos
de Dirichlet per induir les mesures de probabilitat sobre 'espai parametric. A
I’any segiient, Doksum, indueix les mesures de probabilitat a partir dels processos
neutrals per la dreta, marcant una pauta per a la decisié6 Bayesiana no parametrica.

Quan fem referencia a un problema de desicié no parametric canviem la visié
de T'espai, és a dir, I'espai parametric © ara és l'espai de totes les distribucions de
probabilitat definides en un espai mostral 2. Al parlar de procediment Bayesia com
a criteri de decisié, parlem a la vegada de distribucié de probabilitat sobre I'espai
de parametres, anomenada distribucié de probabilitat a priori.

Tal i com hem explicat abans, un dels processos importants per resoldre aquest
tipus d’inferencia sén els anomenats: processos neutrals per la dreta. Només farem
una petita introduccié per veure la dificultat i el treball que comporta determinar
la distribucié a posteriori i 'esperanca d’aquests problemes concrets d’estimacio.

Definicié 4.6. Direm que la funcio de distribucio aleatoria F(t) és un procés neutral
per la dreta, si es pot escriure de la forma

Flty=1—e"

on Yy és un procés amb increments independents, tal que:
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1. Y; és creizent,
2. Y, és continua per la dreta,
3. limtﬁ,oo 1/;/ = O,

4. limy_,o Y; = 00.

Amb aquesta petita idea en el cap, explicarem d’una manera més estesa en
que consisteixen els processos de Dirichlet P. Aquests sén un cas particular dels
processos neutrals per la dreta, tot i utilitzant-se abans, ja que son les probabilitats
a priori p més senzilles dins dels problemes no parametrics.

Les caracteristiques principals dels processos de Dirichlet P sén:

1. p és no parametrica en el sentit que té una classe de probabilitats ‘gran’ o ‘no
parametrica’ com suport seu en la topologia de la convergencia feble.

2. Si P és considerat com un parametre amb distribucié a prior: p, llavors la
distribucio a posteriori de P, donada una mostra, també té una distribucié de
Dirichlet.

3. P és una probabilitat discreta amb probabilitat 1.

A continuacié farem una introduccié als conceptes basics d’aquest procés: dis-
tribuci6 de Dirichlet i procesos de Dirichlet(Ferguson (1973)).

Siguin X1, X, ..., X,, variables aleatories independents amb distribucié Gamma,
X; ~G(aj,1)Vj=1,...,niamb a; > 0, existint algun ¢, de manera que «; > 0.

Considerem les variables aleatories

i=1,2,....m.

A la distribucié de la variable aleatoria n-dimensional (Y7,Y53, ..., Y;,) se li deno-
mina distribuci6 de Dirichlet de parametres (a, s, ..., ), la qual representem per
D(ay, ag, ..., v).

Siaj; > 0peraj=1,2,..,n,lavariable aleatoria (n-1)-dimensional (Y7, ..., Y, 1)
és absolutament continua pel que fa a la mesura de Lebesgue en R™~! i té per funcié
de densitat

_ F(a1+042+---+04n) T aj—1
f(yl,yg, e Yn—1 | g, 0y, '-'7a”) - F(al)r(az)...r(an) Hyj

n—1 an—1
: (1_Zy]> [s<ylay27'“7ynfl)
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on S és el simplex,

n—1
S = {(ylﬂy27“‘?yn—l) “Yi > 077’ = 17"'7n_ 172?/2 S 1} .
i=1

Proposicié 4.7. Si (Y1,...,Ys) € D(ay, ...,ax) i 8i 11, ...,Te SOn nombres enters tals
que 0 <1y < ...<r.=k, llavors,

T1 T2 Te T1 T2 Te
§ }/;7 E Y;la"'y § }/; GD § (678 E Qg enny E Q;
i=1 i=r1+1 i=re—1+1 i=1 i=r1+1 i=re—1+1

Demostracié. La demostracio és directa de la definicié de distribucié de Dirichlet i
de la reproductividad respecte al primer parametre de la distribucié Gamma. O

Sigui (X, .A) un espai mesurable i sigui o una mesura finita no nulla sobre (X, A).
Definim un procés estocastic particular { P(A) : A € A} de la segiient manera:

Definicié 4.8. P és un procés de Dirichlet sobre (X, A) amb parametre «, si per
a cada k € N i per a cada particié mesurable (B, ..., Br) de X, la distribucid de la
variable aleatoria k-dimensional (p(By),...,p(By)) €s de Dirichlet amb parametres

(a(By), ..., a(Byg)).

Per poder relacionar aquests nous coneixements amb la decisié Bayesiana no
parametrica, necessitem tenir clars uns conceptes.

Definicié 4.9. (Ferguson (1973)): Sigui P una mesura de probabilitat aleatoria
sobre (X, A). Direm que X1, ..., X,, és una mostra extreta mitjancant P si Vm € N
i conjunts mesurables Aq, ..., A, Cy, ..., C,, €s

Pr{X; € Cy,.., X, € Cy | P(Ay), ..., P(A,), P(Ch), ..., P(C,)} = [ P(C)).

Teorema 4.10. (Kolmogorov (1933)).Cada sistema de funcions de distribucid
Fos oo Satisfent les condicions (1) i (2) a baix expressades, defineiz una funcio
de probabilitat p(A) sobre FM (algebra dels conjunts cilindrics de Borel). Aquesta
funcid de probabilitat p(A) pot ser estesa, mitjancant el Teorema d’extensié a BF™
(minima 5-algebra que conté a F™ ).

1. F,

[hiq shig 5+ sbbin, (ail y Qg y wevy ain) = F,ul,,uz,...,un (ala ag, ..., an)

2. o (@1, G2, oy ar) = Fuy o (@1, a2, .0, ag, +, ..., +00)

onk<ni

és una permutacio arbitraria.
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Definicié 4.11. Direm que (By, ..., Bk) és una particié mesurable X si B; € A Vi,
BiNBj=perai#jiBUBU..UB,=2X.

Condicié C. Ferguson (1973): Si B,,..., B, i (B, ..., By) sén particions me-
surables, i si (Bj,..., B;) és un refinament de (By,..., By) amb B, = |1, B;,

By = ;2 B;, ... By = Uf:m_lﬂ B; llavors la distribucié de

i=r1+1 Pir -

1 o kl
> P(B), > P(B),.. > P(B)
i=1 i=ri+1 i=rp_1+1

/

determinada a partir de la distribuci6 conjunta de (P(By), ..., P(B;C,)) és identica a
la distribucié de (P(By), ..., P(By)).

A partir de la proposicé anterior 4.7 es veu claralment que es compleix la condicié
C de consistencia de Ferguson. A més, com a collorari del Teorema 4.10, sabem
que existeix una mesura de probabilitat a prior: sobre ’espai de parametres.

I per acabar aquesta apartat, donem la idea de com seria una mostra extreta
mitjancant un procés de Dirichlet. La colleccié de variables aleatories Xy, ..., X,
amb valors sobre (X, A) es diu que és una mostra de grandaria n obtinguda a
través d'un procés de Dirichlet P sobre (X, .A) amb parametre «, si para tot m € N
i conjunts A-mesurables Ay, ..., A,,,C1,...,C,, és

Pr{X, € Cy,... X, € Cp | P(A1), ..., P(Ap), P(C1), ..., P(Co)} = [ P(Cy).

Com es veu, aquesta definicié no és més que un cas particular de la definici6 4.9,
per ser un procés de Dirichlet un cas particular de probabilitat aleatoria.

Teorema 4.12. Ferguson (1973): Sigui P un procés de Dirichlet sobre (X, A) amb
parametre o, 1 sigui Xy, ..., X, una mostra de grandaria n extreta mitjangcant P.
Llavors, la distribucio condicional de P donada X, ..., X,, és un procés de Dirichlet
de parametre a4y Ox,, on per a cada x € X, 0x denota la mesura sobre (X, A)
que dona massa un al punt x:

1 st z€ A
5X(A):{O si v A

Com es veu, la distribucio a posteriori d’'un procés de Dirichlet és un procés de
Dirichlet molt facilment manejable, la qual cosa permet estimar amb facilitat.

4.4 Inferéencia Bayesiana en variables binaries
4.4.1 Definicié

La practica més habitual és la d’utilitzar proporcions o percentatges per poder
classificar en grups una poblacié. Com ja sabem, una poblacié és un conjunt d’'u-
nitats de la que a partir de la inferencia volem saber-ho tot. Podem suposar que
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aquesta poblacid esta dividida per un nombre d’exits, on 6 és la seva probabilitat
(parametre desconegut), i per un nombre de fracassos. Per poder treure una conclu-
sié del parametre s’utilitzen dades, de manera que, a partir d’'una mostra aleatoria
de n individus hi ha a exits i b fracassos.

La manera més rapida i senzilla, pero també la que comporta diferents proble-
mes, de fer inferencia sobre el percentatge d’exits d’aquesta mostra, és calcular el
quocient: a/n.

Per evitar aquest problemes s’utilitza la distribucié a prior: i la distribucié a
posteriori que porta implicit I’analisi Bayesia. La distribucié a posteriori, com hem
dit en altres apartats, conté tota la informacié de la proporcié una vegada observades
les dades. Amb aquesta distribucié podem treure diferents conclusions segons el
que ens interessi depenent de I'experiment, sense oblidar-nos que el nostre objectiu
sempre és aconseguir el valor del parametre desconegut. Un dels casos més comuns
és buscar un valor en particular de 6 que tingui una probabilitat alta/mitjana/baixa
sobre la distribucié a posteriori. També podem estimar 6 a través d’un interval de
probabilitat. A la practica el nostre interes va lligat amb els esdeveniments futurs,
aixi que en aquest cas ens trobem amb un problema de prediccié de I'analisi Bayesia.

Tot aixo es tradueix a considerar una variable aleatoria X que segueix una dis-
tribucié Binomial de parametres n i 6, denotada com: X ~ B(n,0). L’expressi6
que defineix la seva versemblancga és:

n n!
0) = 1—-0)"" = ——=0"(1—-6)"" =0,1,...,n.
pelo) = (M)ra-orr = a0, =0

Tenim que el parametre d’interes és # que determina la probabilitat de tenir
un exit i n el nombre de vegades que es realitza 'experiment amb resultat d’exit
o fracas. Considerem independents les proves perdo amb la mateixa probabilitat
d’exit, 6.

Com sempre, ates que el nostre interes s’enfoca en 6, de 'expressié anterior
solament agafem les dades concretes en els quals esta implicada. D’aquesta manera,
podem escriure la funcié de versemblanca com una proporcio:

Lx—(0) < 6"(1 — )" ",

Per desenvolupar els metodes Bayesians sobre aquest tipus de problemes de pro-
porcions, a part de la funcié de versemblanca, necessitem construir la distribucio
a priori, que reflecteix 'aprovacio o justificacié dels experts per a cada valor del
parametre. Hi ha dos metodes per construir-la segons el tipus de variable aleatoria
amb la que treballem. Els metodes discrets, on consideren que 6 solament pot tenir
valors dins d’un conjunt finit, i els metodes continus, on 6 és valorada de manera
continua en 'interval (0,1).
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4.4.2 Distribucié a prior: en el cas discret

A partir del percentatge que se li assigna als individus de la mostra segons el tema
que estiguem estudiant, denotem com a distribucié a priori la probabilitat de ca-
dascun dels casos segons I'opinié dels experts en aquell moment. Habitualment, per
assignar aquestes probabilitats poden prendre dos valors de referencia per després
assignar cadascuna de les probabilitats a la resta dels valors mitjancant comparacio
amb aquests valors de referencia.

A través del calcul de 'expressié proporcional a la funcié de versemblanca, ob-
tenim la justificacié que tenen cadascun de les dades observades sota cadascun dels
possibles models considerats. Amb tot aixo0, ja tenim tots els ingredients per poder
aconseguir la distribucié a posteriori, ja que solament queda dividir el valor extret
de la multiplicacié entre el valor de la distribucié a priori i el valor de la funcié de
versemblanca, per la suma de tots ells.

Amb aquesta nova informacio, els experts ja poden tenir una nova opini6é de
I'experiment o acabar de confirmar que les seves idees inicials eren les correctes.

Tots aquests passos per aconseguir nova informacié ens poden semblar coneguts.
Aixo es deu al fet que és el procediment que ja hem explicat i vist a 'apartat 2.2.

4.4.3 Distribucié a priori en el cas continu

Aquest cas és el que ens trobem en realitzar estudis reals, ja que el parametre 0
pot tenir qualsevol valor dins de l'interval (0,1) que implica, que tindriem un model
diferent per a cada valor assignat a 6.

L’analisi Bayesia, en treballar amb variables aleatoria continues, recomana uti-
litzar densitats a priori que permetin un facil maneig. En el cas del problema de
proporcions, s’utilitza la distribucié Beta. Llavors tenim que: 6 ~ Be(a,b), amb
a,b> 0.

Recordem l'expressio d’aquesta distribucié per poder continuar amb ’explicacio.
L’expressié

p(a,b) = /0 11— z)" e

b—

representa l'area sota la corba f(z) = 2%71(1 — x)*~! en I'interval [0,1], de manera

que tenim:
Bla,b) = =—+

on I'(a) representa la funci6 Gamma com
['(a) = / v tedr = (a — )I'(a — 1).
0

Aleshores per formar la funcié de densitat, diem que 6 és la proporcié d’exits i
per tant, estara en U'interval (0,1). Aix{ que, si dividim qualsevol funcié f(x), decla-
rada anteriorment, per ((a,b) ens surt aquesta funcié de densitat amb la segiient
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expressio:

p(6) = %9@1(1 0P, 0<f<1 ab>0.

La distribucié Beta és suficientment flexible com per recollir la major part de
les possibles creences de l'expert ja que, la densitat adopta formes absolutament
diferents per a diferents valors del parametre. Existeix un cataleg on es recullen les
formes i les seves relacions amb els seus parametres gracies a Homberg.

4.5 Contrast d’hipotesi
4.5.1 Prova d’hipotesi per a una mostra amb dues hipotesis

Suposem donades dues hipotesis i volem triar una:

H :0€0, - P(X|0)e{P(X|0),0c0,} =M
Hy:0 €0y — P(X|0)ec{P(X]|0),0cOs}=0DM,

Si partim d’un model estadistic M = {P(Y | 0),0 € O}, per poder comprovar
les hipotesis hem de dividir I'espai de parametres en dos, de la segiient manera:

M ={P(Y |6),0 €0} ={P(Y |60),0 €0, }U{PY |6),0€ 0} =M UM,

on@lu@gz@i@lﬁ@gzﬂ.

L’idea principal d’aquest contrast d’hipotesis és trobar el verdader parametre
poblacional 6*, per tant, saber si 8* € ©; o §* € Oy. Per fer-ho, partirem de
I’aproximacié Bayesiana, és a dir, necessitem una distribucié a priori. Aquestes
son:

p(H)) = p(6 € 0,) = /

pO00,  pl) =plo € )= [ p(o)as
©1

[SD}

Un cop observats els resultats, ens basem en la distribucié a posteriori per acabar
de treure conclusions:

p(Hy | y) = p(B € O, | y) = / p(6 | )do,

p(Hs | y) =p(0 € ©2 | y) :/@ p(0 | y)do.

La primera observacié que fem és fixar-nos en la hipotesis amb més probabilitat
a posteriori, és a dir:

Sip(Hy | y) > p(Hsy | y) triem Hy isip(Hs | y) > p(Hy | y) triem Hy on
p(Hy | y) +p(Hz | y) = 1.
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Aquest seria el cas més facil perque coneixem les distribucions. En el cas de que
no fos aixi, que no coneguéssim p(# | y) pero si que la sabéssim simular la distribucio,
podem calcular la seva probabilitat com el tant per cent de valors simulats que
pertanyen a l’espai del parametre.

L’altre observaci6 és fixar-nos en el odds. En I'estadistica el odds és la rad entre
la probabilitat que un esdeveniment ocorri i la probabilitat que no. En el nostre
cas, el oods a posterior: de la hipotesis 1 envers de la hipotesis 2 és de la segiient
manera;

p(H1)p(y|H1)

Ny PULLY) P ly) i p(HOp(y | )
1—p(Hiy)  p(Hz|y) % p(Ha)p(y | Ha)’

on si el resultat és més gran que 1 triariem H; i si és més petit, H,.

A partir d’aquest resultat podem observar dues idees importants del raonament
Bayesia. Primer el valor de I'aproximaciéo Bayesiana Ag amb l'ajuda de presa de
decisié, ja que si el seu valor és molt gran escollim I’hipotesis 1. L’altre és que tenim
diferents valors importants:

e odds a priori = =+

e odds a posteriori = z(Hl‘y)

_ plylH1)
e Factor de Bayes F'By = z(le;)’

on [odds a posteriori|=[odds a priori]- Factor de Bayes.

Els valors del Factor de Bayes oscillen entre 0 i infinit, de manera que per poder
valorar quina de les dues evidencies és millor s’utilitza, normalment, una Taula de
calibratge. Si observem com esta definit el Factor de Bayes podem dir que si el seu
valor és proxim a 1, indica que és irrellevant distingir entre les dues hipotesis, ja
que els seus valors sén molt semblants, i si el seu valor és superior a 1, aleshores
donem més importancia a la hipotesi H1. Pero per saber quin nivell de certesa 1’hi
hem de donar a la hipotesi H1 davant de H2, la Taula de valors de referencia més
emprada és I'aportada per Jeffreys. Aquesta Taula ens diu que:

e Si F'Byy € [1,3.2] = Evidencia a favor de H; fluixa.

Si F'Bis € [3.2,10] = Evidencia a favor de H; substancial.

Si F'Bis € [10, 32] = Evidencia a favor de H; forta.

Si B2 € [32,100] = Evidencia a favor de H; molt forta.

Si F'Bis € [100, 00) = Evidencia a favor de H; decisiva.
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4.5.2 Prova d’hipotesi per a una mostra amb més de dues hipotesis

Per resoldre aquest problema partim del mateix model estadistic que I'apartat an-
terior, M = {P(Y | 0),0 € ©}, perd en aquest cas no saben en quin dels k espais
de parametre pertany 6*.

El nostre contrast d’hipotesis correspon a:
Hi :0€0, > P(X|0)e{P(X|0),0c0,}=DM

Hy:0 €0y — P(X |0)e{P(X |0),0 € O3} = M,
Hy:0€0,— P(X|0)e{P(X|0),0 €O} =M,
onJl,0,=0 i ©6,n0;=0Vi#j.

Ara igual que abans, per triar la hipotesis que més s’aproximi al model que
volem, tenim dues maneres clau:

1. Calcular la distribucié a posteriori associada a cada hipotesis.

2. Calcular el Factor de Bayes de la H; respecte H;. D’aquesta manera aprofi-
tant la proposta de Jeffreys, podem dir en quin interval es troba el valor de

logio(F'B;;) per tenir un criteri de quanta evidencia tenen les dades a favor
de H; respecte de H;.
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5 Metodes de simulacido

5.1 Introduccio

Com a conlusio del Capitol anterior, tenim que la infercencia Bayesiana es basa en
el comportament de la distribucié a posteriori:

p,0) _  pyl8)  Ly=,(O)p(0)
py)  [p(y | O)p(0)do — [ Ly—,(0)p(6)d6’

p(0|y) =

El calcul del numerador és trivial ja que només és el producte de dos funcions.
Si volem fer intervals de probabilitat o prediccions, que sén els casos més comuns,
necessitem el valor de tota 'expressié p( | y): hem de calcular la integral. Tenir la
distribucié a posteriori de manera explicita moltes vegades és impossible per culpa
d’aquest calcul. Per aixo es va crear el concepte de Computacié Bayesiana, que fa
referencia a qualsevol procediment que ens permeti aproximar 'expressié p(@ | y).

Els metodes més utilitzats son els explicats a continuacio.

5.2 Metode de Monte Carlo (MC)

Aquest metode ens aporta una estructura general per estimar integrals definides
finit-dimensionals. Les condicions amb les quals ens trobem per poder aplicar-ho
son les segiients.

Suposem que la integral que volem simular és I = [, f(z)dz, on el seu volum
sobre el domini que volem integrar és V' = fQ ldz. La visié més classica ens diu:
suposem mostres suficientment grans Xi, X, ..., X, independents i identicament
distribuides d’una distribucié uniforme definides en 2. Podem fer una aproximacio
de la integral de la forma:

I~ V%if(Xi) = (/Q 1dx) %if(Xi).

Podem donar per valgut el resultat anterior gracies a la Llei dels grans nombres,
que assegura que aquesta estimacié convergeix en mitjana al valor de la integral
original. A partir d’aixo, podriem calcular 'estimacié de la variancia de I per
obtenir errors d’estimacio.

Fins a aqui seria la idea basica per estimar una integral a partir del metode de
Monte Carlo. També ens pot interessar I'estimacié de I’esperanca d’una distibucio
en concret. Obtindriem:

B~ Y X

Per tant, el metode aplicat al raonament Bayesia ens diu: si suposem que els
parametres 01, 62 sén una successié de variables independents amb distribucié
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a posteriori, aleshores amb probabilitat un tenim
lim > " h(0%) = E (h(0) | ) = / h(0)p(6 | z)db,
i=1

on h(f) és una funcié mesurable del parametre 6, és a dir, () és un altre parametre
i el podem denotar com v = h(f). Per tant si tractem a 6 com a una variable
aleatoria, a v també. Aleshores, la distribucié a posteriori de v és p(v | x), sent

EMh@)|z)=E(v|x) = /Uﬁ(v | z)dv.

Una altra propietat d’aquesta integral és que té tantes dimensions com 6. Per contra,
podem expressar qualsevol integral a 1’espai de parametres com una simulacié de la
distribucié a posteriori mitjangant la definicié aproximada de h(6).

Per tant per aproximar la integral E(h(f) | x) n’hi ha prou amb simular la
distribucié a posteriori (v | ) un gran nombre de vegades. El mateix passa quan
es vol simular la distribucié a 