“- UNIVERSITAT e

% BARCELONA

Treball final de grau

GRAU DE MATEMATIQUES I
ADMINISTRACIO I DIRECCIO D’EMPRESES

Facultat de Matematiques i Informatica i
Facultat d’Economia i Empresa

Universitat de Barcelona

DIFERENCIACIO DE PRODUCTE
VIA COMPETENCIA ESPACIAL:
El model de Hotelling

Autora: Carla Alcantara Roman

Directors:  Dr. Xavier Jarque i
Dra. Marina Nunez

Realitzat a: Departament de Matematiques
i Informatica
Departament de Matematica

Economica, Financera i Actuarial

Barcelona, 27 de juny de 2018






Abstract

The Hotelling model was created in 1929 by Harold Hotelling, its purpose was
to set which was the optimal product differentiation that two firms should achieve,
using a parametrization of this product differentiation through a physical and linear
distance between the two firms.

The present project follows an article published by d’Aspremont, Jaskold Gabs-
zezwicz and Thisse in 1979, in which they analyze in detail the model, identify a
contradictory output in the seminar Hotelling paper that results from a false premise
and suggest a quadratic parametrization escaping from the previous difficulty.

The main goal of this project is to build an application which can give numeric
solution for the revised Hotelling model and which allows to expand itself to new
parametrizations getting over the analitic difficulty that can arise from them.

To do so, it is necessary to understand and explain the needed considerations to
build a two-stage game model like this one and to find a subgame perfect equilibri-
um, considering price and localization.

Resum

El model de Hotelling va ser creat el 1929 pel mateix Harold Hotelling, el proposit
del model era determinar en quina mesura dues empreses haurien de diferenciar
els seus productes, parametritzant la diferenciacié del producte amb una distancia
fisica lineal entre ambdues empreses.

El present treball pren com a model un article publicat per d’Aspremont, Jaskold
Gabszezwicz 1 Thisse el 1979, en el qual s’analitza amb detall el model en qiiestio,
s’hi identifica una contradiccié que porta a una equivocacié en el model inicial de
Hotelling i es proposa una parametriztaciéo quadratica que defuig aquest error.

El principal objectiu d’aquest projecte és construir una aplicacié que doni solucio
numerica al model corregit de Hotelling i que, per tant, permeti expandir-lo a
suposicions d’altres parametritzacions superant la dificultat analitica que aquestes
poden comportar.

Per a fer-ho, és essencial entendre i explicar les consideracions necessaries per a
construir un model de joc en dues etapes com aquest, per a la determinacié d’un
equilibri perfecte en subjocs, en termes de preu i localitzacio.
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Part 1
Introduccio

Abans de la definicié formal de teoria de jocs, altres matematics i economistes ja
havien determinat models que contemplaven escenaris similars als que es definirien
com a jocs més endavant. Alguns d’aquests models, que mencionaré a continuacio,
estudiaven la competencia no cooperativa amb productes homogenis de dues o més
empreses en termes de quantitats, preus, o localitzacié.

El 1938, Antoine Augustin Cournot va publicar Recherches sur les principes
mathématiques de la théorie des richesses [3] on formalitzava el model de com-
peteéncia en quantitats en que les empreses escullen alhora i independentment una
quantitat a produir, la qual determina el preu de venda. Observant i reaccionant a
la situacié de mercat que es dona, les empreses arriben a una situacio la qual cap
de les dues vol defugir. Gairebé cinquanta anys més tard, el 1883, Joseph Louis
Francois Bertrand va rectificar-lo en la publicacié Théorie des Richesses: revue de
Théories mathématiques de la richesse sociale par Léon Walras et Recherches sur
les principes mathématiques de la théorie des richesses par Augustin Cournot [2]
justificant que en aquest escenari, les empreses competeixen en preus i no en quan-
titats, com deia Cournot. De la mateixa manera, les empreses determinen preus
alhora i reaccionen a la situacié de mercat, de forma que s’acaba arribant a una
situacié estabilitzada. Més endavant, Bertrand també va definir models que perme-
tien la diferenciacié de productes on les empreses juguen amb rols diferents envers
el consumidor segons les caracteristiques dels seus productes i, per tant, poden de-
terminar preus diferents sense que la seva quota de mercat es vegi drasticament
afectada.

Anys més tard, el 1929, Harold Hotelling [6] va descriure un model innovador que
permetia diferenciar els productes mitjancant la quantificacié del cost psicologic o
de desplagament que suposava la compra del producte de cadascuna de les empreses
per al consumidor. Per a fer-ho, es plantejava un joc en dues etapes per a determinar
les localitzacions d’equilibri, en la primera etapa, i els preus d’equilibri, en la segona.
Tot i aixi, aquests conceptes de joc i equilibri no van ser definits fins anys després,
amb la formalitzacio de la teoria de jocs.

La teoria de jocs és una area de la matematica aplicada que estudia el compor-
tament dels diferents agents implicats en una situacié de presa de decisions, que
anomenem joc, analitzant estrategies optimes i esperades, basant-se en pagaments
1 incentius.

L’any 1944, precedit per un article conjunt de dos autors, es va publicar el que
ara coneixem com el primer manual de la teoria de jocs. En els anys previs i durant
la Guerra Freda, John von Neumann i Oskar Morgenstern van concebre una idea
sobre la organitzacié economica i social que es definia a través dels jocs d’estrategia:
Theory of Games and Economic Behavior [16]. En els seus inicis, es tractava d’una
formalitzacié de, principalment, l'estrategia militar que els concernava en aquell
moment, tot establint les bases dels jocs d’estrategies de dos jugadors i suma zero.




Pero finalment, es va convertir en l'obra classica sobre la qual es basa la teoria de
jocs actual. Aquesta publicacié no va ser inicament una revolucié pels pensadors de
la teoria economica, sind que va donar una nova perspectiva als camps d’investigacio
que estudiaven diversos fenomens del mén real en diverses arees, com poden ser el
disseny industrial, la investigacié operativa, les ciencies politiques, la psicologia, la
sociologia, l'estrategia militar o, fins i tot, ambits com la biologia evolutiva o les
ciencies de la computacio i la logica.

Quan parlem de teoria de jocs, no podem oblidar mencionar les aportacions de
John Forbes Nash Jr. qui, inspirat pel seu professor John von Neumann, el 1950
va definir el que coneixem, pel seu nom, com equilibri de Nash [11]. Nash va ser
posteriorment guardonat en diverses ocasions; en el 1978 amb el Premi de Teoria de
John von Neumann per la seva contribucié a la investigacié operativa, branca de les
matematiques que usa models matematics, estadistica i algoritmes per a estudiar
el procés de presa de decisions, i en el 1994 amb el Premi Nobel d’Economia pel
constant analisi de la teoria de jocs i de 'equilibri de Nash [11] [12] [13] [14], que va
suposar un gran aveng per a aquesta branca. Posteriorment, va rebre més guardons
en relacio a les seves aportacions a les matematiques, com el Premi Abel el 2015,
i també per la seva participacié en causes socials relacionades amb la malaltia que
va patir gran part de la seva vida, 1’esquizofrenia paranoide.

Amb els anys, la teoria de jocs ha esdevingut una eina imprescindible per a la
teoria economica. Es per aixo, perque va definir un model complex sobre unes bases
que no estaven totalment establertes, que es considera que el model de Hotelling va
ser un model avangat al seu temps. Harold Hotelling (Fulda, 1895 - Chapel Hill,
1973) va ser un matematic, estadistic i economista reconegut. Hotelling va estudiar
a les universitats de Washington i Princeton, on va trobar la inspiracié per als seus
propers treballs, i va ser professor a la Universitat de Stanford, la Universitat de
Columbia i la Universitat del Nord de California, a Chapel Hill, on va restar fins
al final de la seva vida. En tots aquests anys, va fer aportacions que li donarien
un reconeixement en els camps mencionats anteriorment: 1’economia i I'estadistica.
Els seus resultats més rellevants son:

e La llei de Hotelling [6], 1929: la qual es treballa i desenvolupa en aquest
treball.

e La regla de Hotelling [7], 1931: regla que determina la forma més rendible
d’explotacié d’un recurs no renovable.

e Distribucié T-quadrat de Hotelling [8], 1931: resultat de I'estudi i la genera-
litzacié de la distribucié T de Student.

e FEl lema de Hotelling [9], 1932: resultat microeconomic que relaciona l'oferta
d’un bé amb els beneficis dels seus productors.

e Analisi de components principals (PCA) [10], 1933: metode usat en estadistica
i ciencies de la computacio.

El que presentava el model de Hotelling el 1929 era una continuacié del que
Bertrand havia definit anteriorment en els seus models. Com hem vist, els estudis




de Bertrand se centraven en la competencia en preus. El model per a producte
homogenis, per a dues empreses, on 'empresa amb el preu més baix es queda la
totalitat del mercat, té com a resultat que aquestes baixen el preu per sota del preu
del competidor fins que ambdues el determinen igual al cost marginal, I’anome-
nada ’guerra de preus’. Models posteriors proposen la diferenciacié de productes,
plantejant la variant que si les caracteristiques dels productes sén diferents, els con-
sumidors estaran disposats a pagar més o menys per un producte similar, segons
les seves preferencies. Es a dir, les caracteristiques del producte, en alguns casos,
permeten a ’empresa augmentar el preu sense perdre la totalitat del mercat, com
passa per als productes homogenis.

Amb el seu model, Hotelling introdueix la idea que aquesta diferenciacié de
productes pot no ser reproduida per les seves caracteristiques, siné per la localitzacio
del punt de venda, és a dir mitjancant la diferenciacié espacial. En aquest escenari,
les dues empreses venen el mateix producte, pero els consumidors tenen el cost
afegit de desplagar-se fins a una o altra. El consumidor, aleshores, no només s’ha de
plantejar si esta disposat a pagar un preu o altre, siné si, a més a més, esta disposat
a desplagar-se fins a I’empresa escollida. Per tant, en aquest joc de dues etapes, les
empreses competeixen en preus i en localitzacio; en la primera etapa, decideixen
localitzacio i, en la segona, preus. En particular, Hotelling va proposar quantificar
el cost addicional de desplacament mitjancant I’expressio lineal de la distancia entre
el consumidor i I’empresa:

Siguin A i B dues empreses d’un mercat qualsevol, amb productes homogenis i
cost de produccio nul, distribuides al llarg d’un segment de linea de longitud | a
distancia a i b, respectivament, dels extrems d’aquest segment, tals que a + b <[,
a>01ib>0. Les localitzacions, doncs, sén una parella (a,b) dins del conjunt
P ={(a,b) € [0,1] x [0,1] | a+b<1}. Els consumidors del mercal corresponent es
distribueixen uniformement sobre el segment v cadascun d’ells consumeir una
unica unitat de producte, independentment del preu. Donats els preus de venda
unitaris de cada empresa pa, pp € [0, 00|, cada consumidor escollira aquella
empresa que li suposi un cost total més baix: considerant el preu de venda i el cost
de desplagament fins arribar-hi. El 1929, Harold Hotelling va definir aquest darrer
cost amb una funcio lineal respecte la distancia entre el consumidor i el punt de
venda, amb una ratio ¢ > 0 de transport; de forma que, per a un consumidor
x € [0,1], el cost de comprar a 'empresa A i B, respectivament, és pa + clz — a| i
pp+c|l —b— x|

A més a més, va demostrar I'existencia de l'equilibri per a aquest joc de dues
etapes, determinant que la tendencia de les empreses és de localitzar-se al centre
del segment, és a dir, diferenciar-se minimament, i va donar I’expressio dels preus
que en resultaven. Aquest resultat es coneix com la Llei de Hotelling o el Principi
de diferenciacio minima.

Tot i aixi, cinquanta anys després de la seva publicacié revolucionaria, d’Aspre-




mont, Jaskold Gabszezwicz i Thisse [1] van analitzar-lo i van descobrir que les con-
clusions a les quals Hotelling havia arribat eren incongruents respecte les hipotesis
del model. Es a dir, les localitzacions que ell havia determinat com equilibri, al cen-
tre del segment, no satisfeien el que ell mateix havia considerat a l'inici del model
com condicions d’a i b necessaries per a l'existencia d’equilibri en aquest tipus de
jocs. Aquest fet, va posar en evidencia que no per a qualsevol parell de localitzaci-
ons existia un equilibiri en preus, fet indispensable per a la resolucié del joc en dues
etapes. Aixi doncs, van proposar una modificacié en la funcié de costos del model
que corregia aquesta errada i permetia resoldre el joc en dues etapes arribant a un
resultat d’equilibri ben definit. Més concretament, quantificava el cost addicional
per al consumidor mitjancant I'expressié quadratica de la distancia entre el aquest
i 'empresa. De forma que, per a un consumidor = € [0,], el cost de comprar a
'empresa A i B, respectivament, és pa + c(z — a)® i pp + c(l — b — x)*.

A nivell teoric, 'objectiu d’aquest treball és estudiar I'article en que es revisa el
model de Hotelling i explicar quins sén els factors que el diferencien del seu model
revisat. A més a més, vull exposar aquest darrer model i provar la seva validesa,
per a després usar-lo de base a ’hora de plantejar la part practica del projecte. Aixi
doncs, I'objectiu és demostrar el teorema que resulta de la proposta de d’Aspremont,
Jaskold Gabszezwicz i Thisse:

Teorema d’existencia i unicitat de 1’equilibri perfecte en subjocs en el
model de Hotelling amb funcié de costos quadratics

Per a qualsevol parell de localitzacions (a,b) dins del conjunt
P ={(a,b) € 10,1] x [0,1] | a+b <}, existeir un equilibri de segona etapa: una
parella de preus (py(a,b), pl(a,b)). Per tant, pot existir un equilibri perfecte en
subjocs en el joc definit de dues etapes.

En particular, ezisteiz i és unic: (a,b) = (0,0) amb preus

(p24(0,0),24(0,0)) = (cl?, cl?).

Per a fer-ho, sera necessari introduir els conceptes basics de la teoria de jocs que
utilitzarem per a treballar aquests models, i sera també indispensable veure els
models classics que hem esmentat anteriorment, els models de Cournot i Bertrand.
Amb aquests preliminars, serem capacos d’identificar els factors que determinen
I'existencia d’equilibris en els jocs de dues etapes que plantegem i de veure que
mancava en el model original de Hotelling.

A nivell practic, 'objectiu és construir un programa informatic que permeti
resoldre el model de costos quadratics per numericament. Com veurem, en aquest
cas, podem arribar també a una solucié exacta de forma analitica i comparar-la
amb 'aproximacié que en resulti del programa. Aquest fet, pero, no el podem
extendre a altres models de costos en que la resolucié analitica és més complicada o
algebraicament impossible. Volem veure que, aleshores, és possible aplicar la nostra
aproximacié numerica a aquests altres models de costos dels quals no coneixem la
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solucié analitica. Poder aplicar el programa a altres quantificacions del cost de
desplagament del consumidor trencaria la barrera que ha fet que els estudis en
aquest ambit siguin escassos, durant un llarg periode de temps. Superar aquesta
limitacié ens permetra estudiar l'existencia d’equilibris per a molts més casos de
costos i variacions de les hipotesis del model.

La idea del programa es basa en construir un cami de reaccions de les empreses
a la situacié del mercat, és a dir, pujades i baixades de preu o canvis de localitzacio,
segons el que els doni un millor benefici. Per a fer-ho, haurem de considerar una
discretitzacié de preus, localitzacions i consumidors, prou gran perque I’aproximacio
s’ajusti, amb un marge d’error, a la solucié real.

Per a comencar, volem resoldre la segona etapa del joc per a qualsevol parell de
localitzacions a i b que es puguin donar en la primera etapa. Per tant, fixades a i
b, volem trobar els preus d’equilibri que els corresponen. Aixi doncs, comencarem
amb un preu especific per part d’'una empresa, per exemple p4 d’A, i veurem quina
sera la reaccido de I'empresa B que optimitza el seu benefici, comparant totes les
opcions possibles. El procés consisteix en estudiar, per a cada preu pg possible, els
beneficis associats, per tal de poder escollir aquell amb que 'empresa B obtingui un
major benefici. Per a trobar els beneficis associats, és necessari trobar la demanda
que obtindra cada empresa per a cada parell de preus que estudiem. Per a fer-ho,
fixarem els dos preus a estudiar i mirarem, per a cada consumidor de la discretitzacié
escollida, si pa+c(z—a)? > pp+c(l—b—2)* 0 bé ps+c(z—a)* < pp+c(l—b—x)>.
D’aquesta forma, obtindrem una a una, les decisions de compra dels consumidors i,
per tant, les demandes de cadascuna de les empreses. Amb aquestes dades, podrem
calcular els beneficis associats a cada parella de preus i comparar-los entre tots els
pp de la discretitzaciéo de preus escollida, per a determinar una reacciéo de B al
primer preu p4. Un cop identificada aquesta reaccio, la fixarem com a pp i farem el
mateix per a 'empresa A, estudiant, de totes les seves opcions, quin p4 optimitza
el seu benefici. Repetirem el procés successivament fins a veure que s’estabilitza en
els preus d’equilibri, per a les localitzacions fixades a i b.

Un cop som capagos de trobar els preus d’equilibri per a cada parell de localit-
zacions — sota 'assumpcio que, per a totes elles existeix un equilibri, pels resultats
del model teoric —, podem trobar I'equilibri del joc en dues etapes. El procés sera
similar al definit per als preus, consistira en determinar una localitzacié inicial d’u-
na de les empreses, per exemple a, i trobar la resposta de 'empresa B. Aquesta
resposta, dependra dels preus d’equilibri i els beneficis associats que resultin de la
iteracié definida anteriorment. Aixi doncs, per a comparar totes les localitzacions
possibles de b , haurem de calcular els preus d’equilibri per a a fixada i totes les b
(b <1 —a) de la discretitzacié. Un cop haguem escollit la localitzacié b que déna
un millor benefici a 'empresa B, la fixarem com a resposta i repetirem el procés
per a trobar la resposta d’A a aquesta b fixada. De la mateixa manera, repetirem
el procés successivament fins a la seva estabilitzacié en el parell de localitzacions
d’equilibri (0, 0).

Ens marquem com a objectiu que la realitzacié d’aquest programa suposi una
resoluci6 eficient del joc de dues etapes, tenint en compte que tan sols calcularem
aquells equilibris en preus, és a dir, equilibris de segona etapa, quan la resolucié




de la primera etapa ho requereixi. Aixi doncs, el nivell de discretitzacié de preus
i localitzacions, no afectara excessivament a l’eficiencia del programa, perque no
haurem de calcular totes les combinacions possibles, sind només aquelles necessaries
per a la recursié. Aquest fet ens permetra ser acurats en la discretitzacié dels
diferents elements, sense renunciar a la senzillesa relativa del programa.

Com hem vist, la utilitat del programa resideix en poder-lo aplicar a altres situ-
acions que no podem abordar mitjancant la resolucié analitica. El primer exemple
que hem plantejat és considerar diferents funcions de costos més complexes que la
quadratica. Pero, seria també interessant treballar, en termes de localitzacié, amb
funcions de costos asimetriques que representin les preferencies dels consumidors.
Es a dir, cobrir els casos en que es consideri més costos comprar a una empresa que
a una altra, quan la distancia fisica és la mateixa, només pel fet que els consumidors
la prefereixen; per exemple, per factors com: reputacio, oferta o marca. Fins i tot,
es podrien considerar diferents distribucions dels consumidors al llarg del segment,
per a representar mercats en que els consumidors no es distribueixen uniformement,
siné que s’aglomeren segons les caracteristiques del producte, el mercat i el propi
consumidor.

Amb aquesta proposta, el treball es divideix en cinc parts. La primera i present
part, on s’exposen les raons, la motivacié i la metodologia de la realitzacié del
projecte, aixi com el fons historic que envolta el camp a treballar. En la segona
part, s’ofereix una introduccio teorica a la teoria de jocs, centrant-se en els jocs no
cooperatius estatics i dinamics i la seva resolucié. Després, s’hi troben els models
classics de competencia en quantitats, de Cournot, i en preus, de Bertand, que
serveixen per a introduir el model de competencia en preus i localitzacié de Hotelling
i la seva versié revisada, de d’Aspremont, Jaskold Gabszezwicz i Thisse. Per ultim,
trobarem el programa definit aplicat al model revisat de Hotelling i els resultats que
se n’obtenen. Aixi doncs, finalitzarem amb les conclusions que obtenim en donar
per acabat aquest projecte i amb les perspectives que ens marquem per a un futur.




1 JOCS NO COOPERATIUS ESTATICS

Part 11

Preliminars

Abans de comencar a parlar sobre les qiiestions que s’inclouen en aquest treball, és
important fer una introduccié a la teoria de jocs. Per a familiaritzar-nos amb els
conceptes que tractarem, com els de joc, equilibri de Nash o equilibri perfecte en
subjocs, utilitzarem i ens basarem en les definicions i especificacions de la monografia

de Robert Gibbons del 1992 [5].

1 Jocs no cooperatius estatics

Per tal de poder entendre els models més complexos que veurem durant aquest
mateix apartat, comencem definint aquells conceptes més basics i essencials de la
teoria de jocs, com joc, estratégia estrictament dominada o equilibri de Nash.

1.1 Que és un joc?

Per a donar la definicié formal d’un joc, cal especificar quins sén els elements que,
segons Gibbons, s’hi consideren i que representen. N’hi ha tres:

1. Els jugadors.
2. Les estrategies que cada jugador pot desenvolupar.

3. Els guanys de cada jugador, per a cada combinacié possible. d’estrategies

Determinarem el nombre de jugadors amb n i el conjunt de possibles estrategies
de cada jugador arbitrari ¢ com S;, que denominem el seu espai d’estratégies. Una
estrategia s; € S; és un element arbitrari de S; i (s1, ..., $,) és una combinacié d’es-
tretegies de cadascun dels n jugadors. Sigui u; la funcié de guanys de cada jugador
i: aquesta depen de les estrategies escollides per la resta de jugadors (sq, ..., s,), és
a dir: w; = u;(S1, ..., Sp)-

Els jocs es poden classificar segons la disposicié d’informacié per part dels ju-
gadors: poden ser amb informacié completa o incompleta, perfecta o imperfecta, i
segons el seu desenvolupament en el temps: poden ser simultanis o seqiiencials.

En aquest apartat, considerarem jocs amb informacié completa, és a dir, on els
jugadors saben quines seran les possibilitats i quins seran els guanys de tots els
jugadors per a cada eleccié de cada jugador, i simultanis, és a dir, on els jugadors
escullen una estrategia sense saber que han escollit la resta de jugadors, per tant
amb informacié imperfecta.




1.1 Que és un joc?

La definicié que correspon, doncs, és la segiient:

Definicié. La representacio en forma normal d'un joc amb n jugadors espe-
cifica els espais d’estrategies dels jugadors Sy, ..., S, 1 les seves funcions de guanys
UL, -ory Up. Es denota com G = {57, ...5,; U, ..., U, }.

A més a més, a I’hora de representar un joc, es poden utilitzar dues variants. Per
una banda, la forma normal, que, en general, s’utilitza quan el joc té dos jugadors,
els jocs que veurem en aquest treball. En aquest cas, es construeix una bimatriu
amb dues entrades a cada element, que representen les utilitats generades per a
cada jugador segons l'estrategia fixada per columna i fila, cadascuna per un dels
jugadors. Per altra banda, en especial per a jocs dinamics, tenim la forma extensiva,
en la qual es construeix un arbre, on cada branca representa una possible decisio, i
al final d’'una seqiiéncia de branques la utilitat que hi resulta.

Un exemple classic de joc és el famos dilema dels presoners, on dos sospitosos son
arrestats i acusats d'un delicte. La condemna dels sospitosos depen exclusivament
de les seves confessions, perque la policia no té suficients proves per a condemnar-
los. La policia els tanca en cel-les diferents i, abans d’interrogar-los, els presenten
les opcions que tenen: confessar o no confessar, que son les estrategies possibles a
utilitzar pels presoners; i quines seran les conseqiiencies per a ambdds en cada cas.
Si cap dels dos confessa, seran condemnats a un any de presé. Si els dos confessen,
seran condemnats a 5 anys de presé cadascun. [ si només un dels dos confessa,
aquest quedara en llibertat i el que no hagi confessar sera condemnat a 10 anys de
presé. Aquestes penes les definim com les utilitats possibles: {0, —1, —5, —10}.

Per tant, la representacié en forma normal que definiem anteriorment, en aquest
cas, quedaria d’aquesta forma:

Presoner I\Presoner II ~ Callar ~ Confessar

Callar (—1,-1) (-10,0)
Confessar (0,—-10) (—=5,-5)

Com veiem, a cadascun dels elements de la bimatriu apareixen els resultats que
obtenen els presos quan escullen les estrategies corresponents a cada columna i fila;
per exemple, a ’element de fila Callar, el Presoner I calla, i columna Callar, el
Presoner II calla, els dos jugadors obtenen —1 any de llibertat. Aixi doncs, omplim
la matriu amb les condicions determinades anteriorment.

Vist des del punt de vista d’eficiencia, si es poguessin coordinar, la solucié seria
clara: cap dels dos presoners confessa i obtenen la pena minima que poden obtenir
els dos de forma igual. Tot i aixi, la simultaneitat amb que juguen no permet que
la solucié sigui una decisié acordada. Encara que previament a l'interrogatori hagin
acordat callar, a I’hora de la veritat, si qualsevol d’ells creu que I'altre callara, la
seva resposta racional és delatar i, aixi, obtenir un resultat millor.




1 JOCS NO COOPERATIUS ESTATICS

1.2 Que és un equilibri de Nash?

Un cop definit el joc, volem trobar quina sera ’estrategia definitiva que escolliran els
jugadors jugant de forma simultania, és a dir, resoldre el joc. Per a fer-ho, cal veure
quina preferencia tenen els jugadors sobre les estrategies, observant les conseqiients
utilitats.

En I'exemple del dilema dels presoners, si un dels dos presoners decideix confes-
sar, les opcions de 'altre presoner sén més clares: confessant reduiria la seva pena
de 10 a 5 anys de pres6é amb tan sols el fet de confessar en comptes de callar. En el
cas contrari, si un dels presoners decideix callar, ’altre seguira preferint confessar a
callar, ja que aixi s’estalvia 1 any de pres6. Aixi doncs, per al presoner I, 'estrategia
de callar és dominada per I'estrategia confessar, és a dir, per a cada estrategia que
utilitzi el presoner II, la pena del presoner I és major si calla que si confessa i per
tant la seva utilitat és menor si calla que si confessa. El mateix passa per al jugador
I1, sigui quina sigui 'estrategia escollida pel jugador 1.

Aquesta dominacié ens pot ajudar a entendre la forma en que els jugadors des-
carten estrategies i duen a terme les seves decisions: cap jugador no escollira una
estrategia dominada, perque sota cap combinacié d’estrategies de la resta de juga-
dors, l'estrategia dominada és preferible.

o s s . . . . /] . "
Definicié. En el joc de forma normal G = {Si,..., Sp;uq, ..., u, }, siguin s; i s

7
possibles estrategies del jugador i (s 1 s sén elements de S;). L’estrategia s; esta
estrictament dominada per Uestratégia s! si per a cada combinacié possible
de les estrategies de la resta de jugadors, el guany de i per haver utilitzat s, és

estrictament menor que el guany de i per utilitzar s.:
/ "
ui(sl, ey S 15 S5y Sid 1y ey Sn> < U7;<81, ey 8158, 5 Sid 1y ey Sn)

per a cada (81, ..., Si_1, Si+1, ---, Sp) que pot ser construida a partir dels espais d’es-
trategies dels altres jugadors Sy, ..., Si—1, Sit1, ---Sh.

Per tant, en 'exemple que tractavem, com és un joc amb tan sols dues possibles
estrategies per cada jugador i hem vist que l'estrategia de callar és estrictament
dominada per l'estrategia de confessar en ambdos casos, és facil veure quina sera la
solucié d’aquest joc: (Confessar, Confessar), amb unes penes de (=5, —5). Com
hem comentat abans, la decisi6 final dels jugadors no coincideix amb la millor opcid
que podem veure dins de la matriu, la simultaneitat del joc i la falta de certesa sobre
el que fara l'altre jugador fa que ambddés actuin de forma individual i no col-lectiva.

En aquest cas, hem resolt el joc mitjancant un procés anomenat eliminacio ite-
rativa de les estrategies estrictament dominades, tot i aixi, no qualsevol joc es pot
resoldre utilitzant aquesta tecnica, perque un joc pot no tenir estrategies domina-
des. Aixi doncs, existeix una procés que déna solucions de forma molt més precisa
i per a una classe de jocs molt amplia: 1’equilibri de Nash. Aquest és més poderds
que 'eliminacié iterativa, perque les estrategies que resulten de fer un equilibri de
Nash han sobreviscut també a I’eliminacié iterativa, pero no a la inversa.

En que es basa I'equilibri de Nash? Si podem determinar una tinica combinacio
d’estrategies dels jugadors, aquestes estrategies escollides han de ser les millors




1.2 Que és un equilibri de Nash?

respostes del jugadors a les estrategies escollides pels altres jugadors. En aquest
cas, la solucié es pot denominar estratégicament estable, perque cap dels jugadors
no voldra desviar-se unilateralment de 'estrategia escollida. Aquesta solucié que
definim és precisament ’equilibri de Nash:

Definicié. En el joc en forma normal de n jugadors, G = {Sy,...S; u1, ..., un }, les
estrategies (sj, ..., s;,) formen un equilibri de Nash si, per a cada jugador i, s} és
la millor resposta del jugador i (o com a minim una d’elles) a les estrategies dels

. * * *,
altres n — 1 jugadors, (s7,...57_1, 87,1, ..., 5):

* * * %k * * * * *
Ui (87, 87 1,85 S s ey Spy) = Ui (87,2871, 80y 5541, -es Siy)

per a cada possible estrategia s; € S;; és a dir, s, és solucié de:

* * * *
MaX U; (87, ...8;_1,5i, S5 1,1 Sp)
5;€8;

Exemple. Per a posar en practica el que hem vist fins ara, plantegem un joc en que
poguem aplicar el procés esmentat anteriorment. En aquest joc, tenim dos jugadors

e El jugador I té 3 estrategies: S; = (Alta, Mitjana, Baixa)
e El jugador II té 3 estrategies: S;; = (Esquerra, Centre, Dreta)

i els seus pagaments queden de la segiient forma:

Jug NJug I E C D

A (0,4) (4,0) (5,3)
M (4,0) (0,4) (5,3)
B (3,5) (3,5) (6,6)

Comencem el procés per a trobar ’equilibri de Nash, trobant les millors respostes
de cada jugador. Comencem pel jugador I:

e Fixada l'estrategia E del jugador II, el jugador I pot escollir A — 0, M — 4
o bé B — 3. Si comparem els tres pagament associats, la millor estrategia és
la M.

e Fixada l'estrategia C del jugador II, el jugador I pot escollir A — 4, M — 0
o bé B — 3. En aquest cas, la millor estrategia és la A.

e Fixada l'estrategia D del jugador II, el jugador I pot escollir A — 5, M — 5
o bé B — 6. Per tant, la millor estrategia és la B.

Representant aquestes millors respostes en la matriu:

Jug NJug II  E C D

A (0,4) (4,0) (5,3)
M (4,0) (0,4) (5,3)
B (3,5) (3,5) (6,6)

Ara fem el mateix pel segon jugador:

10
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e Fixada l'estrategia A del jugador I, el jugador II pot escollir E — 4, C — 0 o
bé D — 3. Si comparem els tres pagament associats, la millor estrategia és la
E.

e Fixada l'estrategia M del jugador I, el jugador II pot escollir E — 0, C — 4
o bé D — 3. Per tant, la millor estrategia és la C.

e Fixada l'estrategia M del jugador I, el jugador II pot escollir E — 5, C — 5
o bé D — 6. Ara, la millor estrategia és la D.

Afegint la representacié d’aquestes millors respostes a la matriu anterior, obtenim:

Jug NJug II  E C D

A (0,4) (4,0) (5,3)
M (1,0) (0,4) (5,3)
B (3,5) (3,5) (6,6)

Veiem clarament que l'equilibri de Nash correspon a les estrategies (D,D) amb
pagaments (6,6). L’equilibri del joc fa coincidir les millors respostes dels jugadors;
és a dir, en aquest cas, quan I escull B, la millor resposta de II sera escollir D, i quan
IT escull D, la millor resposta de I sera escollir B. Per tant, cap dels dos jugadors
té incentius a desviar-se de l'estrategia escollida, com hem comentat anteriorment
a la definicié d’equilibri de Nash.

11



2 Jocs no cooperatius dinamics o en etapes

Un cop definida la base, fem una passa endavant per a veure un concepte que ens
apropa al que volem tractar en aquest treball, els jocs no cooperatius en etapes.
En aquest apartat, veurem conceptes com jocs en etapes, induccio cap a enrere i
equilibri perfecte en subjocs.

2.1 La inducci6 cap enrere

En aquest apartat incloem un nou tipus de joc. Anteriorment, hem tractat el
joc de forma estatica, on els jugadors actuaven simultaneament. Existeixen jocs,
pero, en que els jugadors actuen seqiiencialment; en aquest cas, la informacié pot
ser, de totes formes, completa, tots els jugadors poden saber quines opcions tenen i
quins seran els pagaments associats. En aquest tipus de jocs d’informacié completa,
distingim entre d’informacié perfecta i imperfecta. En un joc d’informacio perfecta,
cada jugador ha vist les decisions que han pres els seus predecessors en el joc. Ens
centrem per ara en jocs dinamics d’informacié completa i perfecta. Per a un joc de
dos jugadors, amb dues etapes, la seqiiencia és la segiient:

1. Primera etapa del joc: El jugador 1 escull una accié: a; € A;, valorant la
reaccié del jugador 2 a cada accié possible i els pagaments associats a les
combinacions d’aquestes.

2. Segona etapa del joc: El jugador 2, sabent quina ha estat ’eleccié del jugador
1, escull una accié: ag € As.

3. Resultat del joc: Els guanys obtinguts son: uy(ay,as) i us(ay, as).

Es per aixo que una estrategia d’'un jugador es pot definir com un pla d’accié complet
del jugador en el joc: contenint totes les accions escollides en qualsevol contingencia
del joc. Per tant, en aquest joc, les estrategies s; del jugador 1 coincideixen amb les
seves accions a; € A;p i, aixi, el seu conjunt d’estretegies coincideix amb el conjunt
d’accions A; = S;.

En el cas del jugador 2, pero, una estrategia és una funcié s : Ay — A, tal que
per a a; € Ay, s(a;) determina una accié en Ay del jugador 2 respecte la tria a;
del jugador 1. El conjunt de totes les possibles estretegies del jugador 2 es denota
per Sy. Si els conjunts A; i Ay sén grans, el conjunt d’estrategies del segon jugador
creix molt, dificultant la respresentacié del joc en forma normal.

Es per aixo que, en aquesta classe de jocs, necessitem un procediment que con-
sideri les etapes per les quals el joc passa i que potser no ens doni tots els equilibris
pero almenys aquells consistents en totes les etapes del joc. Aquest procediment
I’anomenem wnduccid cap enrere. Com podem deduir del seu nom, la induccié cap
enrere comenca pel final del joc seguint el segiient cami:

12



2 JOCS NO COOPERATIUS DINAMICS O EN ETAPES

1. A T’hora d’escollir I'estrategia, en la segona etapa del joc, el jugador 2 obser-
vara l'eleccio @y del jugador 1 i prendra la segilient decisio:

e vl )

En aquest cas, la decisié del jugador 1 ha estat fixada, a I’hora de fer el procés
d’induccié cap enrere, pero, no sabem quina ha estat 1’eleccié del jugador
1, per tant, I'hem de determinar com el maxim de la utilitat del jugador 2
per as € A per a cada a; € A;. Amb aix0, obtenim la solucié al procés
d’optimitzacio del jugador 2, amb les millors reaccions o respostes a les acci-
ons del jugador 1, que denotem com Ry(a;) € Sy i anomenem estrategia (o
estrategies) de millor resposta del jugador 2.

2. Un cop obtingudes aquestes millors respostes que, recordant que es tracta
d’un joc d’informacié completa, el jugador 1 també coneix, hem de veure
quina sera l’estrategia escollida pel jugador 1 en la primera etapa. El jugador 1
comparara la seva utilitat tenint en compte les reaccions que tindra el jugador
2 a les seves estrategies i escollira:

gleajcl uy(ag, Ra(ay)) (2.1)

Determinant la seva accio escollida i per tant, en aquest cas, la seva estrategia.

3. La solucid del joc, doncs, sera la combinacié d’estrategies (aj, Ra(a1)) on aj
és la solucié del problema d’optimitzaci6é (2.1). Per tant, el resultat que es
produira sera (aj, Rs(a}))

Com veiem, per a resoldre aquest tipus de joc, cal comengar per I'ultima etapa i
tenir en compte els resultats de la darrera etapa per prendre les decisions en les
etapes anteriors. Aquest és un cas senzill de dues etapes i dos jugadors, podriem
afegir jugadors i etapes, a mida que ho fessim, la complexitat de la optimitzacié de
respostes augmantaria, perque aquesta arrossegaria un major nombre de factors a
considerar.

Per la seva naturalesa, aquesta classe de jocs, quan el nombre d’accions dispo-
nibles és finit, es veu més clarament representada quan ho fem de forma extensiva,
mitjancant un arbre. El diagrama en forma d’arbre es composa de nodes i bran-
ques: cada node representa el punt de decisié d'un dels jugadors, per tant, n’hi ha
tants com decisions que han de prendre durant el joc, i cada branca representa una
de les decisions possibles sortint d’'un dels nodes. Al final de cada cami de decisi
composat de branques i nodes, trobarem els pagaments que s’obtenen seguint el
cami indicat.

13



2.1 La inducci6 cap enrere

Exemple. Suposem un joc de quatre etapes i dos jugadors: jugador 1 (J1) i jugador
2 (J2); amb 4 accions possibles cadascun, 2 per etapa.

e Kl jugador 1, en la primera etapa pot escollir entre Al i Bl i, en la tercera,
entre C1 i D1.

e El jugador 2, en la segona etapa pot escollir entre A2 i B2 i, en la quarta,
entre C2 i D2.

Com que volem representar totes les etapes un un mateix diagrama, el farem
en forma d’arbre que, com hem dit anteriorment, és la forma més adeqiiada per a
aquest tipus de jocs.

(= e
o > D2 s
2
o Dz (6.6)
c2 (0.4)
o
?.\ o D2 (L.1)
cl
@
o Dz (14)
e cL (7,5)
\
¢ o ¢ D2 (8.6)
(1
cl 35
DS e
o Dy 1 (5.3)
Ccl (0.4)
NPYO
° o ¢ D2 G4
o)
@) ian
D2 (44)

Ara, resoldrem el joc. Relitzem la induccié cap enrere comencant per la quarta
etapa: comencem comparant la utilitat aconseguida per al jugador 2 a partir de
cadascun dels nodes de decisié terminals. Es a dir, comparem els pagament del
jugador 2 quan escull C2 o D2 i marquem els optims (en color verd).

Un cop coneixem la decisié que prendria el jugador 2 en la quarta etapa, per a
cada accio possible del jugador 1, en la tercera etapa veiem quina es la preferencia
del jugador 1: comparant les utilitats quan escull C1 o D1 i marcant els optims (en
color blau).
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2 JOCS NO COOPERATIUS DINAMICS O EN ETAPES

Aixi doncs, hem marcat quatre equilibris de Nash, corresponents a cada subjoc
que comenca en la tercera etapa. A partir d’aqui, pero, cal continuar aplicant el
procés de la induccié cap enrere per a resoldre les etapes anteriors. Per a fer-ho,
tornem a comparar les utilitats del jugador 2, tenint en compte totes les estrategies
que han sobreviscut fins ara, segons si escull A2 o B2 en la segona etapa del joc i
marquem els optims (en color vermell).

Finalment, tenim dos parells d’utilitats en els quals el pagament del jugador 2
esta marcat en vermell en la segiient figura. Aquest parells d’utilitats corresponen
al final dels dos possibles camins del jugador 1 en la primera etapa. Un dels camins
correspon a l'estrategia Al del jugador 1 i I'altre correspon a l'estrategia B1. Per
tant, I'inic que hem de fer es comparar els dos pagaments i marcar 1’optims (en
color groc).
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2.1 La inducci6 cap enrere

Finalment, el resultat de I'inducci6 cap a enrere és: (B1,A2,C1,D2), que repre-
senta el cami d’accions seguit. Pero les estrategies, tria d’una accié en cada node
de decisi6 del jugador, que resulten de I'induccié cap enrere sén:

s; = [B1,(D1,D1,C1,D1)]
sy = [(A2, A2), (D2, D2,C2, D2, D2,C2,C2,C2)]

i formen un equilibri de Nash amb (u;(s1, $2), u2(s1,52)) = (8,6). Com veiem, el
nombre d’estrategies per al jugador 1 és de 2° i de 2'° per al jugador 2. Amb aix0
provem que la representacié en forma normal no resulta ideal per a aquesta classe
de jocs.

Aquest equilibri que hem obtingut a partir de la induccié cap enrere s’anomena
equilibri perfecte en subjocs, com explicarem a 'apartat seglient.
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2 JOCS NO COOPERATIUS DINAMICS O EN ETAPES

2.2 L’equilibri perfecte en subjocs

Fins ara hem vist jocs en etapes en els quals els jugadors escullen individualment,
i de forma alterna, una accié per etapa. Podem ampliar aquest tipus de joc afegint
simultaneitat en cada etapa, és a dir, fent que tots els jugadors escullin alhora una
estrategia en cada etapa sense saber que estan escollint la resta de jugadors.

Aixi doncs, ens trobem amb diverses etapes amb un joc a cadascuna d’elles
que anomenarem subjoc. La informacié entre etapes continua sent perfecta, tots
els jugadors saben que ha passat a l’etapa anterior, quines opcions tenen tots els
jugadors i quins seran els guanys conseqiients, pero amb informacié imperfecta dins
de cada etapa, perque cap d’ells sap el que estan decidint la resta dels jugadors en
el joc simultani.

Per a entendre millor la seglient definicié, prenem un joc similar al darrer vist a
I’apartat anterior, perdo amb simultaneitat a cada etapa: afegint el que anomenem
un conjunt d’informacio, representat per una linia de punts. Aixi doncs, queda un
joc en dues etapes. En la primera etapa, el jugador 1 pot escollir entre les accions
Al i B1, simultaniament, el jugador 2 pot escollir entre les accions A2 i B2. En la
segona etapa, el jugador 1 escollira entre les accions C1 i D1, simultaniament, el
jugador 2 ho fara entre les accions C2 i D2.
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El que volem expressar amb aquesta linia de punts és que, tot i que els nodes
units per aquesta estan diferenciats en la representacié de l'arbre, el jugador, a
I’hora de prendre la decisié corresponent, no pot diferenciar entre els dos nodes.
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2.2 L’equilibri perfecte en subjocs

A continuacié, definim el concepte de subjoc:

Definicié. Un subjoc és una seccié d’un joc que satisfa les segiients caracteristiques:

1. Comenca en un node de decisié unitari.
2. Conté tots els nodes successius.

3. No trenca cap conjunt d’informacié.

En el joc que estem tractant, podem separar nodes, per exemple, de les segiients
formes:

cN

L D<
S e
Dy

Tot i aixi, si repassem les tres condicions, el cas de 'esquerra, comenga en un
node de decisiéo unitari, conté tots els nodes successius perd trenca un conjunt
d’informacié: ho veiem clarament perque es trenca la linia de punts. El cas de
la dreta, en canvi, satisfa la definicié de subjoc: comenca en un node de decisié
unitari, conté tots els nodes successius i no trenca cap conjunt d’informacio.

Per a resoldre’l, adaptarem la induccioé cap a enrere passant pels diferents sub-
jocs; d’aquesta forma, arribarem a un equilibri perfecte en subjocs.

Definicié. Un equilibri perfecte en subjocs és una combinacié d’estrategies
que constitueix un equilibri de Nash en cada subjoc del joc original.

Cerquem primer els equilibris de Nash dels quatre subjocs de la segona etapa.
Ho farem de forma normal:

JI\J2 C2 D2

o1 [(0,4) (2 5))
D1 | (5,1) (6.6)
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2 JOCS NO COOPERATIUS DINAMICS O EN ETAPES

JI\J2 C2 D2

c1 (0,4 (1, 1))
DI\ (3,3) (1,4)

Com veiem en aquest darrer subjoc, quan el jugador 2 fixa ’accié D2, el jugador
1 es troba indiferent davant I’eleccié entre C1 i D1, perque ambdds pagaments son
iguals. Per tant, hem marcat totes dues accions com millor resposta.

JI\J2 C2 D2

c1 [ (7,5) (8,6))
D1\ (3,5) (5,3)

En aquest darrer cas, ens trobem amb una situacié particular: faci el que faci
el jugador 1, al jugador 2 li és indiferent escollir qualsevol de les seves opcions.
Aquesta situacio ens porta a obtenir dos equilibris de Nash: aquells determinats
per les respostes del jugador 1 a les accions del jugador 2. Per a continuar amb
el procés, podem escollir qualsevol dels dos equilibris, escollirem (C1, D2) amb
pagaments (5,4).

Aixi doncs, I'arbre reduit a un unic subjoc és de la segiient forma: colocant els
pagaments dels equilibris obtinguts anteriorment en el lloc dels subjocs de segona
etapa.

Ara només queda resoldre aquest joc, que col-locarem en forma normal, com hem
fet amb la resta:

JI\J2 A2 B2
Al [ (6,6) (1,4)
Bl | (8,6) (5.4)
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2.2 L’equilibri perfecte en subjocs

Aquest joc de primera etapa, amb la informacié incorporada dels equilibris de la
segona etapa, té equilibri (B1,A2).

Aixi doncs, I'equilibri perfecte en subjocs és [(B1,(D1,D1,C1,C1),(A2,(D2,D2,D2,D2)]
i els seus pagaments sén (8,6).
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3 COMPETENCIA EN QUANTITATS: MODEL DE COURNOT

Part 111

Jocs de competencia en mercats

En aquesta part estudiarem els models de competencia classics. Aquests models
defineixen diferents tipus de competencia en duopolis i oligopolis, formes de mer-
cat en que aquest esta dominat per un numero reduit de dues o més empreses,
respectivament.

Existeixen diferents enfocaments de la competencia, en funcié de les carac-
teristiques del producte, les empreses competeixen en quantitats o en preus. Un
exemple molt clar és la diferencia entre la forma de competencia dels fabricants
de cereals i les companyies aeries. En el cas dels cereals, les empreses s’esforcen
en augmentar 'oferta i el percentatge de les seves marques respecte a la resta de
productors en els prestatges dels supermercats. En el cas de les aereolinies, tot i
que la presencia a nivell global, les connexions i la freqiiencia de vols son factors im-
portants a considerar, el factor clau de decisié entre una companyia o una altra per
al comprador és el preu. En el primer cas, les empreses competeixen en quantitats
i, en el segon, en preus.

Per aixo, veiem que l'objectiu de la competencia no és sempre el mateix en
tots els mercats. A continuacié, veurem el model de competeéncia en quantitats,
de Cournot, i els models de competencia en preus, per a productes homogenis i
heterogenis, de Bertrand.

3 Competencia en quantitats: model de Cournot

El 1838, més d'un segle abans que Nash, Cournot va definir el que ara coneixem com
equilibri de Nash en el context d’'un model concret de duopoli. Aixi doncs, veurem
un exemple molt simple del model de Cournot, extret també de la monografia de
Gibbons [5], que ens permetra entendre la traduccié a un joc com els que hem vist
en apartats anteriors d’'un model de mercat continu.

Siguin ¢ i ¢o les quantitats produides per les empreses 1 i 2, respectivament,
productores d'un producte homogeni. Definim el preu d’equilibri del mercat, amb
Q = q1 + @2, de la forma:

a—@Q siQ<a
P = . 3.1
@) { A (3.1)

Definim C;(gq;) = cgq; com el cost total de produccié de la quantitat ¢; per 'em-
presa i; és a dir, no existeixen costos fixos i el cost marginal és constant i igual a c,
suposant que ¢ < a. El model de Cournot, doncs, és un model de competencia en
quantitats i suposa que les empreses les escullen de forma simultania.

Per a veure la relacié amb el que hem vist fins ara i poder trobar 1’equilibri de
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Nash, traduirem aquest problema a un joc en forma normal. Per a fer-ho, hem de
determinar:

1. Els jugadors: son les dues empreses 11 2 que hem definit.

2. Les estrategies que cada jugador pot desenvolupar: en aquest cas, les empreses
poden escollir entre un gran ventall de possibilitats, tots els possibles valors de
q;- Considerant que el producte es continuament divisible i que, evidentment,
no poden escollir una quantitat negativa, podem representar el conjunt total
de quantitats a escollir i, per tant, conjunt d’estrategies com S; = [0, 00).
Tot i aixi, en la majoria de casos, existeix un valor per a ¢; que no es pot
superar i, per tant, podriem excloure totes les quantitats superiors a aquest.
No obstant, com que a (3.1) hem vist que P(Q) = 0 si la quantitat supera el
valor a, cap empresa no produira per sobre d’aquest valor.

3. Els guanys de cada jugador, per a cada combinacié possible d’estrategies: els
definim pel benefici de cada empresa en cada cas que, per definici6 és:

‘ _ i Jala—(n+q@)-d siat+te<a
o = alpta + )=l - { 4 AR

Amb aquestes definicions i seguint la definicié d’equilibri de Nash, les quantitats
(¢, ¢5) sén un equilibri si per a cada empresa i, ¢; és solucid de:

(q..q:) = Ja — (q; ) —
By Tl 0) = s ale — (i 4f) =l

Resolent aquest problema d’optimitzacié, obtenim:

9, . . 1 .
a_qi(qi[a_<qi+%’)_c]) =0= a—(gtgj)—cta(-1) =0= ¢ = j(a—gj—c) (3.2)
2
que és un maxim perque 22 -2 <0.

7

Aixi dones, si (¢, q5) és un equilibri de Nash, les quantitats escollides per les
empreses han de satisfer:

ey a—c a—c a—c)* (a—c)?
L’equilibri (¢}, ¢5) = , , .
q (a1, 43) ( 33 5 5
Podem comprovar, com ja haviem vist en el cas del Dilema del Presoner, que
I’equilibri no té perque ser sempre 1'opcié de major pagament per a ambdues em-
preses; en aquest cas, existeixen altres quantitats que ofereixen major benefici a
ambdues empreses, pero que no construeixen un equilibri.

) té com a pagaments <<
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3 COMPETENCIA EN QUANTITATS: MODEL DE COURNOT

Per exemple:

a—C a—=cC

(01,q2) = < YR ) amb pagaments (

(a;C)Z’(a;cV)'

En aquest model, 'equilibri de Nash també es pot trobar de forma grafica, re-
presentant les funcions de millor resposta que hem trobat fent (3.2):

1 )
E(G—Qj—c) stqr+q2<a

¢ = Ri(q;) =
0 siqr+q >0

és la millor resposta del jugador 7 per a una estrategia g; del jugador j.

La imposicié d’ambdues equacions de millor resposta ens porta graficament al
punt en qué ambdues equacions es satisfan, de forma que el punt de tall (q7, q3)
satisfa que ¢ és la millor resposta de 'empresa 1 quan 'empresa 2 escull ¢35, i g5 és
la millor resposta de 'empresa 2 quan 1’empresa 1 escull ¢f.

q2

(0,a-c)

(0,(a-c)/2) R1(q2)

(q1%, g2%)

R2(q1)

(0)/20)  (a-c0) @
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4 Competencia en preus

Un cop vist el model de Cournot, en que veiem la competencia en quantitats i el
seu funcionament, ens centrarem en models de competencia en preus, que sén els
que treballarem teorica i practicament en la resta del treball.

4.1 El model de Bertrand per a productes homogenis

Aixi com hem vist a I'apartat anterior, en el model de Cournot, dues empreses
competeixen en quantiats (g; i go) i el preu es determina per la demanda total
en relacio a la oferta total. La proposta de Bertrand, en canvi, contempla que
les empreses competeixen en preus (p; i p2) i que, conseqiientment, produeixen
la quantitat que els preus determinats poden absorvir. Presentem el model que
apareix a 'estudi de Martin J. Osborne [15].

L’escenari que es planteja és el mateix, per a dues empreses amb productes
homogenis: cadascuna pot produir ¢; quantitat a un cost C;(g;) = cg;. Ara, doncs,
hem de determinar una funcié de demanda Q(P), on P és el preu del mercat. Hem
de tenir en compte que el preu P és el de 'empresa amb preu més baix, que cobrira
el total del mercat, donat que, en aquest cas, els consumidors només escullen segons
el preu; més endavant veurem casos més complexos. Aixi com hem fet donant la
forma inversa de la funcié de demanda, P(Q), en el model de Cournot, utilitzarem
la mateixa expressio adaptant-la a la nova situacio:

a—P siP<a

Q(P):{o siP>a (4.1)

Com en el cas de Cournot, si traduim aquest joc a un joc de forma normal, tenim
els segiients elements:

1. Els jugadors: son les dues empreses 1 i 2 que hem definit.

2. Les estrategies que cada jugador pot desenvolupar: tots els possibles valors
de p;, S; = [0,00). Tot i aixi, com amb el cas de les quantiats, existeix un
valor per a p; que no es pot superar i, per tant, podriem excloure tots els
preu superiors a aquest. No obstant, com que a (4.1) hem vist que Q(P) =0
si el preu supera el valor a, cap empresa no determinara un preu per sobre
d’aquest valor.

3. Els beneficis de cada empresa expressats en funcié de preus (p1ips) i costos c,
que, tenint en compte que la quantitat és Q(P) = a — P on P = min{py, p2}
i tota aquesta demanda és per a I’empresa amb el preu més baix, son:

(

(pi—c)(a—p;)  sip; <p;

1 .
Ti(p1, p2) = 4 5(]01 —c)(a—p;) sip=p;

0 sl p; > pj
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4 COMPETENCIA EN PREUS

En el cas en que p; = p;, dividim la demanda entre dos perque quan els preus
coincideixen, els consumidors es reparteixen entre les dues empreses de forma
igual; és a dir, les empreses es reparteixen la demanda a parts iguals.

Si volem determinar l'equilibri de Nash, hem de trobar les funcions de millor
resposta d’ambdues empreses. Analitzant la situacio, podem pensar que si ’empresa
J fixa el preu p;, 'empresa i voldra determinar sempre un preu una mica per sota
de p; per a poder quedar-se tot el mercat i que, si ¢ determina un p; igual o per
sobre de p;, haura de compartir el mercat o quedar-se sense, respectivament.

Tot i aixi, existeixen altres casos que estudiarem a continuacié. Denotem com p™
el preu que maximitza 1'expressié de benefici (p — ¢)(a — p). En el cas de monopoli,
I"inica empresa d’aquest fixaria p™ per a obtenir benefici maxim. Suposem que
I'empresa j fixa un preu p; i estudiem els segiients casos:

e Sip; <c, les opcions per a % sén:

— Fixar un preu per sota o igual a p; i obtenir un benefici negatiu.

— Fixar un preu per sobre de p; i obtenir un benefici nul.

En aquest cas, doncs, I'empresa ¢ fixara un preu per sobre de p; per aixi no
haver d’absorbir la demanda, venent el producte a un preu inferior el cost i
tenint perdues. La millor resposta és R;(p;) = {p; € Si;pi > p;}-

e S5ip; = ¢, les opcions per a 4 sén similars a les anteriors:

— Fixar un preu per sota de p; i obtenir un benefici negatiu.

— Fixar un preu per sobre o igual p; i obtenir un benefici nul, perque o bé
haura de compartir el mercat a p; = ¢ 0 bé es quedara sense mercat per
tenir un preu superior al de j.

Aix{ doncs, la millor resposta de i a p; és: R;(p;) = {p:; € Si;p: > p;}

e Sic < p; <p™ és adir, p; és major que el cost perd no arriba a ser el
preu de maximitzacié de benefici del mercat, aleshores I'empresa 7 no té una
millor resposta. Aixo passa perque a mida que p; augmenta cap a pj;, el seu
benefici augmenta fins que, de cop, en passar de p; = p; — 0, amb delta molt
petit, a p; = p; el benefici disminueix d'un valor molt proper al benefici de
monopoli fins al benefici que obté quan comparteix el mercat amb j. Aixi
doncs, I'empresa ¢ vol determinar un preu per sota de p; pero molt proper a
aquest. Per a qualsevol preu p; < pj, existeix un p; tal que p; < p} < pj, per
la continuitat dels possibles preus a determinar. Per tant, no podem definir
una millor resposta.

e Sip; > p™, la millor resposta de I'empresa ¢ és clarament p™.
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4.1 El model de Bertrand per a productes homogenis

Recopilant tots els casos, obtenim la funcié de millor resposta de 'empresa 7 a
un preu p; de 'empresa j:

{pi € Si;pi >p;} sipj<c

Ri(p;) = {pi € Si;pi > p;} sipj=c
AV ] @ SiC<pj Spm

La representaci6 grafica d’ambdues funcions de millor resposta és:

Ry (p2)
A
D2
p" o)
C @
C pm pl’
Ry(p1)
A
P2
p7YL O
C (]
¢ p" pf
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4 COMPETENCIA EN PREUS

Per definici6, un equilibri de Nash (p7, p3) és una combinacié de preus tal que p}
és la millor resposta al preu p3 i p; és la millor resposta a pi; és a dir, p] € Ry(p5)
i p5 € Ry(py). Aleshores, hem d’imposar les dues millors respostes per a trobar
I’equilibri, que es trobara, graficament, en la interseccié de les seves representacions
grafiques. En aquest cas, tenim un tnic punt de interseccié (¢, ¢) i que, per tant, és
I'inic equilibri de Nash del nostre joc (p3, p5) = (¢, ¢).

Com sembla logic, les empreses lluiten per a obtenir tot el mercat baixant pro-
gressivament els seus preus fins a arribar a ¢, del qual no volen baixar per a no tenir
perdues. Per tant, el resultat analitic que hem obtingut coincideix amb el resultat
que obtenim aplicant la logica: les empreses determinen en equilibri un preu igual
al cost marginal c.
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4.2 El model de Bertrand per a productes diferenciats

4.2 El model de Bertrand per a productes diferenciats

Per a evitar les conseqiiéncies de la competencia aixi com 1’hem vist en els models
de Cournot i Bertrand, les empreses utilitzen la diferenciacié del producte per a
crear preferencies en els consumidors envers el seu producte. Aquesta estrategia de
diferenciacio els permet poder determinar un preu per sobre del d’equilibri sense
perdre la totalitat de les vendes.

Com que parlem en termes de preu, modelitzem aquest cas a la Bertrand. Es a
dir, descriurem el model de Bertrand per a productes diferenciats. En aquest cas,
ens fixarem en la descripcié del model de Roy Gardner [4].

Tenim dues empreses 1 i 2 amb funcions de demanda:

. a—Pm
a_pi_(pi_pM) S1 p; < 5
q(pi) = ' a—puy (4.2)
0 sl p; > 5

Amb el py; denotem el preu mitja de mercat, 'incloem a la funcié de demanda
per a representar el risc de perdua d’una part del mercat en cas de determinar

un preu major a py;. En aquest cas, el preu mitja de mercat, com que tractem

.- . " P1+p2 ¢ . .
unicament amb dues empreses, sera la mitjana ————. Es a dir, en el cas en que

pi > pum, alguns clients comengaran a buscar alternatives més barates, pero no ho
faran tots de cop, gracies a la diferenciacié del producte, la demanda es reduira
continuament a mida que augmenti el preu. Per exemple, en el cas del mercat de
telefons mobils, si una una empresa augmenta el preu en 100 euros per sobre del
preu de mercat, encara hi haura consumidors disposats a pagar la diferencia de
preu, per les caracteristiques tiniques del producte.

Un cop definida la demanda en funcié del preu, definirem les funcions de benefici,
tal i com hem fet en models anteriors; amb costos marginals equivalents c.

3pi  pj . a— py
== ) st

a_
0 si p; > ;’M

Wi(pbpz) =

Prenent les derivades de les dues funcions m; i w9, podem trobar I'equilibri de
Bertrand.

3 5 ; 3 . a —
om; <a - % + %) - E(pz —c) sip; < 2pM
(p17p2) = a—
Pm

opi 0 sipi >

Simplificant les expressions i imposant les condicions de maximitzacié de bene-
ficis per a les dues empreses, tenim les segiients expressions:

3c
e Per a l'empresa 1: a — 3p; + % + 3= 0. D’aix0 resulta una funcié de millor
a py ¢
esposta: R =-+—=+=.
resp 1(p2) 3 6 5
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4 COMPETENCIA EN PREUS

3
e Per a 'empresa 2: a — 3p; + b + EC = 0, amb funcié de millor resposta

2
a p c

La representaci6 grafica d’aquestes funcions de millor resposta és:

Ra(p1)

(0,(2a+3c)/6) (p1%, p2%)

((2a+3c)/6,0) 1

Amb aquestes podem trobar ’equilibri, imposant que ambdues equacions es com-
pleixin podem plantejar el segiient sistema:

b2
-|—6—|—
P1 c
Tt

. T 14a + 21c .
Obtenim un equilibri en preus de p] = p; = ————, que esta per sobre del

b1 =

wl e
N O

wl e

D2 =

valor de ¢ a diferencia del cas de productes homogenis. Per a aquests preus, les
21(a —¢)

quantitats sén: ¢ = ¢ = 35

, amb un benefici final de
6(a — c)?
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5 Diferenciacié de producte via competencia es-
pacial

Una altra manera de diferenciar dos productes és per la localitzacié espacial del
seu punt de venda. Un cas senzill de competencia espacial és el de dos venedors de
gelats N = {1, 2} que col-loquen el seu lloc de venda independenment al llarg d’una
platja de longitud [. Suposem que els compradors es distribueixen uniformement en
I'interval [0,]. Per tant, les estrategies del jugador i sén x; € S; = [0,1], que repre-
senten la distancia respecte els extrems oposats, amb x; + xo < [. El repartiment

del mercat corresponent és: ¢;(z;, ;) = z; + 5(1 — Ty — x7).

Per exemple, si x1 = 0.3 129 = 0.2, g = 0.551 g5 = 0.45. Pero és facil veure que
I'equilibri de Nash es troba a 2] = x5 = 0.5, és a dir, que totes dos se situin al punt
mig de la platja. En efecte, en aquest cas, si z; = 0.5, el venedor j no té incentius
a moure’s perque, aixi, perdria el 50% de la distancia entre ell i el venedor j.

Aquest model es coneix sovint com a model de Hotelling, tot i que el treball de
Hotelling és més complex, com veurem a continuacio.

Com hem vist a I'apartat anterior, diferenciar el producte respecte la resta del
mercat pot afectar positivament al preu i, per tant, al benefici. Tot i aixi, en el cas
del model de Bertrand, veiem com aquesta diferenciacio es representa en la quantitat
a través de la desviacio del preu respecte el preu mitja del mercat. En el model de
Hotelling, en canvi, es proposa una nova forma de representar la diferenciacié del
producte: via la competencia espacial. Hotelling diferencia el producte col-locant
les empreses al llarg d’un segment i quantificant 1’esfor¢ del consumidor de recorrer
la distancia fins a ’empresa venedora, a través d’un cost extraordinari que s’afegeix
al preu per al consumidor, representant el cost fisic o psicologic de comprar un
producte en comptes d'un altre.

A continuacié, presentem aquest model original de Hotelling [6] que combina
per cada jugador la tria d'una localitzacié amb 1'eleccié d'un preu de venda del seu
producte, és a dir, construint un joc de dues etapes. De totes formes, mostrarem la
versi6 que apareix a l'article de d’Aspremont, Jaskold Gabszezwicz i Thisse [1].

5.1 Model de Hotelling

Definirem el model per a un cas general de dues empreses en un mercat qualsevol.
Siguin A i B dues empreses d’'un mercat qualsevol, amb productes homogenis i
cost de produccié nul, distribuides al llarg d’un segment de linea de longitud 1 a
distancia a i b, respectivament, dels extrems d’aquest segment, tals que a + b < [,
a>01ib > 0. Les localitzacions, doncs, sén una parella (a,b) dins del conjunt
P ={(a,b) €10,{] x [0,1] | a4+ b <1}. Els consumidors del mercat corresponent es
distribueixen uniformement sobre el segment i cadascun d’ells consumeix una unica
unitat de producte, independentment del preu. Donats els preus de venda unitaris
de cada empresa pa, pp € [0, 00|, cada consumidor escollira aquella empresa que li
suposi un cost total més baix: considerant el preu de venda i el cost de desplacament
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5 DIFERENCIACIO DE PRODUCTE VIA COMPETENCIA ESPACIAL

fins arribar-hi. El 1929, Harold Hotelling va definir aquest darrer cost amb una
funcié lineal respecte la distancia entre el consumidor i el punt de venda, amb una
ratio ¢ > 0 de transport; de forma que, per a un consumidor = € [0,], el cost de
comprar a 'empresa A i B és:

e Per a productes de 'empresa A: ps + c|z — al.

e Per a productes de 'empresa B: pp + |l — b — x|.

Ho podem veure graficament en la segiient figura:

El consumidor x escollira comprar a una empresa o altra segons quin dels dos
costos totals és menor. Tot i aixi, com podem veure a la figura, existeix un individu
indiferent x; respecte les dues empreses, pel qual es compleix la relaci6 pa + c|z; —
a| = pp + ¢/l = b — x7]. Com que l'individu indiferent, per la linealitat de les
funcions, només es pot trobar entre A i B, podem simplificar I’expressié prescindint
dels valors absoluts.

pa+tc(zr—a)=pp+c(l—b—zr) (5.1)
Per a definir les funcions de demanda de A i B, distingim tres casos:
e Sips+c(l—a—0b) <pp, 'empresa A s’emporta tot el mercat.
e Sipp+c(l—a—0b) < pa, 'empresa B s’emporta tot el mercat.

e Si|pg —pa| <c(l—a—Db), les dues empreses es reparteixen el mercat segons
el valor de x; de forma que la demanda d’A és x;ila de B és | — x;.

Resolent l'equacié (5.1), tenim:

pa—p=cl—cb—cx;—cr;+ca=ps—pp—cl+cb—ca=2cx;=
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5.1 Model de Hotelling

— —cl+cecb—ca
ij:PA bB -

— 1
Aix{ obtenim z; = Pe—PA —(b—a-1).
2c 2

Per tant, la funci6é de benefici per a I'empresa A, m4(pa, pg), és:

( 1 1 1,
= “(l—q-— _ R i _ < —a—
parr = apa+ 5l —a—=b)pa+ 5 paps — 5-pa” silpp —paf <cll—a—10)
Ipa sipa+c(l—a—0b)<pp
\0 sipa—c(l—a—0b)>pp
(5.2)
En el cas de 'empresa B, el seu benefici mg(pa, pg) és:
( 1 1 1,
p(l —xr) =bpp + (I —a—b)ps + -paps — 5-pp~ sl |pp—pa| <c(l—a—1D)
2 2c 2c
Ips sipp+ce(l—a—b) <pa
| 0 sipp—c(l—a—10)>pa
(5.3)

Aquesta situacié es pot descriure com un joc de dues etapes entre les empreses A i
B. En la primera etapa, trien simultaniament les localitzacions a € [0,1] 1 b € [0, ],
respectivament, i, en la segona, els preus p4 € [0,00) i pp € [0, 00).

Resolent aquest joc com hem vist en apartats anteriors, usant una adaptacio de
la inducci6 cap a enrere, cerquem primer un equilibri del joc de la segona etapa per
a cada possible eleccié de a i b en la primera. Es a dir, determinem un equilibri en
la segona etapa en funcié d’a i de b.

Proposicié 5.1. Per a a+b = [ es dona un unic equilibri p’y = pp = 0. Per a
a+0b <1, siexisteir un equilibri (p%y,py), ha de ser dins de linterval definit per
P — pal <c(l —a—0b).

Demostracio. El cas a + b = [ és trivial, doncs les dues empreses estan situades
en el mateix punt de la linia, per tant, com hem vist anteriorment en el model de
Bertrand, aquestes competeixen en preus fins que el preu és igual al cost marginal,
en aquest cas nul, per a ambdues.

Per al cas a + b < [, suposem el contrari del que volem veure: (p7,pj) és un
equilibri pero |py — pi| > ¢(l —a — b). En aquest cas, 'empresa que té el major
preu, té benefici nul, pero si el redueix, com a minim, fins a igualar-lo al de 'altra
empresa, obté un guany; contradient aixo el fet que (p%, pp) és un equilibri.

Suposem ara que |p; — piy| = ¢(l —a —b) i que pj; — piy = ¢(l —a —b) (sent el
cas pg — piy = ¢(l —a — b) analeg). Per tant, tenim p’ = pp —c(l —a —b).
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5 DIFERENCIACIO DE PRODUCTE VIA COMPETENCIA ESPACIAL

e Si p = 0, el seu benefici és nul pero podria obtenir benefici positiu apujant
el preu per sota de pj + ¢(l —a —b).

e Sip) >0, tenim dos casos:

— O bé A s’emporta tot el mercat i per tant B obté benefici nul i té 'incen-
tiu d’abaixar una mica el preu i obtenir benefici positiu, el que contradiu
la definicié d’equilibri.

— O bé A s’'emporta una fracci6 del mercat (per exemple, g4 < [) i amb una
petita baixada de preu és capag¢ de capturar tot el mercat i augmentar
el benefici. De fet, per a 0 < e < (I — qA)]% obté

AP — € 0p) = 1(ph — €) > qapih = 7a(Ph, Pp)-

En qualsevol dels casos que hem vist, obtenim una contradiccid, per tant, podem
afirmar que si existeix un equilibri (p%, pj), ha de ser dins de l'interval definit per
pPp —pal <cll—a—1b). O

Teorema 5.2. Sota aquestes condicions, |pg—pi| < c(l—a—b), només poden existir
uns preus d’equilibri en la segona etapa si a i b satisfan les segiient desigualtats:

St aquestes se satisfan, 'equilibri que resulta és

(P, P) = (C(l + GT_b),c(l 40 3 a))

Demostracio. Suposem que, sense condicions, podem calcular els preus d’equilibri.
Ho fem a partir de les derivades dels beneficis, obtenim:

4

0T A 1 1 DA . a—b)
_ — — — — JR— _— g l _
s (pa,pB) = a+ 2(l a—>b)+ ZCpB . D C( + 3

=
07rB 1 1 PB b—(l
L] bt s(l—a—b)+ —py— LB -
o (pa,pB) =b+ 2( a—>b)+ 5.PA DB c(l+ 3 )

\

Observem que aquests resultats sén maxims perque el signe de les seves derivades
2_2 22

, . T4 B —
segones és negatiuv: ——-(pa,pp) = - (P4, PB) = —.
op? I} c
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5.1 Model de Hotelling

Per a qualsevol equilibri (p%, pj), py ha de maximitzar m4(pa, pj), no només en
linterval |pp —c(l —a—0), pp+c(l—a—>b)[, siné al llarg de tot el domini S. Podem
afirmar que aixo és tan sols possible en el cas que, per a qualsevol € > 0:

a—>

malpps) = 5|1+ 50| 2 et a =) - d (5.4

Es a dir, el benefici en I'equilibri dins de I'interval
Ipp —cll —a—1b),pp+c(l —a—10)
ha de superar el possible benefici obtingut si abaixem una mica el preu i ens em-

portem tot el mercat.

Desenvolupant aquesta expressié, juntament amb el desenvolupament de 1'ex-
pressié simetrica de (5.4) per a 'empresa B, s’obtenen les condicions indicades d’a
ib.

(5.5)

Com voliem veure. O

Si ara volem acabar de resoldre el joc de dues etapes, hem de fer induccié cap
enrera: per a cada localitzaci6 (a, b) hem de calcular el benefici tenint en compte que
en la segona etapa es determinen els preus d’equilibri calculats. Aplicant aquests
preus a les funcions de benefici (5.2) i (5.3), obtenim les segiients expressions:

(

ma(Pa(a,0), pp(a, b)) = Ba(a,b) = 5{1 +53 b}

o) = Bate) = i+ 5]

\

Ens disposem a resoldre la primera etapa del joc, maximitzant les expressions
anteriors en funcié d’a i b.
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5 DIFERENCIACIO DE PRODUCTE VIA COMPETENCIA ESPACIAL

Les dues expressions sén estrictament positives (perque a + b < [ ens permet

—a
< 1) i, per tant, els beneficis augmenten a

assumir que < [ i que

mida que augmenten a i b, respectivament. La tendencia de les empreses, doncs,

és d’allunyar-se dels extrems, és a dir, apropar-se al centre del segment a = b = —,

tenint en compte que a no pot sobrepassar [ — b. Aquest raonament el fem seguint
els passos de Hotelling, que no va advertir que per als casos on les localitzacions
sén molt properes, perd no coincidents, no se satisfan les condicions (5.5) que es
determinen a I’hora de definir el model. Aleshores, no es pot parlar de consistencia

l
dea=0= 3 com a equilibri perfecte en subjocs.
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5.2 Model de costos quadratics

5.2 Model de costos quadratics

A partir del model de Hotelling, volem trobar un exemple similar que no contingui
la dificultat que aquest contempla, és a dir, la possible falta d’equilibri en la segona
etapa. En la proposta de d’Aspremont, Jaskold Gabszewicz i Thisse [1], se subs-
titueix la funcié de cost linal que Hotelling proposava, per una funcié quadratica
que s’aplica, de la mateixa forma que la lineal, a la distancia entre el consumi-
dor i I'empresa venedora. Es a dir, donats els preus de venda unitaris de cada
empresa pa,pp € [0,00] i les localitzacions d’ambdues empreses (a,b) € P, on
P = {(a,b) € [0,]] x[0,]] | a4+ b < [}, tenim que el cost per a un consumidor
x € [0,1] de consumir un producte és:

e Per a productes de 'empresa A: py + c(z — a)®.

e Per a productes de 'empresa B: pg + c(l — b — ).

Ho podem veure graficament en la seglient figura:

pa

PB

En aquest cas, per a trobar el consumidor indiferent, que coincideix amb I’abs-
cissa del punt de tall entre les dues corbes, es calcula resolent? la segiient igualtat:

pa+clrr —a)* =pp+c(l —b—x;)? (5.6)

2Notem que, en aquest cas, expressié que en resulta és senzilla perque els termes quadratics
en xy es cancel-len. Pero, amb altres funcions de costos no quadratics, és possible que 'equa-
ci6 que determina el consumidors indiferent presenti complicacions en la resolucié analitica, que
segurament es puguin abordar numericament, com veurem més endavant.
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5 DIFERENCIACIO DE PRODUCTE VIA COMPETENCIA ESPACIAL

i obtenim: z; = a +

PB — PA [—a—0b
2¢(l —a — D) 2

Aix{ dones, la funcié de benefici per a 'empresa A, ma(pa,pg), és:

as — apa + QZZpr - fﬁé) (- a2— PA o< axt 261(7ZB_—ap:x 5 [ - (; b,
Ipa sia+ QC](QZB—_apf b) - ; -0 >
0 sia+201()lB__apfb> l_‘;_b<0

En el cas de 'empresa B, el seu benefici m5(pa, pg) és:

’ - ;Z?lpf ;fﬁz) (1— a2— b)ps S0<b+ s z(?lA_—apf;b) l— (; —b -
Ips si b+ QCl(’lA__apf 3 l_‘z‘_ by
0 sib+2cz(’;‘:apfb) l*‘;*b<o

En aquest cas, no existeixen condicions a imposar, per la continuitat de la funcié
de benefici respecte el preu en tot el seu interval de definicié. El que ens assegura
que no existeixen salts bruscos en el benefici d’ambdues empreses siguin quins siguin
els valors d’a i b1 que, si existeix un equilibri en preus, existeix per a tota localitzacio

(a,b). Derivant les expressions de benefici, obtenim:

M_A( )_CL+ pB_2pA [—a—b
dpa Pa:PB) = 2¢(l —a —b) 2

=
TR pa — 2pB l—a—"b
omp —b
dps (P4, ps) * 2¢(l —a — D) 2

(

pjl:c(l—a—b)(l—i-

a—>
3

p}zc(l—a—b)(l—l—b;a)

\

Un cop resolta aquesta segona etapa del joc, la de determinacié de preus, per a
resoldre la primera, a partir del mateix raonament que utilitzava Hotelling en el seu
model, ens hem de fixar en la monotonia de les derivades del benefici en funcié d’a

ib.

Per a fer-ho, substituim els preus d’equilibri trobats (en funcié d’a i de b) a les

funcions de benefici, obtenint:

(

\

ma(p3(0.0).14(0.5) = Ba(a.h) = Lell ~a ~b) (z T

7 (0 (0,5), P4 (0,)) = B(a,b) = el —a D) <z +

a—0b\2
3

b—a\?
3
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5.2 Model de costos quadratics

Per a trobar els valors d’a i b d’equilibri, cal derivar B4 i Bg respecte a i b
respectivament.

(( 0By a—b\[ 1/, a=b\ 1
0Bp b—a 1 b—a 1

a—2b
Veiem que aquestes derivades son negatives. En efecte, c(l + T) , pels argu-

\

ments utilitzats en el model de Hotelling (perque del fet que a + b < I deduim que
a—b b—a

3 < lique < 1), és estrictament positiu i les expressions segiients sén
negatives:
(
1 a—>b 1 l a b Il a b
—— 1 —l—-a-b)=—f——-=-4+=-4+-—=-—= =—=—=—=
2(+'3 >+3( b =55 63 37376 2 "
1 b—a 1 l a b [ b a
— (1 -l—-a-b)=—f——-=-4+—-4+-—=-—= =—=—=—=
2( 3 >+3( a-b=—5-5%5"3 73 6 <0

El fet que aquestes derivades siguin negatives representa que, a mida que aug-
menten els valors d’a i b, el benefici d’aquestes es veu afectat negativament. Amb
aix0, podem afirmar que la tendencia de les empreses és de reduir els valors d’a
i b, de forma que s’allunyen al maxim entre elles, col-locant-se, finalment, en els
extrems del segment.

Aixi doncs, I'tinic equilibri de Nash perfecte en subjocs per a aquest joc de dues
etapes és: localitzacions (a*,b*) = (0,0) i preus (p%, pf) = (cl?, cI*) amb pagaments
1 J

(ma,mB) = <§cl3, §cl

El resultat del treball de d’Aspremont, Jaskold Gabszewicz i Thisse és el segiient:

Teorema 5.3. Sota aquestes consideracions, per a qualsevol parell de localitzacions
(a,b) dins del conjunt P = {(a,b) € [0,{] x [0,{] | a + b < [}, existeiz un equilibri
de segona etapa: una parella de preus (p%(a,b),p’(a,b)). Per tant, pot existir un
equilibri perfecte en subjocs en el joc definit de dues etapes. En particular, existeix
1 €s unic:

(a,b) = (0,0) amb preus (p%(0,0),p%(0,0)) = (cl?, cl?).

Com hem vist demostrat en aquesta seccié.
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Part IV
Aproximacié numerica a I’equilibri

Historicament, la definicié dels models que hem presentat anteriorment s’ha vist
limitada per una quiestié analitica; aquesta no permet fer-ne versions més comple-
xes que contemplin casos com, per exemple, el d’'una distribucié no uniforme dels
consumidors al llarg del segment. Sense anar més lluny, funcions de costos lleugera-
ment més complicades que les que hem presentat, poden fer el procés de resolucié
analitica del joc, tal i com I’hem mostrat, resulti impossible o complicada. Potser és
per aixo, que al llarg dels anys, no han aparegut noves propostes per a modelitzar
aquest joc en dues etapes.

Aquesta complicacié a la qual em refereixo sorgeix en el moment en que, a partir
de I'equacié del consumidor indiferent (veure el cas del model de costos quadratics
(5.6)), volem trobar les funcions de benefici per a, aixi, poder-les optimitzar tot
trobant les funcions de millor resposta. En el cas quadratic, els elements de segon
ordre de I'expressié desapareixen, deixant una equacio6 lineal.

Recordem de I'apartat anterior quines sén les funcions de millor resposta en el
model de costos quadratics aillant, de les segiients expressions, p4 en funcié de pg
i pp en funcié de p4, respectivament.

0T A PB — 2pA l—a—-b

4 = 0
dpa (Pa,pp) =a+ 2¢(l —a —b) 2

0mp pa — 2pB l—a—"b
oms _p —0
dps (P4, ps) * 2¢(l —a —b) 2

Obtenint:

Ra(p) = goa+ (a+ =52 )elt—a - )

1 l—a—>
Ra(pp) = EPA‘F (b—kL)c(l —a—>b)

En particular, veiem quina és la situacié per al cas a =0 =0, c =111 =1 del
model de costos quadratics. Les funcions de millor resposta sén de la segiient forma:

1 1
Rp(pa) = §pA + 5

1
Ru(pp) = 51?3 + =
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Si les representem sobre els mateixos eixos:

PB

(pa*,pB*)

0,1/2)

(1/2,0) pa

Amb aquestes funcions, trobar l’equilibri de Nash és trivial, tan sols es tracta
d’identificar el punt de tall entre les dues funcions de millor resposta.

En aquest cas, també es podria trobar l'equilibri usant el calcul recursiu de
millors respostes entre ambdues empreses. Prenent un valor inicial del preu de
I'empresa A, py,, arbitrari, calculem pg, = Rp(pa,). Per a aquest nou pg,, calculem
pa, = Ra(pp, = Ra(Rp(pa,)). Realitzem aquests calculs reiteradament fins a
arribar a l’estabilitzacié del procés en un punt: el punt d’equilibri. En la segiient
figura, s’il-lustra el procés iteratiu:

PB

PBy

PBy
PB;3

PB

* PA.
pAPAi ’ bay pA
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En altres casos, pero, la falta d’aquesta expressié explicita pot resultar en que la
cerca de ’equilibri no sigui tan trivial. Es per aixo que la motivacio final d’aquest
treball és construir un programa que permeti trobar una aproximacié numerica de
I’equilibri, per a jocs de dues etapes, definits sota les mateixes consideracions que
el model corregit de Hotelling (costos quadratics).

En aquests casos, podem treballar amb la condicié que imposa la funcié de millor
resposta. Per aixo, les recuperem:

Ra(PB) = T%aXWA(pA,p_B) i Rp(pa) = HIl)aXWB(p_A;pB)
A B

D’imposar aquestes dues equacions alhora obtenim la condicié fonamental de
I’equilibri:

Ra(pp") =pa” i Rp(pa™) = pp” (5.7)

A partir d’aquesta idea, podem trobar una aproximacio de les millors respostes
de les empreses, a través de la discretitzacio dels preus, dels consumidors i de les
possibles localitzacions de les empreses en l'espai. En aquest sentit, considerem
un preu minim i un maxim i que els consumidors es distribueixen uniformement
al llarg d’un segment de llargada 1. L’agudesa de la discretitzacié 1’escollirem
convenientment.

Aixi doncs, fixem dues localitzacions a i b de les empreses. Aleshores, prenent un
pa inicial (analogament per a pg), considerem tots els possibles pp entre el minim
i el maxim, segons la discretitzacio escollida, i escollim aquell que déna a I’empresa
B un millor resultat. Aquest resultat depen del preu escollit i de la conseqiient
demanada que genera aquest preu. Per a calcular-la, estudiem, de la discretitzacio
de consumidors entre 0 i 1, quins sén aquells que escolliran comprar a 'empresa A
i aquells que ho faran a ’empresa B.

En altres paraules, cada consumidor x € [0, ] s’enfrontara la segiient desigualtat:
pa+clr—a)?>pp+cll —z—b)?

on c és la ratio de transport per a arribar a 'empresa. Si la desigualtat se satisfa,
el consumidor, per a aquesta parella de preus, preferira comprar a l'empresa B
que a I'empresa A. Realitzant aquesta comprovacié per a cada consumidor de la
discretitzacié escollida, obtindrem la demanda total de I'empresa B.

Amb aquesta informacié, podem deduir la demanda de cada empresa i calcular els
beneficis que corresponen al preu d’A fixat amb cadascun dels preus de B estudiats.
D’entre aquests preus, escollim aquell que maximitzi el benefici de B. En definitiva,
estem resolent el segiient problema:

Rp(pa) = max 7p (pa,pB)
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Un cop obtingut, el fixem com a pp i considerem tots els possibles p4, escollint,
de nou, aquell que doni un millor resultat, en aquest cas, per a I'empresa A, i
repetim el procés.

D’aquesta forma, hem obtingut una successié de parelles de preus (p4”,ps®).
El nostre objectiu original és a arribar al punt en que la nostra parella de preus
coincideix amb I'equilibri (pa*, pp*), de totes formes, no sera possible fer-ho de forma
exacta, pel fet que, si resolem el problema des del punt de vista numeric basat en
un nombre finit d’opcions, només podrem donar-li una solucié aproximada. Es a
dir, ens plantegem obtenir una parella de preus tal que, per a un cert valor de k,
Ipa™ —pa*| < ei|ps" — pp*| < &, que és equivalent a dir que volem trobar un punt
prou proper al punt d’equilibri, considerant € > 0, prou petit, com la tolerancia que
assumim a 1’hora d’acotar ’error de ’aproximacio.

En particular, podem suposar que hem arribat a una aproximacié prou bona,
segons la nostra e, quan |ps* — pA"* < €1 |ps" — pp"™| < . Aquests preus,
satisfan aproximadament la condicié d’equilibri, és a dir, si A determina p4*, B
determina pg”, aleshores A determina p4*™! que és proper a p4”* en termes de e
i, finalment, B determina pg"™, que és proper a pg" en termes de . Concloent
que Rp(P4") = PgF*t =~ Pg" i Ry(Ps") = P,\*™ =~ P4*, que és la condicié que
necessitavem (5.7) per a determinar I’equilibri aproximat.

Per a realitzar el programa, s’han de determinar les consideracions que hem es-
mentat anteriorment. En primer lloc, les discretitzacions de preus i consumidors
han d’estar determinades de forma congruent. Si establim una distancia entre preus
menor que la distancia entre consumidors, a ’hora de calcular la diferencia de la
demanda per a un preu o un altre, pot ser que aquesta no representi prou acura-
dament la variacid, perque el nombre de consumidors no seria prou representatiu
respecte la tria de preus. En aquest cas, les dues distancies les hem fixat en 5-107%.
Respecte el preu, determinem un preu maxim i un preu minim de 2 i 0, respectiva-
ment (aquest preu maxim esta relacionat amb el fet que la longitud del segment és
1). En general, el py inicial que prenem és indiferent, perque, si existeix 1’equilibri,
aquesta recurrencia hauria d’estabilitar-s’hi rapidament. De totes formes, prenem
un preu inicial proper al 0, 1072 per a facilitar el procés en alguns casos que veurem
més endavant. I, per tltim, prenem una tolerancia de e = 1072

Veiem que el programa déna els resultats esperats, a continuaci, donarem una
serie de valors que ho proven. Prenem quatre valors de b aleatoriament: 0, 0.3, 0.5
i 0.8; i estudiem els equilibris que en resulten per a a’s entre 0 i 1 — b, en intervals
de 0.1. Els presentem en quatre taules que mantenen la mateixa estructura: en la
primera columna s’indiquen els valors d’a i de b, en la segona columna exposem els
valors que el progama déna com a preus aproximats d’equilibri amb la tolerancia
fixada i, en la tercera, s’exposen els valors reals calculats mitjancant 'expressio
explicita d’equilibri que dona el model de costos quadratics. Per ultim, a la quar-
ta columna, mostrem quin és l'error, és a dir la diferencia entre ’equilibri real i
I’aproximat.
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b=0 ‘ (pa",ps") ‘ (pa*,pB") ‘ error

a= (1.00100, 1.00125) %) [ (1.00000, 1.00000) (1073,107%)

a=0.1 (0.92750, 0.86900) | (0.93000, 0.87000) (2.5-107%,1079)
a=0.2 (0.85450, 0.74750) | (0.85333,0.74667) | (1.16667 - 10~>,8.83333 - 10 7)
a=0.3 (0.77050, 0.62875) | (0.77000, 0.63000) (5-107%,1.25-107%)

a =04 (0.67900,0.52000) | (0.68000, 0.52000) (107%,0)

a=0.5 (0.58400, 0.41700) | (0.58333,0.41667) | (6.66667 - 10~7,3.33333 - 10 7)
a=0.6 (0.48125,0.32250) | (0.48000, 0.32000) (1.25-1072,2.5-10779)
a=0.7 (0.37000, 0.22975) | (0.37000,0.23000) | (5.55112-10"",2.5-10" %)
a=038 (0.25325,0.14600) | (0.25333,0.14667) | (8.33333 - 10~°,6.66667 - 10 7)
a=0.9 (0.13000, 0.07000) | (0.13000,0.07000) | (2.7756 - 10~ 7,2.7756 - 10~ '7)
a=1 | (0.00075,0.00025) | (0.00000,0.00000) (75-107%,25-1077%)

(*) Marquem aquesta parella de preus en verd perque corresponen als preus

d’equilibri aproximats per a les localitzacions de 'equilibri de Nash perfecte en
subjocs que estem estudiant. Més endevant mencionarem aquest fet.

(**) En aquest darrer cas, notem que les dues empreses es localitzen en el mateix
punt del segment. Aixi doncs, el cost per a qualsevol consumidor per a accedir a
les dues empreses és el mateix. Per tant, en aquest punt, les empreses competeixen
a la Bertrand (veure seccié 4.1), el que, per definici, ens porta a un equilibri on
els preus coincideixen amb el cost de produccid, en aquest cas nul, per tant (0,0).
Tenint en compte que les empreses competeixen baixant els preus a poc a poc per a
quedar-se la totalitat del mercat, sense renunciar a una part significativa del preu,
aquesta convergencia és molt lenta. Per aquesta rad, anteriorment hem assignat un
preu inicial proper a 0, per a afavorir la convergencia en cas que la localitzacio sigui
la mateixa. Es cert que podriem determinar directament (pa*,p5™) = (0,0), pero
deixar que ho faci el programa és una forma de comprovar que funciona en tots els
casos. Aquest cas el trobarem també a la darrera fila de les taules que trobem a
continuacio.

b=03 | (p4",p8") | (pa”,pB") | error

= (0.62725,0.76900) | (0.63000, 0.77000) 2.75-10 2,10 %)
=01 | (0.56300,0.64175) | (0.56000,0.64000) 3-107%1.75-10°9)
a—=02 | (0.48375,0.51700) | (0.48333,0.51667) | (4.16667 - 10 7, 3.33333 - 10 ")
a=03 | (0.39925,0.39975) | (0.40000,0.40000) (7510 525-10 1
a—04 | (0.30975,0.29025) | (0.31000,0.20000) (2510525107
a—05 | (0.21400,0.18775) | (0.21333,0.18667) | (6.66667 - 10", 1.08333 - 107
a=0.6 (0.11000, 0.09000) | (0.11000,0.09000) | (4.1634 - 10717,4.1634 - 10_17)
@ =07 (= | (0.00075,0.00025) | (0.00000, 0.00000) (75-10%25-10°%)

43




b=0.5 ‘ (pA", pB") ‘ (pa™,pB") ‘ error ‘
a=0 (0.41675,0.58250) | (0.41667,0.58333) | (8.33333 - 10 °,8.33333 - 10 ")
a=0.1 (0.34675,0.45325) | (0.34667,0.45333) | (8.33333 - 10 °,8.33333 - 10 °)
a=02 (0.27050, 0.33050) | (0.27000,0.33000) (5-107%,5-1077)
a=0.3 (0.18625,0.21250) | (0.18667,0.21333) | (4.16667 - 10~ *,8.33333 - 10~ %)
a =04 (0.09650, 0.10300) | (0.09667,0.10333) | (1.66667 - 10~ *,3.33333 - 10~ 7)
a=0.5 (* | (0.00075,0.00025) | (0.00000,0.00000) (7.5-107%,2.5-107%)
b=0.8 ‘ (pa*, p") ‘ (pa™,pB") ‘ error ‘
a=0 (0.14650, 0.25300) | (0.14667,0.25333) | (1.66667 - 10~*,3.33333 - 10~ 7)
a=0.1 (0.07650, 0.12300) | (0.07667,0.12333) | (1.66667 - 10~*,3.33333 - 10~ %)
a=0.2 (*+ | (0.0005,0.0005) | (0.00000,0.00000) (5-107%,5-107%)

A més a més, si comparem els beneficis finalment calculats mitjancant el progra-
ma, per exemple, per a 'empresa A, veiem que son molt semblants als que resulten
del model. A la segiient grafica, podem identificar en verd els valors aproximats i,
en blanc, els beneficis reals, comprovant que, realment, no hi ha diferencies signifi-

catives.

Un cop som capagos de trobar I'equilibri per a cada parell de localitzacions, po-
dem usar aquest programa per a trobar les localitzacions d’equilibri del joc de dues
etapes. El funcionament d’aquest segon programa és molt similar al de ’anterior.
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Basant-nos, de nou, en les condicions que determinen les funcions de millor resposta,
en aquest cas, de localitzacid, obtenim la condicié d’equilibri.

ra(b) = rnquﬂA(pA*(a, b), pp*(a,b)) irp(a) = m?XWB(pA*(a, b), ps*(a,b))

I la condicié d’equilibri que en resulta:
ra(b”) =a"irg(a*) =0 (5.8)

De la mateixa manera, discretitzant els possibles valors d’a i de b al llarg del
segment, prenem un valor inicial per a a (analogament per a b) i, passant per tots
els valors escollits de b, tals que se satisfaci a+b < [, usant ’argument del programa
anterior, escollim aquella localitzacié que déna el parell de preus d’equilibri més
favorable per a 'empresa B, és a dir, el que té un major benefici. En particular,
estem trobant la soluci6 a:

re(a) = Max 7 (pA*(a, b),ps(a, b))

per al valor d’a determinat. Un cop trobada, fem el mateix per a trobar la
seglient localitzacié a i aixi successivament.

D’aquesta forma, obtenim una successié de parelles de localitzacions (ak, bk) tal
que, com en el cas dels preus, es va aproximant a les localitzacions d’equilibri (a*, b*).
En aquest cas, definim un ¢’ tal que, per a una certa k, [a" —a*| < £"i [b" —b*| < X,
de forma que podem suposar que |a* — a**t| < &' i |b* — b*| < & és una condicié
suficient de k per a afirmar que (a”,b") és la nostra aproximacié de I'equilibri. En
efecte, si A es localitza en a®, B respon localitzant-se b*, aleshores A es localitza
en a*! que és proper a a* en termes de €' i, finalment, B respon es localitza en
V1 que és proper a bF en termes de . Concloent que rB(ak) = V" = b g
ra(b®) = a*™ ~ a*, que és la condicié que necessitavem (5.8) per a determinar
I’equilibri aproximat.

Per a aquest programa, hem pres una discretitzacié menys fina que en el cas
anterior, per a agilitzar la convergencia a l'equilibri. De totes formes, 'expecta-
tiva és d’afinar la discretitzacié per tal d’aconseguir un resultat més fiable. En
aquest cas, hem fixat una diferéncia entre localitzacions de 5-1072. Pel que respec-
ta la tolerancia, 'hem determinat d’acord amb el parametre anterior: & = 1072
Comencant amb una a = 0.4 la convergencia cap al punt (a,b) = (0,0) és molt
rapida; tan sols amb dos calculs d’a i de b, ja hem estabilitzat. En particular,
el calcul dels preus d’equilibri per a l'equilibri perfecte en subjocs esta indicat a
la primera taula de resultats en color verd (**). Podem comprovar que I’apro-
ximacié s’ajusta, en els termes definits al programa, a l’equilibri real del model
(p4(0,0),p5(0,0)) = (cl*, cl”) = (1,1).

Aquest programa, pero, no el podem utilitzar directament per a qualsevol cas de
costos. En el cas de costos quadratics, hem demostrat analiticament que 1’equilibri
perfecte en subjocs existeix, en altres casos, hauriem de comprovar-ho. Per a fer-
ho, passem per cadascuna de les combinacions de localitzacions a i b comprovant
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si la funcio d’equilibri que hem definit al principi ens déna un equilibri per a cada
cas, perque per a poder assegurar l'existencia d'un equilibri perfecte en subjocs
consistent, hem de garantir ’existéncia de tots els equilibris de segona etapa. Si és
aixi, podem continuar i trobar-lo, utilitzant la iteracié que hem definit.

Aquest programa és només una comprovacio de les portes que podem obrir en
aquest ambit utilitzant el calcul numeric. Mentre que, en els models formals, no
podem experimentar perque tenim limitacions analitiques, en la resolucié numerica
podem plantejar variacions amb les quals afegir nous punts de vista al problema.
Amb el model classic, ens limitem a definir el joc de dues etapes entre dues empreses
amb funcié de costos quadratica. Si creuem la barrera del calcul numeric i fem un
algorisme prou aproximat, és possible realitzar canvis en les funcions de costos
sense considerar la seva complexitat algebraica, afegir asimetries en les mateixes
funcions, de forma que un mateix consumidor consideri més costés arribar fins a
una empresa que fins una altra que estigui a la mateixa distancia fisica o, fins
i tot, utilitzar diferents funcions de densitat per a representar la distribucié dels
consumidors al llarg del segment. Es donen casos en que, a part de la diferenciacié
del producte o la localitzacié fisica real, els consumidors tenen preferencies sobre
unes empreses, ja sigui per la marca, la reputacié o l'oferta de '’empresa, i, per
tant, aquest consumidor pot preferir comprar el producte en una empresa tot i que
I’altra sigui més propera o tingui un producte més adaptat a les seves necessitats. Un
exemple clar d’aquest fet, en el qual podriem aplicar funcions de cost asimetriques,
és el cas de les marques generiques en els productes farmaceutics, que normalment
generen menys confianca en els consumidors. Per altra banda, generalment, els
consumidors d’un mercat no estan distribuits de forma uniforme dins d’aquest; per
aquesta rad, la utilitat de poder considerar altres funcions de densitat és veure que
els equilibris en la localitzacié poden dependre en un grau alt de la distribucio dels
consumidors dins del mercat. Per exemple, en el cas de la politica, és senzill veure
que la majoria dels ciutadans se situen al centre ideologic o al voltant d’aquest.
Per tant, si consideréssim el cas politic, els partits haurien de tenir en compte que
els extrems no solen atraure tants votants com les ideologies més centriques, és a
dir, que aquests no es distribueixen uniformement al llarg del segment que connecta
I'extrema dreta i I’extrema esquerra.
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Part V

Conclusions

Al final dels meus estudis universitaris en els ambits de les matematiques, I’economia
i 'empresa, el meu contacte amb la teoria de jocs havia estat escas. Amb prou
feines havia conegut aquells conceptes més basics que s’hi contemplen. Amb aquest
projecte, pero, he pogut aprofundir en la materia i coneixer tota la branca que
s’origina en el model de Hotelling. Entendre la utilitat dels models classics de
competencia, com els de Cournot i Bertrand, per a la concepcié de models més
adaptats a situacions reals, ha estat un factor clau de la part teorica d’aquest
treball.

El plantejament del projecte m’ha permes connectar la teoria de jocs amb pro-
blemes de mercat que podem trobar a la vida real. A més a més, els resultats
numerics han donat peu a obrir nous horitzons per a 'estudi de models que, fins
ara, no s’havien estudiat. Com he vist al llarg dels meus estudis, el calcul numeric
és una eina que pot servir per a abordar problemes sense haver d’introduir-nos en
el procediment analitic. En efecte, la conclusié més observable d’aquest treball és
que 'aproximacioé numerica a ’equilibri ens déna un resultat prou bo per al model.
Aixi doncs, podem trobar resultats adients per a models com els que es defineixen
en aquest treball. En particular, ho hem fet per al model revisat de Hotelling.

En darrer terme, vull exposar que, a posteriori, 'objectiu és millorar el programa
per a fer possible la seva aplicacié a les alternatives que es plantegen al final del
treball. Aixi doncs, aquest projecte ha estat només la prova que el calcul numeric
pot ser una opcio a considerar en aquesta classe de models.

A7



REFERENCIES

Referencies

1]

2]

d’Aspremont, C., Jaskold Gabszezwicz, J. 1 Thisse, J.-F. (1979). On Hotelling’s
“Stability in Competition”. Econometrica, 47, 1145-1150.

Bertrand, J.L.F. (1883). Théorie des Richesses: revue de Théories
mathématiques de la richesse sociale par Léon Walras et Recherches sur les
principes mathématiques de la théorie des richesses par Augustin Cournot.
Journal des Savants, 67, 499-508.

Cournot, A.-A. (1838). Recherches sur les principes mathématiques de la
théorie des richesses. Paris: L. Hachette.

Gardner, R. (1999). Juegos para empresarios y economistas. Barcelona: Antoni
Bosch, editor.

Gibbons, R. (1993). Un primer curso de Teoria de Juegos. Barcelona: Antoni
Bosch, editor.

Hotelling, H. (1929). Stability in Competition. FEconomic Journal, 39, 41-57.

Hotelling, H. (1931). The Economics of Exhaustible Resources. Journal of Po-
litical Economy, 39, 137-175.

Hotelling, H. (1931). The generalization of Student’s ratio. Annals of Mathe-
matical Statistics, 2, 360-378.

Hotelling, H. (1932). Edgeworth’s taxation paradox and the nature of demand
and supply functions. Journal of Political Economy, 40, 577-616.

Hotelling, H. (1933). Analysis of a complex of statistical variables into principal
components. Journal of Educational Psychology, 24, 417-441 i 498-520.

Nash, J.F. (1950). Equilibrium points in n-person games. Proceedings of the
National Academy of Sciencies, 36, 48-49.

Nash, J.F. (1950). The bargaining problem. Econometrica, 18, 155-162.

Nash, J.F. (1951). Non-Cooperative Games. Annals of Mathematics, 54, 286-
295.

Nash, J.F. (1950). Two-person cooperative games. Econometrica, 21, 128-140.

Osborne, M.J. (2004). An introducion to Game Theory. Nova York: Oxford
University Press.

von Neumann, J. i Morgenstern, O. (1944). Theory of Games and Economic
Behavior. Princeton: Princeton University Press.

48



V]

© 0w N o oo Ww

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42

A ANNEX

A Annex

En aquest annex, exposem el codi del programa que constitueix la part practica
del projecte. Presentem el programa complet que calcula I'equilibri perfecte en
subjocs per al model corregit de Hotelling (model de costos quadratics). Veiem
que, dins d’aquest programa, la funcié equilibri és la funcié amb la que, per a
dues localitzacions a i b, calculem el preu d’equilibri i, per tant, la que hem usat
per a donar els valors de les taules de la darrera part del treball. A més a més,
es dona una proposta, al final d’aquest annex, de la comprovacié d’equilibris per a
tota localitzacié de la discretitzacié escollida.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>

double cost(double, double);
double beneficis(double, double);
int equilibri(double, double, double *);

int main(void){
double *p, a, b, inc, ai, al, a2, bl, b2, div_ab, tol, benefici;
int i, j, it;
p=(double *)calloc(4,sizeof (double));
it=2;
div_ab=5./1000;
tol=2./100;

a2=0.9;
printf ("\n---> L'EMPRESA A ES LOCALITZA A a=%1.2le\n", a2);
for(i=0; i<it; i++){

ai=a2;

inc=(1-ai)/div_ab+1;
benefici=0;
for(j=0;j<inc;j++){
b=j*div_ab;
equilibri(ai,b,p);
if (beneficis(p[3], pl[i1])>benefici){
bl=b;
benefici=beneficis(p[3],p[1]);

}
printf("\n---> L'EMPRESA B ES LOCALITZA A b=%1.2le\n", bl);

inc=(1-bl)/div_ab+1;
benefici=0;
for(j=0;j<inc;j++){
a=j*div_ab;
equilibri(a,bl,p);
if (beneficis(p[2], p[0])>benefici){
al=a;
benefici=beneficis(p[2],p[0]);
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}

}
}
printf("\n---> L'EMPRESA A ES LOCALITZA A a=J1.2le\n", al);

inc=(1-al)/div_ab+1;
benefici=0;
for(j=0;j<inc;j++){
b=j*div_ab;
equilibri(al,b,p);
if (beneficis(p[3], p[i])>benefici){
b2=b;
benefici=beneficis(p[3],pl[1]);
}
}
printf ("\n---> L'EMPRESA B ES LOCALITZA A b=%1.2le\n", b2);

inc=(1-b2)/div_ab+1;
benefici=0;
for(j=0;j<inc;j++){
a=j*div_ab;
equilibri(a,b2,p);
if (beneficis(p[2], p[0])>benefici){
a2=a;
benefici=beneficis(p[2],p[0]);
}
}
printf("\n---> L'EMPRESA A ES LOCALITZA A a=%1.2le\n", a2);

}

printf("---\n");

if (fabs(a2-al)<tol && fabs(b2-bl)<tol){
a=(al+a2)/2;
b=(b1+b2)/2;

printf("\n --> Les localitzacions d'equilibri sén a=)1.2le i
—  Db=%1.21le\n", a, b);

return 0;

int equilibri(double a, double b, double *p){

double sia, sib, PM, x, pa, pb, pal, pbl, pa2, pai, pb2, tol, benefici,
qa, gb, div_x, div_p, inc_p, inc_x, c;

int it, i, j, k, consa=0, consb=0;

it=5;

c=1.;

div_p=5./10000; /*distdancia entre preus*/
div_x=0.25*div_p; /*distanciati entre consumidors*/
PM=2.; /*preu mazim*/

inc_p=PM/div_p+1; /*nombre de preus possibles*/
inc_x=1./div_x+1; /#nombre de consumidors possibles*/
pa2=2xdiv_x; /*El primer preu d'A*/

tol=1./100;
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A ANNEX

97

98 printf ("\nL'empresa A comenga determinant: pa = %1.2le\n\n", pa2);
99 for(i=0; i<it; i++){

100 pai=pa2;

101 benefici=0;

102 for(j=0; j<inc_p; j++){

103 pb=j*div_p;

104 consb=0;

105 consa=0;

106 for(k=0; k<inc_x; k++){

107 x=k*div_x;

108 if (pai+cost(x-a,c)>pb+cost(l.-b-x,c)){
109 consb=consb+1;

110 Yelse{

111 consa=consa+tl;

112 T

113 }

114 ga=(double)consa/inc_x;

115 gb=(double)consb/inc_x;

116 if (beneficis(gb,pb)>benefici){

117 benefici=beneficis(gb,pb);
118 pbl=pb;

119 }

120 }

121 printf ("L'empresa B determina: pb = %1.8le\n \n", pbl);
122

123 benefici=0;

124 for(j=0; j<inc_p; j++){

125 pa=j*div_p;

126 consb=0;

127 consa=0;

128 for(k=0; k<inc_x; k++){

129 x=k*div_x;

130 if (patcost(x-a,c)>pbl+cost(l.-b-x,c)){
131 consb=consb+1;

132 Yelseq

133 consa=consa+l;

134 }

135 }

136 ga=(double)consa/(inc_x/1);

137 gb=(double)consb/ (inc_x/1);

138 if (beneficis(qa,pa)>benefici)q{

139 benefici=beneficis(qa,pa);
140 pal=pa;

141 }

142 }

143 printf ("L'empresa A determina: pa = %1.8le\n \n", pal);
144

145 benefici=0;

146 for(j=0; j<inc_p; j++){

147 pb=j*div_p;

148 consb=0;

149 consa=0;

150 for(k=0; k<inc_x; k++){

151 x=k*div_x;
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153
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if (pal+cost(x-a,c)>pb+cost(l.-b-x,c)){
consb=consb+1;
Yelsed{
consa=consa+tl;
¥
}
ga=(double)consa/inc_x;
gb=(double)consb/inc_x;
if (beneficis(qgb,pb)>benefici){
benefici=beneficis(gb,pb);
pb2=pb;
}
}
printf("L'empresa B determina: pb = %1.8le\n \n", pb2);

benefici=0;
for(j=0; j<inc_p; j++){
pa=j*div_p;
consb=0;
consa=0;
for(k=0; k<inc_x; k++){
x=k*div_x;
if (patcost(x-a,c)>pb2+cost(l.-b-x,c)){
consb=consb+1;
Yelseq{
consa=consa+tl;
}
}
ga=(double)consa/inc_x;
gb=(double)consb/inc_x;
if (beneficis(qa,pa)>benefici){
benefici=beneficis(qa,pa);
pa2=pa;
}
}
printf ("L'empresa A determina: pa = %1.8le\n \n", pa2);
¥

if (fabs(pb2-pbl)<tol & fabs(pa2-pal)<tol){
pl0]=(pal+pa2)/2;
pl1]=(pbl+pb2)/2;
consb=0;
consa=0;
for(k=0; k<inc_x; k++){
x=k*div_x;
if (p[0]+cost(x-a,c)>p[1]+cost (1-b-x,c)){
consb=consb+1;
Yelsed{
consa=consa+1;
}
}
pl[2]=(double)consa/inc_x;
p[3]=(double)consb/inc_x;
sia=c*(1-a-b)*(1+(a-b)/3);
sib=c*(1-a-b)*(1+(b-a)/3);
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A ANNEX

printf("\n --> Els darrers valors de pa sén %1.8le i %1.8le.\n

— Els darrers valors de pb sén %1.8le i %1.8le.\n --> Els
preus d'equilibri aproximats per a a = %1.2le i b = %1.21le
sén (pax, pbx) = (%1.8le, %1.8le), exactament: (%1.8le,
%1.8le), amb error: (%1.8le, %1.8le)\n", pal, pa2, pbl, pb2,
a, b, plo], pl1], sia, sib, fabs(p[0]-sia), fabs(p[1]l-sib));

e

Yelse{
pl0]=-3;
printf("Per a les localitzacions a=}1.2le i b=/1.2le, no hi ha
— equilibri\n", a, b);

}

return O;

}

double cost(double x, double c){
return c*x*x;

}

double beneficis(double q, double p){
return qg*p;

}

Per 1ltim, presentem la proposta per a comprovar l'existencia d’equilibris per
a qualsevol parell de localitzacions a i b. En el cas que hem treballat, aquesta
comprovacié no és indispensable perque el model teoric ens confirma ’existencia —
a més a més, si 'afegim, augmenta considerablement el temps que triga a donar
un resultat —, pero podria ser interessant per a acabar de provar el seu correcte
funcionament. En altres casos, si que sera necessari fer la comprovacio, perque no
tindrem eines per a fer-la analiticament. Aixi doncs, afegint els parametres double
inc2; i int ok;, podem incloure a l'inici del programa anterior les seglients linies:

inc=1/div_ab+1;
printf("CDMPRDVACIO D'EXISTENCIA D'EQUILIBRI: ");
ok=1;
for(i=0; i<inc; i++){
a=ixdiv_ab;
inc2=inc-i;
for(j=0; j<inc2; j++){

b=j*div_ab;
equilibri(a,b,p);
if (p[01=-3){
ok=0;
}
b
¥
if (ok=1){
printf ("0OK\n");
Yelse{
printf("Per a alguna localitzacié no existeix 1'equilibri --->
< no existeix equilibri perfecte en subjocs\n");
X
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