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Abstract

The ring of integers is a unique factorization domain, but, in general, this isn’t the
case for the ring of integers of a number field. The class number 1 problem consists in
giving a complete list of all imaginary quadratic fields whose ring of integers is a unique
factorization domain. In this thesis we provide an adaptation of Kurt Heegner’s original
solution including an overview of the required theoretical tools, namely class field theory
and the theory of elliptic curves with complex multiplication.

Resum

L’anell dels enters és un domini de factoritzacio tinica, pero els anells d’enters dels cossos
de nombres no ho sén en general. El problema del nombre de classes 1 consisteix a
trobar quins anells d’enters de cossos quadratics imaginaris si que ho séon. En aquest
treball donem una adaptacié de la soluci6 original de Kurt Heegner, incloent-hi una visio
general de les eines teoriques necessaries per a entendre-la: la teoria de cossos de classes
i la teoria de corbes el-liptiques amb multiplicacié complexa.
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Introduccié 1

Introduccid

Una interpretacié del teorema fonamental de D'aritmetica és que l'anell dels nombres
enters és un domini de factoritzacié tnica. Si K és un cos de nombres, no és cert en
general que l'anell d’enters de K, Ok, també ho sigui. De fet, aquesta és una de les
raons per les quals el teorema de Fermat no va ser demostrat en el segle XIX: Gabriel
Lamé va presentar 'any 1847 una demostracio en la qual suposava que els anells d’enters
dels cossos ciclotomics eren dominis de factoritzacié unica, perdo Ernst Kummer ja havia
observat I'any 1844 que aquesta suposicié era erronia.

El problema del nombre de classes 1 consisteix a trobar per a quins cossos quadratics
imaginaris, Q(\/N ) amb N < 0 lliure de quadrats, I’anell d’enters és un domini de
factoritzacié unica. Aquest problema va ser plantejat originalment per Gauss a les
Disquisicions Aritmeétiques (1801), i no va ser resolt fins 'any 1952 per Kurt Heegner.
La soluci6 de Heegner va ser rebutjada inicialment perque feia referencia a una seccié
de I’Algebm de Heinrich Weber que era incompleta i contenia imprecisions. De manera
independent, Alan Baker i Harold Stark van arribar al mateix resultat els anys 1966
i 1967 respectivament, i 'any 1969 Stark va completar la prova de Heegner. Aquest
resultat és coneix avui com el teorema de Heegner-Baker-Stark, i afirma que els tnics
N < 0 per als quals I'anell d’enters de Q(v/N) és un domini de factoritzacié tnica sén
—-1,-2,-3,—-7,—11,—-19, —43, —67, —163.

Aquest resultat també té algunes conseqiiencies sorprenents. Per exemple, explica per
que el nombre e™16 = 262537412640768743.99999999999925... és tan proper a un enter,
o per qué n? —n + 41 és primer per n = 0, 1, ..., 40, dos fets que a priori podrien semblar
casualitat.

L’objectiu que ens plantegem en aquest treball és donar una adaptacié de la solucié
original de Heegner, pero cal que abans introduim algunes eines teoriques essencials per
a poder entendre-la. La memoria esta estructurada de la manera seglient.

Al capitol 1 formulem el problema i definim el grup de classes d’ideals de ’anell d’enters
dels cossos de nombres. De fet, definim el grup de classes d’ideals d'una classe més
general d’anells, els ordres O de cossos quadratics imaginaris, i reformulem el problema
en termes d’aquest grup. Donem diverses descripcions d’aquest grup, i també alguns
resultats elementals sobre el nombre de classes dels ordres de cossos quadratics imaginaris
utilitzant el llenguatge de les formes quadratiques binaries enteres.

Als capitols 2 i 3 descrivim les eines que ens permetran desenvolupar la solucié del
problema. Al capitol 2 donem una visié general de la teoria de cossos de classes, que
estudia les extensions abelianes dels cossos de nombres, enunciant-ne alguns dels resultats
més imporants. A més, veiem la seva relacié amb els grups de classes d’ideals. Més
concretament, el grup de classes d’ideals d'un ordre O d’un cos quadratic imaginari K és
isomorf al grup de Galois d'una extensié de K, anomenada cos de classes de l'ordre O.

Al capitol 3 descrivim la teoria de corbes el-liptiques amb multiplicacié complexa. Hi
veiem la relacié entre aquestes corbes i els ordres dels cossos quadratics imaginaris, i per
a estudiar-les definim diverses funcions i estudiem les seves propietats analitiques. El
paper més important el juga 'anomenat invariant j, que fa possible donar una descripcié
explicita del cos de classes d'un ordre d'un cos quadratic imaginari.



2 Introduccid

Al capitol 4, calculem l'invariant j d’alguns ordres que ja sabem que tenen nombre de
classes 1, i reduim el problema de trobar tots els invariants j possibles a la resolucié de
I'equacié diofantina 2X (X3 + 1) = Y2, Finalment, resolem aquesta equacié, trobant aixi
la soluci6 del problema.

En els tres primers capitols no s’inclouen algunes de les demostracions dels resultats
que s’enuncien, pero s’inclouen referencies on es poden trobar. Tot i aix0, en els capitols
11 3, les demostracions que es troben en aquestes referencies es poden seguir sense gaire
dificultat amb els coneixements d’algebra i analisi obtinguts durant el grau i, tot i que
no estan escrites en la memoria, han estat treballades a 1’hora de fer aquest treball. En
canvi, per a treballar amb detall el capitol 2 necessitariem introduir noves eines teoriques
més complicades, que requeririen en si un treball propi. La continuacié natural d’aquest
treball seria, per aquesta rad, aprofundir en la teoria de cossos de classes, estudiant-la en
detall i demostrant-ne els teoremes que aqui només hem enunciat.

El problema del nombre de classes 1 exemplifica clarament com, per a arribar a resultats
profunds en una branca de les matematiques, s’acostuma a necessitar coneixements i
tecniques d’altres. En aquest cas, per a resoldre un problema algebraic en teoria de
nombres, és necessari utilitzar tecniques d’analisi complexa, per exemple. Per aquesta
rad, aquest treball és una manera especialment adequada d’acabar el grau, ja que combina
i relaciona coneixements adquirits en moltes de les assignatures cursades durant aquests
quatre anys.



1 Formulacié del problema

1.1 Enters algebraics i grup de classes d’ideals

El teorema fonamental de D'aritmetica precisa com, per a tot enter n € Z, podem
descompondre n de manera tnica en un producte de la forma

n= el

on pq, ..., p, soOn enters primers diferents i eq, ..., e, son enters positius. En altres paraules,
I’anell Z és un domini de factoritzacio unica.

De fet, podem estendre el resultat dient que, per a tot nombre racional ¢ € Q, podem
descompondre ¢ de manera tinica en un producte de la forma

q=xpi"--p, (1.1.1)

on p, ..., pr SON enters primers diferents i ey, ..., e, sén enters no nuls, no necessariament
positius.

Un cos de nombres K és un cos de caracteristica 0 i tal que el grau [K : Q) és finit. Ens
podem preguntar per a quins cossos de nombres tenim una propietat semblant a (1.1.1).
En primer lloc, cal precisar exactament quina és aquesta propietat, és a dir, cal definir
per a quin subanell de K han de ser primers els p;.

Definicié 1.1.2. Siguin A, B dominis d’integritat tals que A C B. Diem que un element
b € B és enter de grau n sobre A si b és arrel d'un polinomi monic irreductible de grau
n de coeficients en A. El conjunt d’elements de B que sén enters sobre A s’anomena la
clausura entera de A en B.

Si A=7Z1iB = K és un cos de nombres, els elements enters s’anomenen enters
algebraics, i la clausura entera de A s’anomena ’anell d’enters de K, i es denota per O

Exemple 1.1.3. Un cos quadratic K és un cos de la forma K = Q(v/N), on N ¢ {0,1}
és un enter lliure de quadrats. Si N < 0, diem que K és un cos quadratic imaginari. Per
a un cos quadratic K = Q(v/N), I'anell d’enters és Ok = Z[w], on

VN, siN#1 mod 4,
W =
LN §i N=1 mod 4.

De fet, també es té que Ok = Z|wg], on

de AN, si N#1 mod 4,
71N, siN=1 mod4,’

WK -

. di + Vdg
==

L’enter dg s’anomena el discriminant de K. Observem que Z[\/N | € Ok, pero laltra
inclusié no és certa en general. A més, K = Q(v'N) = Q(v/dx).

En general, els anells d’enters dels cossos de nombres no sén dominis de factoritzacio
tinica. Per exemple, I'anell d’enters de K = Q(v/=5) és O = Z[v/—5], que no és un
domini de factoritzacié tnica: 6 =2-3 = (1 ++/=5)(1 — v/=5) s6n dos descomposicions
de 6 en producte d’elements irreductibles, i les dues descomposicions no sén equivalents.
Tot i aixi, si que es compleix una propietat més feble.
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Teorema 1.1.4. Sigui K un cos de nombres. Aleshores, tot ideal no nul a de Ok
descompon de manera unica en un producte de la forma

__ 4€1 Er
a=9p;...p,5

on P, ..., P, son ideals primers no nuls i diferents de Ok 1 eq, ..., e, son enters positius.
DEMOSTRACIO. [7, teorema 2.4.5] O

Més generalment, diem que un domini d’integritat A és integrament tancat si és la seva
propia clausura entera en el seu cos de fraccions. Els dominis d’ideals principals, per
exemple, son integrament tancats.

Teorema 1.1.5. Sigui A un domini d’integritat. Aleshores, son equivalents:

(a) Tot ideal no nul a de A descompon de manera tinica en un producte de la forma

el e
a_pl .. "

e,
on Py, ..., P, son ideals primers no nuls v diferents de A i eq, ..., e, son enters positius.

(b) A és noetheria, integrament tancat i de dimensié de Krull 1, és a dir, tot ideal de
A és finitament generat, A és integrament tancat, no és un cos i tot ideal primer
no nul és maximal.

Si se satisfan aquestes propietats, diem que A és un anell de Dedekind.
DEMOSTRACIO. [9, capitol 16.3, teorema 15] O

Per tant, els anells dels enters dels cossos de nombres sén anells de Dedekind. Aquesta
classe d’anells té propietats especialment bones que fan possible I'estudi de la seva
aritmetica. Per exemple, un anell de Dedekind és domini de factoritzacié tnica si, i
nomeés si, és un domini d’ideals principals.

De forma semblant a com a (1.1.1) hem donat una versié del teorema fonamental de
I’aritmetica per al cos dels nombres racionals en comptes de per a l'anell dels enters,
podem fer el mateix amb el teorema 1.1.4 per als cossos de nombres, en comptes dels
seus anells d’enters. Pero de la mateixa manera que per als anells d’enters d’un cos de
nombres K 'hem hagut d’expressar en termes d’ideals, hem de fer el mateix per al cos
K. Aixo0 ens porta a la segiient definicio.

Definicié 1.1.6. Sigui A un domini d’integritat. Un ideal fraccionari de A és un
A-submodul a del cos de fraccions K de A i tal que existeix un element a € A\ {0}
tal que aa C A.

Exemple 1.1.7. Sigui A un domini d’integritat.

e Tot ideal de A és un ideal fraccionari de A. Aquests ideals fraccionaris s’anomenen
ideals enters de A.

e a:= oA amb a € K és un ideal fraccionari de A. Aquests ideals fraccionaris
s’anomenen ideals fraccionaris principals.

Teorema 1.1.8. Sigui A un anell de Dedekind. Aleshores, el conjunt d’ideals fraccionaris
no nuls de A, que denotem per I(A) (també I(K) o Ix quan A = Ok), és un grup abelia
lliure respecte del producte de A-submoduls del cos de fraccions K de A. Els ideals primers
no nuls de A en formen un sistema de generadors lliures.
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DEMOSTRACIO. [7, teorema 2.4.5] O
En particular, del fet que els ideals primers no nuls de A formin un sistema de
generadors lliures d’aquest grup es dedueix 'equivalent de (1.1.1).

Corol-lari 1.1.9. Sigu: K un cos de nombres. Aleshores, tot ideal fraccionari no nul a
de K descompon de manera unica en un producte de la forma

e er
a=p'...p,

on Pi, ..., P, son ideals primers no nuls diferents de Ok 1 eq, ..., e, son enters no nuls, no
necessariament positius. O]

Ens interessa saber quan tenim el mateix resultat en termes d’elements en comptes
d’ideals o, equivalentment, quan tots els ideals fraccionaris sén principals.

Si A és un anell de Dedekind i K el seu cos de fraccions, el conjunt dels ideals
fraccionaris principals, que denotem per P(A) (també P(K) o Px quan A = Ok i
K és un cos de nombres) forma un subgrup del grup d’ideals fraccionaris de I(A).

Definicié 1.1.10. El grup quocient I(A)/P(A) s’anomena grup de classes d’ideals de A,
i es denota per CI(A).

Un resultat molt important i que no és cert en general (per a anells de Dedekind que
no sén anells d’enters d’un cos de nombres) és el segiient.
Teorema 1.1.11 (Dirichlet). Si K és un cos de nombres, el grup Cl{Ok) és finit.
DEMOSTRACIO. [7, teorema 4.4.4] O

L’ordre d’aquest grup s’anomena nombre de classes de K i es denota per h(Ok). Sén
equivalents:

(a) Ok és domini de factoritzacié dnica.
(b) Ok és domini d’ideals principals.

(¢) P(Ok) =1(Ok).

(d) Cl(Ok) és trivial.

(e) h(Ok) =1.
Aixi, podem pensar h(Ok) com una "mesura”de quant falla la factoritzacié inica en Ok.
Si h(Ok) = 1, aleshores a Ok tenim factoritzacié tnica, i com més gran és h(Og) més
lluny esta Ok de tenir-ne.

En el cas dels cossos quadratics, el problema que ens plantegem és el segiient.
Problema 1.1.12. Per a quins enters N < 0 lliures de quadrats tenim que h(Of) = 1
per a K = Q(v/N )?

Aquest problema es coneix com el problema del nombre de classes 1, i al capitol 4 en
donarem la solucié. A la segiient seccié definirem el grup de classes d’ideals per a una
classe més general d’anells, i parlarem més a fons d’aquest problema.
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1.2 Ordres de cossos quadratics

Sigui K un cos de nombres.

Definicié 1.2.1. Un ordre de K és un subanell (amb unitat) O de K que, com a grup
abelia, és lliure de dimensi6 n := [K : Q]. Equivalentment, un ordre de K és un subanell
de K que, com a grup abelia, és finitament generat i conté una Q-base de K.

Per exemple, 'anell dels enters algebraics de K, Ok és un ordre de K. De fet, si O
és un ordre de K, el fet que O sigui finitament generat implica que tots els elements de
O sén enters algebraics. Per tant, O C Og. Per aquesta rad, diem que Ok és l'ordre
maxim (o maximal) de K. A més, O és un subgrup d’index finit de Ok, ja que O i O
on grups abelians lliures de la mateixa dimensio finita.

Definicié 1.2.2. S’anomena conductor de O (o conductor de Ok en O) a 'index f =
Ok : O] de O en Ok com a grups abelians.

Exemple 1.2.3. Sigui K = Q(v/—3). Z[v/—3] és un ordre de K de conductor 2, i

Z[%‘T’] = Ok és un ordre de conductor 1.

Es satisfa fOg C O, i per tant Z + fOxg C O. En general no es satisfa la igualtat,
pero en el cas dels cossos quadratics si.

Proposicié 1.2.4. Siguin K un cos quadratic. Llavors,

(a) OK = Z@ZWK

(b) Per a tot enter f > 1 ewisteix un unic ordre de conductor f en Ok, que és Oy, g2 :=
LBZfwg = 2+ fOk, ondy i wg son els nombres definits a l'ezemple 1.1.3. L’enter

D = dg f* s’anomena el discriminant de Og, f2.
DEMOSTRACIO. [1, lema 7.2] O

Observacié 1.2.5. Amb les mateixes definicions que a la proposicié anterior es compleix
que K = Q(Vdx) = Q(wg) = Q(fwk) i O = Oy,

Observacio 1.2.6. Els ordres dels cossos quadratics estan univocament determinats pel
seu discriminant, que pot ser qualsevol enter no quadrat D = 0,1 mod 4. Denotem per
Op Dordre de discriminant D.

Els ordres d'un cos de nombres no soén, en general, anells integrament tancats. Per tant,
en general no séon anells de Dedekind, i no hi ha factoritzacié tinica dels ideals de 'ordre
en ideals primers. Aquest fet fa que la construccié del grup de classes d’ideals d'un ordre
O no sigui tan senzilla com la del grup de classes d’ideals d’un anell de Dedekind. Els
ordres dels cossos de nombres son dominis d’integritat, de manera que té la definicié 1.1.6
sentit. En aquest cas, diu el segiient.

Definicié 1.2.7. Siguin K un cos de nombres i O un ordre de K. Un O-ideal fraccionari
de K és un O-submodul a de K no nul i tal que existeix a € O \ {0} tal que aa C O.

A diferencia del cas dels anells de Dedekind, en general el conjunt dels O-ideals
fraccionaris de K no formen un grup amb el producte de O-submoduls de K, ja que no
tot O-ideals fraccionari té un invers. Un O-ideal fraccionari a de K s’anomena invertible
si existeix un O-ideal fraccionari b tal que ab = O.

Proposicié 1.2.8. Siguin O un ordre d’un cos de nombres K 1 a C K un O-ideal
fraccionari. Llavors, l'anell de multiplicadors de a, O(a) := {a € K : aa C a}, és un
ordre de K que conté O com a subordre. Si O = O(a), es diu que a és propi. Si K és un
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cos quadratic, aleshores a és invertible si, 1 només si, és propi.
DEMOSTRACIO. [1, proposicié 7.4] ]

Sigui K un cos quadratic i O un ordre de K. Denotem per I(O) el conjunt dels O-ideals
fraccionaris propis de K i per P(O) el conjunt dels O-ideals fraccionaris principals de
K. Amb aquestes definicions, de la proposicié anterior es dedueix que I(Q) és un grup
commutatiu amb el producte d’ideals fraccionaris. De fet, tot ideal principal és propi, i
P(O) és un subgrup de I(O).

Definicié6 1.2.9. El grup C1(O) := I(O)/P(0O) s’anomena grup de classes d’ideals de O.

En el cas en que O = Ok, aquesta definicié coincideix amb la definicié 1.1.10 del grup
de classes d’ideals de O.

A la secci6 1.4 veurem que si K és un cos quadratic imaginari, aleshores el grup Cl(O)
és finit. Denotem per h(O) l'ordre d’aquest grup. Ens podem plantejar una versié més
general del problema del nombre de classes 1.

Problema 1.2.10. Per a quins discriminants D < 0 es té h(Op) = 17

Al capitol 4 demostrarem que si D < 0, aleshores
hOp)=1 < De{-3,—4,-7,-8,—11,-12,—-16, —19, —27, —28, —43, —67, —163}.
En particular, si K és un cos quadratic imaginari, aleshores
h(Ok)=1 < dg ={-4,-8,-3,-7,—11,—-19,—43, —67, —163}.

Cal observar que per als ordres no maximals O d’un cos quadratic imaginari K, el fet que
el seu nombre de classes sigui 1 no implica que O sigui un domini principal o factorial.
Per exemple, I'ordre O = O_jy = Z[/=3] del cos K = Q(+/3) no és un domini de
factoritzacié unica, pero h(O) = 1. De fet, els ordres dels cossos de nombres sén dominis
noetherians i de dimensié 1, de manera que sén anells de Dedekind si, i només si, sén
integrament tancats. A més, si un ordre és un domini d’ideals principals, aleshores és
integrament tancat, i per tant és un anell de Dedekind. Per tant, tots els ordres no
maximals no sén principals.

El problema del nombre de classes va ser plantejat inicialment per Gauss I'any 1801 a
les Disquisitiones Arithmeticae, [5, punts 303, 304 i 305], on va conjecturar el segiient:

(a) h(Op) — oo quan D — —oo. En particular, per a un enter positiu n, h(Op) =n
per a un nombre finit de D.

(b) Si D és parell, aleshores h(Op) =1 <= —D/4 € {1,2,3,4,7}.

(¢) h(Op) =1 per a infinits D > 0.
Les conjectures (a) i (b) han estat demostrades, perod (c¢) encara és un problema obert.
Cal observar que, quan Gauss va conjucturar aquestes propietats, no utilitzava el
llenguatge dels ordres de cossos quadratics ni dels anells d’enters. A continuacié veurem

una altra descripicié del grup de classes que apareix en un context totalment diferent, en
que treballava Gauss: l'estudi de les formes quadratiques enteres.
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1.3 Formes quadratiques binaries enteres

Una forma quadratica binaria entera és un polinomi en dues indeterminades i de la forma
f(X,Y) =aX?+bXY + cY? amb a,b,c € Z. Diem que f(X,Y) és primitiva si a,b i ¢
son relativament primers.

Definicié 1.3.1. Diem que dues formes f(X,Y) i g(X,Y) sén propiament equivalents

si existeix (1; CS]) € SL(2,Z) tal que f(X,Y) = g(pX + qY,rX + sY).

Del fet que SL(2,Z) és un grup es dedueix que la nocié d’equivalencia propia és una
relacié d’equivalencia. Aixi, diem que dues formes quadratiques binaries pertanyen a la
mateixa classe si son propiament equivalents. Un invariant de les formes que pertanyen
a una mateixa classe és el seu discriminant.

Definicié 1.3.2. Sigui f(X,Y) = aX?+bXY +cY? una forma quadratica binaria entera.
Definim el discriminant de f(X,Y) com D = b? — 4ac.

Si D < 0, aleshores f(X,Y’) només representa o bé enters positius, o bé enters negatius.
En el primer cas, diem que f(X,Y") és definida positiva, i en el segon diem que és definida
negativa. Denotem per CI(D) el conjunt de classes d’equivalencia propia de formes
primitives definides positives de discriminant D.

Lema 1.3.3. Siguin f(X,Y) =aX?+bXY +cY? i g(X,Y) = d'X?*+ VXY +Y? dues
formes quadratiques de discriminant D < 0 tals que mcd(a,a’,(b+b")/2) = 1. Aleshores
existeiz un enter B inic modul 2aa’ tal que

B =0 mod 2a, B=1V mod 2d, B?>=D mod 4ad'.
DEMOSTRACIO. [1, lema 3.2] O

Siguin f(X,Y) i g(X,Y) dues formes que compleixen les hipotesis del lema anterior.
Es defineix la composicié de f(X,Y) 1 g(X,Y) com la forma quadratica

B>2—D 2
daa’

F(X,Y) =ad X>+ BXY +

?

on B és 'enter definit al lema anterior i de 'interval 0 < B < 2aa’ — 1.

Teorema 1.3.4. Sigui D = 0,1 mod 4 negatiu. Aleshores la composicio de Dirichlet
indueiz una operacid binaria ben definida sobre Cl(D) i que dota CI(D) d’estructura de
grup abelia finit. Denotem per h(D) lordre del grup C1(D).

DEMOSTRACIO. [1, proposicié 3.8]. La finitud la veurem a la segiient seccid. ]

El llenguatge i la notacié que utilitzem per denotar el grup de classes de les formes
quadratiques enteres d'un discriminant donat ja suggereix una relacié amb els grups de
classes dels ordres de cossos quadratics.

Teorema 1.3.5. Siguin K un cos quadratic imaginari, O C K un ordre de K 1 D < 0
el discriminant de O.

(a) Siguir f(X,Y) = aX?+bXY + cY? una forma quadratica binaria entera primitiva
definida positiva i de discriminant D. Aleshores, I(f) = Za & Z’b%m és un
O-ideal propi de K.

(b) L’aplicacid I que envia la forma f(X,Y) a Uideal I(f) indueiz un isomorfisme entre
el grup CI(D) i el grup C1(O). En particular, h(O) = h(D).
DEMOSTRACIO. [1, teorema 7.7] O
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1.4 Alguns resultats sobre el nombre de classes

El fet que tinguem dues descripcions dels grups de classes d’ideals i de formes quadratiques
ens permet utilitzar el llenguatge d’una de les dues per a demostrar coses de l'altra.
En aquesta seccid, enunciarem algunes propietats elementals de les formes quadratiques
enteres que seran de gran utilitat per a solucionar el problema del nombre de classes 1.

Definicié 1.4.1. Diem que una forma quadratica primitiva f(X,Y) = aX?+bXY +cY?
és reduida si [b] < a < ¢, si alguna d’aquestes desigualtats és una igualtat, llavors b > 0.

Teorema 1.4.2. Tota forma primitiva i definida positiva és propiament equivalent a una
unica forma reduida.

DEMOSTRACIO. Veurem que tota forma primitiva i definida positiva és propiament
equivalent a una forma reduida. Sigui f(X,Y’) una forma primitiva i definida positiva.
Sigui g(X,Y) = aX? +bXY +Y? una forma propiament equivalent a f(X,Y") tal que |b|
sigui el minim possible. Si a < |b|, aleshores, per a tot m € Z,

h(X,Y)=g(X +mY,Y) =aX?+ (2am + b) XY +Y?

és propiament equivalent a g(X,Y"), de manera que podem escollir m tal que [2am +b| <
|b], pero haviem escollit g(X,Y) tal que |b| fos minim. Per tant, hem de tenir que a > |,
i amb un argument similar tenim que ¢ > |b|. Si a > ¢, aleshores h(X,Y) = g(=Y, X) és
propiament equivalent a f(X,Y), i satisfa |b| < a < c.

Per tant, f(X,Y) és propiament equivalent a una forma amb |b] < a < ¢. Aquesta
forma és reduida excepte si b < 01, o bé a = —b, 0 bé a = ¢. En aquests casos, la forma
aX? — bXY + cY? és reduida, de manera que si veiem que és propiament equivalent a
aX? + bXY + cY? haurem acabat.

e Si a = —b, aleshores el canvi de variables (X,Y) — (X 4+ Y,Y) envia la forma
aX?—bXY+cY?aaX?+bXY +cY?, de manera que les dues formes sén propiament
equivalents.

e Sia = c, aleshores el canvi de variables (X,Y) — (=Y, X) envia aX? 4+ bXY + cY?
a aX?—bXY + cY? de manera que les dues formes sén propiament equivalents.

La demostracié de la unicitat es pot trobar a [1, teorema 2.8]. [

Corol-lari 1.4.3. h(D) és finit per a tot D < 0.

DEMOSTRACIO. Suposem que f(X,Y) = aX? + bXY + c¢Y? és una forma reduida de
discriminant D < 0. Aleshores, b*> < a?i a < ¢, de manera que D = b? —4ac < —3a?, és a
dir, a < \/—D/3. Aixi, si fixem D, a només pot prendre un nombre finit de valors. Com
que |b| < a, b també pot prendre només un nombre finit de valors, i com que D = b*—4ac,
el mateix és cert per a c.

Per tant, només hi ha un nombre finit de formes reduides de discriminant D. Pel
teorema 1.4.2 hi ha el mateix nombre de formes reduides que de classes de C1(D), i per
tant Cl(D) ha de ser finit. O

La demostracié del corol-lari 1.4.3 ens proporciona un algoritme per calcular el nombre
de classes d’un discriminant donat: només cal comptar per a quants a,b,c amb |[b] < a <

V—D/3,c= (b* — D)/4a es té que aX? + bXY + cY? és una forma reduida.

A T'apéndix A donem un exemple d’un programa que calcula el nombre de classes d'un
discriminant negatiu donat utilitzant aquest algoritme.
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A més, a 'apendix B donem una taula del nombre de classes de discriminants negatius
petits en valor absolut, que hem obtingut a partir del programa de 'apendix A. Aquesta
taula ens permet comprovar el segiient.

Teorema 1.4.4. Per a tot D € {-3,—4,—7,—-8,—11,—12,—16,—19, —27, —28, —43,
—67, —163}, es té que h(D) = 1.
Al capitol 4 veurem que els nombres del teorema 1.4.4 sén els tnics discriminants

negatius de nombre de classes 1. De fet, ja estem en condicié de provar la conjectura
inicial de Gauss, que va ser demostrada per Landau ’any 1903.

Teorema 1.4.5 (Landau). h(—4n) =1 <= n € {1,2,3,4,7}.
DEMOSTRACIO. X? + nY? és una forma reduida de discriminant D = —4n. Per a
n & {1,2,3,4,7} en construirem una diferent. Podem suposar que n > 1.

En primer lloc, suposem que n no és una potencia d’un primer. Aleshores podem posar
n = ac amb 2 < a < ¢ i med(a,c) = 1, de manera que aX? + cY? és una forma reduida
de discriminant —4ac = —4n. Per tant, h(—4n) > 1.

Suposem ara que n = 2". Si r > 4, llavors la forma
4X2 +4XY + (272 + 1)Y?

és reduida i de discriminant 4% —4-4(2"72 4+ 1) = —2""2 = —4n. Sir < 4, amb la taula
de l'apendix B es pot comprovar que h(—4n) = h(—4-2") =1 només per ar = 1,2, és a
dir, per an = 2, 4.

Suposem finalment que n = p” amb p primer senar. Si n + 1 no és una potencia d'un
primer, existeixen enters coprimers a,c tals que n +1 =aci2 < a < c¢. Aleshores,

aX?+2XY +cY?

és una forma reduida de discriminant 22 —4ac = 4—4(n+1) = —4n, i per tant h(—4n) > 1.

Sin+ 1 és una potencia d’un primer, com que n = p” és senar, ha de ser una potencia
de 2, n+1=2% Per a s> 6, la forma

8X? +6XY + (257 +1)Y?

és primitiva i reduida, i el seu discriminant és 62 —4-8(2°3+1) =4—4.2° = 4—4(n+1) =
—4n, i per tant h(—4n) > 1. Per a s < 6, com abans, amb la taula de 'apendix B podem
comprovar que h(—4n) = h(—4(2° — 1)) = 1 només per a s = 1,2,3, és a dir, per a
n=13T1. O
Proposicié 1.4.6. Sigut D < 0 un enter senar. Si —D no és una poténcia d’un primer,
aleshores h(D) > 1.

DEMOSTRACIO. A fi d’estalviar-nos d’explicar la teoria de géneres de formes quadratiques
enteres, hem fet una demostracié independent d’aquesta teoria. Suposem que —D no és

una potencia d'un primer, i posem D = —mn, on m i n sén enters coprimers tals que
2 <m < n. Com que D és un discriminant senar, ha de ser D = 1 mod 4. Per tant,
mn = —D =3 mod 4, de manera que tenim dues possiblitats:

e m=1 mod4in=3 mod4,o

e m=3 mod4in=1 mod 4.
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En els dos casos, m +n = 0 mod 4. Com que, a més, D = 1 mod 4, tenim que els
nombres
m-+n 1—-D

= d.=——
C 4 ) ’

son enters. Considerem les formes de discriminant D

fi(X,Y) =mX? +mXY +cY?,
f(X,Y) = cX? 4 (2c — m)XY 4 cY?,
g(X,Y)=X?+ XY +dY*2
Clarament, g(X,Y’) és reduida. A més,
e sim < ¢, aleshores f1(X,Y) és reduida,

o

e sim > ¢, aleshores 2c—m = c+(c—m) < c. Amés, 2c—m = —m = "5 >
D’altra banda, mcd(2¢c — m,c¢) = med(c,m) = med(4e, m) = med(m + n,m) =
mcd(m,n) = 1. Per tant fo(X,Y) és reduida.

Com que f1(X,Y) # g(X,Y) # fo(X,Y), dues d’aquestes tres formes sén reduides,
diferents, i de discriminant D. Per tant, h(D) > 2. O

m+n
2

1.5 Ideals primers amb el conductor

Al segiient capitol aplicarem la teoria de cossos de classes al nostre problema. La teoria
de cossos de classes, pero, tracta directament només amb els anells d’enters dels cossos de
nombres, i no amb els seus ordres. Per a poder aplicar-la, donarem dues noves descripcions
dels grup de classes d'un ordre d'un cos quadratic K en termes de I'ordre maxim Og.

Definicié 1.5.1. Siguin K un cos quadratic, O un ordre de K i a un O-ideal enter no
nul. Sigui f el conductor de O. Es diu que a és primer amb f si a+ fO = O.

Denotem per I(O, f) i P(O, f) als subgrups de I(O) i P(O) generats pels O-ideals
enters primers amb f i pels O-ideals principals aO, a € O\{0} tals que mcd(N (), f) =1
respectivament, on N(a) := |0 /a0| = |a|*.

Definicié 1.5.2. Siguin m € Z un nombre enter no nul i @ un Og-ideal enter no nul. Es
diu que a és primer amb m si a + mOg = Ok.

Denotem per Ix(m) al subgrup de I generat pels Og-ideals enters primers amb m.
Denotem per Px 7 (f) el subgrup de de Ix(f) generat pels O-ideals enters principals de
la forma aOk on a € Ok, o« = a mod f per a un nombre enter a tal que med(a, f) = 1.

Teorema 1.5.3. FEuxisteizen isomorfismes naturals

10./) . 1x(f)
P(O.f)  Pral(f)

DEMOSTRACIO. [1, proposici6 7.22] O

Cl(0) =

De la mateixa manera que a la seccié anterior hem utilitzat la descripcié del grup de
classes d'un ordre O d’'un cos quadratic imaginari K en termes de classes de formes
quadratiques enteres per a obtenir alguns resultats sobre h(Q), mitjancant aquestes dues
noves descripcions es pot obtenir una relacié entre h(O) i h(Ok).
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Teorema 1.5.4. Siguin K un cos quadratic imaginari, O Uordre d’index f en Ok 1 dg
el discriminant de Q. Aleshores, h(O) és un maltiple de h(Ok) i se satisfa que

h(@):%ﬂ(“ (d?K) é)

plf

di

on (7) és el simbol de Kronecker, que és l’extensio del simbol de Jacobi tal que

0, si 2|n,
<ﬁ) =<1, sin==1 mod 8,
-1, stnm=45 mod 8.

DEMOSTRACIO. [1, teorema 7.24] O
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2 Teoria de cossos de classes

La teoria de cossos de classes és una branca de la teoria algebraica de nombres que estudia
les extensions abelianes d’alguns cossos, és a dir, aquelles que sén de Galois i tenen un
grup de Galois abelia. Un exemple d'un resultat classic en la teoria de cossos de classes
és el teorema de Kronecker-Weber, que, de fet, és part de la motivacié que hi ha darrere
d’aquesta disciplina, i historicament marca el seu tret de sortida.

Teorema 2.0.1 (Kronecker-Weber). Sigui K una extensid abeliana de Q. Aleshores
existeiz m € 7 tal que K C Q((n), on (m = e2™™ és una arrel primitiva de la unitat.
En particular, lextensio abeliana maximal de Q és el cos composicio

1T Q).

m=1

En aquest capitol donarem una formulacio6 classica de la teoria de cossos de classes per
a cossos de nombres, enunciant-ne els resultats més importants. El resultat que més ens
interessa per al nostre problema és el segiient.

Teorema 2.0.2. Sigui O un ordre d’un cos quadratic imaginari K. Aleshores existeix
una extensié de Galois L|K tal que Gal(L|K) = C1(O).

Tots els resultats que no demostrem es poden trobar a [2] o a [1, capitols 5-9.

2.1 Ramificacio

Siguin A un anell de Dedekind, K el seu cos de fraccions, L|K una extensi6 finita i B la
clausura entera de A en L. Aleshores, B és un anell de Dedekind. En particular, si p és
un ideal enter primer no nul de A, aleshores pB és un ideal enter propi no nul de B, de
manera que descompon de manera Unica en un producte de la forma

pB =P ... By,

on els P, sén els ideals enters primers de B que contenen a pB. Per a tot ¢, p =B, N A.
Anomenem index de ramificacié de B; sobre p a 'enter e;, i el designem per e(;|p).

El cos A/p s’anomena cos residual de A en p, i Pextensié B|A indueix una extensi6
finita dels cossos residuals A/p C B/%B;, anomenada extensié residual en ;, de grau
fi = [B/PB:: A/p] < [L: K]|. f; Sanomena el grau residual en B; de l'extensié B|A, i
escrivim f; := f(Bilp).

Els indexs de ramificacid i graus residuals estan relacionats per les propietats segiients.

Proposicié 2.1.1. Sigui S := A\ p. Si L|K és separable o S™'B és un S™'A-modul

finitament generat, aleshores
g

i=1
Proposicié 2.1.2. Suposem ara que extensio L|K és de Galois. Aleshores el grup
de Galois Gal(L|K) actua transitivament en el conjunt dels ideals primers 3 de B que
divideizen p. A més, els indexs de ramificacié e = e(B|p) i els graus residuals f = f(B|p)
no depenen de l'ideal primer P de B que divideix a p. En particular, efg = [L : K].
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A més, es pot comprovar facilment la proposicio segiient.

Proposicié 2.1.3. Sigui A un anell de Dedekind, K el seu cos de fraccions, K'|K i L|K'
extensions finites, A’ la clausura entera de A en K', B la clausura entera de A’ en L,

B C B un ideal primer no nul de B, B :=PNA ip:=PNA. Aleshores,

e(Plp) = e(PBIB)e(P'lp),
FBlp) = FOBIFB) f(B]p),

g = 3 ).

P'NA=p

Sigui P un ideal primer de B i p := PN A la seva contraccié a A. Diem que I'extensié
B| A és ramificada en P8 quan I'extensi6 residual en 3 no és separable o e(P|p) > 1, i que
és ramificada en p quan és ramificada en algun ideal primer de B que divideix pB. Diem
que p descompon completament quan e(B|p) = f(Pp) = 1 per a tot ideal primer P de
B que divideix p.

Sigui K un cos de nombres. Anomenem primer infinit real de K a tota Q-immersi6
o : K — R, i primer infinit complex de K a tot parell d’immersions conjugades 0,7 :
K — C amb o # 7. En aquest context, diem que els ideals primers de Ok sén primers
finits de K. Observem que QQ té un tnic primer infinit real.

Donada una extensié L|K, diem que un primer infinit de K ramifica en L si és real
i té una extensié complexa. Aixi, diem que una extensié L|K és no ramificada si és no
ramificada en tots els primers de K, tant finits com infinits.

El nombre de primers que ramifiquen en una extensié L|K de cossos de nombres és
finit. Per exemple, podem resumir la ramificacié dels cossos quadratics de la manera
segiient.

Teorema 2.1.4. Sigui K un cos quadratic. Aleshores,

(a) El primer infinit de Q ramifica en K si, i només si, dig < 0, és a dir, si K és un
cos quadratic tmaginari.

(b) Un primer finit p de Q ramifica en K, si i només si pldg, és a dir, si (%K) =0.

i) =1,

2

IS

(¢) Un primer finit p de Q descompon completament en K, si i només si (
(d) Un primer finit p de Q és primer en K (és a dir, pOk és un ideal primer) si, i
només si, (%K) =—1.
2.2  Grups generalitzats de classes d’ideals
Definicié 2.2.1. Sigui K un cos de nombres. Un modul en K és un producte formal de

la forma
m= H p"r
p

sobre tots els primers de K, tant finits com infinits, tal que

(a) ny >0, i només un nombre finit de n, sén no nuls,

(b) ny, = 0 per als primers infinits complexos p,
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(c) np, <1 per als primers infinits reals p.
Si tots els n, sén zero, posem m = 1.

Podem escriure un modul m com m = mgm,,, on mgy és un ideal enter de O i my, és
un producte de diferents primers infinits reals de K. En particular, si el cos K no admet
primers infinits reals (per exemple, si K és quadratic imaginari), podem considerar un
modul com un ideal de Ok.

Definicié 2.2.2. Donat un modul m, definim I (m) com el grup dels Ok-ideals coprimers
amb m (és a dir, coprimers amb my), i Px(m) com el subrgup de Ix(m) generat pels
ideals principals de la forma aOg on @ € O i « =1 mod my i o(a) > 0 per a tots els
primers infinits reals o que divideixen m.,.

Proposicié 2.2.3. Pg(m) és d’index finit en Ix(m).

Definicié 2.2.4. Un subgrup H C Ix(m) s’anomena subgrup de congruéncia per a m si
se satisfa que Pg1(m) C H C Ix(m). En aquest cas, es diu que el quocient I (m)/H és
un grup generalitzat de classes d’ideals per a m.

Veiem-ne alguns exemples.

Exemple 2.2.5. Si prenem el modul m = 1, aleshores Iy = Ix(1), i Px = Pk (1) és
un subgrup de congrueéncia, de manera que el grup de classes d’ideals C1(Of) és un grup
generalitzat de classes d’ideals.

Exemple 2.2.6. Sigui O l'ordre de conductor f d’un cos quadratic imaginari K. Per la
proposicié 1.5.3 es té que

ClO) =1k (f)/Praz(f),

on Px 7 (f) esta generat pels ideals principals de la forma aOx amb a = a mod fOk,a €
Z i med(a, f) = 1. Per al modul m = fOk, tenim que

Pr1(fOk) € Pra(f) CIk(f) = Ix(fOk).

Per tant, Pk z(f) és un subgrup de congruéncia per a fOg. En particular, C1(O) és un
grup generalitzat de classes d’ideals de K per al modul fOkg.

2.3 El simbol d’Artin

Lema 2.3.1. Siguin L|K una extensid de Galois finita i p un primer finit de O no
ramificat en L. Si P és un primer de Op que divideix p, aleshores existeix un unic
element o € Gal(L|K) tal que o(a) = o¥® mod P per a tot a € Ok.

Aquest element s’anomena simbol d’Artin o automorfisme de Frobenius, i es denota
per (MTK) El simbol d’Artin té les propietats segiients.

Proposicié 2.3.2. Sigui L|K una extensid de Galois i no ramificada en un primer p de
K. Donat un primer B de L que divideir a p, es compleix el segiient:

(a) Sio € Gal(L|K), aleshores
(45 ()
o)) P '

(b) L’ordre de (MTK) és el grau residual f = f(B|p).
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(c) p descompon completament en L si, i només si, (MTK) =1 per a tot primer B que
divideir pB.
(d) SiLDOL DK i =BNOy, aleshores <L|TK)IL' = (Lg;#)

Amb les mateixes hipotesis que a la proposicié anterior, si I'extensié L|K és abeliana,
aleshores (%) = a(%)a‘l = (L‘TK) Per tant, en aquest cas podem denotar el simbol
d’Artin per (LlTK), ja que no depen del primer B que divideix p.

Sigui m un modul divisible per tots els primers ramificats d’una extensié abeliana L| K.
Donat un ideal qualsevol a primer amb m, podem expressar a com

a=[]ef
i=1
Definim el simbol d’Artin (L‘TK) com
(L|K> B H (L|K)€i
a 1\ P '

Aixi, el simbol d’Artin defineix un morfisme ®,, : Ix(m) — Gal(L|K) anomenat
aplicacié d’Artin per a L|K i m. Si cal, escriurem @ L|K,m €n comptes de P,

Teorema 2.3.3 (teorema de reciprocitat d’Artin). Siguin L|K una extensié abeliana i
m un modul divisible per tots els primers de K, tant finits com infinits, que ramifiquen
en L. Aleshores,

(a) L’aplicacio d’Artin &y, és exhaustiva.

(b) Si els exponents dels primers finits a m son suficientment grans, aleshores ker(®,) és
un subgrup de congruéncia per am. En particular, l'isomorfisme I (m)/ker(®,,) —
Gal(L|K) ens diu que Gal(L|K) és un grup de classes d’ideals generalitzat per al
modul m.

Observacié 2.3.4. Un problema que podem tenir a I’hora d’aplicar aquest teorema és
que el modul m per al qual ker(®,,) és un subgrup de congruéncia no és tnic. De fet, si
ker(®y,) és un subgrup de congruencia per a m i m divideix n (és a dir, existeix un modul
0 tal que n = dm), aleshores ker(®,) és un subgrup de congruencia per a n.

Teorema 2.3.5 (teorema del conductor). Sigui L|K una extensid abeliana. Aleshores
existeiz un modul §f = §(L|K) tal que

(a) Un primer de K, finit o infinit, ramifica en L si, i només si, divideix §.
(b) Sigui m un modul divisible per tots els primers de K que ramifiquen en L. Aleshores
ker(®,,) és un subgrup de congruéncia per a m si, i només si, flm.

El modul §(L|K) s’anomena conductor de l'extensio LK.

Teorema 2.3.6 (teorema d’existéncia). Siguin m un modul de K i H un subgrup de
congruéncia per a m. Aleshores existeir una unica extensio abeliana L de K tal que
tots els primers que hi ramifiquen, finits o infinits, divideizen m i Uaplicacio d’Artin
O, Ig(m) — Gal(L|K) de L|IK compleiz H = ker(®y,).

Corol-lari 2.3.7. Tot grup generalitzat de classes dideals és el grup de Galois d’una
certa extensio abeliana L|K .
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DEMOSTRACIO. Si H és un grup generalitat de classes d’ideals, i L és la extensié donada
pel teorema d’existencia, aleshores Gal(L|K) = Ix(m)/H. O

Exemple 2.3.8. Siguin m = 1 i Px = Pgi(m) C I. El teorema d’existéncia afirma
que existeix una tunica extensié abeliana L de K no ramificada (ja que m = 1) tal que
I'aplicacié d’Artin indueix un isomorfisme Cl(Og) = Ix/Px = Gal(L|K). L s’anomena
el cos de classes de Hilbert de K, i és la maxima extensi6 abeliana no ramificada de K.
Exemple 2.3.9. Sigui O l'ordre de conductor f d'un cos quadratic imaginari K. Com
hem vist a l'exemple 2.2.6, el grup de classes de O, CL(O), és un grup de classes
generalitzat. Aixi, el teorema d’existencia ens diu que existeix una tnica extensié abeliana
L|K no ramificada en els primers que no divideixen fOf tal que Gal(L|K) = Cl(O).
Aix0 demostra el teorema 2.0.2.

L s’anomena el cos de classes de I'ordre O. Quan f = 1, aleshores el cos de classes de
lordre O = O és el cos de classes de Hilbert de K. El teorema d’existéncia, pero, no és
constructiu, de manera que no sabem obtenir de manera explicita el cos de classes d’un
ordre d’un cos quadratic imaginari.

Del teorema d’existencia podem recuperar el teorema de Kronecker-Weber.

Teorema 2.0.1 (Kronecker-Weber). Sigui K una extensié abeliana de Q. Aleshores
existeiz m € 7 tal que K C Q(Cn), on G = €2™/™ és una arrel primitiva de la unitat.
En particular, l’extensio abeliana maximal de Q és el cos composicio

1T Q).

m=1

DEMOSTRACIO. Siguin (, = €>™/™ i m = moo, on oo denota el primer infinit real de
Q. Els primers que ramifiquen a Q((,,) sén aquells que divideixen m. Aixi, I'aplicacié
d’Artin

Oy, Ig(m) — Gal(Q(¢)|Q) = (Z/mZ)*

esta ben definida. De fet, si $Z € Ig(m) amb § > 0 i med(a,m) = med(b,m) = 1,
aleshores

o, (%z) = [d][t]! € (Z/mZ)",

de manera que ker(®,,) = Pg(m).

Sigui K una extensio abeliana de Q. Aleshores, pel teorema de reciprocitat d’Artin,
existeix un modul m tal que Pg;(m) C ker(®gg). Si el primer infinit de @, oo, no
divideix m = m, com que m|moo, podem suposar que m = moo. Aixi, tenim que

Pg,1(m) = ker(Pg(c,,)0m) € ker(Pxigm)-

Utilitzarem el lema segiient, que és conseqiiencia del teorema d’existencia.

Lema 2.3.10. Siguin L i M extensions abelianes d’un cos K. Aleshores, L C M si, i
només si, existeix un modul m divisible per tots els primers de K que ramifiquen en L o
en M 1 tal que

PK71(m) g ker(¢M|K7m) Q ker((IDL‘K,m).

Aixi, pel lema, tenim que K C Q((,)- O
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2.4 Teorema de densitat de Txebotarev

Siguin K un cos de nombres i Pk el conjunt dels primers finits de K.

Donat dos subconjunts S, T C Pk, si existeix un conjunt finit X tal que S C T U X,
aleshores diem que S és quasicontingut en 7, i escribim S CT o7 2 S8. SiS C T i
T C S, aleshores diem que S i T sén quasi iguals, i escrivim S = 7.

Donat un subconjunt S C Py, es defineix la densitat de Dirichlet de & com el limit
. Epes N <p>_s
m _—

208) = sll>1+ —log(s — 1)

Y

si aquest existeix. Les propietats basiques de la densitat de Dirichlet sén les segiients:

(a) 6(Pxk) = 1.

(
(f) Sid(S) existeix i T = S, aleshores 0(7) existeix i 6(7) = §(S).

Sigui L|K una extensi6 de Galois no necessariament abeliana, i sigui p un primer de K
no ramificat en L. Els primers 8 de L que contenen a p formen una classe de conjugacio
del grup Gal(L|K), que anomenarem simbol d’Artin de p i denotarem per (L‘TK)

Teorema 2.4.1 (teorema de densitat de Txebotarev). Siguin L|K una extensid de Galois
no necessariament abeliana i (o) la classe de conjugacié d’un element o € Gal(L|K).
Aleshores, el conjunt

S = {p € Pk : p és no ramificat en L @ (MTK) = <a>}

té densitat de Dirichlet
I )
|Gal(L|K)| [L: K]

5(8)

En particular, S és infinit.
En el cas en que l'extensi6 és abeliana, (o) = {0}, de manera que tenim el segiient.

Corol-lari 2.4.2. Siguin L una extensio abeliana de K i m un modul divisible per tots
els primers ramificats en L. Aleshores, per a tot element o € Gal(L|K) el conjunt de
primers p que no divideizen m 1 tals que (L‘TK) = o té densitat de Dirichlet 1/[L : K] i,

en particular, €s infinit.

Podem pensar en el teorema de densitat de Txebotarev com una generalitzacié del
teorema de Dirichlet dels primers en progressio aritmetica.

Corol-lari 2.4.3 (teorema de Dirichlet dels primers en progressié aritmetica). Siguin
m > 1 i a enters coprimers. Aleshores, el conjunt de primers p tals que p = a mod m
té densitat de Dirichlet 1/p(m).
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DEMOSTRACIO. Sigui (,, una arrel m-&ssima primitiva de la unitat. Considerem l'extensio
de cossos Q((,)|Q. Tenim un isomorfisme @ : (Z/mZ)* — Gal(Q((,)|Q) que envia b al
Q-automorfisme que envia ¢, a 2.

Els primers que ramifiquen en aquesta extensié son aquells que divideixen m. Veiem

. . , (LIKN oz = —
que, per a tot primer p que no divideix m es té (T) = ®(p), on p denota la classe de p
modul m. En efecte, per a tot a € Q((), posant & = ag + a1Gm + -+ + Apm)(,", tenim

que (p)(o) = ap + a1 (B + - - - + apm)(P = o mod p.

Aixi, el conjunt de primers p tals que p = a mod m és el conjunt de primers no
ramificats amb (”TK) = ®(p) = ®(a), i pel corol-lari 2.4.2 aquest conjunt té densitat de
Dirichlet 1/[L : K] = 1/¢(m). O

Una altra conseqiiencia important del teorema de densitat de Txebotarev és que els
primers de K que descomponen completament en una extensié finita L|K determinen
univocament el cos L. Donada una extensié finita L|K, definim

Srix = {p € Pk : p descompon totalment en L}.

Proposicié 2.4.4. Siguin L i M extensions finites de K. Aleshores,
(a) Si M|K és de Galois, aleshores L C M <= Syx S Sik-

(b) Si L|K és de Galois, aleshores L C M <= SM‘K C Sk, on

S’M|K = {p € Py : p és no ramificat en M i f(P|p) = 1 per a algun primer P
de M que divideiz p}

DEMOSTRACIO. Comencem veient (b). La proposici6 2.1.3 ens diu que la implicacié cap
a la dreta és certa. Reciprocament, suposem que S vk S Spik. Sigui N una extensio de
Galois de K que contingui a L i a M. Si veiem que Gal(N|M) C Gal(NN|L), aleshores
tindrem que L C M. Aixi, sigui o € Gal(N|M), i veiem que o, és la identitat.

Pel teorema de densitat de Txebotarev, existeixen infinits primers p de K no ramificats
en N tals que (N"TK) = (o), i per tant existeixen primers 8 de N amb (%) = o i tals
que P divideix p.

Fixem un d’aquests primers, p, i veiem que p € S M|k Sigui P’ =P N Oy Aleshores,
per a tot a € Oy tenim que

a=o(a)=a”® mod P

Per tant, Oy /B’ = Ok /p, de manera que f(P'|p) = 1. Per tant, p € SM‘K.

Com que estem considerant infinits p i estem suposant que S vk S Stk ha d’existir

L‘TK) = 1, i aleshores tenim que oy, = (A{‘TK)‘L =

algun p tal que p € Spx. Per tant, (
(LK
p
Veiem (a). Com abans, la implicacié cap a la dreta és conseqiiencia de la proposicid
2.1.3. Reciprocament, suposem que Sy/x G Spjx. Sigui L' la clausura de Galois de L
sobre K. Un primer de K descompon completament en L si, i només si, descompon

completament en L'. Per tant, Spjx = Spx. Com que M és de Galois, aleshores

) = 1, com voliem veure.

SM‘K = Swm|k, de manera que tenim que Sy g G Spjx. Per (b), tenim que L' C M, de
manera que L C M. O
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Teorema 2.4.5. Siguin L 1 M extensions de Galois de K. Aleshores,
(a) LCM <= Sux S Stk

DEMOSTRACIO. (a) és cert per lapartat (a) de la proposicié anterior, i (b) és una
conseqiiencia de (a). O

Donada una extensié de cossos, en general és dificil determinar, llevat d’un nombre finit,
quins primers descomponen completament. Tot i aix0, en alguns casos si que podem
donar-ne una descripcié. Un exemple és el cas del cos de classes d'un ordre d'un cos
quadratic imaginari.

Teorema 2.4.6. Sigui O un ordre d’un cos quadratic imaginari, 1 N(a) = |O/aQ).
Aleshores,
Siio =~ {p primer :p = N(«) per a algun o € O}.
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3 Corbes el:liptiques amb multiplicacié complexa

Al capitol anterior hem vist que per a tot ordre O d’un cos quadratic imaginari K existeix
un cos L, anomenat el cos de classes de O, que conté K i tal que Gal(L|K) = C1(O). En
aquest capitol descriurem com trobar L de forma explicita a través d’un invariant de les
classes d’equivalencia de O-ideals fraccionaris propis, anomenat invariant j. El teorema
principal d’aquest capitol és el seglient:

Teorema 3.0.1. Siguin O un ordre en un cos quadratic imaginari K i a un O-ideal

fraccionari propi. Aleshores, linvariant j de a, és un enter algebraic de grau h(QO) i
K(j(a)) és el cos de classes de 'ordre O.

Per a demostrar-lo, estudiarem algunes propietats de les xarxes de C i de les corbes
el-liptiques complexes, aixi com les propietats analitiques de l'invariant j. Finalment,
introduirem noves funcions per a fer viable el calcul dels invariants j.

Tots els resultats que no demostrem en aquest capitol es poden trobar a [1, capitols
10, 11, 12] o a [3].

3.1 Xarxes i corbes el-liptiques
Una xarxa de C és un subgrup additiu L de C que esta generat per dos nombres complexos

w1, wo linealment independents sobre R. Escriurem L = [wy,ws]. També diem que C/L
és la corba el-liptica generada per wy i ws.

Figura 1: Una xarxa L = [wy,ws].

Exemple 3.1.1. Sigui K un cos quadratic imaginari i O l'ordre de K de conductor
f. Aleshores, O = Z @& Zfwy, és una xarxa, O = [1, fwg]. De fet, si a és un O-ideal
fraccionari, aleshores a també és una xarxa.

C/L és una varietat analitica complexa de dimensié 1. També és un grup, i les
operacions de grup sén holomorfes. Diem que C/L és un grup de Lie complex. Com
que, com a varietat analitica, és de genere 1, diem que C/L és un tor complex.

Definicié 3.1.2. Una funcié el-liptica per a una xarxa L és una funcié f(z) meromorfa
a C tal que f(z +w) = f(z) per a tot w € L.

Per tant, si L = [wy, ws], aleshores una funcié meromorfa f(z) és el-liptica per a L si,
i només si, f(z+wy) = f(z+wy) = f(2), és a dir, si és doblement periodica de periodes
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w1, wy. D’altra banda, també podem pensar en les funcions el-liptiques per a L com les
funcions meromorfes del tor complex C/L. Hi ha una funcié el-liptica per a L que ens
interessa especialment.

Definicié 3.1.3. Donada una xarxa L i z € C, definim la funcié p de Weierstrass per a

la xarxa L per
1 1 1
p(z; L) 2T ) ((z —w)? wz)
weL\{0}

Si fixem la xarxa L, escriurem p(z) en comptes de p(z; L).
Les propietats principals de la funcié p de Weierstrass son les segiients.

Teorema 3.1.4. Sigui L una zarza.

(a) La serie p(z) és absolutament convergent a C\ L i uniformement convergent en els
compactes de C\ L.

(b) p(z) és una funcid el-liptica parella per a L, i les seves singularitats sén pols dobles
als punts de L.

(¢) La funcio derivada de p(z), ¢'(z), també és una funcié el-liptica per a L, i és una
funcio senar. A més,

z)=—-2) ﬁ

(d) Les funcions el-liptiques per a L formen un cos, que és C(p(z),¢'(2)). A més, les
funcions el-liptiques parelles per a L en formen un subcos, que és el cos C(p(2)).

(e) Sigui r > 2. Les séries G,(L) := Y. - son convergents, i en un entorn de

weL\{0}
l’origen se satisfa que

0(2) = 5 + 3 (20 + 1)Gansa( D)2

n>1

A més, els coeficients (2n + 1)Gapi2(L) son polinomis de coeficients racionals en
G4(L) i G¢(L) i que no depenen de L.

(f) 9(2) satisfa equacid diferencial ¢'(2)* = 4p(2)% — go(L)p(2) — g3(L), on

1
g3(L) = 140Gg(L) = 140 Y —5
weL\{0}

(g) Siz,w¢ L son nombres complexos diferents i z +w & L, aleshores se satisfa que

p'(2) = @’(@U))2
p(2) = p(w) )

1

ol +0) = () = olw) + 1



3.2 Homotecies de xarxes, endomorfismes i multiplicacié complexa 23

(h) Siz¢& L i2z¢ L, aleshores

o(2:) = ~200) + 5 (Y

(i) Si z € L, aleshores ¢'(z) = 0 si, i només si, 2z € L.
Observacié 3.1.5. Sigui C/L una corba el-liptica, i sigui £ la corba del pla projectiu
complex P definida per 1'equacié

v’z = 42’ — go(L)a2? — g3(L)2°.

E és una subvarietat analitica de P%, i laplicacié ¢ : C/L — E C P2% definida per
d(2) = (p(2) : @'(2) : 1) defineix un isomorfisme de varietats analitiques.

Per tant, la corba el-liptica C/L, és una corba plana projectiva. A més, els punts (g)
i (h) del teorema 3.1.4 donen equacions algebraiques per a la suma de punts de E. Per
tant, una corba el-liptica té una estructura de grup compatible amb la seva estructura de
varietat algebraica. En altres paraules, una corba el-liptica és una varietat abeliana.

3.2 Homotecies de xarxes, endomorfismes i multiplicacié com-
plexa

Siguin L i L' xarxes de C. Diem que una aplicacié f : C/L — C/L’ és un morfisme
de corbes el-liptiques si és un morfisme de grups de Lie complexos, és a dir, si és una
aplicacié holomorfa que és morfisme de grups.

Proposicié 3.2.1. Siguin L i L' zarzes de C, 7, : C — C/L i mpy : C — C/L' les
projeccions canoniques, i f : C/L" — C/L un morfisme de corbes el-liptiques. Aleshores,
existeizr X € C tal que A\L' C L i f(mp(2)) = mp(Az2).

En particular, dues corbes el-liptiques C/L i C/L' son isomorfes si, i només si, existeix
A€ C\ {0} tal que L = \L'. Si passa aixo, diem que les zarzes L, L' sén homotétiques.

Si L, L sén homotetiques, L' = AL, i f és una funcié elliptica per a L, aleshores
g(2) = f(A\z) és una funcié el-liptica per a L'. A més, p(Az; L) = A\ 2p(z; L) ip'(\z; L) =
A3/ (2 L).
Observaci6 3.2.2. Si L = [w;,wy] € C és una xarxa, aleshores L és homotetica a les
xarxes L' = [1,wso/w;] 1 L" = [1,w; /ws]. Com que o bé Im(wy/wy) > 00 bé Im(w;/ws) > 0,
tenim que tota xarxa és homotetica a una xarxa de la forma [1,7] amb Im(7) > 0.

Ens interessa estudiar els endomorfismes de les corbes el-liptiques.
Exemple 3.2.3. Veiem alguns exemples d’endomorfismes de corbes el-liptiques.

(a) Si L és una xarxa i n és un enter no nul, aleshores n. C L, de manera que la funci6
f(2) = nz indueix un endomorfisme f: C/L — C/L.

(b) Sigui L = [1,4]. Aleshores, iL. C L, de manera que, per a la funcié f(z) = iz,
'aplicacié 7p, o f : C — C/L també indueix un endomorfisme f: C/L — C/L.

Fixem una xarxa L. Utilitzant la férmula de duplicacié per a la funcié @ i l'equacié
diferencial entre p i @', obtenim que

(12p(2)* — ga(L))?
16(4p(2)* — g2(L)p(2) — gs(L))

p(22) = —2p(2) +
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Per tant, p(22) és una funcié racional de p(z). Utilitzant la formula de la suma per a p,
obtenim per induccié que p(nz) és una funcié racional de p(z) per a tot n € Z,n > 1.
El seglient teorema ens déna una caracteritzacié de quins a € C compleixen que p(az)
és una funcié racional de p(z).

Teorema 3.2.4. Sigui L C C una zarza i o € C\ Z. Son equivalents

(a) p(az) és una funcid racional de p(z).
(b) oL C L.

(c) Euxisteiz un ordre O en un cos quadratic imaginari K tal que « € O i L és una
xarxa homotetica a un O-ideal fraccionari propi de K.

En aquest cas, ezisteizen polinomis A(X) i B(X) de coeficients a C tals que

i deg(A(X)) =deg(B(X)) +1=[L:al] = N(a).
Definicié 3.2.5. Donada una xarxa L, I’anell de multiplicacié complexa de L és O(L) :=

{a € C:aL C L}. Si O(L) # Z, aleshores diem que la xarxa L (o la corba el-liptica
C/L) té multiplicacié complexa per O(L).

Aixi, el teorema 3.2.4 ens diu que 'anell de multiplicacié complexa d’una xarxa L, o
equivalentment, 'anell d’endomorfismes de la corba el-liptica C/L és, o bé Z, o bé un
ordre O C K d’un cos quadratic imaginari K.

Sigui O un ordre d’un cos quadratic imaginari. Tota xarxa L C C que té O com a anell
de multiplicacié complexa és homotetica a un O-ideal fraccionari propi, i, reciprocament,
tot O-ideal fraccionari propi és una xarxa que té O com a anell de multiplicacié complexa.
A més, dos O-ideals fraccionaris pertanyen a la mateixa classe de C1(O) si, i només si,
son homotetics com a xarxes. Per tant, hem demostrat el segiient:

Corol-lari 3.2.6. Sigui K un cos quadratic imaginari i O un ordre de K. Aleshores
existeix una correspondéncia bijectiva entre el grup de classes d’ideals C1(O) i el conjunt
de classes d’homotécia de zarzes que tenen O com a anell complet de multiplicacio
complexa, i també amb el conjunt les classes d’isomorfisme de corbes el-liptiques que
tenen O com a anell d’endomorfismes.

Per tant, ens interessa poder determinar quan dues xarxes sén homotetiques i classificar
les classes d’homotecia.
Proposicié 3.2.7. Donada una zarza L C C, sigui A(L) := go(L)*> —27g3(L)?. Llavors,
A(L) #0.
Definicié 3.2.8. Donada una xarxa L C C, definim I'invariant j de L (o de C/L) com

9(L)?

I = T S gL~ AL

Per la proposicié 3.2.7, A(L) # 0, de manera que U'invariant j esta definit per a tota
xarxa L. Pot semblar estrany el 1728 que apareix a la definicié de I'invariant j, pero més
endavant veurem per que és important que hi sigui.

Teorema 3.2.9. Dues zarzes L i L' son homoteétiques si, i només si, j(L) = j(L').
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DEMOSTRACIO. Si L' = AL per a A # 0, aleshores
92(L') = g2(AL) = A" g2(L),
g3(L') = gs(AL) = A°g3(L).
En particular,
A(L) = go(L')? = 27g3(L')* = A" 2g2(L)° — 2TA™Hg3(L)* = ATPA(L),

1 per tant,
_ L) ATPpL) p(l)
A(L) A12A(L) A(L)

J(L) = j(L).

Veiem el reciproc. Suposem que j(L) = j(L') i veiem que existeix A € C tal que

g2(L') = Aga(L),
3.2.10
gg(L/) — )\_693(L) ( )
Comencem suposant que go(L') i g3(L’) no sén nuls. Sigui A un nombre complex tal que
)\4 — 92<L) ]
92(L)

Com que j(L) = j(L'), tenim que

92(L)* (1 _ 1728
(93(L))2_ 27 ( ﬂL)) ZICONE

I/ - o(L/)3 - )3
g3(L’) g 5 (1 — Jl(L2,8)> g2(L)
1 per tant
)\6 — :tg?)(L)
g93(L')

Canviant A per i) si cal, podem suposar que el signe és positiu, i tenim (3.2.10).

Suposem ara que go(L') = 0. Aleshores j(L') = 0, i com que j(L) = j(L'), tenim que
J(L) = 0. Per tant, go(L) = 0. A més, com que A(L') # 0, tenim que g3(L) # 0. Per
tant, podem escollir A € C\ {0} tal que

de manera que se satisfa (3.2.10).
Finalment, suposem que g3(L') = 01 go(L') # 0. Aleshores

g2(L)° g2(L')°

1728
QQ(L)3 — 27g3(L)2 g2<L/>3 — 2793([1/)2

— J(L) = j(L) = 1728

= 1728,
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de manera que go(L)* — 27g3(L)* = go(L)?, és a dir, g3(L) = 0. Per tant, podem escollir
un nombre complex A\ tal que

de manera que A satisfa (3.2.10).

Per tant, en tots els casos se satisfa (3.2.10). Aleshores,
92(L') = Ag2(L) = g2(AL),

gg(L,) = )\_Ggg(L> = gg()\L)

Utilitzant el punt (e) del teorema 3.1.4, tenim que p(z,L’) i p(z, AL) tenen el mateix
desenvolupament serie de Laurent al voltant de l'origen. Per tant, p(z, L) = o(z, AL)
per a tot z € C. Com que L' és el conjunt de pols de p(z, L) i AL és el conjunt de pols
de p(z,A\L), tenim que L' = \L. O

3.3 La funcid j

Volem estudiar les propietats analitiques de l'invariant j, pero per a poder-ho fer cal
considerar j com una funcié de variable complexa. Sigui HH = {z € C : Im(z) > 0} el

at+b
ct+d”

semipla superior. SL(2,7Z) actua en H per I’accié <CCL Z) T=
Definicié 3.3.1. Sigui 7 € H. Considerem la xarxa L, = [1,7]. Definim les funcions

1
(m +nt)*’

95(7) = ga(Lz) =60 >

(m,n)€Z2\{(0,0)}

By =140 % !

67
mmezniooy U T
A7) == A(L;) = go(7)® — 27g3(7)?,

92(7)3
A(r)

Q

w

—
\]

~—r
Il

J(r) = (L) = 1728

Teorema 3.3.2. Es compleizen les propietats seguents.
(a) La funcid j : H — C és holomortfa.

(b) Si T, 7" € H, llavors j(1) = j(7') si, i només si, existeix una matriu v € SL(2,7Z)
tal que 7' = ~y7. En particular, j és invariant per l'accio de SL(2,7) en H.

(¢) L’aplicacio j : H — C és exhaustiva.
(d) Perat€eH, estéj(r)#0 excepte per als casos
(a) 7 =i, v € SL(2,Z), en que j(r) =0, pero j"(1) # 0,

(b) 7 =7p,p =" iy € SL(2,Z), en qué j'() = j"(r) = 0, pero j"(r) # 0.
Corol-lari 3.3.3. Siguin gs, g3 € C tals que g5 —27g5 # 0. Aleshores, existeiz una rarza
L C C tals que go(L) = g i g3(L) = gs.
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De la invariancia de j(7) respecte de SL(2,7Z) es dedueix que

i+ =3((5 1)7) =it

Per tant, podem considerar el desenvolupament en serie de Fourier de 7,

j(T) - Z quna
27r7,'7'.

perag=e

Teorema 3.3.4. El desenvolupament en série de Fourier de j és de la forma
. 1~ .
j(r) = ri > ng
n=0

on els ¢, son enters per an > 0. Els ¢, per a n < 4 venen donats en la seguent taula.

Cn
744
196884
21493760
864299970
20245856256

B oW~ o3

Aigi, j(r) = 1 + 744 4 196884 + 214937604 + 864299970¢° + 202458562564 + ...

Aquesta és una de les raons per les quals en definir la 7 multipliquem el quocient
g2(L)3/A(L) per 1728: si no ho féssim, els coeficients de la seérie de Fourier no serien
enters, sind enters dividits per 1728.

3.4 Els polinomis modulars

Considerem el conjunt de matrius

Fo(m):{(i Z) €SL(2,Z):¢c=0 mod m}.

[Co(m) és un subgrup de SL(2,Z) d’index

Y(m) =m]] (1+%).

plm

Sigui {71, .., Yp(m)} un sistema qualsevol de representants de les classes laterals per
I'esquerra de I'g(m). Aleshores, la funcié

¥(m)

[T X = s(myr)

i=1

no depen de l'eleccié d’aquests representants.
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Proposicié 3.4.1. Hj’:(gn) (X — j(myT)) és un polinomi en X i en j(T), que s’anomena
el m-esim polinomi modular i denotem per ®,,(X, 7).
Les propietats principals dels polinomis modulars sén les segiients.

Teorema 3.4.2. Sigui m > 0 un enter positiu.
(a) ©,,(X,Y) € Z[X,Y].
) ©,,(X,Y) és irreductible com a polinomi en X.
(¢c) Peram>1, ¢,(X,Y)=2,(Y,X).
)

Sim no és un quadrat, aleshores ®,,(X,X) és un polinomi de grau d > 1 amb
coeficient dominant +1.

(e) (Congruéncies de Kronecker) Per a p primer, ®,(X,Y) = (X? - Y)(X — Y?P)
mod p.

(f) Si x,y € C, aleshores ®,,(x,y) = 0 si, i només si, existeizen una zarza L i una
subzarza L' de L tals que x = j(L') i y = j(L) i el grup quocient L/L’ és ciclic
d’ordre m. Si L' i L compleixen aquesta iltima condicio, diem que L' és una
subzarza ciclica d’index m de L.

Fent referencia al punt (f), podem donar una caracteritzacié de quan les subxarxes
d’'un O-ideal fraccionari que sén multiples d’aquest son cicliques.

Lema 3.4.3. Siguin O un ordre en un cos quadratic imaginari ¢ b un O-ideal fraccionari
propi. Aleshores, donat o € O, ab és una subzarza de b d’index N(«), i ab és una
subzarza ciclica si, 1 només si, a no és de la forma dB, ond > 1 és un enter ¢ 5 € O. Si
a compleix aquesta ultima condicio, diem que v és primitu.

3.5 Multiplicacié complexa i cossos de classes

Teorema 3.0.1. Siguin O un ordre d’un cos quadratic imaginart K i a un O-ideal
fraccionari propi. Aleshores, linvariant j de a, és un enter algebraic de grau h(O) i
K(j(a)) és el cos de classes de l'ordre O.

DEMOSTRACIO. En primer lloc, veiem que existeix un element o € O primitiu i no
nul tal que N(a) no és un quadrat perfecte. Sigui f el conductor de O, de manera que
O = [, fug] on wy = U/l
O, i

. Aleshores o := fwg, és un element no nul primitiu de

N(Oé) = N(fde) = fQWde = fQW

Com que dg no és un quadrat i dg, dgx — 1 sén relativament primers, tenim que N («) no
pot ser un quadrat.

Pel lema 3.4.3 tenim que aa és una subxarxa ciclica de a d'index m := N(«). Aleshores,
utilitzant que j(aa) = j(a), el punt (f) del teorema 3.4.2 afirma que

0= & (j(ea), j(a)) = P (j(a), j(a)),

és a dir, que j(a) és una arrel del polinomi ®,,(X, X). Pel teorema 3.4.2, ®,,(X, X) és
un polinomi de coeficients enters i de coeficient dominant +1, ja que m no és un quadrat.
Per tant, j(a) és un enter algebraic.
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Siguin L el cos de classes de 'ordre O i M = K (j(a)), i volem veure que L = M. Per a
fer-ho, estudiarem quins primers de Q descomponen completament a L i a M. Sigui Spjq
el conjunt dels primers de Q que descomponen completament a L. Pel teorema 2.4.6,

Siio =~ {p primer : p = N(«) per a algun o € O}.

Com que L és de Galois sobre Q, per a veure M C L és suficient veure Srjio S Suo-
Sigui p € Srjp. Podem suposar que p no és ramificat, ja que el nombre de primers que
ramifiquen és finit. Com acabem de veure, tenim que p = N(«) per a algun a € O. Aixi,
aa és una subxarxa de a d'index p = N(«), i com que p és primer és ciclica. Per tant,

0= ®,(j(a),j(a) = P,(j(a), j(a)).

Utilitzant les congruéencies de Kronecker, tenim que existeix § € Ok tal que

(j(a)" = j(a))* = pB.

Aixi, per a tot primer P de M dividint p es té que

j(a)” = j(a) mod P.

Com que M = K(j(a)) i j(a) € Op, tenim que Og[j(a)] és un subgrup de Oy. A
més, com que els dos grups sén grups abelians lliures de la mateixa dimensié, I'index
[Onr = Ok[j(a)]] és finit. Veiem el segiient lema.

Lema 3.5.1. Si p1[On : Ok[j(a)]], aleshores o’ = a mod B per a tot o € Oyy.
DEMOSTRACIO. Com que p descompon completament a L, també ho fa a K. p := PNK
és un ideal de Ok de norma p, i per tant per a tot o € Ok es té o = o mod p. Com que
P divideix p, tenim que o = o mod B per a tot a € Ok. Com que, a més, j(a)? = j(a)
mod ‘B, tenim que o? = a mod P per a tot a € Ok [j(a)].

Suposem que p no divideix n := [0y : Ok[j(a)]]. Com que nOy; C Okl[j(a)], tenim
que nPa? = na mod P per a tot a € Oy;. Com que p no divideix n, tenim que n? = n
mod B. Per tant na? = na mod B, i com que n és invertible modul 3, obtenim que
a? =« mod P per a tot a € Oy,. O

D’aquest lema deduim que per a tot primer B que divideix p, f(P|p) = 1, i per tant p
descompon completament en M. Per tant, M C L.

En particular, L conté els invarants j de tots els O-ideals fraccionaris propis. Sigui
h = h(0O), i siguin ay, ..., a5 representants de totes les classes de C1(Q). Aleshores, tot

j(a) és algun j(a;), 1 j(a;) # j(a;) per a i # j. Per tant,

A= H(j(ai) — j(aj))

és un element no nul de Oy.

Per a veure que L C M, veurem que S’M‘Q G Srjp- Aixi, sigui p € SM‘Q, és a dir,
sigui p un primer no ramificat en M tal que f(*B|p) = 1 per a algun primer P de M que
divideix p. En particular, p descompon completament en K, de manera que p = N(p),
on p =P N K. Podem suposar que p és coprimer amb el conductor f de O i amb A, ja
que aix0 només exclou un nombre finit de primers p. Aixi, com que p és primer amb f,
p N O és un ideal primer de O, coprimer amb f i tal que N(p N O) = p.
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Si veiem que l'ideal p N O és un ideal principal aQ, aleshores, com que p = N(a),
tindrem que p € Spjg, com volem. Sigui @’ = (p N O)a. Com que p N O té norma p,
@’ és una subxarxa de a d'index p, i per tant és ciclica. Per tant, ®,(j(a’),j(a)) = 0, i
utlitizant les congruencies de Kronecker, obtenim que existeix Q(x,y) € Z[X, Y] tal que

0= &, (j(a), j(a)) = (i(a)? = 5i(a)) (i (a') = 5i(@)") + pQ(i(a’), j(w)),

Sigui % un primer de L que divideix . Com que j(&),j(a) € Oy, tenim que
pQ(j(a’),j(a)) € B. Per tant,

j@)P=j(@) modP o j(a)=j(a)’ modP.

D’altra banda, com que f(9B]p) = 1, tenim que j(a)” = j(a) mod P, i com que P C P,
obtenim que j(a)? = j(a) mod B. Per tant,

j(a) =j(a’) mod PB.

Si a,a’ representessin classes diferents de C1(Q), aleshores j(a) — j(a) dividiria A, i
p 1 A no serien coprimers, contradient la nostra hipotesi. Per tant, a i a’ = (p N O)a
representen la mateixa classe a C1(Q). En particular, la classe de p N O és I'element
neutre de C1(Q), és a dir, p N O és un ideal principal, com voliem veure.

En particular, I'extensié K (j(a))|K té grau h(O), de manera que el grau de j(a) com
a enter algebraic és, com a minim, h(O). Per a veure que és exactament h(Q), es veu que
qualsevol Q-automorfisme o de K (j(a)) envia j(a) a j(b), on b és un O-ideal fraccionari.
Per tant, només hi ha h(O) possibilitats per a o(j(a)), de manera que j(a) és de grau
menor o igual que ~(O). Es poden trobar tots els detalls a [1, teorema 10.23]. O

Observacié 3.5.2. En el cas en que O és un ordre de nombre de classes 1, el teorema
ens diu que j(O) és un enter algebraic de grau 1, és a dir, que j(O) és un enter.

També podem descriure com actual el simbol d’Artin sobre j(a).
Teorema 3.5.3 (llei de reciprocitat). Sigui O un ordre d’un cos quadratic imaginari K
1 L el cos de classes de O. Si a és un O-ideal fraccionari propi i p és un ideal primer de
Ok, aleshores

(5%) tta) = sp Ow)

Corol-lari 3.5.4. Sigui O un ordre d’un cos quadratic imaginari K i L el cos de classes
de O. Donats dos O-ideals fraccionaris a i b, definim o,(j(b)) := j(ab). o, esta ben
definit © és un element de Gal(L|K), i a — o, indueiz un isomorfisme entre C1(QO) i
Gal(L|K).

3.6 Una arrel ciibica de j i les funcions de Weber

Per a resoldre el problema del nombre de classes 1, haurem de calcular I'invariant j
d’alguns ordres de cossos quadratics imaginaris. De moment, pero, no tenim bones eines
per a fer-ho. Per aixo, en aquesta seccié definirem altres funcions relacionades amb la
funcié j i amb les quals és més facil treballar, i enunciarem algunes de les seves propietats.
Recordem que haviem definit j(7) com

92(7)3
A(r)

j(r) = 1728
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La funcié A(7) no s’anul-la en H, que és simplement connex, de manera que té una arrel
cibica holomorfa ¢/A(7). A més, A(T) és real quan 7 és imaginari pur, de manera que
podem escollir ¥/A(7) amb la mateixa propietat.

Definici6 3.6.1. Definim ~,(7) = 12%7()).

Observacié 3.6.2. Com que go(7) també és real quan 7 és imaginari pur, es té que ()
és 'inica arrel ctbica de j(7) que és real quan 7 és imaginari pur.
La propietat que més ens interessa de vo(7) és la segiient.

Teorema 3.6.3. Sigui O un ordre de discriminant D no divisible per 3 en un cos
quadratic imaginari K. Posem O = [1, 79| on

vV—m, siD=—-4m=0 mod 4,
Tn =
0 @, siD=—-m=1 mod 4.

Aleshores, v2(T) és un enter algebraic i K(v2(7)) €és el cos de classes de O. A més,
Q(12(70)) = Q(j(70))-

En particular, si O és un ordre de discriminant D no divisible per 3 i de nombre de
classes 1, definint 75 com al teorema tenim que ~,(7y) és un enter i que j(79) és un cub.

Definicié 3.6.4. Siguin 7 € H, ¢ = e*™7, (45 = €>™/*%. Definim les funcions

[e.9]

n(r) = ¢ [0 -q"),
ol +1)/2)

f(7) == (g (1) )
_n(1/2)

EATON
_5n(27)

falr) = V2 n(r)

7 s’anomena funcié n de Dedekind, i f, {1, f» s’anomenen funcions de Weber. El producte
[[,2,(1 — ¢™) convergeix absolutament, ja que |g| < 1, i uniformement sobre compactes
de H, de manera que n(7) # 0 i aquestes funcions estan ben definides.

Proposicié 3.6.5. Siguin 7 € H, q = €*™". Aleshores,

(@) () = a7/ T+,
(0) fa(r) = g % [T (1= g7 1),
(©) falr) = VI TL (1 +07)

(@) F(r)f(T)f2(T) = V2 = f1(27)Fa(7).
DEMOSTRACIO. En substituir 7(7) pel seu desenvolupament en producte, i tenint en
compte que tots els productes convergeixen absolutament i uniformement sobre compactes
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de H, tenim que

ol +1)/2)  GsgV P T (1= (1))
f(T) - <48 77(7') - <48 q1/24 Hf,,o:1(1 _ qn> -

o0 n—1/2Y(1 _ 4n

_ q1/48Hn:1(ﬁi_f(1 - ()11(11) q") — g1 H(l +qnl2),
- 148 T (1 — /2 o0

fa(r) = V21T _ LIl (=g el (4 = 0+ 7))

n(r) ¢ /L= (1 —qm) [l (1—qm)
— \/§q1/24 H(l +q").

n=1

—

A més, f1(27)fs(7) = 225 - V2L = /2.

n(r
En substituir 7, f, f1, f2 pels seus desenvolupaments en productes, obtenim que

N (7)Fa(7) =
=V2[[ (@ +a =) [T = a1 +4M) =

=Vve]la-H ][0 - =v2]]0 - = Vau(r).
Per tant, f(7)f,(7)f2(7) = V2. O

Aquestes no sén les tiniques relacions entre les funcions de Weber.
Teorema 3.6.6. Siguin 7 € H,q = e*™7. Aleshores, A(1) = (2m)"2n(7)** i

() =16 (1) + 16 fa(1)* - 16

P50 T R ROP
A més, si ¢, = e*™/™,
(T +1) = Ga Fa(7), f(=1/7) = (1),
fi(m+1) = Cs' §(7), fi(=1/7) = fa(7),
fo(T + 1) = Coaf(7), fo(=1/7) = f1(7).

Aixi, les funcions de Weber estan relacionades amb la funcié j, i per tant també tenen
relacié amb la teoria de cossos de classes.

Teorema 3.6.7. Sigui m un enter positiu no divisible per 3. Aleshores O := [1,y/—m)|
és un ordre de K := Q(y/—m) i
(a) sim =6 mod 8, llavors f1(/—m)? és un enter algebraic i K (f;(/—m)?) és el cos
de classes de l’ordre O.

(b) si m = 3 mod 4, llavors f(/—m)? és un enter algebraic i K(f(v/—m)?) és el cos

de classes de ordre O.
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4 La solucié del problema del nombre de classes 1

En aquest capitol trobarem per a quins D < 0 tenim que h(D) = 1. El resultat principal
és el segiient.

Teorema 4.0.1 (Heegner-Baker-Stark). Siguin K un cos quadratic imaginari i dg el
seu discriminant. Aleshores

hdg)=1 < d € {-3,—-4,—7,—-8,—11,—-19,—-43, —67, —163}.
El procediment sera el segiient:

(1) Calcularem l'invariant j d’alguns dels ordres quadratics que, pel teorema 1.4.4, ja
sabem que tenen nombre de classes 1.

(2) Suposarem que h(Og) = 1. Utilitzant resultats del primer capitol, reduirem el
problema al cas en que dxg = —p, on p és un primer amb p =3 mod 8.

(3) Utilitzant les funcions de Weber, reduirem el calcul dels possibles valors de j(Ok)
a trobar les possibles solucions enteres de I'equacié Y? = 2X (X3 4 1).

(4) Resoldrem aquesta equacid, trobant aixi els possibles valors de j(Ok). Aquests
valors seran alguns dels que hem calculat al primer pas, de manera que com que

Jj(Ok) determina Ok (ja que dos ordres diferents no sén homotetics com a xarxes),
ja tindrem tots els possibles cossos K.

(5) Finalment, deduirem quins sén tots els ordres, no necessariament maximals, de
cossos quadratics imaginaris que tenen nombre de classes 1.

4.1 Invariants j dels ordres de nombre de classes 1

Volem calcular I'invariant j dels ordres quadratics de discriminants —3, —4, —7, —8, —11,
—12,—16,—19, —27, —28, —43, —67, —163. El teorema 1.4.4 diu que aquests ordres sén
de nombre de classes 1. En particular, el seu invariant j és un enter.

Si el discriminant de O no és miltiple de 3, el teorema 3.6.3 ens diu que 7(O) és un
cub. Per tant, només haurem de calcular v,(7), que és un enter, per a un 75 adequat.

Teorema 4.1.1. FEls invariants j dels ordres quadratics de discriminants —4,—7,—8,
—11,—-16,—19, —28, —43, —67, —163 venen donats en la taula segiient.

D T n2(m0) | 4(0) = j(70)
—4 i 12 12°
7 | T 15 ~153
-8 | V=2 20 20°
—11 | B 32 —323
—16 | 2 66 66°
—19 | =90 —96 —96°
—28 | /-7 255 255
—43 | 2B 960 —960°
—67 | 3T 5280 —5280°
—163 | 2168 640320 | 6403207
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DEMOSTRACIO. Utilitarem les funcions de Weber per a aproximar 7(79) amb un error
de £0.5. Com que 75(7p) és un enter, sera I’enter més proper a la nostra aproximacio.

Comencem pels casos de discriminant parell, D = —4m per am = 1,2,4,7. En aquest
cas, Tp = v/—m. Sigui ¢ = €¥™0 = 2™V Veurem que vo(v/—m) = [[256¢%/% 4+ ¢ /7],
on [[z]] denota I'enter més proper a z.

Sabem pel teorema 3.6.6 que

16
Yo(v/=m) = fo(v/ =)' + ————. (4.1.2)
fo(v/—m)®
A més,
Fa(vV=m) = vV2¢'* TT(1 + ¢"). (4.1.3)
n=1
Utilitzant que 1 4+ x < e® per a tot x € R, tenim que
L< JJa+g") < J]e” =exrmd = /00, (4.1.4)
n=1 n=1

Com que ¢ < e~ 2", tenim que ¢/(1 — q) < ¢/(1 — e ) < 1.002¢q. Combinant aixd amb
(4.1.3) i (4.1.4), obtenim que

V2qY2 < o (Vo) < V2gH2et/ 070 < (/g1 /21002
En particular, per (4.1.2), tenim que
9562/ 4 q~1/3e 80160 < o (/Zim) < 256¢%/3e160520 4 ¢=1/3,
Considerem la diferencia entre aquestes cotes,
E(q) = 256¢2/3(e1093%8 _ 1) 4 ¢~ 1/3(1 — ¢~8016a),
Utilitzant que 1 —e™* < z/(1 —x) per a0 < z < 1, obtenim que
E(q) < 256¢*/3(e!%9324 _ 1) 4 ¢71/3.8.016¢/(1 — 8.016¢) =

= 256¢%/3(e!5-9320 _ 1) 1+ 8.016¢%/3 /(1 — 8.016¢).

Aquesta expressio és creixent respecte g. Com que ¢ < e~27, tenim que E(q) < E(e™*") <
0.25. Per tant, per a tot x tal que

256q2/3+q—1/3e—8.016q <r< 256q2/3616.032q+q—1/37

es té [[z]] = y2(v/—=m). Com que = = 256¢%/3 + ¢~1/3 satisfa aquestes desigualtats, tenim
que yo(v/—m) = [[256¢*% + ¢~ /7).

Considerem ara els discriminants senars. Sigui 7y = >+ " per am = 7,11,19,43,67

0 163. També utilitzarem (4.1.2), pero no podem utilitzar el mateix metode que al cas

3+v—m _ , . N
T = —e ™V ég negatiu. Sabem, perd, que

v
R ey

27

anterior, ja que ara ¢ = e
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2mi/n
)

f1 (270>—f1(3+\/_) 548 (24’\/%):
- <48 fl(l + \/_) C48 (\/_) = Qfslf(\/m)-

iamés, si(,:=e

Per tant,

(16V2

fa(70) = =)

d’on obtenim que

0= e

Utilitzarem un metode analeg al cas anterior per a obtenir que, per a ¢ = €™V~ =
e~?™/™ (observem que ara ¢ > 0), es compleix

(7o) = [[=¢~ /% + 2564"/*]].

Sabem que

f(ﬁ) — q—1/48 H(l +qn—1/2>‘

n=1

Com abans, tenim que
1< H(l + qn—1/2) < Hean/z _ e‘fw S gt eql/z/(l_q)

iq'2/(1—¢q) <q"?/(1—e?") < 1.002¢"/%. Per tant,

_ _ 1/2
q 1/48 <f(\/m) < g 1/48 ,1.002¢ 7

d’on deduim que

— 1/2 _ 1/2 _
256(]1/36 16.032¢ —q 1/668.016(1 1/6'

< (1) < 256¢'% — ¢
Considerem la diferencia

E(q) = (256q1/3 _ q—l/G) _ (256q1/36—16.032q1/2 _ q—1/6€8.016q1/2).
De nou, tenim que E(q) < 0.25, i per tant per a tot x tal que

256q1/3€—16.032q1/2 . q—1/668.016q1/2 <z< 256q1/3 _ q—l/6

es té que [[7]] = 72(70). Com que x = —q /¢ + 256¢"/° satisfa aquestes desigualtats,
tenim que

Ya(70) = [[=q~"/° + 256¢"%]].
Aixi, podem comprovar els valors de la taula facilment amb una calculadora de ma. [
Observacié 4.1.5. Pel teorema 3.3.2, j(%) = 0. Aixo ens diu que, per a 'ordre O
de discriminant D = —3, tenim que j(O) = 0.

Tot i que no ho utilitzarem per a donar la solucié del problema del nombre de classes
1, donem l'invariant j dels ordres de nombre de classes 1 de discriminant divisible per 3.
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Proposicié 4.1.6. Els invariants j dels ordres de nombre de classes 1 de discriminant
un multiple de 3 venen donats en la taula segiient.

D 70 j(O) = j(To)
1 -3

3 # 0

~12| /=3 54000

—27 | 3Y=3 | 19288000

4.2 Solucié del problema

Teorema 4.0.1 (Heegner-Baker-Stark). Siguin K un cos quadratic imaginari i dg el seu
discriminant. Aleshores

hdg) =1 < d, € {—3,—4,-7,—8,—11,—19, —43, —67, —163}.

DEMOSTRACIO. Sigui dg el discriminant d'un cos quadratic imaginari tal que h(dg) =
1. Pel teorema de Landau (teorema 1.4.5) tenim que h(—4n) = 1 <= —4n =
—4,—-8,—12,—16 o — 28. Observem, pero, que no existeix cap cos quadratic K amb
dig = —12,—16, —28. Per tant, si dx és parell, aleshores h(dx) =1 <= dx = —4, 8.

Suposem, per tant, que di és senar, dg = 1 mod 4. La proposicié 1.4.6 ens diu que
—dg ha de ser una potencia d’'un primer. Com que dg és el discriminant d’un cos, ha de
ser lliure de quadrats, de manera que dx = —p on p és un primer, p = 3 mod 4.

Sip=7 mod 8, aleshores pel teorema 1.5.4 tenim que

-t =2n-p) (1= (L) ) =p-n =1

Pel teorema de Landau, tenim que p = 7.

Suposem ara que p = 3 mod 8. Podem suposar que p # —3, ja que ja sabem que
h(—3) = 1. Pel teorema 1.5.4, tenim que

h(—dp) = 2h(—p) (1 _ (%p) %) — 3h(—p) = 3.

Per tant, K (j(v/—p)), que és el cos de classes de l'ordre de discriminant —4p, és de grau
3 sobre K, de manera que Q(j(1/—p)) és de grau 3 sobre Q. Pel teorema 3.6.7, tenim
que f(v/=p)* € K(j(v/=p)). A més, com que tots els factors del desenvolupament en
producte de f(y/=p) donat a 3.6.5 sén reals, tenim que f(/—p)? és real, i per tant genera
una extensié cubica de Q.

Siguin 7 = Y2 i @ = (' fa(7)2. Pel teorema 3.6.5 tenim que

f1(270)f2(70) = V2
i pel teorema 3.6.6 tenim que

f1(270) = f1(3 + V=p) = G F(V=p) = G F(V=P).

D’aqui deduim que o = 2/f(/—p)?. Per tant, o genera I'extensié ciibica Q(f(v/—p)?), i
a* genera la mateixa extensi.
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Estudiem el polinomi irreductible de a*. Com que O = [1, 7] i h(—p) = 1, tenim que
j(70) és un enter, i per tant v,(79) també és un enter. A més,

f2(70)24 + 16
fa(m0)®

Per tant, a* = —f,(79)® és una solucié de 1’equaci6

Ya(70) =

- v2(70) — 16 = 0,

i aquest és el seu polinomi irreductible.

D’altra banda, o també és un enter algebraic, de manera que és solucié d'una equacié
de la forma 2+ az?+bx+c = 0. Movent els termes de grau parell al costat dret i elevant
els dos costats als quadrats, obtenim

(2% + b2)? = (—ax® — c)*.
Reordenant els termes, obtenim
2%+ (2b — a*)z* + (b* — 2ac)2® — ¢ = 0.
Per tant, o? és solucié de 'equacié
2 +ex? + fr+9=0, one=2b—a? f=0b"—2ac,g=—c,

4 és solucié de

i repetint el procés obtenim que «
2?4+ (2f — e*)z® + (f* — 2eg9)r — ¢*.

Utilitzant que el polinomi irreductible de o és tinic, tenim que

2f —e? =0,
f?=2eg = —7(m),
g = 16.
De la tercera equacié, deduim que g = 44, i com que ¢ = —c? tenim que ¢ = —4 i

¢ = £2. Si en comptes d’estudiar el polinomi minim de « estudiéssim el de —«, aleshores
a* quedaria fix, pero a,b,c es canviarien per —a,b, —c. Per tant, podem suposar que
¢ = 2. Aleshores,

Yo(10) = —f* — 8e = —(b* — 4a)* — 8(2b — a?).

D’altra banda, de 'equacié 2f = e* obtenim que 2(b* — 4a) = (2b — a?)?. Per tant, a i
b sén enters parells. Prenent x = —a/2 iy = (b — a*)/2, obtenim que z i y sén solucions
de l'equacié diofantina 2X (X3 + 1) = Y?. Les solucions d’aquesta equacié ens venen
donades pel lema segilient, que demostrarem més endavant.
Lema 4.2.1. Les solucions enteres de ['equacid diofantina 2X (X3 + 1) =Y? sdn (0,0),
(—1,0), (1, £2), (2, £6).

Aixi, podem calcular tots els possibles valors per a a,b i (7).
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XY |a==2X |b=4X?>+2Y | 12(r0) = —(b* — 4a)* — 8(2b — a?)
010 0 0 0
-1] 0 2 4 -96

1 2 -2 8 —5280

1 | -2 -2 0 —32

2 6 —4 28 —640320

2 | —6 —4 4 —960

Tots aquests 72(7p) sén alguns dels que hem calculat al teorema 4.1.1 1 a la observacié
4.1.5. Com que j(Og) = 72(70)* determina K, el cos K ha de ser un dels cossos que ja
sabem que tenen nombre de classes 1. O

Corol-lari 4.2.2. Sigui D = 0,1 mod 4. Aleshores,
hD)=1 <= De{-3,-4,-7,-8,—-11,-12,—-16,—19, —27, —28, —43, —67, —163}.

DEMOSTRACIO. Suposem que h(D) = 1. Posem D = f?dg, on K és el cos quadratic
imaginari que conté a ’ordre de discriminant D. Pel teorema 1.5.4 tenim que h(dg)|h(D),
de manera que h(dgx) = 1. Pel teorema anterior, tenim que dj, € {—3,—4, -7, -8, —11,
—19, —43, —67, —163}. Veiem per a quins conductors f tenim que h(f2dy) = 1.

Les unitats dels anells d’enters de cossos quadratics imaginaris venen donats per

{£1}, si dp # —3, —4,
O = {£1, F23Y 0 sidye = -3,
{£1, 44}, si dg = —4.

En particular, si f > 1, aleshores O* = {£1}.

Comencem suposant que dx # —3, —4. Aleshores O}, = {£1}, de manera que [0} :
O] =1. Si f > 2, sigui f = p* -+ p& la descomposici6 de f en factors primers. Llavors,

- (5)3) 202 (-2) oo

i pel teorema 1.5.4 tenim que h(f?dyx) > 1. Per a f = 2, calculant tots els casos per a
dy veiem que h(4dy) =1 si, i només si, dg = —7, de manera que D = —28.

Suposem ara que dxg = —3,—4, de manera que [Of : O < 3. Si f > 3, sigui
f=p---pS la descomposicié en factors primers de f. Aleshores,

- (5)3) o0

Laltima desigualtat és certa perque, per a que cap dels factors pf’i_l (p; — 1) sigui major
que 3, els p; han de ser 2 0 3 i els e; menors o iguals que 2 i 1 respectivament. Comprovant
manualment els casos f = 4,6,12, veiem que la desigualtat és certa. Per tant, si f > 3,

IO = o oo L (- (%))t
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Sidg = —3,pera f=2if=3estéqueh(f?dg)=1,ipertant D = —120 D = —27.

Per a dix = —4, si f = 3 aleshores h(f%dg) > 1. En canvi, si f = 2 aleshores
h(f?dg) =1, i per tant D = —16. O

El teorema de Heegner-Baker-Stark té diverses conseqiiencies forca interessants.

e En primer lloc, explica per que e™163 = 262537412640768743.99999999999925... és
tan proper a un enter.

Recordem que j(¢q) admet el desenvolupament en serie de Fourier j(7) = % + 744 +

196884 + .... Es pot estudiar el comportament assimptotic dels coeficients ¢,
d’aquesta serie, i s’obté que ¢,q" convergeix rapidament a 0.
Siguin 7 = Ly 163 ”2_163 iq=e™" = —e ™16 Tenim que j(7) = —6403203. Apro-

ximant j(7) pels dos primers termes de la serie de Fourier, j(7) ~ % + 744, es pot
demostrar que I'error és menor que 107!, de manera que

1 1 e
—640320° = j(7) = — + T4d + -~ — + T4d = —™V1 1 744
q q

d’on es dedueix que ™18 x~ 6403203 + 744 = 262537412640768744.

e Euler va descobrir una propietat extraordinaria del polinomi % — x + 41: aquest
polinomi pren valors primers per a 0 < x < 41. De fet, 41 no és I"inic nombre amb
aquesta propietat: 1, 2, 3, 5, 11, i 17 també la satisfan. La connexié d’aquest fet
amb el problema del nombre de classes 1 és la seglient.

Proposicié 4.2.3. Sigui k un enter positiu. Son equivalents:
(a) 22 —x + k és primer per a 0 < x < k.

(b) L’ordre quadratic de discriminant el discriminant D =1 — 4k del polinomi té
nombre de classes 1.
DEMOSTRACIO. [12] O

Per tant, 1, 2, 3, 5, 11, 17 i 41 s6n els tinics nombres amb aquesta propietat.

4.3 El calcul final

Ens falta demostrar el lema que hem utilitzat a la demostracié del teorema de Heegner-
Baker-Stark.

Teorema 4.2.1. Les solucions enteres de ['equacidé diofantina 2X (X3 + 1) = Y? son
(07 O)a (_1a O)a (17 :l:2)7 (27 j:6)

DEMOSTRACIO. Sigui (z,y) una solucié entera. Com que x i x® + 1 sén relativament
primers, de 2x(z®+1) = y? obtenim que 4(2®+ 1) és un quadrat o el doble d’'un quadrat.
Per tant, (z,y) déna una soluci6 entera a alguna d’aquestes equacions:

(a) X34+1= 22 (c) X3+1=22%
(b) X3+1=—22 (d) X3 +1= 222

Trobem-ne totes les solucions enteres. Treballarem en els anells Z[i], Z[v/—2] i Z[w], on

w = e?™/3 que sén dominis euclidians i, per tant, de factoritzacié tnica.
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(a)

4.3 El calcul final

Sigui (z, 2) una solucié de I'equacié X3 + 1 = Z2. Observem que

{(1— 2)(1+2)(-2) = —2(1 — %) = 2%,
(1=2)+(1+2)+(-2) =0.

Utilitzarem el lema segiient.

Lema 4.3.1. Siguin A, B,C € Z|w] no nuls tals que ABC és el doble d’un cub i
A+ B+ C =0. Aleshores, A, B i C no poden ser els tres diferents.
DEMOSTRACIO. Suposem que existeixen tres nombres diferents A, B i C' que com-
pleixen la hipotesi del lema. De totes les ternes (A, B, C') possibles, n’escollim una
que faci que d = min(|A|, |B|,|C]) sigui minim. En particular, tenim que A, B,C
son coprimers dos a dos, de manera que, com que ABC' és un cub, podem suposar
que A =2ar® B ="5bs*>,C = ct® on a,b,c € Z|w]* = {1,w,w?} ir st € Zw)|.

Tots els cubs de Z]w| sén congru amb 0 o 1 modul 2, i com que A = 0 mod 2
tenim que B,C =1 mod 2. Com que b+c=B+C = —A =0 mod 2, tenim
que b = ¢ mod 2, i per tant b = ¢, ja que 1,w,w? sén tots diferents modul 2. Com
que ABC = (abc)(rst)? és un cub, tenim que abc = 1 i per tant a = b = ¢. Podem
suposar que a = b =c=1.

Per tant, A = 2r®, B = s3,C = t3. Podem suposar multiplicant per una unitat que
s,t =1 mod 2. Observem que ||, |t| < v/d. Siguin

A =5+t B = ws + w’t, C' = w’s + wt.

La seva suma és 0 i el seu producte és B + C = 2(—r)3. B’ # (', ja que s # t,
i A’ no pot ser igual a cap dels altres dos A/ =0 mod2i B',C'" =1 mod 2. A
més, |A'],|B|,|C"] < |s| + |t| < 2v/d < d, la qual cosa contradiu la minimalitat de
A B,C. O

Per tant, tenim que o bé dos de 1+ 2,1 — 2z, —2 s6n iguals, o bé que un dels tres és
zero. Separem casos:

e Sil+ z=1-—z, aleshores z = 0. En aquest cas, x = —1.
e Sil+ z= —2, aleshores z = —3. En aquest cas, z = 2.

e Sil— z= -2, aleshores z = 3. En aquest cas, x = 2.

e Sil+ z=0, aleshores z = —1. En aquest cas, x = 0.

e Sil—z=0, aleshores z = 1. En aquest cas, x = 0.

Per tant, totes les soluciéns (z, z) de 'equacié sén (0, £1), (—1,0), (2, £3).

En aquest cas treballarem a I’anell Z[i]. Sigui (z, z) una solucié de 'equaci6é X3+1 =
—72. Aleshores —23 =22 + 1= (2 +1)(2 — 7).

Veiem que z+i i z—i sén relativament primers. Sigui d = med(z+1, z—1), i suposem
que no és una unitat. Com que d|(z+1) i d|(z—1), tenim que d|i((z—i)—(z+1)) = 2.
Com que d divideix a (z +1i)(z — i) = —z?, tenim que d divideix a 2%, de manera
que = ha de ser parell, ja que d|2. Perd aleshores de z? +1 = —z3 obtenim que
224+ 1=0 mod 8, la qual cosa no és possible.

Per tant, com que (2 +14)(z — i) = (—z)3, tenim que z + 7 i z — i han de ser cubs a
Z[i]. Posem z+i = (a+bi)® = (a® —3ab?) + (3a*b — b?)i. Aleshores, b(3a*> —b*) =1,

i llavors a = 0ib = —1. Aleshores, z+1i = —i® = i, de manera que z =0ix = —1.
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(c)

Si 2% + 1 = 222, aleshores tenim que 4x2% = 3%, de manera que z ha de ser un
quadrat, z = t2. Per tant, resoldrem l'equacié 7% + 1 = 272,

De nou, treballarem a Z[w]. Recordem que la norma euclidiana d’aquest anell és
N(a+bw) = a* —ab+ b*. Sigui (¢, z) una solucié entera de 7% +1 = 272, Com que
t® + 1 = 222 és parell, tenim que t és senar.

Observem que t5 + 1 = (#* + 1)(t? + w)(t* + w?). Veiem que aquests factors sén
coprimers dos a dos. Suposem que d € Z[w| divideix a t* + 1 i a t? + w. Aleshores
d divideix a (t2 + 1) — (£ + w) = 1 — w. Per tant, N(d)|N(1 —w) = 3. Com que
d no és una unitat, tenim que N(d) = 3. Per tant 3|N(t* + 1) = t* + 2t> + 1, pero
aixd no es compleix per a cap t € Z. Amb arguments similars obtenim que % + 1 i
t2 +w? i que t2 + w i t? + w? sén coprimers.

Com que (t* 4 1)(t? +w)(t* + w?) = 222, dos dels factors han de ser un quadrat per
+1 i I'altre un quadrat per +2. Si tinguessim ¢ + 1 = +k? amb k € Z[w|, com que
t € Z tindriem que k € Z. L’equacié t? +1 = —k? no té solucions, i la tnica solucié
de t* + 1 =k? és (t,k) = (0,41), pero t ha de ser senar.

Per tant, t? + 1 ha de ser un quadrat per +2, de manera que t> + w, t> + w? sén un
quadrat per £1.

Sit? + w = +(a + bw)?, tenim que
a?—bv =1, b2a-0b)=1

Les solucions de la primera equacié sén (%1, 0), perod aquestes no satisfan la segona.

Sit? +w = —(a + bw)?, tenim que
a® — b = —1, b(2a —b) = —1.

Les solucions de la primera equacié sén (0, £1), i aquestes també sén solucions de
la segona equacio.

Per tant, t* + w = —w?, de manera que t = +1i 2z = £1. Com que = = 2, les
tiniques solucions de X3 + 1 =272 sén (1, +1).

Repetirem I’argument del cas (b), perd en aquest cas treballarem a 'anell Z[/—2)].
Sigui (z, z) una solucié de 'equacié X3 + 1 = —2Z2. Aleshores, —a® = 222 + 1 =
(14 2v/=2)(1 — 24/=2).

Veiem que 14+2y/—2 i 1—2y/—2 sén relativament primers. Suposem que d = med(1+
2v/=2,1— zy/—2) no és una unitat. Com que d|1 + zy/—2 i d|1 — z1/—2, tenim que
d|(142y/=2)+(1—2y/=2) = 2. Com que d divideix a (14+2v/=2)(1—2/=2) = —13,
tenim que 2 divideix a —23, i per tant x ha de ser parell. D’altra banda, pero, de
222 = 23 + 1 s’obté que és senar, la qual cosa contradiu el que acabem de veure.

Per tant, com que (1 + 2v/=2)(1 — z¢/=2) = (—z)3, tenim que els dos factors han
de ser cubs a Z[\/—2]. Posant 1+ 2¢/—2 = (a + by/—2)3 amb a, b enters i igualant
els coeficients, obtenim que a(a? —6b%) = 1 Per tant, hem de tenir que a = 1,b = 0,
de manera que z =01z = 1.

Aixi, si (z,y) és una solucié de I'equacié original, 2X (X3 + 1) = Y?, aleshores x €
{-1,0,1,2}. Com que y = £+/2x(x3 + 1), les tiniques solucions sén (—1, 0), (0, 0), (1, +2),
(2, £6). O
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4.4 Més enlla

Ara que ja hem resolt el problema del nombre de classes 1, ens podem plantejar una
versio més general: el problema del nombre de classes n.

Problema 4.4.1. Siguin > 1 un enter. Per a quins discriminants D < 0 es té h(D) = n?

Recordem que Gauss va conjecturar que h(D) — oo quan D — —oo. Aixo implicaria
que, per a un enter n, existeix com a molt un nombre finit de discriminants de nombre
de classes n. El primer pas cap a una demostracié d’aquesta conjectura va ser fet per
Hecke. Per a entendre’l, abans hem de definir alguns conceptes.

Un caracter de Dirichlet modul un enter m > 1 és un morfisme de grups x : (Z/mZ)* —
C*. Un caracter de Dirichlet modul m s’anomena primitiu si no factoritza a través de
(Z/nZ)* per a cap factor n de m, s’anomena real si la seva imatge esta continguda en R,
i s’Tanomena senar si x(—a) = —x(a) per a tot a.

Podem estendre un caracter de Dirichlet a Z definint x(a) = 0 si med(a, m) > 1. Donat
un caracter de Dirichlet x, la funcié L associada a x és L(x,s) = > XT(L?) per a s € C.
Aquesta serie convergeix per a tot s tal que Re s > 1, i admet una prolongacié analitica

meromorfa a tot el pla complex, que també denotem per L(y, s).

Teorema 4.4.2 (Hecke, 1918). Sigui D < 0, i x un caracter de Dirichlet modul D que és
real, primitiu i senar. Suposem que L(x,s) # 0 per a tot s real tal que s > 1 — ¢/ log |D|
per a una certa constant ¢ que no depen de D. Aleshores, si la hipotesi generalitzada de
Riemann és certa, existeix una constant ¢; que no depén de D i tal que

h(D) > ¢11/|D|/log |D|.

Tot i aix0, aquest teorema suposa que la hipotesi generalitzada de Riemann, que afirma
que per a qualsevol caracter de Dirichlet y i nombre complex s tals que L(x,s) = 0 i
0<Res<lestéRes= %, és certa. Aquesta hipotesi encara no ha estat demostrada
o rebutjada.

Teorema 4.4.3 (Heilbronn, 1934). Si la hipotesi de Riemann generalitzada és falsa,
aleshores h(D) — oo quan D — —oo.
Aixi, tant si la hipotesi. Des d’aleshores s’ha arribat a resultats més precisos.

Teorema 4.4.4 (Siegel, 1935). dlim % = % En particular, per a tot € > 0 existeiz
K —>00

una constant C() tal que h(dgx) > C(e)|dg|2 (per a dgx < 0).

Malauradament, actualment no es tenen prou coneixements per a poder calcular les
constants C(e) explicitament. Tot i aixi, existeixen altres cotes explicites.

Teorema 4.4.5 (Oesterlé, 1984).

B(D) > ——1log|D| [ (1—M)

1
7000 pDptD P+

Corol-lari 4.4.6. |dx| < exp(21000-22F2(d))h(dy)), on vy denota la valoracié 2-adica.

Actualment, es coneixen tots els cossos quadratics imaginaris de nombre de classes n
per an < 100. En un article publicat el 2004, Mark Watkins va trobar una cota superior
per als possibles discriminants suficientment bona per a reduir el problema a un nombre
de comprovacions suficientment petit per a que fos factible dur-les a terme amb ’ajuda
d’ordinadors.
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Apendixs

A Programa per a calcular el nombre de classes

El programa segiient en C' conté una funcié h(D) que calcula el nombre de classes d'un
discriminant negatiu donat D.

#include <stdio.h>
#include <math.h>

int gcd(int a, int b){
if(a < 0) a = -a;
if(b < 0) b = -b;
if(a < b){

int tmp = a;
a = b;
b tmp;

}
while (b

};

return a;

int h(int D){

int a, b, c;

int cota_superior_a = (int) (sqrt(-D/3.));

int total = 0;

for(a=1; a<=cota_superior_a; a++){

for(b=-a; b<=a; b++){
// De D = b™2 - 4ac deduim que c = (b~2-D)/4a. En particular, b~2-D ha de ser un miltiple de a
if ((b*b-D) % (4*a) != 0)
continue;

c = (bxb-D) / (4xa);

// Per a que la forma sigui reduida, hem de tenir a <= ¢

if(a > ¢)
continue;
// Si a == c o a == |b|, aleshores ha de ser b >= 0
if(a==c ||l a==Db || a == -b)
if(b < 0)
continue;

// a,b,c han de ser coprimers
if (gcd(a, ged(b, c)) > 1)
continue;
total++;
}
}
return total;
}
int main(){
int D, h_D;

D= -1;
while(1){
h_D = h(D);
if(h_D !'= 0){
printf ("h(%i) = %i\n", D, h_D);

}
D--;
}
return 0;
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B Taula del nombre de classes d’ordres de discriminant negatiu

"D WD) | -D WD) | —D h(D) | —D h(D) | —D k(D) | —D h(D) | —D h(D)
3 1 |92 3 |183 8 |2r2 8 |363 4 |452 8 |5d3 12
4 1 |95 8 |184 4 |275 4 364 6 |455 20 | 544 8
71|96 4 |187 2 |276 8 |367 9 |45 8 |547 3
8§ 1 |99 2 |18 5 |279 12 |368 6 |45 6 |548 8
111|100 2 | 191 13|28 4 |371 8 |460 6 | 551 26
121|103 5 | 192 4 |283 3 |372 4 |463 T | 552 8
15 2 |104 6 |195 4 |284 7 |375 10 | 464 12 | 555 4
16 1 |107 3 |196 4 |287 14 | 376 8 | 467 7 |55 9
19 1 [108 3 |199 9 |288 4 |379 3 |468 8 | 559 16
20 2 |111 8 |200 6 |201 4 [380 8 [471 16 | 560 12
23 3 | 112 2 |203 4 |202 4 |38 17 [472 6 |563 9
24 2 |115 2 |204 6 |205 8 |384 8 |475 4 [564 8
27 1 | 116 6 |207 6 |206 10 | 387 4 [476 10 | 567 12
28 1 | 119 10 | 208 4 |209 8 |388 4 |479 25 | 568 4
31 3 /120 4 211 3 300 6 |391 14 [480 8 [571 5
32 2 123 2 |212 6 |303 10 | 392 8 |483 4 |572 10
35 2 124 3 |215 14 |304 6 |395 8 |484 6 |575 18
36 2 | 127 5 |216 6 |307 3 |396 6 |487 7 |576 8
30 4 | 128 4 |219 4 |308 8 |399 16 |488 10 | 579 8
40 2 131 5 220 4 311 19 | 400 4 491 9 580 8
43 01 | 132 4 | 223 7 | 312 4 [403 2 | 492 6 |583 8
44 3 135 6 224 8 315 4 404 14 | 495 16 | 584 16
AT 5 | 136 4 | 227 5 |316 5 |407 16 | 496 6 |587 7
48 2 | 1390 3 | 228 4 |319 10 [408 4 499 3 [588 6
51 2 140 6 231 12 | 320 8 411 6 500 10 | 591 22
52 2 | 143 10 | 232 2 | 323 4 |412 5 | 503 21 | 592 4
55 4 | 144 4 | 235 2 | 324 6 |415 10 | 504 8 |595 4
56 4 | 147 2 | 236 9 |327 12 |416 12 | 507 4 | 596 14
50 3 | 148 2 | 239 15 | 328 4 [419 9 [508 5 |599 25
60 2 |151 7 |240 4 |331 3 |420 8 |511 14 [ 600 8
63 4 | 152 6 | 243 3 |332 9 423 10 | 512 8 |603 4
64 2 | 155 4 |244 6 |335 18 |424 6 |515 6 |604 7
67 1 | 156 4 |247 6 |33 8 |427 2 |516 12 | 607 13
68 4 | 159 10 | 248 8 |339 6 428 9 [519 18 | 608 12
71 7 160 4 251 7 340 4 431 21 | 520 4 611 10
7202 | 163 1 | 252 4 | 343 T | 432 6 | 523 5 |G12 8
75 2 164 8 255 12 | 344 10 | 435 4 524 15 | 615 20
76 3 | 167 11 | 256 4 | 347 5 | 436 6 | 527 18 | Gl6 8
79 5 | 168 4 | 259 4 | 348 6 | 439 15 | 528 8 | 619 5
80 4 171 4 260 8 351 12 | 440 12 | 531 6 620 12
8 3 | 172 3 |263 13 | 352 4 |443 5 |532 4 |623 22
8 4 |175 6 |264 8 |355 4 |44 8 |535 14 [624 8
87 6 | 176 6 | 267 2 |356 12 |447 14 | 536 14 | 627 4
88 2 | 179 5 | 268 3 |35 10 | 448 4 [539 8 [628 6
o1 2 | 180 4 |271 11 |360 8 |451 6 |540 6 |631 13
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