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Abstract

There are many situations where we want to model a certain phenomenon but it’s
impossible to know exactly its evolution over time. For example, we can’t find a
differential equation to model the position of a pollen grain suspended in water. It
is considered that these phenomena follow a certain randomness. As it is not useful
to model it using deterministic models, we need stochastic tools. The purpose of
this work is to introduce us in stochastic modeling. We’ll do it by studying a specific
case where stochastic models are used, queuing theory.

Resum

Hi ha situacions en queé volem modelitzar un cert fenomen pero no podem coneixer
amb certesa la seva evolucié al llarg del temps. Per exemple, no podem trobar una
equacié diferencial que ens doni la posicio, al llarg delt temps, d’un gra de polen que
flota a l'aigua. Considerem que aquests fenomens evolucionen amb una certa alea-
torietat. Per modelitzar-los, doncs, no resulta 1til fer-ho amb models deterministes,
necessitem eines estocastiques. L’objectiu d’aquest treball és el d’introduir-nos en
el mén de la modelitzacio estocastica. Per fer-ho, ens endinsem en la teoria de cues,
que és l'estudi de linies d’espera que es poden formar en diferents situacions de la
vida quotidiana.
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1 Introduccid

En moltes situacions de la vida quotidiana ens trobem que hem d’esperar per rebre
un cert servei. Per exemple, en una botiga pot ser que haguem d’esperar a ser
atesos, o en un peatge que haguem d’esperar que ens arribi el torn per pagar.
Les linies d’espera que formen els clients per rebre aquest servei les anomenem
cues. Estudiant-les, podem respondre a preguntes com: jla capacitat que tenim
per oferir un cert servei és suficient per atendre tots els nostres clients? Ens val la
pena millorar la nostra capacitat d’oferir aquest servei, o és massa costos? Quines
alternatives tenim per gestionar les cues que es formen?

L’estudi de les cues rep el nom de teoria de cues. Es impossible conéixer els
moments exactes en els que arribaran els clients, ni saber amb total seguretat quants
clients hi haura esperant en cada moment. Per aixo la base de la teoria de cues és
la modelitzacié estocastica.

El proposit principal d’aquest treball és el d’introduir-nos en el mén dels pro-
cessos estocastics. I ho fem a través de 'estudi matematic d’algunes de les cues
més simples. Per acabar, ens proposem entendre les limitacions de les eines vistes
al llarg del treball. Per fer-ho intentem modelitzar la dinamica de tres estacions de
Bicing.

Estructura de la memoria

En la primera seccié definim tots els conceptes sobre processos estocastics que uti-
litzem en les seccions segiients. Definim procés estocastic a temps discret i a temps
continu; amb espai d’estats discret i amb espai d’estats continu. Després parlem de
cadenes de Markov, tant a temps continu com a temps discret. Definim els conceptes
de probabilitats de transicié, de distribucié limit i de distribucié estacionaria.

A continuacié definim un procés de Poisson com un procés amb increments en
temps disjunts independents, que tenen una distribucié de Poisson. I veiem que
el podem definir equivalentment com un procés de renovacid, on els temps entre
esdeveniments tenen una distribucié exponencial.

Per acabar la seccié estudiem els processos de naixement i mort. Després de
donar-ne la definicié presentem el que anomenem parametres de naixement i mort
d’un procés. Donats els paramtres de naixement i mort, deduim un sistema d’e-
quacions diferencials que, amb una certa condicié inicial, tenen com a solucio les
probabilitats de transicié del procés. Després, calculem la distribucié de probabili-
tat del temps que el procés "reposa’en cada estat. Entenem que el temps de repos
en un estat és el temps que passa entre que hi arriba fins que se’n va. Finalment
veiem sota quina condicié un procés de naixement i mort tindra distribucié limit, i
la trobem en cas que existeixi.

En la segona seccié donem una definicié formal de cua i presentem les tres cues
basiques: les tres que tenen per procés d’arribada un procés de Poisson, i els temps
de servei de cada client sén variables aleatories independents identicament distri-
buides amb una distribucié exponencial. La diferencia entre aquestes cues esta en



el nombre de servidors. Per estudiar-les utilitzem el fet que els clients formen un
procés de naixement i mort. Per acabar, parlem de les cues M/G/1. En aquest
model els clients no formen un procés de naixement i mort i, per tant, hem d’utilit-
zar un altre metode per estudiar-lo. Aquest metode es basa en I'estudi del nombre
de persones que hi ha a la cua en els moments en que un client marxa, que és una
cadena de Markov a temps discret.

Per acabar, en la tercera seccié ens plantegem si podriem utilitzar les eines
estudiades al llarg del treball per modelitzar la dinamica de tres estacions de Bicing.
Presentem primer un model per una sola estacio, sense tenir en compte la informacié
de les estacions veines. Aquest model 'anomenem M/0/M i l'estudiem amb les
eines que tenim. A continuacié ens plantegem el mateix problema pero amb tres
estacions, tenint en compte que les bicis que arriben a cada estacié han hagut
de sortir d’alguna de les altres dues. Per construir aquest model intentem ser el
maxim fidels possible a la dinamica que volem modelitzar. Ens trobem que, amb les
eines que tenim, no el podem estudiar matematicament. Per aixo el simulem amb
FlexSim, un software de simulacié 3D. Finalment ens preguntem si modelitzant les
tres estacions com tres cues M/0/M independents, obtenim resultats que s’ajustin
als obtinguts amb la simulacié de I'altre model. D’aquesta manera pretenem veure
si les eines basiques de teoria de cues son suficients per afrontar el problema de
modelitzar tres estacions del Bicing.



2 Processos Estocastics

Un procés estocastic és una familia de variables aleatories {X (¢) : t € T'} indexades
pert €T CR.

En molts casos el parametre ¢t representa el temps. El procés és diu que és de
temps discret si el conjunt d’indexos T' és numerable, i continu en cas contrari.

Anomenem conjunt d’estats E als possibles valors que poden prendre les variables
aleatories X (¢). Aquest espai també pot ser discret o continu.

Els processos estocastics que veurem seran sempre d’espai d’estats discret i 1i-
dentificarem amb N. A no ser que s’especifiqui el contrari, quan parlem de processos
a temps discret el conjunt d’indexos 1" = N; quan, en canvi, parlem de processos a
temps continu 7" sera R o U'interval [0, 00).

2.1 Cadenes de Markov

Una cadena de Markov a temps continu és un procés estocastic en el qual 'estat
futur només depen de l'estat actual, és independent del passat. Per donar una
definicié6 matematica d’aquesta propietat és util fer-ho primer en el cas de temps
discret i després estendre el concepte al cas continu.

Definicié 2.1. Una cadena de Markov a temps discret és un procés estocastic
{X(t) : t € N} amb espai d’estats E =N que compleiz

P{X(n+1)=1ilX(n) =tip,...,X(0) =14} = P{X(n+1) =i|X(n) =i,}.
Per qualsevol temps n i qualssevol estats 1,1, ...,1, € B

D’ara en endevant, quan ens referim a un procés a temps discret utilitzarem la

notacié {X,}, = {X(n) :n € N}.

Seguint la idea anterior es defineix cadena de Markov a temps continu:

Definicié 2.2. Una cadena de Markov a temps continu €s un procés estocastic
{X(t):t€[0,00)}, amb E =N, tal queV 0 <u <s

P{X(t+s) =i X(s) = j, X(u) = z,} = P{X(t +5) = i|X(s) = j},
on x, € N.

Definicié 2.3. Sigui {X,}, una cadena de Markov a temps discret. Donats dos
estats 1,5 € E, anomenem probabilitat de transicio de [’estat i al j en el pas n-ésim
a la probabilitat

P{X, =i|X,_, = j}.

Si les probabilitats de transicié no depenen de n, és a dir,

P;; = P{X, =iX,.1=j} Vn €N,
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es diu que les probabilitats de transicié sén estacionaries.

Podem definir d’'una manera semblant el mateix concepte en un procés a temps
continu.

Definicié 2.4. Sigui {X(t) : t € [0,00)} una cadena de Markov a temps continu,
i,j € Eihe€|0,00), la probabilitat

P{X(t+h)=1dlz(t) =4}
s’anomena probabilitat de transicio de ['estat j a [’estat i en ['interval de temps
[t,t+ h].
Si a més es té que les probabilitats de transicié del procés depenen només de h,
P, j(h) = P{X(t+h)=i|X(t) =j} VtER, i,j €N,

es diu que les probabilitats de transicié sén estacionaries. A partir d’ara, si no es
diu el contrari, ens referirem sempre a processos estocastics amb probabilitats de
transicié estacionaries.

Distribuci6 limit

Donat un procés estocastic, calcular la probabilitat que es trobi en un estat en
concret en cada moment pot ser molt dificil. Per aixo a la practica es busca la
distribucié d’equilibri, una distribucié de probabilitat que, a la llarga, es mantingui
en tot moment. Aquesta es la que anomenem distribucié limit. Quan aquesta dis-
tribucié existeix es diu que, si passa prou temps, la cua assoleix un estat d’equilibri.

Definicié 2.5. Una cadena de Markov a temps discret {X,,}, té distribucio limit
si existeir una successio {m;}; tal que

0<m <1Vj>0 ) m=1 (2.1)

=0
lim P{X, =j|Xo=i}=m; Vi,j e N.
n—oo

Observem que 2.1 implica que {7;}; és una probabilitat sobre els naturals.

Definicié 2.6. Una cadena de Markov a temps continu {X(t) : t € [0,00)} té
distribucid limit si existeix una successio {m, }n, tal que

0<m<1Vj>0 ) m=1

j=0

lim P{X(h) = j|X(0) =i} =, Vi,j € N.

h—o00

A nivell intuitiu, 7; representa la probabilitat que, a la llarga, el procés es trobi
en 'estat j. Es independent de I’estat en que es trobi el procés en un moment inicial.
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Distribuci6 estacionaria

Si un procés estocastic té la mateixa distribucié de probabilitat en tot moment
es diu que aquesta distribucié és estacionaria. Matematicament es defineix de la
segiilent manera.

Una cadena {X(t) : t € T'} té distribucié estacionaria si existeix una successi6
{mn}n tal que

0<m<1Vj>0 ) m=1

J=0

Zm (1) vt > 0.

El nom d’estacionaria és degut al fet que, si P{X(0) = j} = 7; Vj > 0, aleshores
VteT P{X(t)=j}=m; Vj>0.

Veiem que aixo és cert:

Suposem que existeix una distribucié estacionaria {m,}, i que
P{X(0)=j}=m; Vj=0.

Aleshores, aplicant la llei de les probabilitats totals, Vt € T,
P{X(t)=j} = ZP{X =i}P(t) =Y mP(t)=m Vj > 0.

Fixem-nos que no hem separat el cas de temps discret del de temps continu, en
tot moment ens hem referit a un conjunt d’indexos T' qualsevol. Per tant, aquesta
definicié ens val per als dos casos. Cal, pero, definir P, ;j(h) = P{X(t + h) =
JIX(t) =i}, t,h € T, ja que fins ara aquesta notacié ’haviem utilitzat només en
el cas de temps continu.

A continuacié presentem una igualtat que es coneix com a equacié de Chapman-
Kolmogorov i que és conseqiiencia de la definicié de cadenes de Markov.

Proposicié 2.7. Sigui {X(t) : t € T} una cadena de Markov a temps discret o
continu, aleshores

Pij(t+s) =Y Pu(s)Pe;(t) Vst €[0,00).
k=0

Demostracio. Aplicant la definicié de probabilitat de transicio i la llei de probabi-
litats totals tenim:

P i(t+s)=P{X(t+s)=7|X(0) =i} = ZP{X (t+s)=7,X(s) =k|z(0) =}.



Per la féormula de probabilitats condicionades i per la definicié de cadena de Markov,

> P{X(t+s) = j, X(s) = k|z(0) = i}

=Y P{X(t+s) = j|X(s) = k, X(0) = i} P{X(s) = k| X(0) = i}

= 3" P{X(t +5) = jIX(s) = K} P{X(s) = k|X (0) = i}.

Finalment, pel fet que les probabilitats de transicié sén estacionaries,

Y P{X(t+s) = jIX(s) = k}P{X(s) = k| X(0) = i} = ZPm

k=0

g

Aquesta igualtat es coneix com a equacié de Chapman-Kolmogorov. A nivell
intuitiu, ens diu que per passar d’un estat ¢ a un altre j en un temps (¢t + s), X (¢)
podria anar de ¢ a qualsevol estat en temps t i d’alla a j en temps s.

Proposicié 2.8. Si una cadena de Markov {X(t) : t € T} té distribucid limit
{mn}n, aleshores aquesta és també distribucid estacionaria.

Demostracio. Si X (t) té distribucié limit {, },, hem de veure que es compleix que

Zm () VteT.

Fixem un valor n > 1 i un valor de 7 > 0. Per la definicié de distribucio
estacionaria tenim, per qualsevol ¢ € T,

n

SR (0 = Dl PP = fim D Ph)?
1=0 =0

Com que Py ;(h)P;(t) >0 Vi e NiVt,h €T, 1 utilitzant la igualtat de Chapman-
Kolmogorov,

lim ZP;“ P, ;(t) < lim ZP;“ P, ;(t) = lim P ;(h).

h—o00 h—o0 h—o00

Tenim, doncs,

Zm (1) < hm Py i(h) =,

h—o00

per la definicié de ;. A1X1, com que y_._ mP;;(t) < 7 ¥Yn € Nim; no depén de

n7
lim » mPy(t) =Y mPy(t) < 7.
n—oo
=0 i=0



Vegem a continuacié que no pot passar que y .-, mP; ;(t) < m; per a cap valor de

J-
Suposem que existeix un valor j, € N per al qual

D wiPigy (1) < .
1=0

Aleshores tindriem que
PILEDD (Z ﬂz’Pm@)) =22 mPu(t).
=0 j=0 \i=0 j=0 i=0

Aquests sumatoris sén integrals respecte a la mesura de comptar sobre els naturals.
Com que els termes m; P, j(t) > 0 Vi,j € N, aplicant el teorema de Fubini tenim

SN mPyt) =) mPt)=> ™Y Pyt)=> m,
7=0 =0 i=0 7=0 =0 7=0 =0

jaque Y777 P, () = 1 per definicié de probabilitat ({F;;(t)}; és una probabilitat
sobre N). Aix{ doncs, el que tenim és

oo oo
E T > E T,
=0 i=0

la qual cosa és una contradiccié. D’aquesta manera hem demostrat el que voliem,
ja que hem vist que

Zﬂ-ipi,j(t) S Uy VJ eN
=0

i que per a cap valor de j es compleix > .~ m P ;(t) < ;.

2.2 Procés de Poisson

El procés de Poisson és un dels processos estocastics a temps continu més impor-
tants a 1'hora de modelitzar diferents fenomens aleatoris. Se sol utilitzar a ’hora
de comptar esdeveniments puntuals que succeeixen al llarg del temps de manera
totalment aleatoria, en el sentit que en un cert interval de temps la probabilitat que
succeeixi algun esdeveniment depen només de la llargada de I'interval. Es a dir, si
{X(t) :t € (0,00)} és un procés de Poisson, X (t) és la variable aleatoria que déna
el nombre d’esdeveniments que han succeit fins al moment ¢. En teoria de cues, per
exemple, és habitual que les arribades dels clients es modelitzin amb un procés de
Poisson.

En aquesta seccié definim el concepte de procés de comptatge i de procés de
renovacié com a cas particular del primer. Després, un cop definida la distribuci6 de
Poisson, donem una definicié formal de procés de Poisson. Finalment ens dediquem
a comprovar que el procés que hem definit es pot veure com un procés de renovacié
on els temps entre esdeveniments tenen una distribucié exponencial.
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Procés de renovacid

Entenem com a procés de comptatge un procés {N(t) : t € [0,00)} que pren valors
en els naturals, comptant el nombre de vegades que succeeix un cert esdeveniment
al llarg del temps. Aixi doncs, podem donar-ne la segiient definicio:

Definicié 2.9. Un procés de comptatge és un procés estocastic amb espai d’estats
els naturals {N(t) : t € [0,00)} que compleiz:

1. N(t) >0Vt >0)
2. s<t = N(s) <N(t)

Definicié 2.10. Un procés de renovacio és un procés de comptatge en el qual els
temps entre esdeveniments successius son variables aleatories independents identicament
distribuides.

La distribucié de Poisson

La distribucié de Poisson és un distribucié de probabilitat que resulta 1til a ’hora
de modelitzar el nombre de vegades que succeeix un cert esdeveniment en un cert
interval fixat de temps o espai.

Definicié 2.11. Una variable aleatoria discreta X té una distribucio de Poisson
amb parametre A > 0 si

e ANk

P{X =k} = —

, VE>0

Proposicié 2.12. Sigui X una variable aleatoria que té una distribucio de Poisson
amb parametre A > 0, aleshores E(X) = Var(X) = A.

Demostracio. Per la definicié d’esperanga d’una variable aleatoria,
— o0
e )\)\k )\/\(k: 1)

Zk: _Akzle Azk‘_ Ae et = A

k=0
Per la definici6 de moment de segon ordre d’una variable aleatoria,

00 Ak o0 2y (k=1) - oo -
oy p€ AT e A Y )\
k=0 k=1 k=1 =1
A - /\k k 2
= e~ Zkk!+zk, =de A+ et) = N
k=0

Per tant,



El procés de Poisson

Com hem dit, la distribucié de Poisson és 1til per comptar el nombre de vegades
que un cert esdeveniment succeeix en un interval de temps fixat. Si el que volem
és modelitzar el nombre de vegades que succeeix aquest esdeveniment al llarg del
temps, ho farem amb un procés de Poisson.

Definicié 2.13. Un procés de Poisson amb intensitat A > 0 és un procés estocastic
a temps continu {X (t) : t > 0} que pren valors en els naturals i compleiz:

1. Els increments del procés en intervals de temps disjunts son independents
entre ells. Es a dir, per qualssevol puntsty =0 < tl < ... < t,, els increments
X(t1) — X(to), ..., X(tn) — X(tn_1) son variables aleatories independents.

2. Donats s > 0 it > 0, la variable aleatoria X (s +t) — X (s) té una distribucio
de Poisson amb parametre \t,
e*)\t(At)k‘

PAX(s+1) = X(s) = k} = —

3. X(0) = 0.

Considerem ara esdeveniments que succeeixen en l'interval de temps [0, 00), com
podrien ser les arribades a una cua del supermercat.

Definim N ((a,b]) com el nombre d’esdeveniments que succeeixen en U'interval de
temps (a, b].

Demanem:

1. El nombre d’esdeveniments en intervals de temps disjunts son independents
entre ells. Es a dir, per a qualssevol punts to =0 < t; < ... < t,,, les variables
aleatories N ((to,t1]),-..,IV((tm—1,tm])) s6n independents.

2. Per a qualsevol temps t i qualsevol nombre positiu A, la distribuci6 de N ((¢, t+
h]) només depen de la llargada h de l'interval. Es a dir, el nombre d’esdeve-
niments en un cert interval depen només de la llargada de 'interval.

3. Existeix un nombre real A > 0 tal que la probabilitat que succeeixi almenys
un esdeveniment en un interval de temps de llargada h és

P{N((t,t + h]) > 1} = Ah + o(h).

Es a dir, si h és petita aquesta probabilitat és practicament proporcional a la
llargada de l'interval de temps.

4. Si h és petita, la probabilitat que dos esdeveniments es donin en un interval
de temps de llargada h és practicament 0:

P{N((t,t + h]) > 2} = o(h).

9
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Recordem que o(h) representa qualsevol funcié que compleixi limy,_, % = 0.

S’ha comprovat que aquestes condicions sén raonables en diverses situacions,
com per exemple quan es compten les trucades que arriben a una centraleta o les
persones que entren en una botiga. Veiem a continuacié que si tenim un fenomen
que les compleix, aleshores {N((0,t]) : t € [0,00)} és un procés de Poisson.

Per determinar la distribucié de probabilitat de N((a,b]) per a qualssevol 0 <
a < b només cal determinar la de N((0,t]) per a tot ¢, ja que la condicié 2 ens diu
que la distribucié de N((a, b)) és la mateixa que la de N((0,b — a).

Volem demostrar que si N((a,b]) compleix les condicions que acabem de donar,
aleshores X (t) = N((0,t]) té una distribucié de Poisson de parametre At.

Per fer el que ens proposem necessitem un resultat previ que no demostrarem.
La demostraci6 del segiient teorema es pot trobar a [4].

Teorema 2.14. Siguin by, bs... variables aleatories independents amb distribucid de
Bernoulli,
on0<p; <1. Isigut S, =by+..+0b,. Aleshores

n

<> pl
=1

onp=p+..+pn. Es a dir, la distribucié de S, difereix de la d’una Poisson amb
parametre 1 com a molt de Y ;| p3.

P{S, =k} —

phet
2

Volem veure que P{X(t) =k} = (,\t)’;!e*”7 VEk > 0.

Dividim l'interval (0, t] en n subintervals de la mateixa llargada h = ¢/n. Definim

b — {1, si algun esdeveniment ha succeit en U'interval ((i — 1)h, ih].

0, altrament.

Sp = b1 + ... + b, compta el nombre de subintervals en els quals ha succeit almenys
un esdeveniment.

Tenim que p; = P{b; =1} = L +o(L) Vi>1.

n

Aplicant el teorema 2.14, si i, = p1 + ... + pp = n[AL + 0 (£)] = M +no (£):
n n
At)? t t\?
= () + 2Xto (—) + no (—) .
n n n

Ara, no (%) = tot(/—i). I, per tant, lim, ,,n (o (%))2 = limn_,ootot(/i)o (%) = 0,

per la definici6 de o ( )

t
n

//L”’ze*/ln

PAS, =k} = Fo

10



Passant al limit en la desigualtat i aplicant aquest resultat i la definicié de o (t)

tenim:
k —

m
lim P{Sn:k}:u , on = lim u, = At.
n—oo

Només ens falta veure que lim,_,o, P{S, = k} = P{X(t) = k}.

X(t) i S, només seran diferents si almenys en un dels subintervals succeeixen
almenys dos esdeveniments, per tant:

pix £ 5= P (5) - x () 20 = 3 ppxin 22
— no(h) = no (%) .

limy oo P{X(t) # Sp} = lim,,_scno (E) =0.
n

Finalment, aplicant la llei de les probabilitats totals, Vk € NiVn € N,

Aleshores,

P{X(t)=k}=P{X(t)=k,S,=X(t)} + P{X(t) =k, S, # X(t)}
P{S,=k}=P{S, =k S, =Xt)} + P{S, =k, S, # X(t)}.

Fent tendir n a infinit,

P{X(t) = k} = lim P{X(t) =k, S, = X(t)} = lim P{S, =k, S, = X(t)}

= lim P{S, = k},
n—oo
ja que lim, o P{X(t) = k, S, # X(t )} = limn_>Oo P{S, = k,S, # X(t)} = 0.
Hem vist, doncs, que P{X (t) =k} = At , VE>0.

Ara, X (0) = N((0,0]) = 0 i, per la primera condicié, els increments en temps
disjunts del procés X (t) = N((0,t]) sén independents entre ells.

Amb tot aixo tenim que el procés {X(t) = N((0,¢]) : t € [0,00)]} compleix la
definici6 2.13 de procés de Poisson.

Per altra banda, tot procés {X(¢) : t
veure com X (t) = N((0,¢]), on N((a,b])
I'l al 4.

Es pot demostrar que les condicions 1 i 2 es compleixen aplicant directament els
punts 11 2 de la definici6 2.13.

> 0} que satisfa la definicié 2.13 es pot
= X(b) — X(a) compleix els posulats de

Només falta veure, doncs, que es compleix:

P{X(t+h) — X(t) > 1} = \h + o(h)

P{X(t+h) — X(t) > 2} = o(h).

11



Pero

P{X(t+h)—X(t)>2} =Y % =3 oh) = o(h)
k=2 ’ k=2
°° 0 ()\h)ke—)\h
P{X(t+h)—X(t)>1} =) P{X(t+h) - X(t)=k}=)_ TR
A (AR)* Ah — (AR)*
_ ;(kﬂ) (Ah+z(k')>

k=2
= e M(\h +o(h)) = e MAh + o(h).
Substituint la funcié e=*" per la seva série de Taylor al voltant del 0 obtenim

P{X(t+h)—X(#) > 1} = (1 — A+ o(h))Ah + o(h) = A+ o(h).

Hem demostrat, doncs, que tenim dues maneres equivalents de definir procés de
Poisson. Ara veurem que la distribucié dels temps entre esdeveniments consecutius
és una exponencial.

Definicié 2.15. W, és el temps que triga a succeir [’esdeveniment n-ésim. Nor-
malment es considera Wy = 0.

Definicié 2.16. S, = W, .1 — W, és el temps d’espera entre ['n-esim esdeveniment
1 el seguent.

Teorema 2.17. Les variables aleatories Sy, ..., S, son independents identicament
distribuides amb distribucio exponencial amb parametre \. La seva funcid de den-
sitat és, doncs,

fs,(h)=Xe™™ h>0

Demostracio. Seguim la demostracié que es déna a [4].

Hem de veure que fs, s, (S0, Sn_1) = (Ae™*%0)...(Ae™*n-1)

)

Ho fem per a n = 2.

La nostra demostracio es basara a calcular la probabilitat conjunta de sy < Sy <
So+ Asgi sy <51 < sy + Asy, en dos punts generics sg, $1 > 0, i després fer tendir
Asp i Asy a 0 per obtenir la funcié de densitat conjunta.

L’esdeveniment sq < Sy < sg+ Asgis; < S1 < s1+ As; correspon al fet que no
succeeixi cap esdeveniment en els intervals (0, so] 1 (S04 Aso, S0+ Asg+s1], 1 que en
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suceeixi un en els intervals sg < Sy < so+ Asg i (So+ Asg+ 1, S0+ Asg+ 51+ Asy].
Aleshores,

f50,51 (50, 51) AspAsy
= P{so < So < sp + Asg,s1 < 51 < 51+ As1} + 0o(AspAsy)
= P{N((0, 50]) = 0}
x P{N((so, S0+ Asg]) =1}
x P{N((so + Asg, so + Asg + s1]) = 0}
x P{N((so 4+ Asg + s1,80 + Asg + s1 + Asy]) = 1}
= e”\soe”\ASO()\Aso)e”\sle’msl()\Asl) + 0o(AsoAsy)
= Ae M0\ AT A0 T A g A5y 0( AsgAsy).
Dividint tot entre (AspAsy) i fent tendir Ay, i A, a 0, obtenim la igualtat que

buscavem.

El cas general es demostra amb un raonament analeg. U

En conclusid, un procés de Poisson X (¢) amb intensitat A > 0 es pot veure com
un procés de renovacio en el qual els temps entre esdeveniments consecutius son
variables aleatories independents, identicament distribuides amb distribucié expo-
nencial amb parametre \.

Es a dir,
X(t) = mazx{k € N|T} + ... + T}, < t},

on T; i > 1 és el temps d’espera entre ’esdeveniment ¢ — 1 i el segiient.

2.3 Processos de naixement 1 mort

Un procés de naixement i mort és una cadena de Markov a temps continu que, si
en un moment donat es troba en l'estat n, deprés d’un cert temps estancat passara
a l'estat n+1 0 al n — 1, mai es "moura”més d’un estat alhora.

Matematicament es defineix un procés de naixement i mort com una cadena de
Markov a temps continu i espai d’estats discret {X(¢) : ¢ € [0,00)} amb probabili-
tats de transicio estacionaries,

P j(h) = P{X(t+ h) = jlz(h) =i}, h >0,
que compleixen:
1. Pit1(h) = Aih+o(h),7 > 0.
2. Pi1(h) = pih +o(h),i > 1.
3. Pi(h)=1— (N + pi)h+o(h),i > 0.

) ) 1 sijg=1
4. Pz‘,j(o) = limy, o Pi,j(h) =0,(j) = { ’



5. P, ;(h) és una funcié continua Vi, j € N.

Per a alguns valors \;, u;, que s’anomenen taxes infinitesimals de naixement i de
mort respectivament.

Observem que, si j € N és diferent de 4,7+ 117 — 1,
Pij(h) <1 = (Piiga(h) + Pii-a(h) + Pii(h)) = o(h),
per tant, P, ;(h) = o(h).

Equacions diferencials de les probabilitats de transicio

A partir de les condicions dels processos de naixement i mort i utilitzant la propietat
de Markov, podem deduir un sistema d’equacions diferencials que, amb la condicié
inicial adequada, té per solucio les probabilitats de transicio del procés.

Per comencar, si h > 0, ¢ # 0 i k recorre tots els estats diferents de i — 1,7 o
1+ 1, per les condicions 1,2 i 3 de la definicié de procés de naixement i mort,

Z Py(h)=1—(Pi-1+ P+ Pit1)
k

=1~ (h+o(h) + 1 — (A + pi)h + o(h) + Nih + o(h)) = o(h).

Per tant, aplicant ’equacié de Chapman-Kolmogorov,

z ] t + h Z Pz k Pk j
Pi,i—l(h)Pi—l,j( )+ Pii(h) P j(t) + Pii1(h) Py (t) + o(h) =
pih Py j(8) + (L= (A + ) R) Py () + Nih P () + o(h) =
pih Py 5(t) + Fij(t) — (i + i) h Py (£) + AihPiyy 5(t) + o(h).
Passant el terme P, ;(t) a I'esquerra de la igualtat i dividint tot per h tenim
P, ;(t+h) — P, (1) _ pihPi_1 (1) — (i + i) P j(t) 4+ X\ih Py j(t) + o(h)
h h ’
Fent tendir A a 0,

byt +h) = Pi(t)
h

lim, = piPi1j(t) — (N + ) Pij(t) + NP (t). (2.2)
Analogament, si i = 0,

Py (t+h) ZPM )Py;(t) =

PO,O(h)Po,j( )+ Poi(h)Py;(t) +o(h) =
(1 = Xoh)Py;(t) + XohPy;(t) + o(h) =
Poj(t) — /\()hPOJ‘(t) + /\()hPLj(t) + O(h)
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i, per tant,

Byi(t+h)— Fy;(t
lim L0+ ;1 O’]():—)\opo,j(t)+)\opl,j(t). (2.3)

h—0

Fixem-nos que, com que h > 0, 2.2 1 2.3 s6n les derivades per la dreta de P, ;(t) i
de Py ;(t) respectivament. Pero al ser combinaci6 lineal de funcions continues tenim
que sén funcions continues. Com que Vi,j € N P, (t) és una funcié continua i

la seva derivada per la dreta és continua aleshores P, ;(t) és derivable i, per tant,
Pl ;(t) = limhﬁgw per a qualsevol ¢ € [0, 00).

En resum, el sistema d’equacions diferencials que satisfan les probabilitats de
transicié d’un procés de naixement i mort és

Pli(t) = wiPi1 () — (N + ) P j(8) + NPy (t), j>1
By i(t) = =AoPo;(t) + Ao Pr;(1),

amb condicié inicial P;;(0) = 6;(j). Notem que aquesta condicié inicial és la condicié
4 de la definicié de procés de naixement i mort.

Aquest sistema d’equacions es coneix com a equacions cap endarrere de Kolmo-
gorov.

Per deduir aquest sistema d’equacions diferencials hem dividit I'interval (0,¢+h)
en un interval de longitud h, (0,h), i un de llargada t, (h,t + h), i hem aplicat
I’equacié de Chapman-Kolmogorov. Després hem fet tendir h a 0. Si, en canvi, el
dividim en els intervals (0,¢) i (¢,¢+h) i apliquem un raonament analeg a ’anterior,
obtenim un sistema d’equacions diferencials diferent:

{P{,j(f) = N1 Pija(t) = N+ ) Py (t) + i Prja (), j>1
Po(t) = =XoPio(t) + p1 Pii(2),
amb condicié inicial P, ;(0) = 0;(j).
Aquestes equacions reben el nom d’equacions cap endavant de Kolmogorov.
A continuacié demostem que aquest és el sistema d’equacions que obtenim.

Partint I'interval com hem comentat i aplicant la férmula de Chapman-Kolmogorov,
tenim

o

Pt +h) = Z Py (t)Prj(h)

k=0

= Pjo1()Piyi(h) + Pij(t)Pyj(h) + Pijpa () Preag(h) + Y Pox(t) Prj(h)
k
= Xj1h Py (t) + Fij(t) — (A; + py)h Py () 4 pjarh P (t) + o(h).

En el sumatori ), P, x(t) Py ;(h), k passa per tots els estats menys j—1,j 1 j+1.
En la tercera igualtat hem aplicat les condicions dels processos de naixement i mort
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i hem suposat que Y, P, x(t)Ps;(h) = o(h). Sense aquesta tltima condicié no es
poden deduir les equacions cap endevant de Kolmogorov.

Tornant a la igualtat de dalt, si passem el terme P, ;(¢) a l'altra banda, dividim
tot per h i fem tendir h a 0 per la dreta:

Bt +h) — Fiy(t)

lim = NPy (t) = (N + ) P (8) + pj Pijia(t), V5 > 1.
h—0t h
(2.4)
Sota les mateixes condicions,
Pot+h)= Z P, (t) Pro(h)
k=0
= Pi70(t)P070(h) + BJ(t)PLQ(h) + O<h)
= R,O(t) — /\]hpzﬁo(t) + MlhRJ(t) + O(h)
Per tant,
. Po(t+h) = Pplt
lim Dot R) = Po(®) _ ~NoPio(t) + 11 Pia(t). (2.5)

h—0t h

Notem que 2.4 i 2.5 sén les derivades per la dreta de P;;(t) 1 Pyo(t) i sén funcions
continues. Per un raonament analeg al que hem utilitzat en el cas de les equacions
cap enrere de Kolmogorov Pj;(t) i Py(t) sén derivables i, per tant, obtenim el
sistema d’equacions diferencials que buscavem.

Perque la solucié sigui tnica i siguin les probabilitats de transicié del procés de
naixement i mort hem d’imposar la condicié inicial

Pij(0) = 0:(j)-

Segons el context, quan volguem calcular les probabilitats de transicié dun
procés de naixement i mort, utilitzarem un sistema d’equacions o altre.

Fins ara hem vist que si {X(¢) : t € [0,00)} és un procés de naixement i mort,
coneixent només els seus parametres infinitesimals de transicio, A; i y;, podem trobar
les probabilitats de transicié del procés. Per coneixer la distribuci6 de X (¢) en cada
moment t, pero, no és suficient coneixer les probabilitats de transicié. Cal fixar una
condicié inicial, és a dir, la distribucié de X (0). Aixi, si tenim

g = P{X(0) =i},

aleshores

P{X(t) =n} = Z 4 P (1).

16



Temps de repos

Donat un procés de naixement i mort, pot ser interessant coneixer el temps que
"reposa”’en cada estat. Es a dir, el temps que s’esta en cada estat abans de canviar.

Volem calcular, doncs, la distribucié de probabilitat de la variable \S;, que repre-
senta el temps que s’esta el procés X (t) en cada estat ¢ abans de canviar.

Sigui
Siguin t,h > 0,

P{S; > t+ h} = P{S; > t + h|S; > t} P{S; > t},

per la definici6 de probabilitat condicionada. Ara, per la propietat de Markov, la
probabilitat de canviar d’estat no depen de quant temps fa que el procés es troba
en i. Per aixo P{S; > t+ h|S; >t} = P{S; > h}. Per tant,

Gi(t+ h) = Gi(t)Gi(h) = Gi(t)(P;i(h) + o(h)) = Gi(t)(1 — (N\; + p;)h) + o(h),
on a la segona igualtat hem utilitzat que G;(h) = P, ;(h)+o(h), fet que no demostrem

pero comentem al final d’aquest apartat.

Aleshores, passant el terme G;(t) a 'esquerra i dividint tot entre h,

o(h)

Gilt+ 1) = GlY) _ —(Ni + ) Gi(t) + Th

h

Fent tendir h a 0,
G (t) = —(Ni + 1) Gilt), (2.6)

on G (t) denota la derivada per la dreta de G;(t).

Si utilitzem el fet que G;(t) és una funcié continua, aleshores per I'equaci6 ante-
rior la seva derivada per la dreta també ho és i, per tant, la funcié és derivable. Al
final d’aquest apartat donem una idea de perque G; és continua.

Com que G; és una funcié derivable, 'equacio 2.6 és 'equacié diferencial

Gi(t) = —(Ni + i) Gilt),

......

positiu. Resolent 1’equacio diferencial:
Gi(t) = e~ it
Gi(t) = P{S; > t}, per tant la funcié de distribucié de S; sera
Fi(t) = P{S; <t} =1 —Gi(t) =1 — e~ Nitmt,

Aixi doncs, la variable aleatoria S; és una exponencial amb parametre (\; + ;).

Veiem ara que G; és una funcié continua i que G;(h) = P;;(h) + o(h):
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Per comencar,

P, i(h) =P{X(t) no es mou de i en un interval de llargada h}
+ P{X(t) se'n va de 'estat 7 i hi torna en un interval de longitud h}.

Notem que P{X(¢) no es mou de 7 en un interval de llargada h} = G;(h).

Quan h tendeix a zero, P,;(h) tendeix a ser igual a la probabilitat que el

procés no s’hagi mogut de ¢ en un interval de temps de longitud h. Es a dir,
P{X(t) se’'n va de l'estat i i hi torna en un interval de longitud h} = o(h). Aques-
ta és la justificacid, a nivell intuitiu, que G;(h) = P;;(h) + o(h).

A més, G;(h) ha de ser una funcié continua pel fet que les probabilitats de
transicié ho sén. No tindria sentit que les probabilitats d’anar de I'estat ¢ a un altre
j en un interval de longitud h variessin de manera continua en funcié de h, pero la
probabilitat de no moure’s de ¢ no. Aquesta no és una demostracié rigurosa, n’és
una idea.

Comportament asimptotic

Definicié 2.18. Sigui X (t) un procés a temps continu i espai d’estats discret, es
diu que un estat, i, és absorbent si X(s) =i = X(u) =1 Yu > s

Com asseguren Mark A. Pinsky i Samuel Karling en [4], per a processos de
naixement i mort que no tenen estats absorbents es pot demostrar que els limits

lim P, ;(t) =m; >0

t—o00

existeixen i sén independents de 7. Aix0o no implica que sempre existeixi distribucio
limit, ja que podria passar que > oo m; # 1
) 3=0"7J :

A continuacié veurem sota quines condicions existeix i com es calcula la distri-
bucié limit partint de les equacions cap endavant de Kolmogorov.

Pli(t) = XN Pija(t) — (Nj + ) P (t) + g Pija(t), j>1
P o(t) = =XoPio(t) + i Pia(t),

amb condicié inicial P; ;(0) = J;.

Fent tendir ¢ a oo:

lim P ;(t) = Njoamj—1 — (N + )75 + pyamjn, J > 1,

t—o0

lim Pilo(t) = —)\071'0 + pimy.
t—oo 7

Com que limy o, P;;(t) existeix i P, ;(t) és una funcié acotada, lim; o P/, = 0
V1,7 € N. Tenim, per tant, el sistema d’equacions:
0= Xj1mj1 = (N + p)m5 + pjamjon, J 21, (2.7)
0= —)\071'0 + 177 (28)

18



Anem a veure, per induccid, que la solucié al sistema és, en funcié de g,

m; = O;mo, Vj =1,

on
fp=116; = 20 Ajt HAH, j>1
M- g Hj
Observem que aleshores
Oip; = 0;_1_1. (2.9)

Aillant 7, de l'equacié 2.8 tenim m = 227, = ;7.
M1
Ara suposem que 7; = 0;my Vj < n i veiem que aleshores 7,11 = 0,,417.

Aillant i, 417,41 de Pequacié 2.7 i substituint m; = 6,7:
Pn1 a1 = (An + )00 — An—10n 170 = A\pbnTo + (pnbn — An—10n—1)m0 = A\pbno,
on a "iltima igualtat hem utilitzat 2.9. Per tant,
Tpi1 = Ong1To.

Perque {7, }, sigui una distribucié de probabilitat hem de tenir

Zﬂ'j = Zejﬂ'o = (Z (9j)7T0 =1.
j=0 Jj=0 Jj=0

I, per tant, 7y ha de ser per forca igual a —=—r
> 27209

Aixo implica que, en un procés de naixement i mort, existira distribucié limit
sempre que Z;io 0; < oo. En cas d’existir sera la que acabem de calcular.
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3 Teoria de cues

Una cua és una linia d’espera de clients buscant un cert servei, que és ofert per un
cert nombre de servidors. Quan parlem de clients no tenim per que estar parlant
de persones, sind que utilitzem aquesta paraula de forma generica per referir-nos a
allo que necessita el servei. De la mateixa manera, per servidor ens referim a allo
que l'ofereix. En teoria de cues, quan es parla d’un client que esta a la cua, aquest
podria estar ja rebent el servei, no té per que estar esperant. Quan volguem parlar
dels clients que estan dins el sistema esperant a ser servits ho especificarem.

Les cues es poden classificar per tres grans caracteristiques:

1. El procés d’arribada.

El procés d’arribada és un procés de comptatge que augmenta en 1 cada
vegada que un client entra al sistema.

2. La distribucio del temps de servei.

El temps que triga un servidor a completar un servei és una variable aleatoria.
La dinamica de la cua va molt lligada a quina distribucié tinguin els temps
de servei.

3. El nombre de servidors que té el sistema.

Una cua no té per que tenir un sol servidor. L’evolucié del sistema es veura
afectada també pel nombre de servidors que tingui.

El procés d’arribada més estudiat és el que forma un procés de Poisson. De fet,
totes les cues que veurem en aquest treball tindran aquest tipus d’arribades. Un
altre procés d’arribada molt comu és el determinista, en el qual els clients arriben
en temps fixats. Tot i aixi, a la practica poden apareixer molts processos d’arribada
diferents.

En els casos que estudiarem els temps de servei seran sempre variables aleatories
independents, identicament distribuides i independents del procés d’arribada. A
més, si no s’especifica el contrari, els clients seran servits per ordre d’arribada.

El nombre de clients que hi ha dins el sistema a temps ¢ sempre ve representat
per un procés estocastic {X(t) : ¢ € [0,00)]}. Cada vegada que arriba un client
X(t) augmenta en 1 i cada vegada que algi marxa, X (¢) disminueix en 1.

Si tenim una cua amb distribucié estacionaria, es pot demostrar sota condicions
molt generals que es compleix la igualtat

L=\W,

on L representa la llargada mitjana de la cua, és a dir, 'esperanca de la distribucio
estacionaria. W representa el temps que, de mitjana, s’estan els clients dins el
sistema i % és I'esperanca del temps que passa entre dues arribades al sistema. La
demostracié d’aquesta férmula es pot trobar a l'article [1].
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Aquesta igualtat resulta molt 1til en situacions en que calcular L és molt més
complicat que calcular W o viceversa.

Si Ly és la llargada mitjana de la cua sense comptar qui esta sent servit i Wy és
el temps d’espera mitja abans de ser atesos, aleshores també es compleix,

LU = )\WO

En donem demostracid a nivell intuitiu:

Sigui s el nombre de servidors que té el sistema, definim el procés Y (t) =
max{(X(t) — s),0}, que representa el nombre de clients que es troben a la cua
sense ser atesos a l'instant ¢t. Aquest és un procés amb distribucié estacionaria que
representa una cua amb llargada mitjana Lj i que I'esperanca del temps que s’estan
els clients dins el sistema és Wy. Com que la taxa d’arribades a aquest sistema
continua sent A, podem aplicar aqui la formula anterior i obtenim la igualtat.

3.1 Arribades de Poisson, temps de servei exponencial

Les cues més simples d’estudiar sén aquelles en les quals les arribades de clients
formen un procés de Poisson i els temps de servei son variables aleatories indepen-
dents del procés d’arribades, independents entre elles i identicament distribuides
amb distribucié exponencial. En aquest cas es té que el nombre de clients que hi
ha dins el sistema al llarg del temps forma un procés de naixement i mort. Aixo
fa que sigui relativament facil estudiar quan existeix una distribucié estacionaria, i
trobar-la en cas que existeixi.

3.1.1 M/M/1

Considerem una cua amb un tunic servidor. Les arribades dels clients formen un
procés de Poisson amb parametre A i els temps de servei sén variables aleatories
independents de les arribades, positives, identicament distribuides, independents
entre elles i amb distribucié exponencial de parametre . Aquestes cues es coneixen
com a cues M/M/1, on la primera lletra indica que els temps entre arribades tenen
distribucié exponencial, la segona que els temps de servei tenen distribucié expo-
nencial i el nimero final indica el nombre de servidors que hi ha. Per a les altres
cues utilitzarem la mateixa notacio.

X (t) representa el nombre de clients que hi ha en el sistema en cada temps t.
Cada vegada que arriba un client X (¢) augmenta en 1 i cada vegada que algi marxa,
X (t) disminueix en 1.

Com que l'arribada dels clients forma un procés de Posisson,

P{algu arriba en Uinterval [t,t + h)} = Ah + o(h).

Pel fet que els temps de servei Y; son variables independents identicament dis-
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tribuides que segueixen una exponencial amb parametre pu:

P{servei no completat en [t, ¢+ h)|servidor ocupat a temps ¢}

=P{Y1>h}=1-P{Y; <h}=e" =1~ puh+o(h).

Si a la cua hi ha un cert nombre de clients k& € N, perque X(¢) incrementi en
1 en un interval de temps h, ha de passar que arribi algi a la cua i ningt marxi
en aquest temps. Per tant, utilitzant la indepenencia entre els temps de servei i les
arribades a la cua, Vk € N tenim,

P{X(t+h)=k+1|X() =k} =

P{arribada en[t,t + h), servei no completat enlt,t + h)|
servidor ocupat a temps t} =

(1 — ph+o(h)) x (Ah+o(h)) = Ah + o(h).

Aix0 vol dir que, quan h tendeix a 0, la probabilitat que X (¢) augmenti en 1 en
un interval de temps de longitud h s’aproxima a la probabilitat que algi arribi en
aquest temps. Si la cua esta buida és evident que la probabilitat d’augmentar en 1
és igual a la probabilitat que algui arribi.

De la mateixa manera, perque X (¢) disminueixi en 1 en un interval de temps
h, s’ha de completar un servei i que ningd arribi durant aquest temps. Per tant,
per un raonament analeg a I'anterior, quan h tendeix a 0 la probabilitat d’aquest
esdeveniment s’aproxima a la probabilitat que un servei sigui completat:

P{X(t+h)=k—1X(t) = k} = ph +o(h), Vk>1

A més, com que el procés d’arribada és un procés de Poisson, Vk € N,

P{X(t+h) > k+2[X(t) = k} = o(h).

Per tant,

P{X(t+h) =k|X({#) =k} =1— A+ p)h+o(h) Yk > 0.

Es a dir, X (¢) és un procés de naixement i mort amb paramtetres

Ap=A Vn >0,
Ly = Y > 1.
Si la cua esta buida és impossible que es completi cap servei, per aixo py = 0.

Podem utilitzar, doncs, el que sabem dels processos de naixement i mort per
calcular la distribucié limit de X(t), quan existeixi.

me = lim P{X(t) =k}, k> 0.

k—o0
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Per calcular-la, utilitzem els valors auxiliars:

AoAT A
o =110, = 221D per > 1
Hife2--- [
Tenim: . 9
Ty = 17, = 0y = i per k> 1.

Z;io 9]’ Z;io Gj

Quan Y 72 0; = 00, lim; 0o P{X(t) = k} =0 Vk. Aix0 vol dir que la cua creix
indefinidament amb probabilitat 1. Si la suma és finita, en canvi, tenim distribucié
limit.

En el cas en que ens trobem, 6y =116, = (%)7 per j > 1. Per tant,
g Bl J S P
>0=3 (2) =40 '
=0 —o \M 00 si A > p.

Tenim, doncs, que si el parametre d’arribada és més gran o igual que el de sortida
la cua creix indefinidament i no existeix distribucié limit. Si A < p aleshores existeix
distribucié limit:

= I

1
7T :—:]_—
0 Z;ioej

T = Tl = <1—§> <§>k, > 1.

Observem que la distribucié limit és una geometrica amb parametre 3 La lon-
gitud mitjana de la cua sera la mitjana respecte la seva distribucié d’equilibri. Per
tant,

9

(3.1)

A

L=——.
= A

Una altra mesura que ens plantegem calcular és el temps que, de mitjana, haura
d’esperar un client per marxar del sistema. Aquesta, com és logic, només té sentit
calcular-la en el cas estacionari; si la cua creix indefinidament, el temps d’espera
tendeix a infinit.

Suposem que arriba un client a la cua i es troba davant seu n persones. El
temps que trigara a marxar sera la suma dels temps del servei de tothom qui té per
davant i el seu. Els temps de servei del sistema son variables aleatories independents
identicament distribuides amb llei exponencial de parametre p. Per aixo, si T és el
temps d’espera del client, suposant que té n persones davant, la distribucié de T és
la distribucié d’una suma de n + 1 exponencials amb parametre pu. Es conegut que
T té una distribucié gamma d’ordre n + 1 amb parametre p.
n+1n g—pr

t
P{T < t|n persones davant} = / a dr,
0

I'(n+1)
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on I'(n+1) =nl.
Aplicant la llei de probabilitats totals podem calcular la distribucié de T,

P{T <t} = Z P{T < t|n persones davant} x (1 — é) (é) )
w) \p
n=0
Per tant,
n+1 T e HT Y A n
PAT <1} = / (1__)(_) ir
=1 Z AV

o0

t A TA" t A\ o= TA"
= [ pe (1 — —) ——dr = / e KT (1 — —) dr
/0 p HZ:O I'(n+1) 0 1% Z n!

n=0

! A A
et = / <1 - —) pexp{—rp (1 - —) rdr
0 K H

En la segona igualtat hem entrat el sumatori dins la integral aplicant el teorema
de convergencia monotona sobre la successié de funcions { fi }x, amb

n+1 n,—UT n
§j/ ¢ (1—3)@) dr, k> 0.
n) \

La funcié de distribucié de T és, doncs, la d’'una exponencial amb parametre

, s . 1
(1 — N). El temps d’espera mitja sera la seva esperanga, W = e

Es pot comprovar facilment que es verifica la igualtat L = AW

Exemple

Imaginem una botiga amb un sol dependent. Si els clients arriben a la botiga segons
un procés de Poisson amb una mitjana d’1 persona cada 6 minuts, i el temps que
el dependent dedica a cada client té una distribucié exponencial amb mitjana de 2
minuts, el que tenim és una cua M/M/1.

Per tant, {X(¢) : t € [0,00)}, que representa el nombre de clients dins la botiga
en cada moment £, és un procés de naixement i mort amb parametres de naixement
imort A =1/61p = 1/2 respectivament.

Ens proposem ara estudiar certes caracteristiquess d’aquesta cua. Concretament
volem determinar la llargada mitjana de la cua, el temps d’espera mitja dels clients
abans que els serveixin i la proporcié de temps que el dependent estara sense atendre
ningu.

D’acord amb el que acabem de veure, com que A < p, existeix una distribucié
limit per X (¢). Si hi pensem, si es donés el cas que p < A, el que tindriem és
que, mentre el dependent atén un client, de mitjana arriba més d’'una persona. Per
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tant, el nombre de clients esperant a ser servits aniria augmentant indefinidament
(suposant que la capacitat de la botiga és infinita i que la gent no marxa per molt
llarga que sigui la cua).

Aixi doncs, podem calcular la distribucié limit del procés i, a partir d’aquesta,
trobarem tot el que ens proposem.

Per 3.1, la distribucié limit sera:

7o 1—3:1—%:2/3,
nk:(1—3 3) —2/3 % (1/3)F, k> 1.

N——

Per tant:

1. La llargada mitjana de la cua és de L = ﬁ = % = % persona.

2. El temps d’espera de cada client abans de ser servit és el temps d’espera total,

W, menys el temps del mateix servei, W — 2 = ﬁ -2 = m -2=1
minut.

3. La proporci6 de temps que el dependent queda lliure és de my = %

Ara pensem en el mateix exemple canviant el parametre del procés d’arribada
de clients. Suposem que, de mitjana, arriben 4 clients cada 10 minuts. El nombre
de persones dins la botiga {X () : t € [0,00)} és un procés de naixement i mort
amb parametres \ = % ip= %

A < p i, per tant, existeix distribucié limit. Aleshores:

1. La llargada mitjana de la cua sera de L = #%/\ = % = 4 persones.
2. El temps d’espera de cada client abans de ser servit sera W — 2 = ﬁ —2=
1 .
m — 2 = 8 minuts.
3. La proporcié de temps que el dependent queda lliure és de mp = 1 — ﬁ =
_ 410 4 41
12 — 5 5°

Fixem-nos que, com era d’esperar, al augmentar la freqiiencia d’arribades de
clients han augmentat tant la llargada mitjana de la cua com el temps d’espera
dels clients. La proporcié de temps que el dependent esta sense atendre ningui ha
disminuft.

3.1.2 M/M/oo

Si considerem un sistema amb les mateixes condicions que 'anterior pero en el
qual hi ha infinits servidors, el que tenim és que els clients passen a ser servits en
el mateix moment en que arriben a la cua. Aixo no afecta al procés que formen
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les arribades al sistema i, com que X(t) és un procés de naixement 1 mort, els
) )
parametres d’arribada son els mateixos que en el cas anterior,

A=A Vn>0.

Els parametres de sortida del sistema, en canvi, si que canvien. Si quan tenim
un sol servidor el parametre de sortida és p, quan tenim k servidors ocupats la pro-
babilitat que algil marxi en un cert interval de temps es multiplica per k. Aleshores
el parametre de sortida és ku. El que tenim, doncs, és un procés de naixement i
mort amb parametres

A =AVYVn>01i p, =nu Yn > 0.

A partir d’aqui, utilitzant el que sabem dels processos de naixement i mort
obtenim facilment les mesures que ens interessen: la llargada mitjana de la cua i el
temps d’espera mitja en el cas estacionari.

pafia..piy J!
oo oo 1 )\ Vi N
So=y5(3) =<
|
= per AN
Aleshores,
1 Y
I

()
Trjzejﬂ-U:T,ua ]ZO

La distribucié limit és una Poisson amb parametre ﬁ i, per tant, L = %

Observem que, a diferencia del cas anterior, existeix una distribucié limit inde-
pendentment dels parametres A\ i p.

Al ser servit al mateix instant d’arrivada, un client s’esta dins el sistema el
temps que dura el seu servei. Com que aquest és una variable aleatoria amb llei
exponencial de parametre y, la mitjana de temps d’espera és

w=1
1

Observem que se satisfa la equacié L = AW
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Exemple

Pensem en una biblioteca. Suposem que la gent arriba seguint un procés de Poisson
i que, de mitjana, entra una persona cada vint minuts. El temps de servei de cada
persona, que compren el que gasta buscant el llibre que vol i el que dedica a llegir-

lo, considerem que segueix una llei exponencial amb parametre =. Es a dir, de

mitjana, els clients s’estan mitja hora dins la biblioteca. Si consi?ierem que a la
biblioteca hi ha prous llibres com perque tothom trobi sempre el que busca, el que
estem fent és mirar-nos la biblioteca com una cua M /M /occ.
Aix{ doncs, el nombre de persones dins la biblioteca a temps t, X (t), és un procés
de naixement i mort amb parametres A = % ip= %.

La distribucié limit d’aquest procés existeix independentment dels valors de A i
1, 1 és la segiient:

De mitjana, dins la biblioteca hi haura L = % = % persones.

El temps mitja que les persones s’estan dins la biblioteca és W = %L = 30 minuts.

3.1.3 M/M/s

Analitzem ara un sistema en el que tenim un nombre finit, s, de servidors disponi-
bles. Com en els altres casos, el procés X (t) que forma el nombre de clients dins el
sistema és un procés de naixement i mort. Els parametres son:

A=A Vn>0

) np si0<n<s
Hn = S sl m > s.

Sabent els parametres calculem tot el que volem saber del procés.

Primer calculem els vaolrs auxiliars,

/\0>‘1“'/\n—1 ! (%) si0 S n S S
en = = s j—s
H1fh2- - flp L (%) (ﬁ) sin> s

Si A > spu, aleshores ﬁ) > 11, per tant, Z;io 0; = oo; la qual cosa implica
que no exesteix distribucié limit.

Si, en canvi, A\ < su, aleshores
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1
on T = v g

Tenint la distribucié limit podem calcular la llargada mitjana de la cua L i el
temps d’espera mitja, W. Per fer-ho podriem calcular la esperanca de la distribucié
limit directament i després utilitzar la férmula L = AW per trobar W. Tot i aixi,
els calculs resulten més facils si calculem primer la mitjana de persones que estan
esperant a ser servides, L.

Lg sera, doncs, ’esperanca del nombre de persones esperant respcte la distribucié
limit:

o0

o= Emen i () (3)
<>z<><>%

En I'ultima igualtat hem utilitzat que, donat r > 0, E;’io gri = ﬁ
Ho demostrem:

Es conegut que S(r) = > 2o = 1= Per tant,

S 1
S'(ry=Y jrit=
2 =)
Ara,
MR R W
7=0 7=0
Aleshores,
St =S =S - - (13,
= s (1—r) rs



Aplicant la formula de la série geometrica:

ij_lfrjl L_l_ 1
pr 1—r)2 r 1-—7

Finalment, utilitzant que » 7% (j — ri—t=-14 > jri 1 aillant > g

i_ 1 1-(1-r) r
Z” 1_7») T1-r (1-r2  (Q-n2

Com voliem demostrar.
Tenint Ly podem calcular Wy utilitzant la formula Ly = AW,
Ain, W() = 5

Wy representa el temps d’espera mitja abans de ser ates. Per tant, el temps
d’espera total sera la suma de W, i el temps del propi servei.

1
W =Wy+ —.
I

Aplicant la férmula:

1 A
L:/\W:/\<W0+—):L0+—.
f 1

Exemple

Recuperant 'exemple de la botiga com a cua M/M/1, si en comptes d’haver-hi
un sol dependent n’hi ha un nombre finit s, el que tenim és una cua del tipus
M/M]/s. Pel nostre exemple imaginem que s = 5. Es a dir, considerem una botiga
amb 5 dependents, on les arribades de clients corresponen a un procés de Poisson
amb parametre A\ = % i els temps de servei de cada clients sén variables aleatories

independents amb distribucié exponencial de mitjana % = 2 minuts.

Segons el que hem vist en aquest apartat, com que A < 5u, existeix distribucié
limit:

1
7TO - . 5 )
4 1Ay ()
iy () e
Anem pas a pas:
2\’ 1/6\°
m B 2 11
A\ 16 \ 120 x 14 112’
sU(1-2) 5 (1 54%)

24:1 Pl 11 11769
= 73729 627 2481 1944
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Per tant,
1 1 27216

"0 9713/1944 + 1/112  38225/27216 38225

Wn_{#(%)nﬂo sil1<n<5

5 () m ()" sinxs

Calculem ara unes quantes dades sobre la dinamica de la botiga:

1. Si Ly representa el nimero de persones que hi ha esperant a ser servides, hem

vist que:
s (i) 5 (1
I _7T0 (/\> Sp B ™0 (1) (1—5) . 1 ~ 0
o= "\ /N2 90\ a2 2 ~
st \ (1 B $> 120 \ 3 (}_451) 535150
2. El temps d’espera abans de ser servit és, doncs,
Ly
Wy =—~=0.

LD

3. El nombre mitja de clients dins la botiga és

w3

4. El temps que, de mitjana, s’esta una persona dins la botiga

L
W:X:Lx6z2 minuts.

5. La proporcio de temps que la botiga esta buida és
27216 7

0

T 38225 10

Recordem que, sota les mateixes condicions pero amb un tnic dependent a la
botiga, teniem aquestes dades:

1. Mitjana de persones dins la botiga:

A 1/6
L= = = — persona.
p—A  1/2—-1/6 2
2. Temps mitja que s’esta un client dins la botiga:
1 :
W = —— = 3 minuts.
W= A
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3. Temps d’espera de cada client abans de ser servit:

1 1

Wo=W —2=———-2=——— _ _
0 =\ 1/2-1/6

2 = 1 minut.

4. Llargada mitjana de la cua:

1
Ly =WyA = 5 de persones.

5. Proporcié de temps que la botiga esta buida:

2
T = =-

3

Podem observar com al haver-hi 4 dependents més, tant el temps d’espera dels
clients com la llargada de la cua han disminuit. De fet, en aquest cas els clients sén
servits practicament en el mateix moment que entren a la botiga.

La proporcié de temps que la botiga queda buida també augmenta, pero no tant
com potser es podria esperar (passa de % a 1—70 del temps). Tot i aixi, si calculem la
proporcio de temps que cada botiguer esta lliure de clients, veurem que aquest si
que ha augmentat notablement.

Per calcular aquesta proporcié hem de tenir en compte que, si no hi ha ningu, tots
descansen. Si hi ha una persona, aleshores 4 dels 5 dependents descansen. I aixi
fins al moment en que hi ha cinc clients o més, que ningt descansa.

Tenint en compte que a la llarga tots els dependents tenen les mateixes probabilitats
de quedar lliures, la part de temps que un dependent descansa és

7T0+7T15+7T25+7T35+7T45
+1 4+1 3+1 2+1 1
=7+ =mo= + —=To= + —=To= To—
0T 3705 T 18"% T 16275 " 1944’5
B <1+4+1+1+1)_16114N
T T30 T 405 T 97207 T 17375

0.92.

Es a dir, cada dependent descansa un 92% del temps. En canvi, en el cas en que hi
havia un sol dependent aquest descansava aproximadament un 66% del temps.

Anem a veure que passa si ens trobem en una botiga on hi arriben més clients i, a

més, els dependents necessiten més temps per servir-los. El nombre de dependents
segueix sent 5.
Suposem que els clients arriben segons un procés de Poisson amb parametre A = 1
i els temps de servei sén exponencials amb parametre u = }1. Es a dir, cada minut
entra un client a la botiga i el temps que un dependent li dedica a cada client és,
de mitjana, de 4 minuts.

Fixem-nos que A > p. Aixo implica que si la botiga tingués només un dependent
la cua de clients s’aniria allargant indefinidament i el dependent quedaria desbordat.
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Al haver-hi 5 dependents, com que A < 5u, aquests podran atendre els clients sense
que aquests es vagin acumulant indefinidament. Es a dir, existeix distribucié limit:

Anant pas a pas:

i
4
1 7 103
— (5] =144+ 42+ -3+ 4=,
S ) ettt =
7=0
Per tant,
1 31
TT = = = —.
©7128/3+103/3 231 77
I
- %(4)"% i sil<n<b
é(4)57ro (%) si n >5.

Calculem les mateixes dades que en el cas anterior:

1. Ndmero de persones que hi ha esperant a ser servides:

4 6
T , 5 (3) 45 x5 512
0= 1904 (17 120x 77 231 persones

2. Temps d’espera abans de ser servit:

L
Wy = 70 /A 2.22 minuts.

3. Nombre mitja de clients dins la botiga:

A
L=1Lo+ 2 ~622
W

4. Temps que, de mitjana, s’estara una persona dins la botiga:

W = £ = [ ~ 6.22 minuts.

A

5. Proporcié de temps en que la botiga esta buida:
1
T =— ==

7
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Tot i que els 5 dependents sén suficients perque la cua no creixi indefinidament,
podem observar que tant la llargada de la cua com el temps d’espera han augmentat
respecte el cas 'anterior, com era d’esperar. Podem observar, pero, que el temps
d’espera abans de ser servit és prou petit; representa aproximadament un terc del
temps que un client s’esta dins la botiga. Com és logic, la proporcié de temps que
la botiga esta buida ha disminuit.

Finalment calculem la proporcié de temps que cada dependent tindra lliure:

2 1
o + T = + To— + T3~ + YV

) ) d >

3 64 2 32 1
:7T()+47ng—|—871'05+€ﬂ'05+§71'05

16 24 128 32 71
— =MTy— = —.

— 1 -
mo(l+ 5+ 5+ 35+ 35) 5 5

Una conclusié que podem treure observant aquests exemples de cues M/M/1 i
M/M/s és que observant els parametres d’arribada i de servei de la cua, podem
trobar el nimero optim de servidors que necessitem.

3.2 Temps de servei qualsevol

El que fa que I'estudi de les cues anteriors sigui especialment senzill és el fet que
el nombre de persones que hi ha en el sistema forma un procés de naixement i
mort. Aix0 és degut a que les arribades formen un procés de Poisson i els temps
de servei tenen una distribucié exponencial. Si tenim una cua on alguna d’aquestes
condicions no es déna necessitarem altres eines per estudiar el seu comportament.

A continuacié ens fixem en les cues en que els temps de servei no tenen perque
tenir una distribucié exponencial. Es a dir, anem a parlar de les cues que les seves
arribades formen un procés de Poisson i els temps de servei de cada client sén
variables aleatories independents identicament distribuides, amb una distribuci
qualsevol.

3.2.1 M/G/1

Considerem una cua on les arribades formen un procés de Poisson amb parametre
A i els temps de servei de cada client, Y;, sén variables aleatories idénticament
distribuides amb una funcié de distribucié qualsevol, G(y) = P{Y; < y}, amb
esperanga E|Y;] = v < o0.

Si no posem cap restriccio sobre els temps de servei, el nimero de clients que hi
ha dins el sistema en cada temps t, X (¢), no té perque ser un procés de Markov.
De fet, en els casos anteriors teniem que el procés X (t) era una cadena de Markov
per la propietat de 'no memoria’ de la distribuci6 exponencial (veure Annex).

Tot 1 aixi, si {t,}, és la successié de temps en que un client marxa del sistema,
aleshores la successié de variables aleatories { X, },, on Xo =01 X,, = X(¢}) Vn >
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1, és una cadena de Markov a temps discret. X (¢;) representa el nombre de clients
que hi ha al sistema just en 'instant després que 1'n-ésim client marxi.

Aquest fet es veu facilment si descrivim {X,,},, de la segiient manera:

v X, =14+ Ap, si X,>1
) A, si X, =0,

on A, és el numero de clients que arriben al sistema durant el temps de servei de
I'n-esim client.

Com que el procés d’arribada és un procés de Poisson, A, no depen del passat
i, per tant, queda clar que X, no depen de X si i < n.

Amb el teorema segiient queda clara la utilitat d’aquest fet.

Teorema 3.1. Sigui {X(t) : t € [0,00)} el procés a temps continu que representa
el nombre de clients d’una cua M/G/1 en el momentt i {t,}, la successio de temps
en que marza un client, aleshores la distribucio limit del procés coincidiex amb la
distribucid limit del procés a temps discret {X,, = X (t1)}n.

Demostracio. Donem una idea intuitiva de la demostracié d’aquest teorema, treta

de [4].

Sigui {a,}n, la successié dels temps en que arriba un client a la cua (X () aug-
menta en 1). Definim el procés {Y,, = X(a,) : n € N}, que representa el nombre de
clients que hi ha a la cua en el moment que n’arriba un altre. Per qualsevol estat
i € N i qualsevol temps t € [0,00), el nombre de vegades que el procés {Y,}, ha
passat per l'estat ¢ des del temps 0 fins al moment ¢ difereix del nombre de vegades
que hi ha passat el procés {X,,}, com a molt en 1. Aleshores, a la llarga, el nombre
de vegades que els dos processos passen per l’estat ¢ per unitat de temps tendeix a
igualar-se. Dit d’una altra manera, la probabilitat de que, a la llarga, Y,, es trobi
en l'estat i és la mateixa que la probabilitat que s’hi trobi X,,. Els processos {Y,,},
i {X,},, doncs, tenen la mateixa distribucié limit. Per tant, només ens cal veure
que el procés {X(t) : t € [0,00)} té la mateixa distribucié limit que {Y,,},. Com
que les arribades formen un procés de Poisson, les arribades en intervals de temps
disjunts s6n independents. Per aixd X (), que representa el nombre de persones
just en el moment ¢, és independent de si algu arriba en aquell instant. Per tant
{X(t):t€[0,00)}1{Y,}n, que és X(t) en els moments just abans que algi arribi,
tenen la mateixa distribucié limit.

4

Utilitzant aquest resultat podem calcular la llargada mitjana de la cua, L, i el
temps d’espera mitja, W.
1 st X,>1
Xpi1=X,—0+A,41,0n6 = "=
o ! {o si X, = 0.

Suposant que el procés té distribucié limit, aquesta és també estacionaria. Ales-
hores si la distribucié del procés és estacionaria,

L = E[X,] = E[Xn1] = E[Xy] — E[6] + E[An44].
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Per tant,
E[An] = E[0] =1 —m, on my = P{X(t) = 0}.

Ara,
X2, = X248+ A2 — 20X, +24,,1(X, —0)

n+1
i, com que 2 =601 X,,0 = X,,,
X2 =X2+6+ A2 —2X, +24,1(X, — ).

Tornant a utilitzar que la distribucio del procés és estacionaria,

E[X; ] = BIX;] = E[X;] + E[0] + E[A} 1] — 2E[X,] + 2B[An 41 (X, — 9))-

Al ser A, ;1 independent de X,, també ho és de ¢, per tant,

E[A,1(X, —0)] = E[A, 1] E[X,, — ¢].
Finalment tenim,
0= E[0] + E[A2 1] — 2E[X,)] + 2E[A, 1] E[(X,, — 6)].

Si substituim E[X,] per L i E[A,41] 1 E[d] per (1 —m) i després aillem L:

-+ B[A2,] - 2(1 — m)?

L 2(1 — mp)

Per acabar de calcular L ens falta determinar els valors de E[A2 ] i de m. Aixo
és el que fem a continuacié.

Sigui Y, la variable aleatoria que representa el temps de servei de I'n-esim client,
per ser el procés d’arribada un procés de Poisson amb parametre A,

by ke—ky
P{An-l—l = k|Yn+1 = y} = %

Per aixo
E[AnJrl‘YnJrl = y] = )‘y

Var(Ap 1Yo = y) = E[A3L+1|Yn+1 =yl - (Ay)Q = \y.
Tenim, doncs, E[A2 |V, = y] = Ay + (Ay)*
Aplicant la llei de probabilitats totals,

o0

ydG(y) + N / N y?dG(y)

0

Bl = [ B Yo = sldG) = [
0 0
= v+ N (Var(Y1) +v?).

Busquem ara .
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A mida que el temps avanca, es van succeint periodes de temps en que no hi ha
cap client en el sistema, I}, amb periodes en els que el servidor estara ocupat, By.
El parametre k pertany als naturals i I'utilitzem per indicar ’ordre de successié dels
periodes.

Denotem per Rj el temps que passa entre l'inici del k-esim periode en que el
servidor esta ocupat fins al principi del segiient. Observem que R, = By + I} i és
estadisticament igual a qualsevol altre R;, ¢ € N. Tenint en compte que qualsevol
temps t compleix ¢ € Ry, per algun k£ € N| la probabilitat que el procés es trobi buit
a temps t sera
ElL] B
B[R]  E[L]+ E[Bi]

T =

Com que el procés d’arribades és un procés de Poisson amb parametre A, I, té
una distribucié exponencial amb parametre A i, per tant, E[;] = 1/\. Aixi doncs,
trobant E[B;] trobarem el valor de 7

By és la suma del temps de servei del primer client Y; amb els temps de servei de
tots els clients que arriben en el periode R;. Per trobar ’esperanca de B;, doncs,
primer calcularem FE[Bj|A = n,Y; = y], on A representa el nimero de clients que
arriben durant Ry, i després aplicarem la llei de probabilitats totals.

Per comencar,

E[BJA=0Y, =y =y.

Ara suposem que A = 1. Definim B’ com el temps que passa des del moment en
que el segon client comenca a ser servit fins al moment en que la cua torna a estar
buida. Fixem-nos que B’ estadist icament és exactament igual a B;. Aixi,

E[Bi|[A=1Y1=y] =y + E[B| =y + E[Bi].

Aplicant el mateix raonament,

Per la llei de probabilitats totals, i utilitzant que el procés d’arribada és un procés
de Poisson amb parametre A:

E[B|Y; = y] = ZE[BllA =n, Y1 = y|P{A = n|V1 =y}

n=0
S (Ay - /\y > ()\y)ne—/\y
=Y (y+nB[Bi])=—— yz + BBy Y
n=0 n=0 n=0
e )\y n —)\y o) )\ n—1 —/\y
-y B L E[BiA E: — y+ \yE[By]
n=0
— (Ay)"e
=Y Z; —n! Z; — y + \yE[Bi],
ja que Z;‘;O —()‘y)zle_” — N 220:0 (Ag!)" — M — 1
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Tornant a aplicar la llei de les probabilitats totals,
BB = [ EIBY: =0)dG) = | s+ WEIBIG()
0 0
— [ waG) + AEIBY [ ydGly) = ol + AE(B)
0 0

Recordem que E[G| = v.
Aillant E[B],

E[B| = T w’ si dv<1
i 1
Ty = = =1— v, si \v<l1.
" E[L+EB] 1+ %

Recuperant 'expressiéo que habiem trobat per la llargada mitjana de la cua, L,
i substituint pels valors que acabem de trobar,

mo + E[A2 ] — 215 2 v+ A Var(Y;) — (Av)?

L= 2(1 — ) - 2(1— \v)

Gracies a la formula L = AW podem calcular W. Recordem que W és el temps
que, de mitjana, s’esta un client dins el sistema, sumant el temps d’espera i el del

propi servei.
L A(Var(Yy) + v?
W L AVer() +47)
A 2(1 = o)
Aquest resultat ens diu que si coneixem el parametre d’arribada A, la mitjana dels
temps de servei v i la seva variancia podem calcular la llargada i el temps d’espera
mitja de la cua. A més, fixats els valor A i v, tant L com W seran més grans com

més gran sigui la variancia dels temps de servei.
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4 Bicing

Ens proposem ara modelitzar la dinamica d’una estacié de Bicing utilitzant les
eines vistes en aquest treball. Per intentar apropar-nos més a la realitat farem
servir algunes variacions de les cues presentades.

El Bicing és un servei de 'ajuntament de Barcelona que consisteix en varies
estacions de bicicletes repartides per la ciutat. Els clients van a la estacié que tenen
més propera a agafar una bicicleta per fer un cert trajecte. Aquest ha d’acabar
en alguna altra estacié del Bicing, on cal retornar la bicicleta utilitzada. Quan un
client va a agafar una bici, pot passar que a la estacié no en quedin. En aquest cas,
el client decideix si esperar a que algt en retorni una o si marxa. De la mateixa
manera, quan algu vol tornar una bicicleta en una certa estacid, pot ser que aquesta
estigui plena. Aleshores el client pot anar a buscar una estacié on hi hagi lloc per
deixar la bici o pot decidir esperar a que s’alliberi algun lloc. Aquesta és la dinamica
que pretenem modelitzar. Per simplificar el problema, pero, suposarem que quan
algu vol deixar la bici i ’estacié esta plena automaticament va a buscar lloc en una
altra.

4.1 Un model per una sola estacié

El primer que ens proposem és modelitzar la dinamica d’una sola estacié de bicing,
sense tenir en compte que les bicicletes que hi arribin han de venir d’alguna altra
estacié. També suposarem que tant els clients com les bicicletes no poden venir en
grups, arriben d’un en un. Sense aquest suposit, les arribades no podrien formar un
procés de Poisson i, per tant, no podriem utilitzar els resultats obtinguts en aquest
treball. El que si que tindrem en compte és que, si quan una persona va a buscar
una bici es troba amb la estacié buida, aquesta pot decidir marxar. La probabilitat
que un client marxi en aquest cas augmenta si veu que hi ha més gent esperant.

Considerem, doncs, una estaciéo de Bicing on les arribades de clients formen un
procés de Poisson amb parametre A. El servei que busquen aquests és obtenir una
bicicleta per fer el seu trajecte. A més, només s’acumulara gent si no hi ha bicis
disponibles. En el mateix moment que n’arribi una, algun client ’agafara. Per aixo
considerem que el temps de servei és sempre 0.

Un dels fets que diferencia aquest cas de les cues que hem vist fins ara és que

els servidors no tornen a estar disponibles un cop un client queda servit, sino que
també arriben de manera aleatoria. Pel nostre model considerem que les arribades
de bicis també formen un procés de Poisson, amb un cert parametre .
Resumint, anem a estudiar una cua on les arribades de clients formen un procés de
Poisson amb parametre A, els temps de servei son 0 i els servidors arriben formant
un procés de Poisson de parametre p. Seguint la notacié que hem fet servir fins ara
anomenarem a aquest tipus de cua M/0/M.

Amb aquestes condicions, si {X(t) : t € [0,00)} és el nombre de clients que
hi ha esperant a la cua, X¢(t) augmentara en 1 cada vegada que arribi un client i
no hi hagi bicis i disminuira en 1 cada vegada que arribi una bici i hi hagi algun
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client esperant. {X*(t) : t € [0,00)}, que representa el nombre de bicis que hi ha al
sistema en cada moment ¢, augmentara en 1 quan una bici arribi i no hi hagi clients
esperant i disminuira en 1 quan arribi un client i hi hagi bicis disponibles. Fixem
també que la estacid té capacitat per 20 bicis, és a dir, com a molt pot havare-hi
20 servidors.

Per tant, les probabilitats de transicié del procés {X(t) : t € [0,00)} seran:

1.
Fgi(t,h) = P{X“(t +h) =1]2°(t) = 0}
= P{X?*(t) = 0} P{arriba un client en I'interval (t,t+h]}
P{no arriba bici en I'interval (h,t+h]}
= P{X°(t =0)}(Ah +0(h))(1 — uh + o(h) = P{X*(t = 0)}(Ah + o(h)).
2.
Pf;y1(h) = P{arriba un client en U'interval (t,t+h]} P{no arriba bici en I'interval (h,t+h]}
= (A +o0(h))(1 — ph+o(h)) = Ah+o(h) Vi > 1.
3.
Pf;_1(h) = P{no arriba un client en l'interval (t,t+h]}P{arriba bici en I'interval (h,t+h]}
= (1 = Ah+o(h))(uh + o(h)) = ph + o(h) Vi > 1.
4. Pfi(h) = (1= A +o(h))(1 —ph+o(h)) =1~ A+ p)h+o(h) Vi > 1.

5. Fso(t,h) =1—=3"7"  Por(t,h) =1— Py(t,h) + o(h)
=1—P{X5(t =0)}(Ah + o(h)) + o(h).

Fixem-nos que per trobar les probabilitats de transicié hem utilitzat la independencia
entre els procés d’arribada de clients i el procés d’arribada de bicis. Per trobar
Fgs1(t,h), a més, hem utilitzat la independencia entre X*(t) i les arribades, tant de
clients com de bicis, en Uinterval (t,t + h].

Observem que si la distribucié de {X*(t) : t € [0,00)} és estacionaria, {7} },,
aleshores el procés {X(t) : t € [0,00)} sera un procés de naixement i mort amb
parametres:

Ao = TGA,
A=A si i >1,
p=p osii>1,
o = 0.

Estudiem el procés que compta el nombre de bicis en cada instant ¢, { X*(t) : ¢ €

[0,00)}.

Raonant d’'una manera analoga a ’anterior, obtenim les probabilitats de transicio:
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Fgi(t,h) = P{X*(t +h) = 1|z°(t) = 0}
= P{X“(t = 0)} P{arriba una bici en U'interval (t,t+h]}
P{no arriba client en l'interval (h,t+h]}
= P{X.(t =0)}(uh +o(h))(1 — Ah + o(h) = P{X(t = 0)}(uh + o(h)).
PPy (h) = (uh +o(h))(1 = Ah +o(h)) = ph + o(h) V1 <i < 20.
P 1(h) = (1 — ph+o(h))(Ah +o(h)) = Ah + o(h) Vi > 1.
Pi(h) = (1= ph+o(h)(1 —=Ah+o(h)) =1~ (u+ A)h+o(h) Vi>1.

SANEE

P(SS,O(t7 h) =1- 220:1 P(ik:(t7 h) =1- P(]S,l(t7 h) + O(h)
=1— P{X(t =0)}(uh + o(h)) + o(h).

Per tant, també tenim que {X*(t) : t € [0,00)} sera un procés de naixement i
mort si la distribucié de {X“(t) : ¢t € [0,00)} és estacionaria, {7 },. Els parametres
de natixement i mort en aquest cas seran:

>\0:7T(c),ua

A= si 1<4<19,
Wi = A sii>1,
o = 0.

Seguim el nostre estudi suposant que tant X°(¢) com X*(t) tenen distribucié esta-
cionaria i que, per tant, els dos sén processos de naixement i mort.

A continuacié afegim la condicié que, si quan un client arriba a ’estacio no hi ha
bicis disponibles i es troba n persones esperant, aquest es quedara fent cua amb una
probabilitat fixada ¢, i marxara amb una probabilitat 1 — ¢,,. D’aquesta manera,
X¢(t) continua sent un procés de naixement i mort, perd amb parametres:

)\0 - 9078)\;

Ai = @A sii>1,
mi=p sii>l,
Ho = 0.

Com que si hi ha bicis disponibles els clients entren a la cua amb probabilitat
1, tots els parametres de naixement i mort de X*(¢) excepte Ao continuen sent els
mateixos. De fet encara tenim \g = 7§u, pero 7§ prendra un valor diferent amb la
nova condicio.

Pel nostre model del Bicing fixem els valors:

1
do = 3,
1
q1 = 3,
1



La llargada de la cua, doncs, sera, com a molt, de tres persones.

Un cop fixats els parametres de naixement i mort dels processos {X¢(t) : t €
[0,00)} 1 {X*(t) : t € [0,00)} calculem les respectives distribucions limit.

Trobem primer els valors auxiliars del procés {X¢(t) : t € [0,00)}:

c __
00— ,
c _ sl
01 = 7635
11 (2)? 1(2)?
Cc ___ sil A _ si A
3
c_ 5111 (AN _ 51 (A
05 = 733310 (g) = T0%0 (;L) )
0 = Vi >4

Aleshores

c __ 1

7TO—1+7TSPC7

c __ CC 1 4

= 0imG, st >1,
on pc — l& +l

)\2 1 )\3
() s ()

De la mateixa manera busquem la distribucié limit de {X*(¢) : t € [0, 00)}:

=1,
0; =75 (&) vi>1.
Per tant 2 2
i k
Sop=14> 6= 1+wgz<§) .
k=0 k=1 k=1

Finalment utilitzem aquests valors per trobar la distribucié limit,

s __ 1
7T0— 1+7T8ps7
S __ S, +S 3
P =0ny,  si
w 20
s 20 vk 1-(%)
on p- = k;:l()\) - i

Podem observar que la distribucié limit de X¢(¢) depeén de la distribucié limit de
X*(t). Concretament s’ha de complir

c __ 1
7T0—1+7r8pc7
s __ 1
T0 = Trngpe-

Solucionant aquest sistema d’equacions i tenint en compte que han de ser positius
trobem 7 1 m;:

c __ 1 s HC
T0 = Tmgee S 1 1 +mgp

s __ 1 (U 1 s EPNe s’
T = L+ LEmp+p
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Passant multiplicant el divisor del terme de la dreta:
mo(1+ mgp® — p°) = 1 4 mop°.
Passant els termes de la dreta restant, desenvolupant el producte i ordenant:
pe(me)? + (1 +p° = p%)mg — 1= 0.
Aplicant la formula de segon grau i quedant-nos amb la solucié positiva,

(L+p =)+ /(A +p —p) +4p°
2p¢ '

5__
7T0—

Notem que 'arrel és real ja que el terme de dins és positiu i 7 és positiu ja que
Vo= po)2+4pe > 14 p° = p.

Utilitzant la igualtat 7§ = ﬁ obtenim 7§:
0
c 1 2
e = = .
| 4 pesUtr =i/ (g —pittpr 2 — (14 p* = p°) + /(1 + p* = p°)° + 4p°

2p°¢
La distribucié limit del procés sera:

.
C C,C
o =0m5=m

cC _ fAc . C __
T =0{n=m

¢ = Vi > 4.

La llargada mitjana de la cua, L, que és igual al nombre mitja de persones
esperant a ser servides, Lg, sera l’esperanca del nombre de persones respecte la
distribucio estacionaria.

L = Ly = 7] + 2§ + 37s.

Notem que en aquest model no tenim en compte els temps de trajecte dels clients,

només ens fixem en el nombre de persones i bicis que hi ha a la estacié en cada
moment. Tot i aixi, com que un cop acabat el servei tant client com servidor marxen
de sistema, considerar els temps de trajecte només allargaria I'estona que s’estan
les persones dins el sistema, pero no canviaria la dinamica del model. En tot cas,
la dinamica de la cua s’hauria de veure afectada pels temps de trajecte de clients
que vinguin d’altres estacions. Com que aquest model no 'veu’ la dinamica d’altres
estacions, tenir en compte els temps de trajecte no aportaria informacié de gaire
interes.
Per altra banda, considerar que el temps de servei dels clients és el temps que passa
entre que agafen la bici i la deixen en una altra estacié implicaria que el model
fos massa complex per estudiar-lo amb les eines que tenim. Aixo és degut a que
seria poc realista modelitzar els temps de trajecte amb variables aleatories amb
distribucié exponencial. Modelitzant-los amb una altra distribucié el nombre de
persones no seria un procés de naixement i mort.
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4.2 Modelitzacié de tres estacions

Ara ens proposem modelitzar el nombre de clients que hi ha en diverses estacions
de bicis, tenint en compte que una bici que arriba en una certa estacié ha de venir
d’alguna de les altres.

Considerem tres estacions de Bicing situades a diferents punts de la ciutat de
Barcelona i imaginem que son les tres uniques estacions que hi ha. Suposem que
cada estaci6 té lloc per 20 bicicletes i que, en total, n’hi ha 40 en servei. Aquesta
condicié ens simplifica el model perque, si un client que va en bici arriba a una de
les estacions i esta plena, la restant sabem que tindra lloc per deixar la bici.

El model que plantegem consisteix en una xarxa de tres cues on, a cada una, els
clients arriben segons un procés de Poisson amb certs parametres A, A5 i A§. Aixi,
el procés d’arribada a cada una de les cues és independent de les arribades a les
altres cues.

El temps de servei de cada client considerem que és el temps que passa entre el
moment en que aquest agafa la bici fins el moment en que la deixa. El temps de
trajecte de cada client entre dues estacions és una variable aleatoria independent
dels temps de trajecte dels altres clients pero que si que depen de l'estacié de
sortida i de la d’arribada. La funcié de distribucié d’aquesta variable aleatoria no
la especifiquem. Quan un client arriba a una certa estacié per deixar la bici i es
troba que no hi ha lloc per deixar-la, aleshores considerem que va automaticament
a l'altra a deixar la bici. Per aixo el temps de servei sera la suma dels temps de
trajecte que necessiti el client per trobar un lloc on deixar la bici.

X¢(t), X5(t) i X§(t) representen el nombre de clients que hi ha a cada cua en
I'instant ¢.

En aquestes cues els servidors son les bicis, i aquestes arriben de manera aleatoria
a cada estacid. El nombre de servidors que hi ha en cada moment ¢ a cada cua ve
donat per les variables X7(t), X5(t) i X5(t).

Anem a descriure amb més detall la dinamica d’'una de les cues, la cua 1. La
dinamica en les altres pot descriure’s de manera analoga.

1. Els clients arriben segons un procés de Poisson amb parametre A{. Si hi
ha alguna bici disponible I’agafen. Si no, decideixen quedar-se amb una certa
probabilitat ¢,, que depen del niimero, n, de clients que hi ha esperant. Marxen
del sistema amb probabilitat 1 — ¢,,.

2. Just en el moment en que el client passa a ser servit (agafa la bici) decideix
anar a deixar la bici a la estacié 2 amb una certa probabilitat d; » o deixar-la
a la estacié 3 amb una probabilitat d; 3. Si quan arriba al seu desti no hi ha
lloc per deixar la bici, va a 1’altra estacio.

3. El servei es dona per acabat en el moment en que el client deixa la bici. El
temps de servei és una variable aleatoria independent dels temps de servei dels
altres clients, pero que si que depen del temps, ja que si es troba la estacio
desti plena el temps de servei sera més llarg. Recordem que els temps de
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trajecte entre dues estacions del client sén variables aleatories independents
dels temps de trajecte dels altres clients pero que depenen de les estacions de
sortida i de desti.

4. En el moment que un client acaba servei, es considera que surt de la cua 1 i
un servidor arriba en una de les estacions que no son les de sortida.

Pel fet que els temps de trajecte tenen una distribucié qualsevol i que el temps
de servei és una suma de temps de trajecte, {X¢(¢) : £ € [0,00)} no té perque ser
una cadena de Markov. A més, com que no hi ha un sol servidor no podem utilit-
zar el metode que hem fet servir per estudiar les cues M/G/1. Per tltim, X7 (¢),
X5(t) 1 X5(t) no sén variables aleatories independents, per tant no podriem estu-
diar cada cua de manera independent a les altres. Amb tot aixo podem concloure
que no podem estudiar aquest model amb les eines presentades en aquest treball.
El que farem és simular-lo amb FlexSim, un software de simulacid, per treure’n
algunes dades d’interes. A I'annex donem una descripcié de com funciona la nostra
simulacio.

Un model més senzill per tres estacions

Per acabar, ens plantegem si podem modelitzar aquestes tres estacions amb tres
cues M/0/M independents i obtenir resultats semblants als que obtenim del model
que acabem de presentar. Triant adequadament, aixo si, els parametres d’arribada
de clients i bicis.

Concretament, ens plantegem tres cues independents, la cua 1, la cua 2 i la cua
3, amb les segiients caracteristiques:

1. Les arribades de clients a la cua ¢ formen un procés de Poisson amb parametre
i, 1 €41,2,3}.

2. En totes les estacions, si quan un client arriba es troba amb n > 0 clients
esperant a la cua, decidira quedar-se amb una certa probabilitat g, o marxar
amb una probabilitat 1 — ¢,.

3. En totes les cues considerem que un client és fora de la cua en el moment que
agafa una bicicleta, per aixo considerem que el temps de servei és 0.

4. Una vegada el client agafa la bici a una certa estacié i, aquest decidira anar a la
cua j amb una probabilitat d; ; o a la cua k amb una probabilitat d; ;, = 1—d, ;,
on i,7,k € {1,2,3} sén diferents dos a dos.

5. Les arribades de bicis a l’estacio ¢ sera un procés de Poisson amb parametre
A = Nidji + Nidg, on i, j, k € {1,2,3} sén diferents dos a dos. Per exemple,
el parametre d’arribades de servidors a la estacié 1, A\j, és igual al parametre
d’arribades de clients a la estacié 2, A, multiplicat per la probabilitat que
un client, estant a la estacié 2, vagi a deixar la bici a la 1, dy; sumat amb el
parametre d’arribades de clients a la estacié 3, A§, multiplicat per la proba-
bilitat que sortint d’alla vagi a la estaci6 1, ds ;.
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D’entrada, la principal diferencia entre aquest model i 'anterior és que aquest
no té en compte els temps de trajecte entre les estacions. Per tant, comparant-los el
que fent és intentar veure en quina mesura és important tenir en compte els temps
de trajecte a 'hora de modelitzar més d’una estaci6 de bicing.

4.2.1 Comparacié dels dos models

Donem valors als parametres per obtenir les dades que utilitzarem per comparar
aquest model amb el presentat anteriorment.

Fixem les probabilitats que un client es quedi si quan arriba a la cua no hi ha
servidors disponibles i es troba amb ¢ persones al davant:

1

do 2
_ 1
q1_§7
_ 1
d2 = 15

¢ =0 si1 > 3.

Després demanem que, sortint de qualsevol de les estacions, la probabilitat amb la
que viatja a una de les altres dues és % Es a dir,

1
di,j = 5 VZ,j € {17273}7 Z%]

Per 1ltim, demanem que en les tres estacions arribi, de mitana, un client cada deu
minuts. Per tant els parametres d’arribada a cada estacié son:

C C 1

D’aquesta manera queden fixats també els parametres d’arribada de servidors:

)\“1g - )\gdgl —|— )\gd&l — 2%% = %0,
)\g — )\lljdLQ —|— /\§d372 - 2%% - %,
Ay = Ajdiz + Asda3 = 2955 = 5

Utilitzant els resultats desenvolupats en el primer apartat d’aquesta seccio calculem
la distribuci6 limit de la cua 1, que, de fet, en aquest cas és la mateixa per totes les
cues:

Primer trobem els valors auxiliars per trobar la distribucié limit del procés
{Xi(t) : t €[0,00)}:

c __
¢ s1A] sl
2
ec_ﬂ.sl A_f _ﬂ.sl
27 ""0¢ S — "0¢g>
3
c _ s 1 AT _ s 1
3= Togo \x;) ~ Togo»
05 =0 Vi > 4.
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Ja que % = 1. Aleshores,

= . L1011 ,41
Zek:1+w0(§+6+@):1+%@
k=0
! 1
o= — 4.1

Cal tenir en compte que estem donant per fet que el sistema es troba en equlibri,
és a dir, que els processos tenen distribucions estacionaries.

A continuacié busquem 7:

05 =1,
0‘?’:7T§<£> =7t V1<i<20.

7

Aleshores
) 20
D =1+ 75 =1+20m
k=0 k=1
Utilitzant aquest resultat i la igualtat 3.1 tenim que 7§ i 7§ han de cumplir:

1

{WS T
s __ 1
7o = 1Fxg20-
Finalment:
S _(1+20—%>+\/(1+20—g—5)2+4g_3
= o ~ 0.0491.
30
I
1 1
7= S — ~ 0.9675.

Amb aquesta informacié acabem trobant la distribucié limit de { X{(¢) : t € [0, 00)}:

& = 0.9675,
T = 0w = Lmgms ~ 0.0238,

c_pec __ 1_s_c ~
w5 = 055 = §mome ~ 0.0079,

c_pncc _ 1 __s_c ~

Aleshores, la longitud mitjana de la cua, que és igual a la mitjana de clients que
hi ha esperant a ser atesos, sera aproximadament:

3
L=1Lo=Y i =00238+2x 0.0079 + 3 x 0.0008 = 0.042.
=0
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Donem els mateixos valors als mateixos parametres en l'altre model i el simulem.
Al ser una simulacié del model el que obtenim sén dades empiriques. Es a dir, no
calculem cap distribucié limit, pero en cada moment el programa ens dona el nombre
de clients i servidors que hi ha a la cua, quants n’hi ha hagut de mitjana fins ara i
altres dades d’interes. Les mitjanes que calcula son mitjanes mostrals de les dades
que s’observen en la simulacié.

Per la simulacid, pero, hem hagut de fixar un nombre de bicis i clients inicials
en cada estacié. Esperem prou temps com perque poguem suposar que el procés
es troba en equilibri, és a dir, com perque les condicions inicials hagin perdut
importancia en la dinamica del model. El criteri que hem fet servir per decidir
quant temps hem de deixar passar ha estat el d’esperar que cada estacié hagi estat
buida de bicis en algun moment. D’aquesta manera totes les cues s’han trobat en
el mateix estat. Arribats a aquest punt esperem un cert temps perque les dades
generades al principi perdin pes a I’hora de calcular mitjanes mostrals.

Quan han passat 2700 segons totes les cues s’han trobat sense bicis en algun moment.
Als 72500 segons desde que hem posat en marxa la simulacié considerem que hem
deixat passar prou temps.

La proporcié de temps que cada cua ha estat ha estat buida és:

cua 1: 0.23,
cua 2: 0.16,
cua 3: 0.25.

En canvi, les cues M/0/M la proporcié de temps que estaven buides era aproxima-
dament 7§ = 0.9675.

En la simulacio les estacions es troben lliures de clients al voltant d’'una quarta
part del temps, mentre en els models M/0/M es troben buides quasi la totalitat del
temps. Aquesta gran diferencia en una dada tant rellevant és suficient per concloure
que la dinamica de les cues M/0/M no s’aproxima a la del primer model.

Interpretem aquest resultat com un indicador de que els temps de trajecte entre
les estacions juguen un paper important a I’hora de modelitzar-les.

Tot i aixi, en les cues M/0/M suposem que {X{(t) : t € [0,00)} 1 {X5(t) : t €
[0,00)} tenen distribcions estacionaries. Aquest fet, en principi, sembla plausible,
pero caldria demostrar-lo per estar segurs que suposar-ho no és un punt feble del
model.

En qualsevol cas, com que les cues M/0/M no s’adapten bé a la dinamica que
hem plantejat per tres estacions de Bicing, arribem a la conclusié que les eines vistes
en aquest treball no son 1tils a 'hora de modelitzar aquesta dinamica.

No estudiem més a fons les dades que obtenim amb la simulacié del primer model,
perque el nostre proposit és el de comparar-lo amb les cues M/0/M per calibrar la
utilitat d’aquestes ultimes. L’estudi del model en si no entra en els objectius del
treball.

47



5 Conclusio

L’objectiu principal d’aquest treball era introduir-nos en la modelitzacié estocastica,
tot aprofundint en la teoria de cues. Buscavem entendre les matematiques que hi
ha darrere I'estudi de les cues basiques i la utilitat d’aquestes.

La teoria sobre processos estocastics desenvolupada en la primera seccié ens ha
estat imprescindible per estudiar les cues vistes en les seccions posteriors.

Hem pogut constatar la utilitat de I'estudi de cues amb alguns exemples simples
de situacions quotidianes, com la cua que es forma en una botiga. Ens han servit
per fer-nos una idea de I'aplicacié a la vida real d’aquests models. Sense oblidar,
aixo si, que 'aplicacié d’aquesta teoria va molt més enlla d’aquests exemples.

Finalment, comparant dos models diferents per tres cues del Bicing, hem arribat
a la conclusio que les eines basiques de teoria de cues no sén ttils per afrontar
el problema de modelitzar aquest servei. Aquest fet ens déna una idea de les
limitacions dels models que hem vist.

Per salvar aquestes limitacions necessitariem cues I’estudi de les quals no es basés
en la teoria de cadenes de Markov.

Tot i aixi, es pot aprofundir molt més en ’estudi dels processos estocastics que
hem vist. Per exemple, estudiant processos de Poisson no homogenis, no hauriem
de suposar que la intensitat d’arribades a una cua és constant al llarg del temps;
estudiant processos de Poisson compostos, podriem considerar arribades de clients
en grups. Amb aquestes eines podriem modelitzar dinamiques més complexes que
la que hem plantejat pel Bicing, que s’adaptin més a la realitat.
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6 Annex

6.1 La distribucié exponencial

Una variable aleatoria absolutament continua X té distribucié exponencial amb
parametre p > 0 si la seva funcié de densitat és:

0 si X <0
{0,

L€ si X >0
La seva funcié distribucid sera

0 i X <0
F(a) = e S
1—pe ™ s X >0

6.1.1 Propietat de no memoria de la exponencial
Una variable aleatoria tindra la propietat de no memoria si compleix
P(X >t+h|X >t)=P(X > h)

Per tant, si
P(X >t+h)=P(X >h)P(X >1t)

Una variable aleatoria amb distribucié exponencial amb parametre p té la pro-
pietat de no memoria:

PX>t)=1-F()=e"

Per tant,

P(X > h)P(X >t) = e Phe it = ¢=r(H) — P(X >t 4+ h)
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6.2 Simulacié amb FlexSim de tres estacions de Bicing

Queued
. Queues
Suurce1. B
Queuel Source2

Queue?

Source3

Queue3

Queueb

Aquesta és una imatge del que es veu per pantalla de la nostra simulacié just
abans de comencar a fer correr el temps.

Tenim les tres estacions repartides en el pla. En I'instant inicial tenim 7 bicis en
la estacio 1, 9 bicis en la estacio 2 i 4 bicis en la estacid 3.

Describim com funciona el programa en la primera estacié. En les altres dues
funciona igual.

A sourcel es creen els clients. El programa genera una mostra d’exponencials
amb mitjana 10 minuts que son els temps que passaran entre arribades de clients
consecutius. Els clients que es creen a sourcel arriben immediatament a Queuel
que representa la cua de l'estacié de Bicing. D’aquesta manera, els clients van

arribant a l’estacioé segons un procés de Poisson amb parametre \ = %0.

Abans que el client entri a Queuel, pero, el programa mira si hi ha bicis dispo-
nibles. Si n’hi ha, el client entra a la cua i agafa la bici a I'instant. Si no n’hi ha,
depenent de quantes persones hi hagi a Queuel el client es queda amb una certa
probabilitat ¢,, on n € N és el nombre de persones que hi ha esperant. Si no entra
a Queuel el client va directament a Queued, que és on acomularem tots els clients
que es perdin a cada estacié. Els valors que donem a {g,},, n € N sén:

do %;
Ch—%a
QZZ%O,
¢ =20 si1 > 3.
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Quan un client agafa una bici de estaciol, decideix anar a deixar-la a estacio2 amb
una probabilitat que fixem d; 5 0 a estaciod amb una certa probbilitat d; 3 = 1—d; 2.
En el nostre cas tenim

1
dij =5 ¥i,j € {1,2:3}, i#]

Quan el client ha decidit a quina estacié va es dirigeix cap alla i, quan arriba, deixa
la bici. Fixem-nos que, tenint en compte el nombre de bicis que hi ha i la capacitat
de cada estacid, sempre hi haura lloc per totes les bicis.

Si hi ha clients esperant a Queuel vol dir que no hi ha bicis. En el mateix
moment que n’arribi una, un client ’agafara i anira cap a una altra estacié.

El programa comenca a l'instant 0 i segueix aquesta dinamica mentre el temps
passa. D’aquesta manera simula la dinamica del model que hem proposat.

Al cap d'una estona la imatge que veurem per pantalla sera:

LEEEE
L b

Queued
. ueueh
Source1.
- e?

S Queue? =

estaciol

Person fiercort

Sourced

Quan un vol es pot aturar el temps i el mateix programa dona diferents dades
d’interes a temps real. En el nostre cas només ens hem fixat en la proporcié de
temps que ha estat buida cada cua quan han passat 72500 minuts de simulacié.
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