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Abstract

Filtering problems concern the estimation of noise-interfered variables. The Kal-
man filter provides the linear Mean Least Squares estimation, combining the evo-
lution of the variable with the observations obtained. Moreover, it is a recursive
process, and consequently the storage of information is needed at all times. The
main applications are found in a wide range of fields such as finance, wireless com-
munications or GPS systems.

Resumen

Los problemas de filtrado se ocupan de la estimacién de una variable interfe-
rida por el ruido. El filtro de Kalman proporciona el estimador lineal con menor
error cuadratico medio, combinando la evolucion de la variable con observaciones
recogidas. Es ademéas un proceso recursivo, por lo que no es necesario almacenar la
informacion del estado en todos los instantes. Las principales aplicaciones las encon-
tramos en el campo de las finanzas, en el mundo de las comunicaciones inalambricas
o en la localizacion GPS.
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1. Introduccién

El filtro de Kalman se sitia dentro de los problemas de filtrado, que quedan en-
globados en la teoria de procesos estocasticos. A qué nos referimos cuando decimos
que nos adentramos en los modelos estocasticos? La necesidad de ir méas alla de los
sistemas deterministas -aquellos en los que el azar no interviene- se hace patente
ante sus deficiencias, las cuales vamos a intentar evidenciar brevemente.

Dado un fenémeno fisico, lo intentamos modelizar a partir de sus comportamien-
tos, y lo haremos utilizando leyes fisicas conocidas u observaciones recogidas, las
cuales relacionaremos entre si para obtener una salida del sistema. Sin embargo, un
sistema determinista no es suficiente para llevar a cabo este andlisis. Las razones son
diversas. Por un lado, un modelo matematico acaba por recoger solamente aquellas
caracteristicas dominantes, por lo que muchos efectos quedan fuera del modelo. Por
otro lado, los sistemas dindmicos no quedan definidos simplemente por los efectos
que recogemos, sino que también existen ruidos que no podemos modelar de forma
determinista. Por ejemplo, en el lanzamiento de una pelota hay factores como la
velocidad del viento que no somos capaces de controlar. Esto formaria parte de la
aletoriedad que un sistema determinista no recoge. Por 1ltimo, otra de las deficien-
cias es que los aparatos de medida no proporcionan datos exactos sobre el sistema,
sino que incorporan también sus propias dinamicas y distorsiones. En resumen, no
podemos asumir un conocimiento perfecto de todas las cantidades necesarias para
describir un sistema completo, y es precisamente eso lo que necesitariamos para
poder conformarnos con un modelo determinista.

Ante estos nos surgen dudas: como recoger en un modelo las incertidumbres
descritas? Como podemos optimizar un modelo a pesar de que las observaciones
recogidas sean ruidosas o insuficientes? Para responder a esto nos adentramos en
los modelos estocésticos, y més concretamente en los problemas de filtrado, de los
cuales nos ocuparemos en nuestro trabajo.

El problema de filtrado desarrolla un algoritmo para estimar una cierta variable
(o vector de variables) que se ve interferida por ruidos y errores, los cuales que-
remos aislar para obtener un estimador lo mas limpio posible. El gran avance en
este ambito llegd en 1960 de la mano de Rudolf Kalman en su publicacién «A New
Approach to Linear Filtering and Prediction Problems». El filtro de Kalman es un
algoritmo que estima una variable a partir de datos medidos. Lo hace siguiendo dos
pasos: por un lado la prediccién del estado del sistema y por otro la incorporacion
de las observaciones recogidas una vez corregidas. Asi pues, el objetivo es obtener
un estimador éptimo, -en términos del Error Cuadritico Medio (ECM)-, en base
a la dindamica del sistema y a las observaciones ruidosas. En definitiva, el filtro de
Kalman procesa todas las medidas disponibles, independientemente de su precision.
Lo haré con el objetivo de estimar el valor de las variables de interes, basandose en
el conocimiento del sistema y de las observaciones, junto con la descripcion de su
ruido y errores.



Una de sus mayores ventajas es que se trata de un proceso recursivo. Esto nos
permite ir incorporando las nuevas observaciones sin tener que reformular todo el
algoritmo.

El filtro de Kalman tiene un amplio abanico de posibilidades para su aplicacién.
Es ampliamente utilizado en econometria: en la evaluacion de los riesgos, en la pre-
visién del crecimiento del Producto Interior Bruto (PIB) de un pais, en el estudio
de los efectos de la inflacion, en el estudio de la evolucién del precio de la vivienda, o
en la variabilidad del precio del petréleo. Pero es también utilizado en muchos otros
campos, como en la biologia, para el estudio de las especies en extincién, o en el
mundo de las comunicaciones inalambricas, como veremos mas adelante en un par
de ejemplos. Pero una de las principales aplicaciones, y que también estudiaremos
en mayor detalle, esta en el tracking: el rastreo de la localizacién de algiin elemento;
por ello son amplias sus aplicaciones en la localizacién por senal GPS.

Nuestro trabajo quedara estructurado de la siguiente manera. En la seccién 2
deduciremos el algoritmo de Kalman: definimos los conceptos basicos y vemos como
se deducen las ecuaciones de actualizacion del comportamiento del modelo y del
filtrado del ruido. Veremos también como la propia construccién del algoritmo nos
garantiza el caracter 6ptimo del estimador. En la seccién 3 aplicaremos todos los
conceptos ya presentados a tres de los campos principales: el tracking, el sistema de
comunicaciones y el conocimiento del PIB de un pais. En la seccion 4 nos iniciaremos
en una extensién del filtro de Kalman, la cual nos permitird trabajar con sistemas
no lineales.



2. El Filtro de Kalman: el algoritmo

2.1. Introduccion al algoritmo de Kalman

Introduzcamos los fundamentos del algoritmo del filtro de Kalman. El punto de
inicio es una ecuacién de transicion del estado, que describira la evolucién de la
variable a lo largo del tiempo. Juntamente con esto, tendremos una ecuacion de
observaciones, que nos describira la relacion entre las observaciones medidas con la
variable de estado. El filtro de Kalman busca minimizar el Error Cuadratico Me-
dio (ECM), y para ello el objetivo serd encontrar el valor de la ganancia que nos
garantiza esta propiedad. Asi pues, el filtro de Kalman acabara por darnos, en el
instante k, un estimador lineal que serd combinacién de los estimadores hasta el
instante k — 1 y de la nueva observacion del instante k.

Como decimos, el filtro de Kalman nos dara un estimador que minimizara el error
cuadratico medio a partir de unas observaciones. Consideramos un vector aleatorio
X de dimensién 1. Siendo Xk’lj el estimador de X en el instante k£ a partir de las
observaciones tomadas hasta el instante j, Zi, ..., Z;, con j < k, tenemos:

)A(k‘j = minXkljeRntraza{E (X — )A(k‘j)(Xk — Xk|j)t }

donde, recordemos, que Z7 se refiere al conjunto de observaciones y ¢ indica trans-
posicién. Como veremos més adelante, el estimador que obtenemos no es més que
el valor esperado del estado en el tiempo k, condicionado por las observaciones
tomadas hasta el tiempo j. De manera que:

Xy = B [Xi] 2]
Definimos la matriz de varianzas-covarianzas del error:

Pyj=F [(Xk - Xk\j)(Xk - Xklj)t}

A partir de ahora el estimador X klk—1, que hace referencia a la estimacion de la
variable X en el instante k a partir de las observaciones hasta el instante k-1, serd
lo que conoceremos como prediccién, pues atin no hemos usado la observacion en el
instante k.

El algoritmo de Kalman queda resumido en este diagrama:



Condicionesiniciales:
®  Ecuacionde estado
® Ecuacionde observacion
&  Primeraestimacion variable %,

e Matriz covarianza errores proceso Py

®  Matriz covarianza ruido

Procedimiento recursivo

¥ v
1) Calculo de la prediccidon )?H”k

Célculo medida

2) Calculo de la prediccion de la matriz de
varianza-covarianza Py,

de innovacion

4) Calculo de la estimacion Xy +q)+1

5) Calculo de la estimacién de la matriz
¥ de varianza-covarianza Pi. e

h 4

3) Calculo de la ganancia de Kalman

2.2. El algoritmo

Profundicemos en el desarrollo del algoritmo de Kalman y sus formulaciones.
Recordemos que si escribimos, por ejemplo, Xk|k_1 estaremos considerando la pre-
diccion de la variable o vector de variables X en el instante k y utilizando las
variables observadas hasta el instante k-1. Lo mismo sucedera con la notacién de la
matriz de varianzas-covarianzas Pyx—1.

Definimos la ecuacion de transicion del modelo, que recoge la evolucién del vector
de variables X:
Rl 3 X, =X, 1+ BU.+ W,

donde F' € My, es la matriz de transicion y U € Mjy; es un control basado en la
informacién anterior, es decir, Uy, = h(Zy, ..., Z_1), donde Z; son las observaciones.

La ecuacién de observacién sera:
R™ > Z, = H. X, + 'V,

donde la matriz Hy, € M,,«; relaciona la observacién y el vector de estado sin tener
en cuenta el ruido, que viene determinado por V;, € R™. A partir de ahora supon-
dremos [ = m.

Establezcamos condiciones sobre los vectores aleatorios. Consideramos que los
ruidos Vi, Wi, € R! son conjuntamente gaussianos, sin correlacién entre ellos y de
media cero. Es decir:

E(Wy) = E(Vy) =0
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y la matriz de varianzas-covarianzas correspondiente es:
E (WiWj) = 0;Q:. E(V;V)) = b1,

donde R; y (); son matrices [ X [ no singulares.
También asumimos la no correlacién de los errores, esto es:

E(WV])=0Vi,j

Definamos formalmente dos conceptos. Por un lado definimos la matriz de varianzas-
covarianzas del error a posterior: -se refiere al error de estimacion- Py, € My, esto
es, cov()?k‘k — X, Xklk — X% ). Este concepto es fundamental en todo el desarrollo,
pues Kalman tiene la propiedad de que se construye minimizando la traza de esta
matriz. Recordamos que minimizar el ECM: E(|| Xy — Xk|k:||2) es equivalente a mi-
nimizar la traza de la matriz P.

Por otro lado definimos el error de prediccion o medida de innovacidn, esto es
R'36, =2, — H Xkjk—1. Mas adelante este concepto sera desarrollado con mayor
detalle.

2.2.1. Matriz de varianzas-covarianzas del error

Recordamos que el fundamento del filtro de Kalman es la combinacion entre la
prediccién por el modelo tedrico y las observaciones. Asi pues, lo que buscamos es
una nueva estimacién X que sea combinacion lineal de la prediccion X kk—1 Y de
la observacion Zj. Esto es:

X, = Xk:|k:—1 + Ky, (Zk: - Hka\k—1> = Xklk (2.1)

donde Z,, — Hy, - X kk—1 es la medida de innovacién, es decir, la discrepancia entre
la observacién y lo que se esperaba. Por otro lado, el coeficiente K serd lo que
conoceremos como ganancia de Kalman. Serd el responsable de la correccién, y
minimizard la traza de la covarianza del error a posteriori. En consecuencia sera el
mejor estimador entre los que dependen linealmente de las observaciones. Por ello,
usaremos técnicas de derivacién para encontrar el valor de K.

Anadimos a la ecuacién (2.1) la relacién entre observacion (Z;) y estado interno
(Xk)
Xk = Xppp—1 + Ky, (Hka + Vi — Hka\kfl) (2.2)

Dado que K minimizara la covarianza de la traza del error a posteriori, debemos
estudiar la matriz Py, que habfamos definido ya previamente. Empezaremos, pues,

estudiando el error Xj — Xk|k. Por lo tanto, usando (2.2)

Xi — Xipe = Xp, — Xippo1 — KpHy Xy, — K Vi + Ky Hy Xy



Xi — Xk\k =X, (1 = KpHy,) — Xk|k—1 (1 - KypH) — Ki (Vi)
Xk — Xk|k = <Xk - Xk|k71> (1 - KyHy) — KV,

Dado que no hay relacién entre las variables y el vector del ruido, podemos conti-
nuar:

cov (Xk — Xk‘k) = cov ((Xk — Xk|k_1> (1-— Kka)> + cov (K Vi)

Aplicando la propiedad de la covarianza: cov (AX + a) = Acov (X) A"

cov ((Xk - Xk|k_1> (1— KH)) — (1 - KH)cov (Xk - Xk\k_l) (1— KH)
cov(K - Vi) = KRK?

donde Ry, = cov(Vy)
En definitiva, con esto ya hemos formulado, de una forma recursiva, la matriz de
covarianzas:

Py = (1 — K Hy) Py (1 — K Hy)' + Ky R K, (2.3)

Por otro lado, a partir de la definicién de la matriz de varianzas-covarianzas como
ECM, podemos deducir la ecuacion de prediccién de esta matriz. Veamos:

Pyp—1 = Bl(Xy = K1) (Xi = Xigp1)']

A partir de la ecuacién de la prediccion tenemos que:

Prjp—1 = E[(X) — Fka—l\k—l — BLUp) (X}, — Fka—Hk—l — ByUy)']
Incorporando la definicién del estado interno Xj:

Pup1 = E[(Fu X1 +wy — FuXp1pp1) (FeXpo1 +wip — Fi Xy 1jp-1)']

Por lo tanto:

Piji—1 = FRE[(Xp—1 — Xk—l\k—l)(Xk—l - Xk—1|k—1)t]FkT + Elwiwy]
En definitiva, simplificando:

Pyjj—1 = Fy P11 FfL + Q.

2.2.2. Ganancia de Kalman

Recordemos que nuestro objetivo era encontrar la expresion de la ganancia de
Kalman K. Queremos un algoritmo éptimo, entendiendo por 6ptimo aquel que mi-
nimiza el error cuadratico medio. Tal y como hemos dicho, el ECM nos mide la
diferencia entre el valor real y el valor estimado, y lo hace considerando el promedio

6



del error al cuadrado, es decir, E(e3), donde ey, es el vector error. Asf pues, queremos
un coeficiente K que nos minimice la traza de la matriz de covarianzas. Si tenemos

el vector € — Xk — Xk|k = <(Xk — Xk“g)l, P (Xk — Xk|k)l), entonces:

cov ((Xk*Xk\k)lv(Xk*ka)l) cov ((Xk*ffk\k)l,(xk*f(mk)l)
Pk\k = cov ((Xk*)?mk)iv(xl«*f(mk)l) cov ((Xk*Xk\k)iJXk*Xk\k)i)
cov ((Xk—)?k‘k)l,(xk—f(k‘k)l) cov ((xk—f(k‘k)l,(x,c—f(klk)l)

Recordamos que a partir de la derivacién lograremos encontrar el valor K que
nos minimizara la traza: igualaremos la derivada a zero y encontraremos la formula
de K.

Ahora utilizaremos que la traza de la suma de matrices es la suma de trazas y que
la traza de una matriz es invariante por transposicion. Asi, a partir de la definicién
de Py, tendremos:

tr Py = tr((1— Kka)Pk‘k,l(l — Kka)t + KkRkK,i)

tTPk‘k = t’f’((Pk|k_1 — KkaPk|k_1)(1 — H;;K]i) + KkRkK]tg)
tTPk“g = tT(Pk‘k_l — KkaPk|k_1 — Pk‘k_lH]iK]tc + KkaPk|k—1H]iK]i + KkRkK]i>
t?”Pk‘k = t'f’(Pch_l)—tT’(KkaPk|k_1)—t’f’(Pch_lH};K};)—i—tT(Kk(HkPHk_lHi—i—Rk)K};)

Ahora derivamos la traza respecto K:

8tT(Pk‘k)

= —2(HPyjp—1)" + 2Ky, (Hy, Py—1 Hy, + Ri)
0K},

[gualamos a zero:
—2(Hy.Pj—1)" + 2K (Hy Pyg—1 Hf, + Ry) = 0

(HpPyjp—1)" = Ky HyPyy—1Hj, + Ry,
Ky = (HyPyj—1)" (Hy Pyg—1 Hy, + Ri) ™!

Y asi hemos llegado a la féormula de la ganancia de Kalman.

Podemos simplificar aiin més estd férmula definiendo la matriz Sy = HyPy—1 H'+
Ry. Con esta notacion y la simetria de una matriz de covarianzas, nos queda la ga-
nancia de Kalman como:

Ky = Pyp1 H;.S; (2.4)

Cabe destacar que la ganancia de Kalman hard que nos pondere mas la ob-
servacion o el estimador segin sea la variable con menor error. Debido a esto la
ganancia de Kalman sera un valor entre 0 y 1 que multiplicara la diferencia entre la
observacion y el estimador. De hecho, tal y como hemos visto, si EST}, se refiere al
estimador en el tiempo k, OBS se refiere a la observacion y PRE Dy, a la prediccién
en tiempo k con observaciones hasta k-1, tenemos:

EST}, = PREDk + K,JOBS — H, - PREDE]

7



Anteriormente, en (2.3) habifamos encontrado una expresién recursiva para la
actualizacién de la matriz de covarianzas. Ahora, con la férmula de K, podemos
simplificar esta expresion.

Py = (I — Kka)PMk,l(] — Kk,Hk)t + KkRkK,i
= Pijp1 — Ky Hy Pt — P HL K], + Ki,(Hy Po—1 Hi, + Ry) K,
= Pyp—1 — Ky Hy Ppjp—1 — Pk\qu/iK/i + KpSiKj

A partir de la definicién de K en (2.4) tenemos: Ky Sp K}, = Pyp_1H,Kj.

Y por tanto:
Prp = Prp—1 — KpHy Py (2.5)
= (I — KiHy) Py .

2.2.3. Ecuaciones del algoritmo

En definitiva, las ecuaciones del filtro de Kalman las dividiremos entre prediccién
(tiempo) y correccién (observaciones). Estas son:
Ecuaciones de prediccion:

Xkucq = Fkafkal + BiUy
Puk-1 = FpPe_1jp—1 F} + Qy

Ecuaciones de correccién (actualizacién por observacion):

Xk\k = Xk|k71 + K, - <Zk — HkXMkfl)
Py = (I — KiHy,) - Pyji—

donde Ky es la ganancia de Kalman definida anteriormente

2.3. Filtro de Kalman: el estimador lineal é6ptimo

Definamos un estimador lineal. Un estimador X de X es lineal cuando se puede
expresar como combinacién lineal de las observaciones, es decir, X = > A(:)Z;
donde Z; son las observaciones.

Entre los estimadores lineales, el filtro de Kalman es el que nos garantiza un me-
nor error de covarianza, independientemente de la hipdtesis de modelo gaussiano.
Sin embargo, mientras que en el caso gaussiano podemos afirmar que el filtro de
Kalman es el éptimo entre toda clase de estimadores, esto no es asi cuando no tra-
bajamos bajo hipdtesis gaussianas. En ese caso solo podemos afirmar que se trata
del mejor de los estimadores lineales, pues puede existir un mejor estimador no
lineal -entendiendo por mejor que tenga menor varianza-.



En general, como veremos a continuacion, se puede demostrar que la esperanza
condicionada constituye el estimador de menor varianza, siendo, ademas, un estima-
dor insesgado. Precisamente por ello, en el caso no gaussiano, no podemos asegurar
el caracter 6ptimo de Kalman entre todos los estimadores, pues este no coincide con
la esperanza condicionada. Esto es porque, tal y como se explica en el anexo (ver
seccién Esperanza condicionada), en el caso gaussiano la esperanza condicionada es
lineal, y en cambio esta linealidad no es siempre cierta cuando estamos en el caso
no gaussiano. Demostremos ahora que, efectivamente, la esperanza condicionada es
el estimador que minimiza el error cuadratico medio.

Teorema. Sez} X un vector de variables. El estimador X que minimiza el ECM
E[(X — X)) es X = E[X|Z]

Demostracion. Para esta demostracién usaremos propiedades de la esperanza con-
dicionada que estan demostradas en el anexo.
Consideramos el estimador X funcién de Z: X = g(Z). Entonces:

E[(X - X)*] = B[(X - B(X|2) + B(X|Z) - X)*] =
E[(X = B[X|2))* + 2(X — E[X|2))(E|X|Z] - X) + (E[X]Z] — X)?| =

E[(X — E[X|Z])*] + 2E[(X — E[X|Z])(E[X|Z] - X)] + E[(E[X|Z] - X)*] =
E[(X - E[X|2))] + E[(E[X|Z] - X)]| + 2B[E[(X - E[X|Z))(E[X|Z] - X)|Z]] =
Se cumple que:

E[(X — E[X|Z))(E[X|Z] - X)|Z] = BI(E[X|Z] - X)E((X ~ E[X|2])| Z)]

y como

E[(X - E[X|2))|Z) = E[X|Z] - E[X|2] = 0

resulta que:
E[(X — X)*] = E[(X - E[X|Z))*] + E[(E[X|Z] - X)?]
y dado que E[(E[X|Z] — X)?] > 0 tenemos

E[(X = X)*] > B[(X — B[X|Z])’]

2.4. Ecuaciones de Kalman: recursividad

Otra forma de obtener las ecuaciones de Kalman es con un procedimiento recur-
sivo. Para ello necesitamos asentar un concepto definido previamente: la medida de
innovacion.



Sean Z* el conjunto de observaciones. Asi, queremos preveer la observacién 7. a
) k
partir de las k-1 anteriores. Esto es, queremos el estimador Z ;.

Zyi1 = E [2,)2"1] =

= E [Hi Xy, + Vi|Z¥"] = HeE[Xi| 257 + EWi| 257" = Hi X

La innovacion sera la diferencia entre la observacion real Zj y esta estimacion. Asi

pues: A
Op = Z), — Hka|k_1 e R

Y por lo tanto la innovacién nos servira también para darnos una idea de la eficacia
del estimador.

Queremos ver que la medida de innovacién es un ruido blanco. Para ello primero
veremos que se trata de un residuo de media cero.

E[64| 257 = E[Zy — Hy Xy 257

Por otro lado demostraremos que es un residuo no autocorrelacionado. Esto serd
equivalente a ver que E [(55(%-] = N;0;; para una cierta matriz N € M;,; y donde
d;; es la delta de Kronecker. Calculamos la matriz de varianzas-covarianzas de la
innovacién.

Ny, = E[5x6;] = E[(Zx — HiXpjp-1)(Zx — HxXpjn-1)']

= Bl(Hp Xk + ve — HpXppp1) (HoXp + v — Hy Xgpo1)'] =
= BE[(Hp (X — Xk|k71) + v) (Hp (X5, — Xk|k71) + )] =
= Ry, + HyPyy—1 Hy,

Ahora queda ver que si i # j, entonces E[0;05] = 0. Lo haremos utilizando que su
media es 0.
E[6,05) = E[E[6,05| 2" 1] = E[E[6;| 2% 185] = 0

Con todo esto hemos probado ya la propiedad méas importante de la medida de
innovacion.

Demostremos algunos lemas que nos serviran para terminar la seccién deducien-
do las ecuaciones de Kalman de forma recursiva. No obstante, antes de empezar
definiremos la probabilidad condicionada como proyeccion. Veamos.
Consideraremos el mismo modelo con el que hemos trabajado hasta ahora -salvo
que ahora prescindimos del término de control- :

{XkJrl = Fp X + Wi
Zy = H. X, + Vi

con R y Q matriz de varianzas-covarianzas de V y W respectivamente.
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Hasta ahora entendemos P(X|Z, ..., Zx) como la probabilidad de X sabiendo
que son ciertas primeras k-ésimas observaciones. Si consideramos S el haz de ob-
servaciones Z; con i = 1, ..., k, entonces la componente j-ésima de P(X|Zy, ..., Zy),
que notamos por P(X|S)7 coincidira con la proyeccién de la componente j-ésima de
X, X7, sobre S. Asi, entenderemos P(X|S) como una proyeccién. Para ello en esta
seccion notaremos:

Pu(X) = P(X|Zo, ... Z4), k = 0,1,2...

Vayamos a los lemas

Lema 2.1. Siguiendo la notacion expuesta, el vector Pi(X) cumple que [X —
P(X)| L Z, coni=0,..t

Demostracion. Es consecuencia de la propia definicién de Py (X) d

Lema 2.2. Consideremos Y, X wvariables con momentos de sequndo orden finitos
y de dimensidn q y r respectivamente. Entonces: P(X|Y) = MY, donde M es una
matriz g X r con M = BE(XY")(E(YY?"))™ %

Lema 2.3. Los vectores Zy, ..., 2, y Zo, ..., Zp_1,0r generan el mismo espacio, es
decir, contienen la misma informacion. De aqui se deduce que:

Pu(X) = P(X|Zg, ..., Zino1,8) = P(X|Zo, ..., 56_1) + P(X|6k) = Pe_1(X)+ P(X|6)

Consideremos X un vector de variables de dimensién m bajo el modelo definido
en la pagina anterior. Las ecuaciones recursivas de prediccién pero el estimador
Xit1)x se definen como

Xisapk = FiXppo1 + OpA; 10,

donde
O = kak|k—1HkT

Ay = HkPk|k—1HkT + Ry
Demostracion. por el lema 2.2 tenemos

Ok = B[Xin16] = BI(F Xy, + W) (Xi — Xygp—1) Hy + V)] = FkPklk—leiD
Ay = E[640}] = HyPyj—1Hy + Ry,

Consideramos X un vector de variables de dimensién r. Los estimadores Xy, y
las matrices de covarianza Py, se pueden definir de forma recursiva y las ecuaciones
correspondientes son:

o Xklk—1 + Pk|k—1HI€Al:1(Zk - Hka\k—1>
klk = _
| Prjk = Prjg—1 — Pk|k—1H1€Ak1HkP1§|k—1

11



Demostracion. Por el lema 2.3 tenemos que Py (Xy) = Pr_1(Xg) + P(Xk|Zx).
Podemos aplicar el lema 2.2 y tendremos que

Pu(Xy) = Pi—1(Xi) + Moy,

donde M = E(X;,6%)(F(5x08))~!
Incorporando a M la definicién de d; tenemos:

M = E(Xy01)(E(5:0})) " = E(Xk(Hi(Xy = K1) + Vi) )AL
Y finalmente, con la definicién de Pyyx_1 = E[(X}) — Xk|k_1)(Xk — )A(k‘k_l)t}:
M = E(Xp(Hp(Xg — Xpppo1) + Vi) )AL = Pop 1 HiAL !
Ya hemos llegado a la ecuacion que queriamos
Xipe = Xippo1 + Pup—1 He AL 0%

Ahora vemos la ecuacién con la matriz de varianzas-covarianzas
Por otro lado, usando que Py (Xy) — Pr_1(Xy) = Mdg, que es lo deducido del lema
2.2, tenemos:

Xi — Poo1(Xy) = Xy — Po(Xg) + Pe(Xy) — Pio1(Xg) = Xy — Pe(Xi) + M6y

Finalmente usando el lema 2.1 y 2.3, por el cual Py(X) = P(X|Z,....,2Z;) =
P(X|Zy, ..., Zx_1, k), llegamos a lo que querfamos:

Pyjp—1 = Prp + Pk\kleliAllekPké\k—l
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3. Aplicaciones Filtro de Kalman

3.1. Tracking

Una de las principales aplicaciones del filtro de Kalman es el tracking: el segui-
miento de cierto objeto. Veamos un ejemplo de aplicacién en esta linea. Nuestro
objetivo sera determinar la posicién, velocidad y aceleracion de un objeto.

Sabemos que lo primero a determinar son las ecuaciones del modelo, es decir,
queremos definir las matrices Fj y Hy de forma que:

Xijk—1 = FrXp_1jp—1 + wy

Zk = Hka + Vg

donde, tal y como hemos definido hasta ahora, X; es la variable de estado -en la
ecuacién suponemos que no hay término de control- y Z; son las observaciones.
Trabajamos con las hipdtesis de que los vectores aleatorios wy y v, siguen una
distribucién gaussiana de media cero y ademas no estan correlacionados, es decir,
E [v;wl] =0 Vi, j

El objetivo es estimar la posicién, velocidad y aceleracién. En el caso que nos
ocupa, el movimiento sera en linea recta manteniendo la aceleracion constante.
A partir de las conocidas ecuaciones del movimiento, siendo v; la velocidad, p; la
posicién y a; la aceleracion:
Vg1 = Uk + Tay,

1
Thy1 = T -+ UkT + éasz

Expresdndolo en lenguaje matricial, tenemos que el vector de estado -la variable
que queremos estimar- es:

Dk
X = | vk

ag

Asi pues, con las ecuaciones que acabamos de definir, la matriz F sera:

F =

OO =
O =
— =Nl

Y por lo tanto es invariante en el tiempo.

Y el vector wy, lo consideraremos nulo. Suponemos que medimos la posicion, veloci-
dad y aceleracién, las cuales almacenaremos en el vector Z;. Entonces, ya podemos
escribir la ecuacion que nos queda:

Zy = Hp Xy, + vy,

13



donde

1
H=10
0

o = O

0
0
1
que permanece también invariante en el tiempo.

Ahora aplicaremos las ecuaciones de Kalman para lograr la estimacion que bus-
camos. Sin embargo, primero necesitamos establecer unas condiciones iniciales en
la posiciéon, velocidad, aceleracién y también establecer los errores en el proceso
y en las observaciones. Supongamos que partimos con: pyg = 100m,vy = 20m/s y
ag = 3m/s*. Consideraremos un intervalo de tiempo de AT = 1s. Adem4s conside-
ramos unos errores propios del proceso de 10 m en la posicién, 2m/s en la velocidad
y 0,1m/s? en la aceleracién. Estos seran necesarios para definir la matriz de cova-
rianza del error.

Asi, aplicamos la primera ecuacion del filtro de Kalman:

11! 100 0 1215 n
X1|0 = 01 1 20 + 0 = 23 = (%]
0 01 3 0 3 aq

Ahora actualizaremos la matriz de covarianza. Sabemos que, siendo P la matriz de
covarianza de los errores del proceso, entonces:

2

€,  €pey €€y
P= | ee, e eyt
2
€pCq €pCq €3

donde e, es el error en la posicién, e, es el error en la velocidad y e, el error en la
aceleracion. Con los errores que hemos establecido anteriormente, la matriz, en las
condiciones iniciales, nos queda:

100 20 1
P=|20 4 0,2
1 0,2 0,01

En nuestro caso la ecuacion de actualizacién de la matriz de covarianza es:
Pyy—1 = FP, Fr
klk—1 = k—1|k—1

Esto supone que:

11 2 100 20 1 100
Pp=1011 20 4 0,2 110 =
00 1 1 0,2 0,01 111
145,2025 25,305 1,205
= | 25,3015 4,41 0,21
1,205 0,21 0,01

14



Cuando nos ocupamos de problemas de rastreo, se suelen considerar simplemente
los errores de la diagonal de la matriz. Asi, la matriz de varianzas-covarianzas que
usaremos sera:

145,2025 0 0
Py = 0 4,41 0
0 0 0,01

Ahora calculamos el valor de la ganancia de Kalman. Recordemos la formula para
calcularlo:

Ky = Py H'S;!

donde
Sy =HPy1H + R

y R es la matriz de varianzas-covarianzas del error en las observaciones vy. Prime-
ro, pues, establecemos los errores en las observaciones -los cuales consideraremos
constantes para todas las observaciones- y definimos, a partir de ellos, la matriz R.
Consideraremos ¢}, = 15m, ¢}, = 4m/s y ¢, = 0,2m/s*. Entonces:

225 60 3
R=1| 60 16 0,8
3 0,8 0,04

De nuevo podemos desestimar los elementos que quedan fuera de la diagonal y
trabajaremos con la matriz:

225 0 0
R= 0 16 0
0 0 0,04
Calculamos ahora la matriz S:
1 00 145,2025 0 0 1 00 225 0 0
Ss=101 0]- 0 4,41 0 |- 0 1 Of+| O 16 O =
0 01 0 0 0,01 0 01 0 0 0,04

370,2025 0 0
= 0 20,41 0
0 0 0,05

Para calcular K necesitaremos calcular primero la matriz inversa de S:

0,00270122 0 0
Syt = 0 0,0489956 0
0 0 20
Asi pues:
145,2025 0 0 100 0,00270122 0 0
K, = 0 4,41 0 |-]0 1 0 |- 0 0,0489956 0 | =
0 0 0,01 001 0 0 20



0, 392224 0 0
- 0 0,2160706 0
0 0 0,2

Ahora empezamos a considerar las nuevas observaciones que medimos. Suponemos
una nueva observacién p; = 130m, v; = 23m/s, a; = 3m/s*. Podemos aplicar
las ecuaciones definidas anteriormente como ecuaciones de correccién. Por lo tanto,
tenemos XWC = Xk|k_1 + K}, - ;. Calculemos, con nuestros datos, la medida de
innovacion 9, = Z;, — HXk|k,1.

130 100 121,5 8,9
=123 | —[0 10 23 = 0
3 0 01 3 0

Ya podemos calcular la actualizacion de la variable:

121,5 0, 392224 0 0 8,9
Xip = 23 + 0 0,2160706 0 . 0 =
3 0 0 0,2 0
121,5 3,3339 124,8339
= 23 + 0 = 23
3 0 3

Ahora actualizaremos la matriz de varianzas-covarianzas. La ecuacion para hacerlo
es: Py = (I — KiH)Pyp—1. Por lo tanto:

1 00 0,392224 0 0 1 00
Py = 01 0]|— 0 0,215878 0 010 X
0 01 0 0 0,2 0 01

1452025 0 0

x 0 4,41 0 | =
0 0 0,01
0,607776 0 0 145,2025 0 0
= 0 0,784122 0 | - 0 441 0 | =
0 0 0,8 0 0 0,01
88,25 0 0

=| 0 3,47 0
0 0 0,008

Ahora empezaremos con la segunda iteracion. Actualizamos la variable de estado
a partir de la férmula Xy, = F'X;; +w,. Sabemos, porque asi lo hemos establecido
anteriormente, que tomamos un intervalo de tiempo T de 1 seg. Siendo asi:

111 124, 8339
0 01 3
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=[149,3339 26 3 ]

Hacemos lo correspondiente con la matriz de varianzas-covarianzas a partir de Py; =
FP1|1FT

114 88,25 0 0 100
Pp=10 11 0 3,457 0 1 10]=
00 1 0 0 0,008 11

91,71 3,461 0,004
= | 3,461 3,465 0,008
0,004 0,008 0,008

Considerando, de nuevo, solo los términos de la diagonal, nos queda:

91,71 0 0
Ppp=| 0 3,465 0
0 0 0,008

Suponemos que tomamos una segunda observacién: py, = 150m, vy = 25m/s,
az = 2,5m/s% Para calcular la nueva estimacion, calcularemos primero la nueva
ganancia de Kalman. La matriz S, = HPk‘k,lHT + R sera:

100 91,71 0 0 1 00 225 0 0
So=1(01 0]- 0 3,465 0 10 1 0+ 0 16 O =
0 01 0 0 0,008 0 01 0 0 0,04
316,71 0 0
= 0 19,465 0
0 0 0,048
Su inversa es:
0,0031575 0 0
Syt = 0 0,0513743 0
0 0 20, 8333
Asi, la ganancia de Kalman Ky = Py H s, I queda como:
91,71 0 0 100 0,0031575 0 0
K, = 0 3,465 0 10 1 0 |- 0 0,0513743 0
0 0 0,008 0 01 0 0 20,8333
0, 28957 0 0
= 0 0,178 0
0 0 0,167

A partir de la nueva observacién que hemos definido, podemos calcular la medida
de innovacion:

150 1 00 149, 3339 0,6661
o= 25 | =10 1 0]~ 26 = -1
2,9 0 01 3 -0,5
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Y con ello ya tenemos la nueva estimacion xgp = xg)1 + K - 93

149, 3339 0,28957 0 0 —0, 6661
Xyjp = 26 + 0 0,178 0 . 1 —
3 0 0 0,167 ~0,5
149, 3339 0,1929 149, 5268
- 26 +| —0,178 | = | 25,822
3 —0,0835 2,9165

Y la nueva matriz de varianzas-covarianzas Pa, = (I — Ky H)Pop:

1 00 0,28957 0 0 1 00
Py = 01 0|-— 0 0,178 0 -1 010 X
0 01 0 0 0,167 0 01
91,71 0 0 65,15 0 0
X 0 3,465 0 = 0 2,8482 0
0 0 0,008 0 0 0,0067

Queremos ver que pasa si repetimos sucesivamente estas iteraciones, anadien-
do cada vez nuevas observaciones. Para hacerlo, escribiremos un cédigo que nos
automatice este proceso. Queremos como salida del programa las estimaciones ;;
Vi = 1...n donde n son el nimero total de iteraciones que consideraremos. Una
vez hecho esto, dibujaremos las graficas con las predicciones, observaciones y es-
timaciones. En el anexo incorporaremos las observaciones utilizadas, asi como las
predicciones y estimaciones resultantes.

Respecto a la variable posicion, el resultado hasta T = 50 es el siguiente:

3000 T T T T T T T T . T
"prediccions.txt"
"observacions.txt"
"estimadors.txt"
2500 -
2000 - B
1500 - B
1000 B
500 B
o | | | | | 1 | | 1
1] 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
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Efectivamente, las estimaciones estan entre las predicciones y las observaciones.
Su cercania a una u otra viene determinada por la ganancia de Kalman, que lo que
hara, tal y como hemos explicado tedricamente, es ponderar el peso de cada error.
Si aumentamos el zoom podremos verlo con mejor detalle:

T T T T T T
prediccians b
ol ervacians b
astimadare e ——
1200 |-
1300 |
1200 |
1m |
=
10n |- = B
B
o
a0 = i
1 : 1 1 1 1 1
2n 22 24 2 28 ;n

Hacemos lo mismo con la variable velocidad

80 T T T
“prediccions_vel.txt"
"observacions_vel.txt®
"estimadors=wel txt" ——
70 - = -

60 -

50

40 -

30

20 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Y con la variable aceleracion
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3 | T T | —T |
"prediccions_acc.txt" ——
\ "observacions_acc.txt"
Y :
L "estimadors_acc.ixt" ——
2.5 s =
2 —
15 =
1 — —
0.5 =
0 | | 1 | 1 | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

3.2. Estimacion del canal en sistemas de comunicacion inalambri-
cos

Otro ambito en el que se suele aplicar el algoritmo del filtro de Kalman es el de las
comunicaciones inaldmbricas. Consideremos el proceso de transmisién y recepcion
de una senal. Sabemos que, en general, las senales emitidas por el transmisor llegan
al receptor con interferencias y ruido: se superponen las que llegan directamente,
con rebote, con retraso... Nuestro objetivo serd estudiar la salida de un filtro digi-
tal. En sintesis, sabemos que los filtros tienen como entrada una senal analdgica o
digital y en su salida emiten otra senial con modificaciones.

Para este ejemplo consideraremos los filtros digitales cuya respuesta es de dimen-
sion finita, en concreto de dimensién 3. Lo que haremos es buscar los coeficientes
respuesta del filtro, que cambian en el tiempo. Lo haremos observando la transmi-
sion y recepcién de la senal. Recordemos que consideramos la respuesta del filtro
como 3-dimensional y lo que buscamos son sus coeficientes.

Podemos considerar que las ecuaciones del modelo son:

T, a; 0 O Tr_1 Wy,
/ _ / /
T, | =1 0 a2 O Tp—1 | T | Wk
1 1 i
Ty, 0 0 a3 Ty q wy,

I 1 . . .- s . .
donde W), = [wk, wy,, wk] es el vector error de distribucién gaussiana, con media 0
y matriz de covarianza Q.
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Por otro lado, la ecuacién de las observaciones sera:

Tk
VAR [hk hk,1 hk,Q] JZ;C + vg

Donde vy, es el error en las observaciones y es de distribucion gaussiana, de media
0 y con matriz de covarianza R.

Ahora fijemos los datos con los que trabajaremos. Tomaremos a1 = 0,85, ay =

1,001 y ag = —0,95. La matriz de varianzas-covarianzas del vector v sera:
0,1 0 0
=1 0 01 0
0 0 0,1

Para conocer la ecuacién de observacién necesitamos [, hy_1, hg_o]. La inica condi-
cién que impondremos sobre estos coeficientes es que sean de distribucion gaussiana.
Tomaremos hy ~ N(0,1). En consecuencia, la matriz de varianzas-covarianzas del
error v en las observaciones sera:

01 0 0
R=| 0 01 0
0 0 01

Por tltimo, las condiciones iniciales para el filtro de Kalman seran Fyp = Id y la
variable X de los coeficientes la inicializaremos como un vector de dimensién 3 de
distribucién normal. Esta vez recurriremos a Matlab para programar el algoritmo
del filtro de Kalman que nos daré como salida los coeficientes X de la senal respues-
ta. Veamos los resultados.

Si dibujamos en un grafico los valores observados frente a los estimados del primer
coeficiente respuesta tenemos:
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Estimacion coeficiente 1 FIR
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Por lo que respecta al coeficiente 2 tenemos como resultado:
Estimacion coeficiente 2 FIR
D.E T T T T T T T T T
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Por tltimo, con el coeficiente 3 tenemos:
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Estimacion coeficiente 3 FIR

observaciones

estimaciones

coeficiente 3

1] 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
tiempo

3.3. Filtro adaptativo. RLS: algoritmo recursivo de error
cuadratico minimo

Siguiendo con el procesado de una senal, nos volvemos a ocupar de los filtros.
Nuestro objetivo ahora es encontrar los coeficientes de salida que nos proporcionan
el minimo error cuadratico, entendiendo por error la diferencia entre la senal que se
esperaba y la que nos acaba proporcionando el filtro.

El algoritmo que consideramos es conocido como RLS (Recursive Least Squares

algorithm), pues para optimizar el proceso opera de forma recursiva. A diferencia
de antes, el tamano de la senal sera finito pero D-dimensional.

Ahora nuestra ecuacion de estado sera:

oL AF 0 0 | Tk,
| | 0 A2 0 T3
0 0 Mz ..

xy 0 0 .. A7 | Lwh

Como vemos, ahora el error del modelo es nulo.

Ahora escribimos la ecuacion de observacién. Sean Z, las observaciones en el
tiempo k, entonces la ecuacion que las relaciona con el vector X es:
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1
Tk,

2
Ly,

Zk:[ht hi—y ... ht7D+1i| + Uk

D
L
En este caso el vector error es vy, y es gaussiano de media zero y con matriz de
varianzas-covarianzas la identidad.

Como hemos hecho hasta ahora, utilizaremos el filtro de Kalman para estimar
el vector de variables X que es cambiante con el tiempo. Establezcamos los datos
de nuestro problema. Consideraremos D = 32, A = 0,99. De igual forma que en el
problema anterior, la tnica condicién que impondremos a los coeficientes ¢; es que
sigan una distribucién gaussiana. Por ultimo inicializaremos la matriz de covarianza
Pojo como la matriz identidad.

Para programar este algoritmo usaremos, de nuevo, Matlab. Los resultados que
nos muestra son los siguientes:

Filtro adaptativa: RLS

Q@

coeficientes del filtro
[
T
1

0 5 10 15 20 25 30 35
numero de coeficientes

3.4. Estimacion del PIB mensual
Uno de los indicadores econémicos mas importantes en la descripcion de la eco-
nomia de un pais es el PIB. El PIB se define como la suma de los bienes y servicios

producidos por un pais en un cierto espacio de tiempo, que puede ser mensual,
trimestral, anual...
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La primera publicacién de los datos oficiales del PIB es trimestral, es decir, los
primeros datos que se publican son del total de la produccion en tres meses. Sin em-
bargo, hay que tener en cuenta que la frecuencia de un modelo sera, como minimo,
igual que la del indicador menos frecuente. Es por esto que la publicacion de los
datos del PIB trimestralmente puede ser un inconveniente para un estudio econémi-
co, pues el PIB supone una gran fuente de informacion de la que no quisiéramos
prescindir en un anélisis cuantitativo de menor frecuencia a la trimestral. Asi pues,
el objetivo de nuestro ejemplo sera interpolar los datos trimestrales del PIB para
lograr una estimacion del PIB mensual. La ventaja del filtro de Kalman en esta
interpolacién es que nos permite anadir observaciones conforme estas van llegando.

Para elaborar nuestros modelos deberemos tener en cuenta distintos factores: la
estacionareidad e integracién de las variables -una variable es integrada si se puede
expresar mediante un modelo autorregresivo- o la necesidad de incluir series relacio-
nadas -esto es la necesidad de incorporar indicadores externos cuya correlaciéon con
el PIB sea muy elevada y que a su vez sean publicados con una frecuencia superior
a 3 meses-.

Antes de continuar aclaremos que entendemos por modelo autorregresivo. Un
modelo es autorregresivo si la variable de salida establece una relacién lineal con sus
propios valores anteriores. Formalizando, diremos que que un modelo autorregresivo
se define como:

p
Xp=a+ Z BXp—i
=1

El valor p sera el orden del modelo.

En los modelos que expondremos consideraremos que las variables son integradas
de orden igual o superior a 1 -es decir, que se pueden escribir siguiendo un modelo
autorregresivo-. Si no fuera asi no aplicariamos el filtro de Kalman y harfamos las
estimaciones a partir de deducciones y calculos. Siempre bajo la hipotesis de mo-
delo autorregresivo, desarrollaremos dos modelos: en uno de ellos incluiremos series
relacionadas y en el otro no.

3.4.1. Rasgos generales del modelo

Antes de entrar en la formulacion de cada modelo, veamos los rasgos mas genera-
les. Recordemos que en el filtro de Kalman necesitamos una ecuaciéon de transicion,
que formula la evolucion de la variable de estado, y la ecuacién de observaciones,
que relaciona los datos de las observaciones con la variable de estado.

X1 = Fip Xy + CpUy + wigq
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La primera es la ecuacion de transicion y la segunda la ecuacion de observacion.
Tenemos el vector de estados X;, € R?, dado que se refiere a los datos del PIB
mensual, que agruparemos de 3 en 3 ya que los datos conocidos son los del PIB
trimestral. El hecho de definir este vector de variables como dimensién 3, nos per-
mitird imponer restricciones como que la suma de todos los componentes del vector
sea igual al PIB trimestral publicado. Con esta restriccién ya tendremos definida
la ecuacién de observaciones y dado que la suma de los 3 meses debe ser exacta-
mente el dato trimestral del PIB nos desaparecera el término del error vy. Por otro
lado, las variables Uy y U,; se refieren a las series relacionadas. Por ultimo tene-
mos los términos de error wy y v, que siguen una distribucién normal de media
0 y con matriz de covarianzas Q y R respectivamente. Los términos de error no
estan correlacionados entre ellos. Asi pues, necesitaremos estimar los coeficientes de
las matrices Fy, Cy, Hy y Ax. Las estimaciones que elegiremos seran aquellas que
maximicen la funcién de maxima verosimilitud, es decir, aquellos coeficientes que
hagan maxima la densidad. A partir de ahora consideraremos que estas matrices
son invariantes en el tiempo.

Con todo lo descrito hasta ahora ya tenemos el modelo general para la estimacién
del PIB mensual, en caso de incorporar series relacionadas este es:

X1 = Fip Xy + CpUy + Wit

Z, = Hp Xy + AU,

Y en caso de no incluir series relacionadas, la forma general del modelo es:
X1 = FrpXp + wig1

Zy = Hip X,

3.4.2. Estimacion maxima verosimilitud

Recordemos brevemente como maximizar la funcién de méaxima verosimilitud de
una variable X = (z1,...,x,) en funcion de pardmetros a;. Sea f(x;;ay,...,ax) la
funcion de densidad de la variable z;, y al ser ésta independiente de las n variables
restantes, la funcién de densidad de la variable X serd [[;_, f(zs; a1, ..., ax) y quere-
mos los a; que hagan maximo el valor de esta funciéon. Para mayor simplicidad en
los calculos, podemos maximizar In ([ [, f(zi; a1, ...,ax)) = Yoy In f(z;aq, ..., ag).

Encontremos la formula general para la estimacion de las matrices. Supondre-
mos que el PIB trimestral sigue una distribucién normal: 7, ~ N (Hka|k_1 +
AkU,;, Hy,Pyj—1H}), donde la matriz P es la matriz del error del filtro de Kalman.
Recordemos que, si tenemos una variable Y ~ N (u,0?), entonces su funcién de

densidad es
1 _ (y—w?

fr(y) = me 27
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Antes ya hemos dicho que, para simplicidad de los calculos, maximizariamos el
logaritmo de la funcién de densidad de Z = (Z1, ..., Z3,.). Si consideramos n el total
de meses que estimaremos, dado que Z solo contiene los datos trimestrales, el vector
Z serd de tamano n/3. Por lo tanto, al calcular la densidad conjunta del vector Z
tendremos:

n/3 n/3 n/3

In Hfzi(z) Zzln(fzi(?«“))ZZ(—ln(\/ﬁ)—1n(\/HkPk|k71Hk)—

i=1

B (7 — HeXpp—1 — AkU];)2)

2Hy Pyjp—1Hy
Ahora, dado que la matriz P hace referencia a la matriz de errores del filtro, apli-
camos la ecuacion de proyeccion del filtro de Kalman para esta matriz, y anadimos

también la ecuacion de transicién para la variable Xj ;. Suponemos que las ma-
trices permanecen invariantes con el tiempo.

n/3
= Z (— In(2m) - 0 (H(FP_ o F! o+ QH') —

(Z - H(FXk_1|k_1 + CU) - 14{],)2 .
2H(F Py Ft + Q)H

n/3

1
_ —% In(27) — 5 ; (In(H(FPy-yjp-1 F' + Q)H)) —
——nZ/B H(F Xy 1p—1+CU) — AU’)Z
; H(FPy_ g F'+Q)H

Asi pues, para cada modelo deberemos maximizar esta funcién y asi hallar los co-
eficientes de las matrices desconocidas F, C, Q, H, A.

3.4.3. Modelo autorregresivo sin series relacionadas

Ahora entremos a detallar cada modelo. El primer modelo que consideraremos
serd integrado de orden 1 y sin incorporar series relacionadas. Dado que, en este
caso, suponemos que el PIB mensual es una variable integrada de orden 1, y a partir
de lo expuesto en el anexo acerca la diferenciacién, podemos escribir la ecuacién de
transicién como:

Az = aAx,_1 + wy

donde wy, es el término del error que sigue una distribucién normal y con matriz de

covarianzas

2.0
o

o
Q=0 o
0

o O

0 2

Q
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Y por la definicién de A podemos reescribir esta ecuacion con orden 2:
zp = (1 4+ a)rp_1 — axp_o + wi

Anteriormente hemos dicho que considerariamos un vector que incluyera los tres me-
ses que forman un trimestre, y por lo tanto, tomaremos el vector X = (x, Tp_1, Tx_2)-
Escribimos la ecuacién anterior en forma matricial y obtenemos:

Tht1 1+a —a O Ty 1 00 W1
Tk = 1 0 0 Tr—1 + 0 00 Wi
Th—1 0 1 0 Tr—2 0 0O Wik—1

Ahora consideremos el vector z = (0,0, z3, ..., 0,0, z3;, ..) que contiene las obser-
vaciones del PIB trimestral. Por ello solo tendran valor las componentes multiples
de 3, y estas coincidirdan con la suma de las componentes del vector X. Asi pues,
tendremos:

Tk
[1 1 1} Tho1 cuando 3|k
= Tp—2
0 en caso contrario

Con esto ya tenemos formulada la ecuacion de las observaciones. Por lo tanto,
los tinicos coeficientes que tendremos que estimar por maxima verosimilitud seran
a y 0. Una vez calculados estos valores aplicaremos filtro de Kalman para encontrar
finalmente la estimacion del PIB mensual. Tal y como hemos visto hasta ahora, las
ecuaciones del modelo a las que aplicaremos Kalman seréan:

Thi1 1+4a —a O Ty, 1 0 0Of |wrs
T | = 1 0 0] |2g—1| +1]0 0O O Wy,
Tl—1 0 1 0 Tp—9 0 0 0 Wik—1

Tk

=11 1] [z

\ Tk—2

Por la complejidad y laboriosidad al programar todo este proceso -lo hemos he-
cho en los anteriores ejemplos maés sencillos- cogeremos los resultados obtenidos
por otras investigaciones y asi veremos que conclusiones podemos obtener aplican-
do el filtro de Kalman a estos modelos. En el anexo incorporamos los resultados
numéricos. Veamos aqui los graficos que nos resultan.
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El estudio comprende el periodo que va entre enero de 1983 y diciembre de 2002
en Uruguay. Los puntos se refieren a cada trimestre. Es evidente el caracter oscila-
torio de estos datos. Pero, en definitiva, esta técnica nos ha permitido interpolar los
datos trimestrales del PIB obteniendo asi datos mensuales, que era nuestro objetivo
inicial.

3.4.4. Modelo autorregresivo con series relacionadas

Centrémonos ahora en el segundo modelo, el cual se diferenciara respecto al pri-
mero en que este si incorporara series relacionadas. Dado que volvemos a suponer
que se puede corregir, mediante la diferenciacion, la no estacionareidad de los datos,
de forma que logramos escribir el PIB mensual de forma autorregresiva, las ecuacio-
nes de este segundo modelo seran iguales que las del primero, pero con la diferencia
de que esta vez se incorpora el término C U}, por la presencia de series relacionadas.
Asi pues, como incorporamos esta informacién externa? Podemos suponer que la
serie relacionada mantiene una relacion lineal con el PIB mensual, es decir, que
podemos escribir X = U + s, donde X es el PIB mensual, U se refiere a la serie
relacionada y s es el término del error.

Como consecuencia, también el PIB trimestral admite esta relacion lineal: solo
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debemos multiplicar esta ecuacién por la matriz
1110 00 ..000

D 0 001 1 1
O 000 ..00 111

Por lo tanto, la ecuaciéon nos queda como:
DX =DUB + s

Renombrando las variables: o
X=Up+s5s
donde X hace referencia al PIB trimestral. Algunos de los indicadores externos que

nos aportarian informaciéon altamente relacionada con el PIB son: la produccién
industrial, el total de exportaciones, los indices de empleo...
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4. Extensiones del filtro de Kalman

Ahora planteamos el filtro de Kalman desde un enfoque bayesiano, es decir, va-
lorando que las observaciones Z; afectan al estado de nuestra variable X. Esto es
equivalente a decir que profundizaremos en el filtro de Kalman como una herra-
mienta de propagacién de la densidad de X condicionada a las observaciones Z;.
Veamos qué queremos decir con esto.

En una aproximacion bayesiana del filtro de Kalman, el objetivo es construir el
estado de una variable en base a toda la informaciéon previa conocida. Tal y como
hemos estado viendo, si notamos X como el estado de la variable X en el instante
k, entonces, este quedara supeditado a las observaciones tomadas hasta el instante
k. Es decir, la probabilidad de X} dependera de las medicionaes Z;,7 = 1, ..., k. Esto
se traduce en una densidad de probabilidad condicional: fx, |z, z (%|z1, ..., z;). En
esta densidad queda recogida toda la informacién disponible acerca de X, e indica
la probabilidad de X de alcanzar un determinado estado en el instante k en funcién
de las observaciones tomadas.

El filtro de Kalman se encarga de la propagacion de esta funcién de densidad,
y lo hace de forma recursiva, pues a medida que avanzamos en el tiempo vamos
conociendo nuevas observaciones que podemos incorporar sin reformular el modelo.
Como ya habiamos comentado, esta es una de las grandes ventajas del filtro de
Kalman, pues no es necesario almacenar toda la informacién que nos llega ya que
no reprocesamos el modelo con cada dato nuevo que nos llega.

Bajo este enfoque bayesiano, y aplicando el teorema del mismo nombre, tenemos:

P(Z"| Xy) P(X|Z)

P(Xk’Zk) = P(zk’Zk—l)

Como aclaracién de notacién decir que P(Xy|Zy) se refiere a la probabilidad de Xj,
conociendo el conjunto de observaciones Z*. Esta es la base de la solucién bayesiana
optima.

Hasta ahora hemos trabajado bajo la hipétesis de linealidad del modelo: la ecua-
cién de transicion es lineal (X1 = Fp Xy + wy), asi como la relacién entre las
observaciones y el estimador (Z; = Hy X}, + vy). Estos sistemas son muy deseables,
ya que la teoria que disponemos para trabajar con ellos es mas amplia y su comple-
jidad menor. Ahora consideraremos el caso en que estas ecuaciones no son lineales,
es decir, trabajamos con:

{Xk-',-l = f( Xk, wy)
Zk = h(X ks Uk)

donde f o h (o ambas) no son lineales. Cuando estas funciones no pueden ser escritas
de forma lineal, tal y como hemos venido haciendo hasta ahora, una solucién pasa
por la linealizacién local mediante la derivacion. En esto se basa el filtro de Kalman
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extendido: ahora haremos que Py, |z, siga una distribucion gaussiana -hipétesis im-
prescindible a lo largo de todo el trabajo- que dependa de funciones linealizadas.
Estas linealizaciones que fundamentaran el filtro de Kalman extendido seran de or-
den 1.

Una mejora a este filtro de Kalman extendido llega con el filtro de Kalman Uns-
cented, pues no nos basamos en la linealizacion, sino en la transformacion unscented,
que propaga la media y la covarianza con mayor precisiéon (de orden 3, a diferencia
del filtro de Kalman extendido que lo hacia a orden 1), es decir, aproxima mejor
la no linearidad. Esto es importante porque una distribuciéon gaussiana queda de-
terminada solo con los primeros dos momentos de la distribucién. Si tenemos una
transformacién no lineal Y = ¢(X), lo que haremos en este filtro es seleccionar
cuidadosamente un conjunto de puntos del vector X cuya media y covarianza seran
conocidas. A estos le aplicaremos directamente la funcién no lineal. La media y
covarianza resultantes de la transformacion seran un buen estimador de la media y
covarianza de Y. En definitiva, con esto lo que conseguimos es calcular los primeros
momentos de la densidad de probabilidad de una variable gaussiana Y que resulta
de aplicar una transformacién no lineal g.

Sin embargo, hasta ahora hemos visto como el filtro de Kalman se construye alre-
dedor de la hipétesis fundamental de que el estado sigue una distribucién gaussiana.
Pero qué pasa si no es asi? El filtro de particulas proporciona una buena solucién.
El filtro de particulas es otro filtro bayesiano recursivo basado en el método de
Monte Carlo. Lo que hara es recoger un conjunto de muestras (particulas) a las que
asociara unos pesos en funcion de como estas se ajustan a la funcién de densidad.
Ahora entramos en mayor detalle de cada una de estas extensiones.

4.1. Filtro de Kalman extendido

Hasta ahora hemos trabajado bajo la hipétesis de linealidad del modelo: la ecua-
cién de transicion es lineal (X1 = Fp Xy + wy), asi como la relacién entre las
observaciones y el estimador (Z; = Hy X + vi). De nuevo consideramos el modelo:

{Xk+1 = f( Xk, wy)
Zk = h(Xk7Uk)

con las hipétesis tipicas de gaussianidad y ruido blanco, y donde f o h (o ambas)
no son lineales. En este punto trabajamos con el filtro de Kalman extendido, que
no hara mas que utilizar una aproximacion lineal de la funcién. Asi pues, la tinica
condicién sobre f y h es que sean funciones diferenciables.

En esta hipétesis no lineal, como actualizamos en observacién la matriz de cova-
rianza del error? Es decir, cudl es la relacién entre la matriz Py y Pyr—17 Al no
tratarse de un sistema lineal no podemos multiplicar por la matriz de f y/o g. Por
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eso consideraremos su matriz jacobiana, es decir, definimos:

of , _ oh

FL=— -
F a’tk’ F 8$k

Entonces, las ecuaciones de Kalman para la matriz de covarianza seran:
e Actualizacién por prediccion

Peiae = B P Bl + Qk

donde @), es la matriz de covarianza del vector de aletoriedad wy.
e Actualizacién por observacién

Py = (I — Ky Hy,) Py

donde la ganancia de Kalman se definira analogamente a los sistemas lineales pero

con las jacobianas. Esto es:

—1
Ky, = Pup—1Hy, (HiPyp—1 H + Ry)

donde Ry es la matriz de covarianza del vector de aletoriedad v, Por lo que respecta
a la actualizacion de la variable X, el procedimiento serda el mismo que en el caso

lineal, pero usando las funciones f y h:
e Actualizacion por prediccién:

Xk+1|k =f (kac;wk)

e Actualizacién por observacién: Esto sera igual que en el caso lineal pero conside-

rando la aplicacién h no lineal. Asi pues nos queda:

Xk|k = Xk\k—l + Ky, (Zk - h(Xka—la Uk))

donde K} es la ganancia de Kalman, ya definida en la actualizacién por prediccién.

-1
Ky = Pk|k—1HkT (Hkpk|k—1HkT + VkRkaT)

Con esto ya hemos definido todas las iteraciones cuando el modelo viene definido
por un sistema no lineal al que aplicamos FKE (Filtro de Kalman extendido).

4.2. Filtro de Kalman Unscented
4.2.1. Transformacién unscented

Consideramos el mismo modelo que en el caso anterior

{XkJrl = f( Xk, wr)
Zy = h( Xy, vy)
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bajo las hipétesis tipicas de gaussianidad y ruido blanco. De nuevo suponemos que
o f o h (o ambas) no son lineales.

Como hemos dicho este filtro constituye una mejor aproximacién de la no linea-
ridad. Si consideramos una transformacién no lineal Y = g(.X) seleccionaremos un
conjunto de puntos de X del que conoceremos toda la informacién acerca la varian-
cia y la media. Una vez transformados estos puntos directamente por el sistema no
lineal, obtendremos la variancia y la media de Y con una precisiéon de hasta tercer
orden. Veamos como debemos elegir estos puntos y cual serd el algoritmo.

Asumimos que X € R” es de media X y con matriz de covarianzas Px. Para
seleccionar el conjunto de puntos construiremos una matriz M € M, donde:

Mi:7+(\/m> = 1..n

Mi:7_<\/(n+A)Px>' , i=n4+1,..n

con A = a*(n+ k) —n:

a se refiere a la desviacién de los puntos alrededor de la media X. Normal-
mente adopta un valor pequeno (por ejemplo 1 x 1073), y nunca superior a 1.
k es un parametro al que solemos otorgar el valor 0.

( (n+ /\)PX> ~se refiere a la fila i-ésima de la matriz de covarianzas

A cada uno de estos puntos se le asigna un peso A;. Estos se encuentran mediante
el siguiente algoritmo:
Ai=1/2(n+N))

Ahora transformamos cada uno de estos puntos mediante la funciéon g. Sea N la
matriz homéloga a M pero con la variable Y, entonces: N; = g(M;) i = 1,...,.2n.

Y ahora ya podemos encontrar la media y la covarianza de esta variable Y.

2n

2n
Py =) AN =Y)(N; = Y)!
i=1
Ahora veamos porque el Filtro de Kalman Unscented se fundamenta en esta trans-
formacion.
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4.2.2. Filtro de Kalman Unscented

Ahora generalizamos la transformaciéon unscented para definir el Filtro de Kal-
man Unscented (FKU).

Tomamos como condiciones iniciales

Xo = E[Xy]

Py = E[(Xo — Xo)(Xo — Xo)']

Ahora extendemos el vector de estado de forma que incorpore también los rudios. Es
decir, tomamos X = [X/wivl]. Ahora aplicaremos la transformacién que acabamos
de explicar a este vector, de forma que su correspondiente matriz es M.
Siguiendo con las condiciones iniciales, establiremos:

Xa = [X, 00]"
Fy = E[(X5 = Xo") (X5 — Xo)'
Calculamos el conjunto de puntos propios de la transformacién. Seran:

My = [ X3 XG 1/ (n+ )‘)PI?—J

Las ecuaciones de actualizacién por prediccion serdn:

Mijfkq = f(leip Mlg)q)
2n

Xifk—1 = Z AiMﬁqk—l
i=1

2n
Pyjp—1 = ZAZ’[MZ(];Ugfl - Xk\k—l][MZi|k71 — Xppp—1)f
i1

Nijp-1 = b1, Mi_y)

2n
Yij—1 = E AiN; pjk—1
=1

Las ecuaciones de actualizaciéon por observacién seran:
Primero definimos:

2n
Py v = Z AilN;ii—1 = Yir—1] [Nigje—1 — Yije—1)'
i=1

2n
Pg v = Z Ai[M; k-1 — Xipe—1][Nike—1 — Yape—1]"
=1
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Entonces, las férmulas de actualizacién son:
_ p. . p-1
K - PXk»Yka/k,?k
Xk = Xipp—1 + K(Ye — Y1)
Py = Pyp—1 — KPy,_ 3 K*

donde X = [X' w' of], M* = [(M*)" (M")’ (Mn)t}t

4.3. Filtro de particulas

Hasta ahora hemos trabajado bajo la hipdtesis de estado gaussiano. Cémo pode-
mos resolverlo cuando esta hipotesis no se cumple? En estos casos la mejor solucién
la proporciona el filtro de particulas, la cual se basa en el método de Monte Carlo.

4.3.1. Método de Montecarlo

El método de Montecarlo se encarga de resolver problemas que no tienen una
solucién estrictamente numérica o analitica, sino que tienen un fuerte componente
aleatorio. Este método resolvera el problema mediante la simulacion de la variable
aleatoria y recogiendo las muestras obtenidas.

4.3.2. Filtro de particulas

En el filtro de particulas recogemos un conjunto de muestras (particulas) a las
cuales asignaremos unos valores (pesos). Las particulas representan muestras del es-
pacio de estado mientras que los pesos seran indicadores de la importancia que cada
una de estas particulas adquiere. El objetivo es aproximar una funcién de densidad
a partir de las particulas y con el uso de ecuaciones de recurrencia bayesana, que se
derivan del teorema de Bayes. Mas formalmente, podemos decir que el objetivo es
estimar la funcién de densidad de probabilidad P(X.|Z*), es decir, el estado en el
instante k del vector X conociendo el conjunto de observaciones Z*. Diferenciamos
cuatro etapas: inicializacion, actualizacion, estimacion y prediccion.

En la inicializacion recogemos un conjunto de puntos que son muestras aleatorias
de la variable de estado. En la actualizacion asignamos el peso de cada particula,
en funcién de la similitud entre el estado de la particula y el modelo tedrico. En la
estimacion creamos un nuevo conjunto de particulas que reemplazard al anterior.
Para elegir estos nuevos puntos, tendremos en cuenta los pesos que habiamos atri-
buido a cada particula, por lo que las particulas con mayor peso asociado tendran
una mayor probabilidad de encontrarse en este nuevo conjunto. Por 1ltimo, en la
etapa de prediccién, modificamos levemente el estado de cada particula con tal de
estimar el estado del objeto en la siguiente unidad de tiempo. Volvemos a la etpa
de actualizacion e iremos siguiendo este proceso recursivamente hasta terminar la
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secuencia de datos. Entremos ahora en mayor detalle.
Con el teorema de Bayes lograremos la estimacion de P(X|Z1, ..., Zy) a partir
de la probabilidad condicionada P(Z;, ..., Z|Xy). La férmula nos dice que:

P(Zy, ... Zi) P(Xy)
P(Zy, . Zy)

P(Xy|Zy, ..., Zy) =

Por tanto, lo que haremos es aproximar la densidad a posteriori, y a partir de esta
aproximacién lograremos tener informacion del estado del vector X en el instante

k.

Para menor complejidad del algoritmo nos valdremos de la recursividad, es decir,
queremos lograr una aproximacién de P(X|Z1,...Z;) basandonos solo en la nueva
observacién zj y en la anterior densidad a posteriori P(Xy_1|Z1, ..., Zx_1). Por esto
consideraremos al filtro de particulas un filtro bayesiano recursivo.

Tal y como hemos estado viendo en los algoritmos desarrollados hasta ahora,
podemos diferenciar entre ecuaciones de prediccién y de actualizacién. La ecuacion
de prediccién P(Xy|Z;_1) la deduciremos a partir de la ecuacién de Chapman-
Kolmogorov, por la cual tenemos:

P(Xe|Zor) = / P(Xe| X 1) (X1 Zo1)d X

n

En concreto, la predicciéon depende de la ultima densidad a posteriori estimada
P(Xk_1|Zk_1) y del modelo, mas concretamente de la ecuacién de transicion.

Ahora nos fijamos en la ecuacion de actualizacién. Para formularla nos volvemos
a fijar en el teorema de Bayes, aplicaindolo de forma que, por recursividad, logremos
la dependencia solo respecto la observacion immediatamente anterior. Asi pues, nos
queda:
(P(Z| X3) P(Xi| Zk-1)
P(Zi|Z5 )

P<Xk’Z17 ) Zk) =

Hemos dicho que la aproximacion de la funcion de densidad dependera de las
muestras aleatorias tomadas y de sus respectivos pesos. El tnico inconveniente a
esta técnica es la gran cantidad de muestras que pueden llegar a ser necesarias para
obtener una estimacion fiable. Este problema de recogida de muestras, las cuales
conoceremos como particulas, se solucionara con el método de Montecarlo.

La técnica de Montecarlo nos permite obtener las muestras aleatorias para apro-
ximar la funciéon de densidad de probabilidad, ante la imposibilidad de hacerlo
analiticamente. Sin embargo, hay veces que no es posible recoger muestras de la
funcién de probabilidad P(x) que queremos. Para solucionarlo tendremos que de-
finir una nueva funcién de probabilidad @(x) de forma que esta no se anule en
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los puntos en que P(z) no lo hace. Esta es la tnica condicién que impondremos a
la nueva funcién Q(z). Una vez recogidas las muestras aleatorias de Q deberemos
corregir el error introducido al no usar la funcién P que debiamos. Aqui es donde
intervendran los pesos. Es evidente que las muestras de Q(x) estardn concentradas
en la region de Q con mayor probabilidad. Para ello definiremos

_ P(z)
Q)
Con esto lograremos compensar la cantidad de veces que una muestra aparece en

Q(z) por la cantidad de veces que deberia aparecer en P(x). Esto es lo que cono-
ceremos como muestreo por importancia.

Finalmente, la funcién de probabilidad quedard aproximada como:

donde < 29, w® > coni = 1,...N, siendo N el niimero de muestras. Y donde 6, ()
se refiere a la delta de Dirac centrada en () -es una funcién con valor infinito para
x = 2% y con valor 0 para cualquier otro valor de x. Su integral de — inf a + inf es 1.
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5. ANEXO

A

Cddigo tracking en C

include jstdio.h;,
include jstdlib.hy,
include jmath.hy,

double** prodMatriu (double **A | double **B, int filA, int colA, int colB)
double **res
; double suma = 0;
int 1, j, k;
res = (double**)calloc(filA, sizeof(double*));

for(i = 0; 1 jfilA; ++i) res[i] = (double*)calloc(colB, sizeof(double));
for(i = 0; 1 jfilA; ++i)

for(j = 0; j jcolB; +-+j)

for(k = 0; k jcolA; ++k)

suma = suma + Al[i][k] * B[k][j];
resli|[j] = suma;
suma = 0;

return res;

int main(void)
int n=>50; //n son las iteraciones
int i, j, t;
double **nouP, **aux, **Kalmangain, **P, **F, **H, **Ftrans;
double *nouX, *Z, *X;
FILE *entrada, *sortidal, *sortida2, *sortida3, *sortida4, *sortida5, *sortida6, *sor-
tida7, *sortida8, *sortida9, *sortidalO;
char fiEnt[30];
printf(Com es diu el fitxer d’entrada?”);

scanf(char Pred [| = "prediccions.txt”;
charvPred[] = "prediccions,el.tzt”;
charaPred|[] =" prediccions,cc.txt”;
charEst || = "estimadors.txt”;
charvEst || = "estimadors,el.txt”;
charaFEst || = " estimadors,cc.tzt”;
charObs [| = " observacions.txt”;
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charvObs || =" observacions,el.txt”;
charaObs || = " observacions,cc.taxt”;
charVar || = "matriu,ariances.tzt”;
entrada = fopen(fiEnt,” ”)
sortidal = fopen(Pred,” w”);
sortida2 = fopen(Est,”w”);
sortida3 = fopen(Obs,” w”);
sortida4 = fopen(Var,”w”);
sortidab = fopen(vPred,”w”);
sortida6 = fopen(aPred,”w");

sortida7 = fopen(vEst,”w”);

sortida8 = fopen(aEst,”w”");

sortida9 = fopen(vObs,” w”);

sortidal0 = fopen(aObs,”w”);

P = (double * x)calloc(3, sizeof (doublex));

F = (double * x)calloc(3, sizeo f (doublex));

H = (double  x)calloc(3, sizeo f (doublex));

Ftrans = (double x x)calloc(3, sizeo f (doublex));

aux = (double * x)calloc(3, sizeo f(doublex));

nouP = (double * x)calloc(3, sizeof(doublex));

Z = (doublex)calloc(3, sizeof (double));

Kalmangain = (double x x)calloc(3, sizeo f (doublex));

X = (doublex)calloc(3, sizeof (double));

nouX = (doublex)calloc(3, sizeo f (double));

for(i =0;i < 3; ++41) F[i] = (doublex)calloc(3, sizeof(double)); Ftrans|i] = (doublex)calloc(3, sizeo

P[1][0] = P[O][1] = 20;

P2)[0] = P[0][2] = 1;

P11} = 4;

P[1][2] = P2][1] = 0,2;

P[2][2] = 0,01;

Flo][0] = F[0][1] = F[1][1] = F[1][2] = F[2][2] = 1;

F0][2] = 0,5;

F1][0] = F[2][0] = F[2][1] = 0;

HI0][0] = H[1][1] = H[2][2] = 1;

HI0][1] = H[1][0] = H[1][2] = H[2][1] = H[2][0] = H[0][2] = 0;
Ftrans|0][1] = Ftrans|0][2] = Ftrans[1][2] = 0;

Ftrans|0][0] = Ftrans[1][0] = Ftrans[1][1] = Ftrans[2][1] = Ftrans[2][2] = 1;
Ftrans|2][0] = 0,5;

X|[0] = 100;

X[1] = 20;

X[2]=3

for(t = 1;t <= n; ++t)aux = prodMatriu(F, P, 3,3, 3); nouP = prodM atriu(auz, Ftrans, 3,3, 3);
return0;
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A.2. Entrada observaciones en tracking

130 23 3
150 25 2.5
172 27 2
193 28 1.6
208 28.7 1
223 30 1.7
250 32 2
280 34 2
307 35.8 2
340 38 2
380 40 2.4
415 43 2.7
460 45 2
505 47 2
5955 48 1.5
610 49 1
660 50 0.7
710 51 0.5
760 51.1 0.4
815 51.3 0.2
870 51 0
920510
97051 0
1020 51 0
1080 52 0.5
1135 53 0.5
1190 53 0.5
1250 54 0.7
1300 55 0.7
1360 56 0.8
1420 57 0.9
1480 58 1
1540 59 1
1600 60 1
1657 61 1
1710 61 0.7
1770 62 1
1830 63 1
1900 63 1
1970 63.7 1
2030 64 1
2100 65 1
2170 67 1.5
2228 68 1.5
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2300 70 1.7
237571 1.7
2440 72 1.7
251074 1.9
2590 76 2
2668 78 2
2735 80 2
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A.3. Prediccion de la posicién

1 1.215000e+-02

2 1.493339e+02

3 1.766648e+-02

4 2.051128e+02

5 2.342713e+02

6 2.629698e+02

7 2.916064e+02

8 3.221956e+02

9 3.548641e+02

10 3.889750e+02
11 4.251119e+02
12 4.637941e+4-02
13 5.043723e+02
14 5.476201e+02
15 5.932262¢+02
16 6.412655e+02
17 6.917660e+02
18 7.439487e+02
19 7.975437e+02
20 8.522600e+02
21 9.082164e+-02
22 9.651307e+02
23 1.022452e4-03
24 1.080046e4-03
25 1.137802e+03
26 1.196332¢+-03
27 1.255274e4-03
28 1.314550e+-03
29 1.374452e+03
30 1.434382e4-03
31 1.494940e+03
32 1.556109e+03
33 1.617883e+-03
34 1.680254e+03
35 1.743216e+03
36 1.806609¢+-03
37 1.870176e+03
38 1.934287e4-03
39 1.998941e+03
40 2.064571e+03
41 2.131128e+-03
42 2.198075e+-03
43 2.265887e+-03
44 2.334597e+-03
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45 2.403649e+-03
46 2.473751e+-03
47 2.545021e+-03
48 2.616995e+-03
49 2.689941e+-03
50 2.764327e4-03
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A.4. Prediccion en la velocidad

1 2.300000e+-01

2 2.600000e+01

3 2.856564e+01

4 3.085900e+01

5 3.275057e+01

6 3.426581e+01

7 3.574789e+01

8 3.734446e+01

9 3.902031e+01

10 4.073010e+01
11 4.250852e+01
12 4.436040e+01
13 4.639474e+01
14 4.841703e+01
15 5.042986e+01
16 5.230854e+01
17 5.403591e+01
18 5.561472e+01
19 5.705510e+01
20 5.830689¢+-01
21 5.939156e+01
22 6.028580e+-01
23 6.103680e+-01
24 6.166481e+01
25 6.218683e+-01
26 6.271070e+-01
27 6.323756e+-01
28 6.370874e+-01
29 6.420098e+-01
30 6.471285e+-01
31 6.524868e+-01
32 6.581210e+01
33 6.640616e+-01
34 6.702808e+-01
35 6.767542e+4-01
36 6.834597¢e+-01
37 6.897177e+01
38 6.962189%¢e+-01
39 7.029436e+-01
40 7.093876e+01
41 7.159071e+-01
42 7.223066e+-01
43 7.289209e+01
44 7.364259e+01
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45 7.442954e+01
46 7.530368e+-01
47 7.621361e+01
48 7.715600e+01
49 7.818002e+-01
50 7.928360e+-01
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A.5. Prediccidon en la aceleracion

1 3.000000e+-00
2 3.000000e+00
3 2.855215e+-00
4 2.656728e+00
5 2.450236e+00
6 2.203732e+00
7 2.127516e+00
8 2.110046e+-00
9 2.096214e+00
10 2.085004e+00
11 2.075746e+00
12 2.108980e+-00
13 2.166314e+-00
14 2.150971e+-00
15 2.137670e+00
16 2.083832e+00
17 1.995872e+00
18 1.894507e+-00
19 1.789123e+00
20 1.687489¢4-00
21 1.581927e+-00
22 1.472851e+-00
23 1.374030e+-00
24 1.284198e+-00
25 1.202285e4-00
26 1.158531e+-00
27 1.118415e4-00
28 1.081544e4-00
29 1.059261e+00
30 1.038691e+-00
31 1.025282e4-00
32 1.018372e+-00
33 1.017377e+4-00
34 1.016451e4-00
35 1.015589¢4-00
36 1.014785e+-00
37 9.988015¢-01
38 9.988614e-01
39 9.989176e-01
40 9.989702e-01
41 9.990196e-01
42 9.990659¢-01
43 9.991096e-01
44 1.022208e+-00
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45 1.043971e+-00
46 1.073497e+00
47 1.101365e+-00
48 1.127691e+-00
49 1.161278e+-00
50 1.197357e+-00
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A.6. Estimacion en la posicion

1 1.248339¢e+-02

2 1.495268e+-02

3 1.755822e+-02

4 2.027459e+-02

9 2.298059e+02

6 2.569223e+02

7 2.859062e+02

8 3.168919e+-02

9 3.492874e+02

10 3.836413e+02
11 4.204882e+02
12 4.590607e+-02
13 5.002785e+02
14 5.438652e+02
15 5.899988e+02
16 6.387281e+02
17 6.892813e+02
18 7.413832e+02
19 7.947969e+02
20 8.496158e+-02
21 9.055813e+02
22 9.621027e+02
23 1.019023e+-03
24 1.076216e+03
25 1.134200e4-03
26 1.192596e+-03
27 1.251382e+-03
28 1.310780e+-03
29 1.370189e+03
30 1.430204e4-03
31 1.490807e+03
32 1.551985e+-03
33 1.613734e+4-03
34 1.676049¢4-03
35 1.738770e+-03
36 1.801703e+03
37 1.865165e+-03
38 1.929146e4-03
39 1.994132e+03
40 2.060037e+03
41 2.126343e+-03
42 2.193494e+-03
43 2.261465e+03
44 2.329741e+03
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45 2.398984e+-03
46 2.469358e+-03
47 2.540403e+03
48 2.612342e+03
49 2.685642¢+-03
50 2.760227e4-03
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A.7. Estimacion en la velocidad

1 2.300000e+-01

2 2.571043e+01

3 2.820227e+01

4 3.030033e+01

5 3.206207e+01

6 3.362038e+01

7 3.523442e+01

8 3.692409e+01

9 3.864510e+01

10 4.043278e+01
11 4.225142e+01
12 4.422843e+01
13 4.626606e+01
14 4.829219e+01
15 5.022471e+01
16 5.204003e+01
17 5.372021e+01
18 5.526598e+01
19 5.661940e+01
20 5.780964e+-01
21 5.881295e+01
22 5.966277e+4-01
23 6.038061e+-01
24 6.098455e+01
25 6.155217e+4-01
26 6.211915e+01
27 6.262719e+-01
28 6.314172e+-01
29 6.367416e+01
30 6.422340e+-01
31 6.479373e+-01
32 6.538878e+-01
33 6.601163e+-01
34 6.665983e+-01
35 6.733118e+-01
36 6.797296e+-01
37 6.862303e+-01
38 6.929544e+-01
39 6.993979e+-01
40 7.059169e+01
41 7.123159e+01
42 7.189298e+01
43 7.262038e+-01
44 7.338557e+-01
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45 7.423018e+-01
46 7.511224e+01
47 7.602830e+01
48 7.701874e+01
49 7.808624e+-01
50 7.922897e+-01
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A.8. Estimacion en la aceleracion

1 3.000000e+-00
2 2.855215e+-00
3 2.656728e+-00
4 2.450236e+00
5 2.203732e+00
6 2.127516e+00
7 2.110046e+00
8 2.096214e+-00
9 2.085004e+00
10 2.075746e+00
11 2.108980e+00
12 2.166314e+-00
13 2.150971e+-00
14 2.137670e+00
15 2.083832e+00
16 1.995872e+00
17 1.894507e+00
18 1.789123e+00
19 1.687489e+00
20 1.581927e+-00
21 1.472851e+-00
22 1.374030e+-00
23 1.284198e+-00
24 1.202285e4-00
25 1.158531e+00
26 1.118415e4-00
27 1.081544e+-00
28 1.059261e+00
29 1.038691e4-00
30 1.025282¢e+-00
31 1.018372e+-00
32 1.017377e+00
33 1.016451e+-00
34 1.015589¢4-00
35 1.014785e4-00
36 9.988015¢-01
37 9.988614e-01
38 9.989176e-01
39 9.989702¢-01
40 9.990196e-01
41 9.990659¢-01
42 9.991096e-01
43 1.022208e+-00
44 1.043971e+4-00
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45 1.073497e+00
46 1.101365e+-00
47 1.127691e+4-00
48 1.161278e+00
49 1.197357e+-00
50 1.231519e+00
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B

Kalman en Matlab (para estimacién del canal y RLS)

function [ m,, P,| = kalmangilter(m,1, P,1,y,, F,, Qn, Hp, Ry,)
mpynl = F, xm,1;
Pl =F,xP,1xF. +Qy;
Sp=H,x P,nl*H + R,;
K, = PnlxH /Sy;
my, = mynl + K, * (y, — Hp * mynl);
P,=PFPnl—-K,*xH,*xP,nl;
end
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C

Cddigo para aplicacién 3.2. en Matlab

alpha = [0.85; 1.001; -0.95]
F,, = diag(alpha);
sigma, = 0,1;
Q. = sigma? * eye(3);
h = randn(501,1);
sigma, = 0,1;
R, = sigmai;

x (1:3,1) = randn (3,1) ;
m (1:3,1)= x (1:3,1) ;
P (1:3,1:3,1) = eye (3);

forn = 2 : 500,

vpsigmag * randn(3,1);
x(1:3,n)=F,*xx(1:3,n—1)+vy,;

H,=h(n+1:1:n—-1,1)
wy, = sigmay * randn(1,1);
Yn = H, +x(1:3,n) + wpy;

m (1:3,n) , P (1:3,1:3,n)] = kalman ilter(m(1:3,n — 1),
P(]- : 371 : 37n - 1)7yn7Fn7Qn7Hn7Rn);
End
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D

Cddigo para aplicacién 3.3. en Matlab

D = 32;
lambda = 0,99 ;
F, = 1/sqrt(lambda);
Q. = zeros(D, D);
h =10 * randn(500 + D — 2, 1);
sigma, = 1;
R, = sigmai;

x (1:D,1) = firl (D-1, 0,5);
m (1:D,1) zeros ( D,1);
P (1: D,1:D,1) = eye (D) ;
forn = 2 : 500,
x( 1:Dn) =F,xz(1: D,n—1);
H,=h(n+D—-2:—-1:n—1,1);
w —n = sigma — y * randn(1,1);
Yo = Hyxx(1: D,n) + wpy;
[m(1:D,n) ,P(1:D,1:D,n)] = kalman ilter(m(1: D,n — 1),

P(1:D,1:D,n—1),y,, Fn,Qn, Hy, —Ry);
End
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E

Salida estimacion mensual del PIB Uruguay

Mes PBI Mes PBI Mes PBI Mes PBI
M1 83 e022.191 M1 88 T3618.642 M1 93 20554 858 i1 93 9a710.894
M2 33 G0022.191 M2 88 81389.073 M2 93 87976.57 M2 88 113374.51
M3 23 E0022.191 M3 &8 63686.115 M393 75245 454 M358 ST087.87E
M4 &3 G0022.191 M4 88 78186.758 M4£93 85968622 M488 109119.5
M5 23 g0022.19 MS 28 64784 438 M593 T6058.584| M598 B8756.434
MG 83 6007987 Mo a8 724311585 M693 TG2G6 522 M6 S8 100263.02
M7 83 G044 417 MT &8 54520.812 MT &3 75251051 MT 93 8327 .596
M3 33 6O07T.185 Mg 828 T1832.001 M3 %3 Tee0.106 M2 98 99358.904
M9 83 CEO65. 137 Mo 88 70007608 M993 24208 2259 MOL9E 100940.51
M10 83 | 59274039 M1083 | 72570.861| M1093 | 81101924 M1098 | 101572.69
M1183 | 57140.021] M1188 | 70201.755 M1193 B4608.838] M1198 | 100883.39
M12 83 | 71553.888) M1238 831052 | M1283 | 85032743 M1288 | 118355.82
M1 24 50435.39%( M189 73083915 M1 94 B7B27.919| M1 99 104788.79
W2 84 TO711. 737 M2 &9 o246, 167 W2 G4 94487.027 Mz 99 115480.62
M3 &4 55554.377 M3 859 54160825 M3 G4 T5157.685 M3 9% 92383.512
M4 24 68558.183 M4 89 79255 865 W4 94 L0680 692 [dd4 S 111381.65
M5 34 56539.325| MS589 65312754 M594 76333.5633| M599 §3822 .45
M5 84 £5195.51 Mg 85 73954 951 M5 94 90630.511 M& 599 103128.68
M7 84 5523761 M7 &9 §5212.033| M7 94 TI500.804| M7 59 932688 521
WMa &4 58895.741 ME 2% 73202 744 WS G4 00543 601 ME 9% 102333.54
Ma 54 53805.741 ME 8% 73282 744 ME 94 80643.601 WS 9% 102383094
M3 24 575944 0687 Mg 8% T0124.352 WS 594 27944 758 WS 95 05762
M10 84 | 592555 M10859 | 73817307 M1094 | 91191.813| M10939 | 10245187
M11 84 | 58043402 M1188% | 70404088 M1194 | 88190708 M1199 | 97192.953
M12 84 | 6B941.974| M1289 | 84232388 M1294 | 10084798 M1299 | 115759.64
W1 35 G0607.374 M1 90 73345 135 M1 G5 S0906.554 k1 00 101036.08
M2 &5 63210686 MW290 33408.058) M295 10009497 M2 00 114544 43
M3 85 58565.901 M3 50 643259859 M3 95 S1325.304 M3 00 &8653.013
M4 85 67132263 M&80 80349 795 M495 05845098 M£00 110290.91
M5 85 59310867 M5S0 66001.791 M5 95 82500897 WM500 90291.934
MG 85 ET418.621 WM& S0 70320.332| M695 93249.381 W& 00 95000.664
M7 35 57545.873 M7 80 54738 062 MY G5 o2068.73 W7 00 201595 438
WM& 35 7428259 M3 90 69897 562 W385 g2463.1 Wa 00 94435518
M9 35 55450.526 WS 90 T4552 590 M9 G5 23357191 MG 00 93274.979
M10 85 | 57682111 M10380 7193589 M10 95 91731.033| M1000 | 95211.581
M1185 | 583512684 M1190 | 74391.834| M1195 83991.451 M1100 | 93421.881
M12 85 | T2754.052| M1Z290 | 28648523 M1Z85 105026.56 M1200 | 110517.59
M1 86 62154082 M1® 7902233 W1 96 8805276 M1M 97451.932
M2 85 T1950.42) M2 91 BECGRL 204 M258 10374091 Mz M 108952872
M3 36 SO86T 12T M3 91 53804 553 M3 & TrasT. ros I3 01 &8037.436
M4 26 TO252.248 W4 91 31688.973 W4 86 00756614 W4 01 106316.35
ME 25 COT2%.471 MS 91 85155.174] M558 79518.479] M504 00345194
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M5 85
MG 55
M7 86
Ma 86
MG 56
K10 86
W11 26
M12 86
M1 a7
M2 &7
M3 87
4 87
M5 87
MG 87
M7 &7
M3 87
M3 87
W10 &7
W11 &7
M12 &7

SET25.471
6:5840.905
59545778
60364385
66218 265
66536621
66243 321
TO2FT 165
69455544
T8535.506
6:5413.808
T65594.508
oGz260.244
T1615.365
65910632
T1183.274
TOegT.407

T1877.22
F0978.195
52036606

M5 81

MG 1

M7 &1

M 81

M5 81

K10 51
K11 91
W12 81
M1 82
M2 92
M3 &2
Ma 92
M5 82
MG 92
M7 82
M3 82
WS 92
M10 92
W11 52
M1z 52

65155.174
T3562.704
64674918
73258.219

T4553.54
T4558.083
T4587.581
G678 227
Tolhe2.833
BrofF. 381
66676199
44110.005
675596689
Fr235.028
67691.111
TE512.143

Fresz2.07
TB308.5975
Ti914.405

oooh4. 78

M5 &6
ME 96
M7 596
ME 96
M5 96
W10 546
M11 96
W12 56
M1 97
M2 97
M3 87
4 97
M3 97
MG 97
M7 87
Ma 87
Ma 97
M10 87
M11 97
M1z &7

78516.479
90455.283
To504.144
88535838
§3147.0583
52234138
§3077.943
107534.06
S5831.713
10672722
83357225
102415.95
g4801.053
10212388
86297.796
100825.16

GaZgd 34
101640.05
G4827 959

1145762

MS 01

hig 01

W7 01

Ke 01

g 01

W10 01
M11 01
M1z 01
M1 02
Mz 02
M3 02
M4 02
M5 02
Mg 02
M7 o2
Me 02
Mg 02
M10 02
M11 02
M1z 02

50345154
§3015.27
63353.61
§2665.50

g7oZ4.428
5213936

46151.252

104518.01

91745.840

1035%20.35

BE8TT. 147

101625.11

83065.625

974585122

30247 255

55754.6064

77342134

3267.331

f3543.357

100516.32
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F

Esperanza condicionada

Sea (€2, F, P) un espacio de probabilidad y consideremos dos variables aleatorias
discretas X,Y entonces,

E(X|Y =y) ZxP =z|Y =y) (suponemos P(Y =y) > 0)

y podemos definir, a partir de aqui, la variable
EXY)(w) =EX]Y =y), siY(w) =y
o lo que es lo mismo

E(X[Y) =) EX|Y =y)ly—y

Y

Sea ahora A € F (suponemos P(A) > 0)
E(X|A) : Z rP(X = z|A),

consideremos la o-dlgebra generada por un particién, (A;), de Q, llamémosle A,
esto es A = {0, Q, U;A;, }, podemos ahora definir la variable aleatoria

E(X|A)(w) =E(X|A;), siw € A;,
o equivalentemente

E(X|A) = ZE X|A)1

Notemos que E(X|.A) es una variable aleatoria A-medible:
E(X|A) ' (z) = 4; € Asi 2z = E(X]A),

ademads para todo A € A

B(X14) = B (B(XA)1,).
En efecto, si tomamos A = A;

E(X]A)14 =E(X]|A4)14,,
de manera que

E(E(X|A)14) = E(E(X]|A:)14,) = E(X]|A;) P(A)
= pr — z|A;)P(A))

- pr =z, A) =E(X1,4).
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Esto sugiere la siguiente definiciéon general. Consideremos una variable aleatoria in-
tegrable X y sea A una o-dlgebra contenida en F, definimos la esperanza condicio-
nada de X dado A a un variable aleatoria, digamos Z, con las siguientes propiedades

i) Z es A-medible
i1) Paratodo A€ A, E(Z1,4) =E(X1,4).

Se puede demostrar que tal variable siempre existe y es Unica casi seguramente.

Propiedades

1

\)

4.

5

Linealidad: E(aX + bY|A) = aE(X|A) + DE(Y|A), a,b € R.
E(E(X|A)) = E(X). Basta tomar A = ) en 7).

Si X y A son independientes E(X|A) = E(X). De hecho la constante E(X) es
trivialmente A-medible, y para todo A € A, tenemos E(X1,4) = E(X)E(14) =
E(E(X)14).

Si X es A-medible, entonces E(X|A) = X. Trivial a partir de la definicién.

Si Y esta acotada y es A-medible, entonces E(Y X|A) = YE(X|.A). De hecho
la variable aleatoria YIE(X|.A) es integrable any .A-measurable, y para todo
A € A tenemos

E(E(X|A)Y14) = E(XY1y),

donde la igualdad se sigue de i) y del teorema de convergencia dominada. Esta
propiedad significa que las variables A-medibles se comportan como constan-
tes y pueden ser factorizadas fuera de la esperanza condicionada con respecto
a A. Esta propiedad es cierta siempre que E(]XY|) < oo. En particular si
X, Y € L*(Q).

En particular si X,Y € L?(Q), por la propiedad anterior con A = Q, tenemos
que si Y es A-medible X —E(X|A) es ortogonal a Y :

E((X — E(X|A))Y) = E(XY) — (E(X|A)Y) = 0,

(Propiedad de torre) Dadas dos o-algebras B C A, entonces E(E(X|A)|B) =
E(X|B). En efecto, sea
B € B,

tenemos que ver que

E(E(X|A)1p) =E(X1p),
pero como B C A, B € Ay la igualdad es cierta por definicién de E(X|.A).
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