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Abstract

In this work we study the Hopf map from the 3-sphere S® to the 2-sphere S2.
We review some properties of the higher homotopy groups of spaces and prove that
the Hopf map is a generator of m3(S?).

As an introduction to stable homotopy theory, we prove the Freudenthal suspen-
sion theorem for the spheres and explain why the first stable homotopy group 7}
is isomorphic to Z/27Z. In order to prove it we use the Pontryagin-Thom construc-
tion, a result that relates the homotopy groups of spheres with framed cobordism
classes of framed manifolds. Our goal is to understand geometrically why the class
represented by the Hopf map has infinite order in m3(S?) but its suspensions have
order 2 in m,41(S™) for n > 2.

Resumen

En este trabajo se estudia la aplicacién de Hopf de la 3-esfera S® a la 2-esfera
S2. Se describen algunas propiedades de los grupos de homotopia de los espacios y
se demuestra que la clase de la aplicacién de Hopf genera el grupo m3(S?).

Como introduccion a la teoria de homotopia estable, se demuestra el teorema
de suspensién de Freudenthal para las esferas y se deduce que el primer grupo
de homotopia estable 7% es isomorfo a Z/27Z. Para ello se utiliza la construccién
de Pontryagin-Thom, un resultado que relaciona los grupos de homotopia de las
esferas con las clases de cobordismo de variedades diferenciables con referencias.
El objetivo del trabajo es entender geométricamente por qué la aplicacién de Hopf
tiene orden infinito en m3(S?) pero sus suspensiones tienen orden 2 m,.1(S™) para
n > 2.
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Introducciéon

Los grupos de homotopia de las esferas clasifican las aplicaciones continuas entre
esferas médulo homotopia. La determinacion de estos grupos es un problema del
ambito de la topologia algebraica muy complejo y a dia de hoy no estan todos
determinados. Como muestra, veamos la siguiente tabla de grupos de homotopia de
las esferas:

Ty | TTg | T3 | T4 | T Tg
SY'Z 0o |0 [0 [0 |O
S*\0 |Z |Z |Zy| Zsy | Zyo
S350 |0 |Z |Zy| Zsy | Zyo
SY10 [0 |0 |Z |Zy] 2
S°10 |0 |0 |0 |Z |Z
S¢1o0 |0 |0 [0 |0 |Z

Algunos patrones se empiezan a mostrar; por ejemplo el més visible es que bajo
la diagonal todos los grupos son nulos. También se puede ver en la diagonal que
T, (S™) es siempre Z. Veamos algunos grupos de orden mayor:

7 UK 9 710 11 | T12 13 T14 15
St1o 0 0 0 0 0 0 0 0
52 ZQ ZQ Zg 215 ZQ (ZQ)Q Zlg X Z2 ZB4 X (ZQ)2 (22)2
S3 | Zsy Zo Zs s Zo (Zg)2 Zig X iy | Zigs X (Zg)2 (22)2
ST Z X Zys (Zz)2 (Zz)2 Tigy X L3 | Lys | Lo (Zz)3 Lo X Lng X Ly | Zigy X (Z2)5
S| Zy YN Ty Ty Ly | Zsg Ly (Z2)3 Ty X Ly
SG ZQ ZQ ZQ4 0 Z Zg ZGO Zg4 X Zg (Zg)d
57 Z ZQ ZQ 224 0 0 Zg Zlgo (22)3
SE10 Z Zo Zo Zoy | O 0 Zs 7 X Lo

Aqui la distribucién se vuelve més difusa. De estas tablas uno empieza a hacerse
una idea sobre lo complicado que puede ser determinar estos grupos.

En el afio 1931, Heinz Hopf publicé Uber die Abbildungen der dreidimensiona-
len Sphare auf die Kugelflache. En este articulo Hopf introdujo el fibrado de Hopf,
una aplicacion de la 3-esfera a la 2-esfera, y vio que su clase de homotopia tiene
orden infinito en m3(S?%). De hecho, cuando Hopf escribié este articulo los grupos de
homotopia no estaban definidos todavia. Fue en el afio 1932 que Eduard Cech defi-
nio los grupos de homotopia de orden mayor que 1 en el articulo Hoherdimensionale
Homotopiegruppen.

Entonces ya se sabia que el grupo de homologia de dimensién 1 es el abelianizado
del grupo fundamental, por lo que el primer grupo de homologia de un espacio nos
da menos informacion sobre un espacio topologico que el grupo fundamental. Como
los grupos de homotopia de orden mayor son abelianos, pasaron desapercibidos en
un principio, ya que entonces se esperaban nuevas construcciones no abelianas. En
el ano 1934, Witold Hurewicz recuper6 los grupos de homotopia y demostro resul-
tados sustanciales entorno a estos en las publicaciones Beitrage zur Topologie der



Deformationen I. Héherdimensionale Homotopiegruppen; II. Homotopie und Homo-
logiegruppen. Esto hizo que los grupos de homotopia de orden mayor despertasen el
interés de otros matematicos.

En 1937, Hans Freudenthal, discipulo de Hopf, introdujo la suspensién de un
espacio topoldgico y la suspension de una aplicaciéon continua en su publicacion
Uber die Klassen der Sphirenabbildungen. De este modo construyé morfismos de
grupos E: m, . 1(S™) = Tuike1(S™) y demostré que estos son epimorfismos para
n > k y monomorfismos para n > k + 1. Este resultado se conoce como el teorema
de suspensién de Freudenthal y supuso un gran avance en el estudio de los grupos
de homotopia de las esferas. En esa publicacién también demostré que m4(S?) es
isomorfo Z/2Z y, como consecuencia del teorema de suspension, m,1(S") = Z/27
para n > 3.

Del teorema de suspension de Freudenthal se dedujo que, fijado k, los grupos de
homotopia 7, x(S™) estabilizan para n suficientemente grande, es decir, son todos
isomorfos. Al grupo en el que estabilizan se le llama k-ésimo grupo de homotopia
estable.

El objetivo del primer capitulo de este trabajo es definir el fibrado de Hopf y ver
una propiedad caracteristica de sus fibras: todas estan enlazadas.

Otro concepto fundamental del trabajo, posterior a la definicion del fibrado de
Hopf, es la nocién de fibrado. El desarrollo de este tema involucré a matematicos
como Herbert Seifert, Jacques Feldbau, Hassler Whitney, Norman Steenrod, Jean-
Pierre Serre y el mismo Hopf. En el segundo capitulo introduciremos la nocién de
fibrado y los grupos de homotopia relativos, y en particular los grupos de homotopia.
Luego veremos que los fibrados cumplen la propiedad de elevacion de homotopias
para los cubos, un resultado fundamental para el trabajo. Como consecuencia de
esta propiedad veremos que el fibrado de Hopf genera m3(S?).

El objetivo final del trabajo es entender por qué el fibrado de Hopf pasa a tener
orden 2 al suspenderlo. Para ello usaremos la construccion de Pontryagin-Thom.
Esta construccion nos relacionara los grupos de homotopia de las esferas con la
teoria de cobordismo y en este contexto daremos una demostracién del teorema de
suspensién de Freudenthal para aplicaciones entre esferas.

Una vez demostrado el teorema de suspension, introduciremos el J;-morfismo,
un morfismo de grupos entre el grupo fundamental del grupo de las rotaciones
SO(n) y el grupo de homotopia 7,1(S™). Veremos que este morfismo es de hecho
un isomorfismo y de ahi se deducira que m,41(S™) es isomorfo a Z/2Z para n > 2.
Ademads, este morfismo nos dard una perspectiva geométrica para entender por
qué el fibrado de Hopf tiene orden infinito en 73(5?) y pasa a tener orden dos al
suspenderlo.



1. El fibrado de Hopf

Definiremos el fibrado de Hopf como la aplicacién cociente al espacio de orbitas
respecto de una accion, por lo que antes de definirlo necesitamos establecer ciertos
resultados entorno a las acciones de grupo sobre espacios topolédgicos.

1.1. Acciones de grupos sobre espacios topologicos

Sea X un espacio topoldgico. Denotaremos por Aut(X) el grupo de los homeo-
morfismos X — X.

Definicién 1.1. Sean GG un grupo y X un espacio topoldgico. Una accion de G
sobre X es un morfismo de grupos

¢: G — Aut(X).
Dados x € X y g € G denotaremos g - x := ¢(g)(x).

Definicién 1.2. Sea ¢: G — Aut(X) una accién de G sobre X y sea x € X. La
orbita de x es el conjunto
Gz :={g-z|geG}.

Dada una accion de G sobre X podemos definir la relacion

r~y <= z€QGy.

La relacion ~ es de equivalencia. Llamaremos espacio de drbitas al espacio co-
ciente respecto a esta relacién y lo denotaremos por X/G.

Lema 1.3. Sean X un espacio topologico y G un grupo que actia sobre X. La
aplicacion cociente X — X/G es una aplicacion abierta.

Demostracion: Sea U C X un abierto. Por definicion de la topologia cociente,
V' = q(U) es abierto si, y solo si, ¢~ !(V') es abierto. Como los homeomorfismos son
aplicaciones abiertas,

¢'V)=g-U

geG

es unién de abiertos. Por lo tanto ¢~! (V) es abierto. O

Definicién 1.4. Un grupo topologico es un espacio topoldgico de Hausdorff con
estructura de grupo tal que la aplicacion G x G — G definida como

(9,h) — gh™!

es continua.

De hecho, esta definicién es equivalente a que la multiplicacién e inversién sean
aplicaciones continuas.



Definicién 1.5. Sea G un grupo topoldgico y X un espacio topoldgico tal que
G actia sobre X. Se dice que la accién es continua si la aplicacion G x X — X
definida como

(g,2) = g-x
es una aplicacion continua.
Sean X e Y dos espacios topoldgicos, ~ una relacion de equivalencia en X y ¢
la aplicacién cociente. Si f: X — Y es una aplicacién continua tal que para todos
los x,y € X con z ~ y se cumple f(z) = f(y), entonces existe una tinica aplicacién

continua f: (X/ ~) = Y tal que f = fogq. En este caso diremos que f es compatible
con q.

Lema 1.6. Sean G1,Gs grupos y X un espacio topologico tal que G X Go actia
sobre X . Entonces se inducen acciones de Gy y G sobre X y se cumple:

1. Eziste una accion natural de Gy en X/Gj.

2. 81 Gy y Gy son grupos topologicos y G1 X Go actia sobre X de forma continua,
entonces G actia de forma continua en X/Gs.

Demostracion: 1. La accién de GGy sobre X se define como

g-x:=(g,1)-x
y la accién de G5 sobre X como

h-xz:=(1,h)- .
Sean [z] € X/Gs y g € G;. Definimos

g-l2]=lg-a].

Veamos que la accion estd bien definida. Supongamos que [x] = [y]. Entonces
existe h € Gotalquex =h-yy

gx=g-(h-y)=(g9,1)-(Lh) -y=(g9,h) - y=h-(g-y).

Por lo tanto [g-z] = [g-y]. Todo g € Gy induce un homeomorfismo ¢: X — X
y una biyeccién ¢: X/Gy — X/Go. Sea q: X — X /G5 la aplicacién cociente.
Entonces go¢: X — X /G5 es una aplicacién continua compatible con q. Como
1 oq=qo ¢, se deduce que 1 es continua. Aplicando el mismo argumento a
1)~ obtenemos que esta es continua y por lo tanto 1) es homeomorfismo.

2. Laaplicacién a: G; x X — X definida como a(g, z) = g-x es continua porque
es restriccion de G x Gy x X — X, que es continua por hipétesis. Definimos
f: Gy x X = Gy x (X/Gy) como f = (Id, q). Asi f es continua porque Id y
q lo son. Ademas como las dos son abiertas, f es abierta.

Consideramos la accién de Gy sobre G; x X definida como h-(g,z) = (g, h-x).
Sea r la aplicacion cociente. Tenemos que f es compatible con r. Por lo tanto
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existe una unica ¢: (G1 x X)/Go — G x (X/G3) continua tal que f = ¢or.
De hecho ¢ es la aplicacion [g, z] — (g, [z]) biyectiva con inversa (g, [z])
lg,z]. Un abierto de (G; x X)/Gs es la imagen de un abierto de Gy x X
por r. Por conmutatividad ¢ es una aplicacién abierta y por lo tanto es un
homeomorfismo.

La aplicacién goa es continua y compatible con 7, por lo que existe una tnica
1 tal que ¥ or = ¢ o a. Componiendo con ¢! tenemos que la aplicacién
T: Gy x (X/Gs) — X/Gy definida como T(g, [z]) = [g - ] es continua y el
siguiente diagrama conmuta:

X
/ \
Gy x X SN G x (¥,) T, X,

o T
\ 3!‘15: -QP//,/
1 -7
1 -7

(G1 x X)/Gz

Esto concluye la demostracion. U

Lema 1.7. Sean Gy y Gy grupos y X un espacio topologico tal que G X Gy actia
sobre X. Entonces X/(G1 x G3) es homeomorfo a (X/G1)/Gs y la aplicacion co-
ciente

X—)X/(Gl X GQ)

factoriza por X/Gy de forma inica.

Demostracion: Veamos que tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

q1
X ——— %%,

a2 ¢ 2
L// ¢12
x, T > X/G
/G1 X Gg “o - I/G
P2

Sean q1: X — X/G1, q2: X/G1 — (X/G1)/Ga, q12: X — X/(G1xG2) las aplicacio-
nes cociente. Como gy0¢; es compatible con ¢i9, existe una tinica ¢12: X/(G1xGs) —
(X/G1) /Gy continua tal que ¢120q12 = ga0¢1. Como ¢p2 es compatible con ¢y, existe
una unica ¢1: X/G; — X/(G1 x G3) tal que ¢ 0 ¢ = g12. Como ¢; es compatible
con ¢y existe una tnica ¢o: (X/G1)/Gy — X/(G1 x G3) tal que ¢1 = ¢2 0 ga. Co-
mo ¢12 v ¢o son continuas y una inversa de la otra, (X/G;)/G2 es homeomorfo a

X/(G1 X GQ) ]



1.2. Definicién del fibrado de Hopf

Para definir el fibrado de Hopf consideremos la accién de C* sobre C3 := C? \

{(0,0)} definida como

¢: C — Aut(CP)
w —> ((z1,22) — (w21, w2s)).

Esta accién es continua y como el grupo multiplicativo C* es isomorfo a Ryy x S*
podemos considerar la accién ¢ de R+ sobre CZ inducida por ¢:

’(/)Z R>0 — AUt(C(Q))
x> ((z1,22) = (x21,222)).

En este contexto, la recta proyectiva compleja CP! es el espacio de érbitas res-
pecto a la accién ¢. Por otra parte, CP' es homeomorfo a la compactificacién de
Alexandroff del plano complejo C mediante la aplicacion [(z1, 22)] — Zsizn#FOy

[(2,0)] — oo para todo z € C. Por lo tanto CP' = §2,

También definimos la 3-esfera compleja S como el espacio de drbitas respecto
a la accién 9. Si pensamos CZ% como el conjunto de los vectores no nulos de R*, las
orbitas de la accién 1 son semirrectas desde el origen. Intuitivamente, el espacio de
érbitas son las direcciones en R*, es decir, vectores no nulos médulo proporcionalidad
positiva. Si tomamos como representante de cada clase el tinico vector unitario en
la direccién, cada clase determina un punto de la esfera S® y, reciprocamente, cada
punto de S?® determina una direccién en R*. De hecho esta correspondencia define
un homeomorfismo entre S% y S2 de la siguiente manera:

Proposicién 1.8. La aplicacion

@ : S8 — 52
(x,y,2,t) — [(z+ iy, z +it)]

es un homeomorfismo.

Demostracion: Sean R3 = R*\ {0}, i: S* — R} la inclusién, r: C3 — S2 la
aplicacién cociente y ¢: R* — C? dado por @(x,vy,2,t) = (z + iy, z + it). Sea
¢o = ¢lps. Entonces ¢g es un homeomorfismo; por lo tanto ¢ = 10 g oi es
continua.

Consideremos ahora
f: C: — S8
T o ! <ﬁ> .
La aplicacion f es continua y compatible con r, y por lo tanto existe una tunica

aplicaciéon ¢ ~': S3 — S continua tal que ¢! or = f y esta es la inversa de . Por
lo tanto ¢ es homeomorfismo. O



Definicién 1.9. Sean ¢; y ¢ las aplicaciones cociente respecto a las acciones ¢ y
¢ respectivamente. El fibrado de Hopf es la tnica aplicacién continua (dada por el
Lema 1.7) n: S — CP' que hace que el siguiente diagrama conmute:

C3
VAN

S8 ", CP

Definido asi, el fibrado de Hopf es la aplicacién cociente de la S*-accién sobre S
y por lo tanto sus fibras son érbitas. Tomando [z; : 2] € CP! con |z |? + |2|? = 1
podemos parametrizar la fibra sobre [z; : 23] en S? como

0 e : 2] = {(e2, € z) | t € [0,2r]} = S

Las fibras son todas homeomorfas a S'. Ademds, como 7 es aplicacién cociente
respecto a una accién, 7 es exhaustiva, continua y abierta.

1.3. Enlace de las fibras

En este apartado veremos una propiedad caracteristica del fibrado de Hopf, y es
que dos fibras cualesquiera estan enlazadas. Empezamos definiendo el concepto de
enlace de dos curvas en S3.

Definicién 1.10. Llamaremos n-enlace en S a n embeddings fi,..., f, de S! en
S3 tales que f1(S'), ..., f,(S') son disjuntas. Diremos que dos n-enlaces fi, ..., fn,
g1,-...gn en S® son equivalentes si existe un homeomorfismo h: S? — S3 tal que

gu=hofi,....9, =ho f,.

Definicién 1.11. Un enlace en S® = R? U {oo} es trivial si es equivalente a n
embeddings disjuntos de S en R? x {0}.

Definicién 1.12. Diremos que dos embeddings de S* en S® estdn enlazados si el
enlace que forman no es trivial.

Lema 1.13. Sea fi1, fo un 2-enlace en S3. Si [fi] € m (S \ f2(S')) no es trivial,
entonces f1, fo estdn enlazados.

Demostracién: Si f1, f2 no estuviesen enlazados existiria un homeomorfismo ¢: S —
S3 tal que ¢o fi, do fy serfa un enlace trivial. Entonces se inducirfa un isomorfismo
entre los grupos fundamentales

¢« mi(S7\ f2(S1)) = m((S7\ £2(51))).

Como ¢ o f; es hométopa a constante en S?\ ¢o f2(S?), ¢.([f1]) es trivial, y esto
contradice que [fi] € m(S?\ f2(S!)) no es trivial. O



Veamos que dos fibras cualesquiera del fibrado de Hopf estan enlazadas:
Podemos parametrizar las fibras sobre [0 : 1] y [1 : 0] como

op: [0,1] — S oy [0,1] — S?
t  +—— (cos2mt,sin2nt,0,0), t (0,0, cos27t,sin 27t).

Consideremos la proyeccién estereografica

(2 53\{<1707070)} — R°
(x,y,z,1) — (y 2t

l—2x? 1—2’ 171) :

Como ¢ es homeomorfismo, @y = ¢[gs\4, ([0,1]) s un homeomorfismo sobre su imagen
y por lo tanto se induce un isomorfismo entre los grupos fundamentales m(S® \

1([0,1]) y m(R*\ ¢(01([0,1])), p(02(0))). Ademss
p(S*\ a1([0,1])) =R*\ {(2,0,0) | = € R},
©(02([0,1])) = {(0,cost,sint) | t € [0,27]}.

Como R?\ {(0,0)} ~ S* es retracto de deformacién de R*\ {(z,0,0) | € R} y
[¢ 0 9] es un generador de su grupo fundamental, tenemos que [¢ o 03] es no nulo
y, en conclusién, las fibras sobre [0 : 1] y [1 : 0] estdn enlazadas.

Para ver que el resto de fibras estan enlazadas veremos que todos los 2-enlaces
formados por dos fibras son equivalentes al enlace de las fibras sobre [0 : 1] y [1 : 0].

CD—»<|>

Consideremos la accién de G'Ly(C) sobre C?. Como los homeomorfismos induci-
dos por G'Ly(C) son lineales, esta accién desciende de forma natural a CP' y S2.
Ademads para todo g € GLy(C) tenemos que g - n(z1,22) = n(g - (21, 22)). Sean
[21 1 20], [w1 : wy] € CP! arbitrarios. Si consideramos g € G'Ly(C) definida como

(A& Wy
g - 29 Wy ’
entonces el homeomorfismo que induce en CP' cumple que g - [1 : 0] = [z1, 2] ¥
g-[0: 1] = [wy : wy). Por lo tanto, el homeomorfismo inducido en S envia las fibras
sobre [1 : 0] y [0 : 1] a las fibras sobre [z : 23] v [w1, ws] respectivamente. Puesto

que sabemos que las fibras sobre [1: 0] y [0 : 1] estdn enlazadas, concluimos que las
fibras sobre 21 : 23] y [w1, wo] también lo estédn.

8



El fibrado de Hopf nos da una descripcion interesante de la 3-esfera como unién
disjunta de circunferencias enlazados entre si. Tomando las parametrizaciones de
las fibras que hemos dado antes y componiendo con la proyeccién estereografica se
puede ver la disposicién de las fibras del fibrado de Hopf en R3.

Las siguientes imagenes ilustran la posicion de algunas de las fibras del fibrado de
Hopf. En la primera se ven las fibras correspondientes a los puntos de una espiral que
empieza en el polo sur y acaba en el ecuador dando cuatro vueltas. En la segunda
vemos las fibras sobre un paralelo de la esfera. La ltima imagen corresponde a las
fibras sobre una parte de un meridiano en el hemisferio inferior.

Figura 1: Algunas familias de fibras del fibrado de Hopf vistas en R3 mediante la
proyeccion estereografica



2. El fibrado de Hopf y m3(S?)

Primero comprobaremos que el fibrado de Hopf es un fibrado y veremos que todo
fibrado cumple la propiedad de elevacién de homotopias para los cubos I™. Luego
veremos que a todo fibrado se le puede asociar una sucesién exacta y de ahi se
deducira que la clase de homotopia de 1 genera m3(S?) = Z. Empecemos definiendo
qué es un fibrado.

Definicién 2.1. Un fibrado es una terna (E, B, F') de espacios topoldgicos y una
aplicacion continua y exhaustiva p: F — B localmente trivial; es decir, para todo
x € B existe un entorno U C B de x tal que existe un homeomorfismo ¢: p~*(U) —
U x F'y el siguiente diagrama conmuta:

p(U) 2= UxF

S

U

En este caso decimos que U es un entorno trivializante y o es una trivializacion
local. Dado un fibrado (F, B, F, p) decimos que B es el espacio base, E es el espacio
total y F' es la fibra.

Veamos que el fibrado de Hopf es un fibrado. Ya hemos visto que 7 es continua
y exhaustiva. Consideremos los abiertos

U, = {[21 : 22] S (C]P)l ’ 21 % 0}, U; = {[21 : 22] S CPI ‘ 29 7é O}

Tenemos que CP' = U; U U,. Definimos las aplicaciones

©; - ’I’]il(Ul) — U,-xSl % []7;><S1 — nil(U)
(z1,2) — (77(21’22)’@_207 (ler  za] €) — (2, 2)2y

Son continuas y ademas
(i 90) (21, 22) = i (21, 22), 1) = 21(2, 2) il = (a1, 22),

(o0 Gi)([21 2], ¢) = 1 (€4(2, 2)pdil) = ([ + 2], ).

Por lo que son homeomorfismos inverso uno del otro. En conclusién 7 es un fibrado.

Definicién 2.2. Dada una aplicacién continua p: £ — B y un espacio topoldgico
X, se dice que (X,p) satisface la propiedad de elevacion de homotopias si para
toda homotopia F': X x I — By toda aplicacion continua Fy: X — FE tal que
F(-,0) = poFy existe una homotopia F': X xI — E tal que F = poF y F(-,0) = Fy.

x_ B g



Proposicion 2.3. Todo fibrado cumple la propiedad de elevacion de homotopias
para los cubos I™.

De hecho a una aplicacién exhaustiva que cumple la propiedad de elevacién de
homotopias para los cubos I" se le llama fibracion de Serre y lo que esta proposicién
nos dice es que todo fibrado es una fibracion de Serre.

Demostracion: Sea (F, B, F,p) un fibrado y

H: I"xI — B
(x,t) — gi(x)

una homotopia. Sea gy : [ — F tal que go = p o go.
Tomamos un recubrimiento abierto {U,} de B con trivializaciones

he :p ' (Uy) — Uy x F.

Como I™ x I es compacto, podemos dividir I™ en cubos C; e I en intervalos
I; = [t;,tj41] tales que H(C; x I;) C U, para cierto a. Por lo tanto es suficiente
demostrar el caso en que H(I™ x I) C U, para cierto .

Veamos primero el caso n = 0. Sea zy = Hy(0) tal que p(zo) = H(0). Sea

2 € F tal que h;'(H(0),2) = xo. Podemos considerar la homotopia H(t) =

ho'((H(t),20)) y esta cumple que po H = H y H(0) = .

Sea Hy tal que po H = H(-,0). Supongamos por induccién sobre n que H
estd construida en las caras I"™ x {0} UdI™ x I y veamos que la podemos extender
a todo I"™ x I. Tenemos que H(I" x {0}y U dI" x I) C p~'(U,). Sea H = h, 0 H =
(Hy, Hs). Sea ¢ una retracciéon I" x I — I™ x {0} U 9I"™ x I. Consideremos la
aplicacion

H: I"x] — U,xF
v (H@), (Hyo0)(@)).

Construida asf tenemos que H = h;' o H cumple H = po H y H(z,0) = Hy(z). O

2.1. Grupos de homotopia relativa

Construiremos una sucesién exacta asociada a un fibrado a partir de una sucesién
exacta construida con grupos de homotopia relativa. Empecemos introduciendo los
grupos de homotopia relativa.

Definicién 2.4. Sea X un espacio topoldgico, A C X un subespacio y xy € A. Se
dice que la terna (X, A, xg) es un par de espacios topoldgicos con punto base xy.

Definicién 2.5. Un esferoide relativo n-dimensional de un par (X, A, xg) es una
aplicacion continua f: I™ — X tal que:

1. f(I"! x {0}) C 4;
2. f(O(I™\ I"t x {0})) = =.
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Definicién 2.6. Dados f y g dos esferoides relativos n-dimensionales de (X, A, zy),
se dice que fy g son homdtopos relativamente en (X, A, xy) si existe una homotopia
H:I"x 1 — X tal que H(-,t) es un esferoide relativo para todo ¢t € I. En el caso
A = {x¢} diremos que f y g son homdtopos en (X, zy).

Denotamos por m,(X, A, xy) el conjunto de clases de homotopia relativa de esfe-
roides relativos n-dimensionales en (X, A, o).

Sean [f],[g] € mn(X, A, x0). Definimos [f] + [g] = [f + g] donde

f(2t, ) si 0<t<3, zel™?

(f +9)t,z) =
g(2t—1,z) si +<t<1, zel" L

Dotado con esta operacion, el conjunto de clases de homotopia relativa de esfe-
roides relativos n-dimensionales es un grupo.

Definicién 2.7. m,(X, A, x¢) es el n-ésimo grupo de homotopia relativa del par
(X, A) con punto base x.

Definicién 2.8. Sean X un espacio topoldgico y xg € X. El n-ésimo grupo de
homotopia de X con punto base xq es el grupo m,(X, zo) := m,(X, xg, o).

En este caso un esferoide relativo n-dimensional envia toda la frontera del cubo
I™ al punto base xy. Si colapsamos la frontera del cubo I"™ a un punto, queda un
espacio homeomorfo a S™. Por lo tanto el n-ésimo grupo de homotopia de X con
punto base es isomorfo al grupo de clases de aplicaciones f: S™ — X que envian
un punto base de S™ a xy médulo homotopia constante en el punto base.

Visto asi, dadas [f], [g] € m. (X, z0), la suma [f] + [g] es la clase de homotopia
de la aplicacion obtenida de contraer el ecuador que pasa por el punto base de S”
obteniendo la unién puntual de dos S™ y componer con f en una de las esferas y g
en la otra.

Figura 2: Suma f + g en mo(X)

Si X es arcoconexo, dados dos puntos base arbitrarios xg,yo € X, los grupos de
homotopia m, (X, x¢) v m,(X, yo) son isomorfos, por lo que en general cuando X sea
arcoconexo omitiremos el punto base en la notacién y escribiremos ,, (X).
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Si n = 1 esta definiciéon coincide con la definicion de grupo fundamental. A
diferencia del grupo fundamental, los grupos de homotopia con n > 1 son siempre
abelianos.

Lema 2.9. (Criterio de compresion) Sea [f] € m,(X, A, zo). Entonces [f] =0
si, y solo si, f es homdtopa relativamente a una aplicacion con imagen contenida
en A.

Demostracion: Si [f] = 0, f es hométopa a la aplicacién constante. Si f tiene la
imagen contenida en A, podemos considerar la homotopia

F: I"xI — X
(z,t) — f(tx).

Por lo tanto, f ~ x,. U

2.2. Sucesion exacta asociada a un fibrado

Sean (X, A,xo) v (Y, B,yo) dos pares de espacios topoldégicos y f: X — Y una
aplicacién continua tal que f(A) C By f(xo) = yo. Entonces se induce un morfismo
de grupos

for m(X, A zg) — (Y, B,yo)
l9] — [foy]

Teorema 2.10. Dado un par de espacios topoldgicos (X, A) con punto base xq se
tiene una sucesion eracta

O (A o)~ (X, m0) L (X, A, 20) —2 a1 (A, zg) — -

2 (X, A o) -5 (A, m0) <5 m (X, 20) 2 m(X, A, 20),
donde 1 y j son los morfismos inducidos por las inclusiones y O estd definida como

D) = [Flimrxqoy)

Demostracion: Del criterio de compresion se deduce que Im i, = Ker j,.

Si [f] € mo(X, A, x0), entonces f define una homotopia f|myoy = flimxgy. Por
lo tanto i.0([f]) = 0. Reciprocamente, si i.[f] = 0 existe una homotopia F' para
[~z y O[F] = [f]. Por lo tanto Im 0 = Keri,.

Si [f] € m(X, 20), entonces O[f] = 0 puesto que f|m-1,(0} = 2. Por lo tanto,
dj. = 0. Ademss, si J[f] = 0 y F es una homotopia f|m.f0y =~ o, podemos
considerar

flz,2t) si 0<t<i zel™,

G(z,t) =
Fz,2t) si $<t<1, zel™,

13



y tenemos que j.[G] = [f], por lo que Ker j, = Im . O

Como consecuencia de la propiedad de elevacién de homotopias de los fibrados
respecto los cubos I™ tenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.11. Sean (E, B, F,p) un fibrado, zo € E y F = p~1(p(xy)). Entonces
pe: (B, Fyx) = mo(B, p(x0)) es un isomorfismo.

Demostracion: Veamos que p, es exhaustiva. Si [f] € 7,(B, p(zo)), podemos pensar
f como una homotopia. Como f|;n-1,(0} = o factoriza por E, existe una elevacién
f de f. Como f(9I") = p(xo), f(OI") C F,y entonces [f] € m,(E,F,x0) con
p([f1) = /1.

Para ver la inyectividad supongamos que p.([fo]) = p«([fi1]). Sea G: I" x I :— B
una homotopia relativa entre pfy y pfi. Consideramos

G:I"x{0,1}Ud(I"\I" ' x {0})) x [ - E

definida en I™ x {0} como fy, en I™ x {1} como f; y como la aplicacién constante
zo en (OI™ \ 1" x {0}) x I. Tenemos que p o G nos da la restriccién de G en
I"x{0,1}Ud(I™\ It x {0}) x I. De la misma forma que en la demostracién de la
propiedad de elevacién de homotopias para los fibrados, podemos extender Gy = fo
a una homotopia G entre fy y f1, por lo que [fo] = [f1] ¥ p« es inyectiva. O

Corolario 2.12. Para todo fibrado (E, B, F,p) existe una sucesion exacta larga

o — T (F) — 1 (B) 25 m0(B) — Tyt (F) — -+ — m(B).

Consideremos ahora la aplicacién p: R — S! definida como p(t) = €. Esta
aplicacion es un fibrado con fibra Z. De la sucesion exacta asociada al fibrado
obtenemos

0=m(Z2) — m(R) — 7,(S*) — 7,_1(Z) =0

para n > 2. Como 7Z es un espacio discreto, sus grupos de homotopia son triviales.
Por lo tanto 7,(S') = m,(R) para n > 2. Como R es contrictil, m,(R) es trivial
para todo n y tenemos que ,(S!) = 0 para n > 2.

De hecho, si se tiene un fibrado p: £ — B con fibra un conjunto discreto, se dice
que E es un espacio recubridor de B y p un recubrimiento. En general si F es un
espacio recubridor de B se cumple que 7, (B) = 7, (F) para n > 2.

Figura 3: Recubrimiento de S por R
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Ademds, veremos més adelante que 7,(S™) = ([Idgn]) = Z, de donde se deduce
el siguiente corolario.

Corolario 2.13. m3(S?) = Z y estd generado por el fibrado de Hopf.

Demostracion: De la sucesion exacta larga asociada a 7 se obtiene el isomorfismo
0 — m3(S3) — m3(5?) — 0

inducido por 7. Por lo tanto 7,[Idgs] = [n] genera m3(S?) = Z. O
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3. El fibrado de Hopf y m,41(S™)

Hemos visto que m3(S?) estd generado por el fibrado de Hopf y es isomorfo al
grupo aditivo de los enteros. En esta secciéon veremos qué relacion hay entre este
grupo y los grupos de homotopia 7,.1(S™). Como hemos comentado antes, los
grupos de homotopia m,(S?) son triviales para n > 2, por lo que m,(S') = 0. Para
ver los casos n > 3 empezamos definiendo la suspensién de un espacio topolégico.

Sea X un espacio topoldgico. Definimos la siguiente relacién de equivalencia en
X xI:
(x,t) ~ (y,t') <= t=t'=0 o t=t=1.

La suspension de X es el espacio topolégico XX := X x I/ ~. Por ejemplo la
suspensién de S™ es L.S™ = Sntl

Y aRYER

=BH86

Figura 4: Suspensién de S*

Dados X e Y dos espacios topoldgicos v f: X — Y una aplicacién continua, se
define la suspension de f como la aplicacién

Sf: UX — XY
[z,1] — [f(2),1].

Ademas dadas f y ¢ dos aplicaciones continuas, si f ~ ¢, entonces X f ~ Yg y
X(f+g) ~2f+ Xgy por lo tanto la suspensién define un morfismo de grupos

Y m(X) — ma(EX)
1= B

En particular 3: m,,£(S") = Tpik41(S™™1) es un morfismo de grupos. Y veremos
el siguiente resultado de Freudenthal.

Teorema 3.1. (Teorema de suspensién de Freudenthal) El morfismo
Y Tk (S™) = T (S™T)

es epimorfismo para n > k + 1 e isomorfismo para n >k + 1.
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Por lo tanto tenemos que la iteracién de suspensiones eventualmente estabiliza.
Al grupo en que estabiliza se le llama k-ésimo grupo de homotopia estable y se
denota por 7}.

El objetivo del resto del trabajo es ver que 7§ = Z /27, es decir, m,41(S™) = Z /27
para n > 3 y estd generado por una suspension del fibrado de Hopf.

Para ello usaremos la construccién de Pontryagin-Thom, un resultado clasico que
conecta los grupos de homotopia de las esferas con la teoria de cobordismo. Pero
primero necesitamos establecer unos resultados previos del ambito de la topologia
diferencial.

3.1. Entornos tubulares, aproximacion diferencial y el
teorema de Sard

En esta seccion daremos definiciones y algunos resultados técnicos necesarios
para la construccién de Pontryagin-Thom. No daremos la demostraciéon de todos
los resultados ya que algunos se escapan del contexto en el que estamos. De todos
modos, las demostraciones se pueden encontrar detalladas en [2] y [7].

Definicién 3.2. Sea M* C R™™* una variedad diferenciable k-dimensional y sea
p € MPF. El espacio vectorial

NPMS ={(p,z) € M x R | v € (TpMjf)L}

se llama espacio normal a p € MF.

Definicion 3.3. El espacio Ny = UpeMk N,MF se llama fibrado normal sobre
M. "
Teorema 3.4. (Teorema del entorno tubular) Sea M wuna variedad diferen-

ciable n-dimensional compacta y sin borde en R" . Entonces existe un entorno
N C R™* de M tal que M x R™ es difeomorfa a N.

Figura 5: Entorno tubular
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De hecho podemos tomar tal difeomorfismo ¢: N — M x R™ de forma que la
imagen de p € M sea (p,0) y si {e1,...,e,} esla base canénica de R™, ¢~ ({(p, e1),
..., (p,en)}) sea base de N, M.

Demostracion: Definimos g(p, t1,...,t,) = p+tyv1(p) + -+ - + t,v,(p) donde

{U1<p), s ,Un(p)}

es base del espacio normal en p. Como dg,,....0) es no singular, g es un difeomor-
fismo entre un entorno de (p,0,...,0) y un abierto de R"**. Veamos que g da un
difeomorfismo en M x B.(0) para un € > 0 suficientemente pequeno.

En caso de que este € no existiese, existirfan (p,v) # (p,v’) en M x B.(0) con
|v|l, [|[v'|| arbitrariamente pequenios tales que g(p,v) = g(p/,v’). Como M es com-
pacta podemos tomar sucesiones (p,,v,) v (p,,,v,) tales que g(pn,vn) = g(p,,v,)
y

DPn — P, Uy — 0,
p, =P, v, = 0.

Por lo tanto necesariamente p = p’ vy esto contradice que ¢ sea difeomorfismo en
un entorno de (p,0,...,0). Como B,(0) es difeomorfo a R™, tenemos un difeomor-
fismo entre M x R™ y un entorno de M. g

Teorema 3.5. (Teorema de Sard) Sean U C R" y f: U — R™ una aplicacion
diferenciable. Sea C' el conjunto

C = {z € U | rang(df,) < m}.
Entonces el conjunto de valores criticos f(C) tiene medida de Lebesgue 0.
Demostracion: [7, p. 16-19].

Definicién 3.6. Sea f: M — N una aplicacién diferenciable. Decimos que y € N
es un valor regular de f si para todo x € f~!(y) se cumple que rang(df,) = dimN.

Teorema 3.7. Sean M y N dos variedades diferenciables de dimensiones m > n
y f: M — N una aplicacion diferenciable. Sty € N es un valor regular, entonces
f~Yy) es una variedad diferenciable de dimensién m — n.

Demostracion: Seaz € f~'(y). Como y es un valor regular, la aplicacién df,: T, M —
T,N es exhaustiva y tiene niicleo de dimensién m — n. Supongamos que M C R¥ y
tomamos una aplicacién lineal L: R¥ — R™" tal que el niicleo de df, no interseque
el nicleo de L.

Definimos la aplicacion F': M — N x R™™™ como

Tenemos que la diferencial de F' en x es dF,(v) = (df,(v), L(v)) y por lo tanto es no
singular. Entonces F' define un difeomorfismo entre un entorno U de x y un entorno
V de (y, L(x)). En concreto F(U) = (y x R*™™)N V. O
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Ademas en este caso tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

fFHy) —— M

T

— N

Por lo tanto, df, tiene ntcleo T} f~(y) e induce un isomorfismo entre N, f~!(y)
y T,M.

Teorema 3.8. (Teorema de aproximacién diferenciable) Sean M C R™,
N C R" dos variedades diferenciables con N compacta. St f: M — N es una
aplicacion continua entonces f es homdtopa a una aplicacion diferenciable. Ademds
si f, g son dos aplicaciones diferenciables homaotopas, entonces existe una homotopia
diferenciable de f a g.

Demostracion: [2, p. 97].

Por lo tanto podemos pensar 7,(S™) como el grupo de clases de homotopia
diferenciable entre aplicaciones diferenciables de S™ a S™.

Corolario 3.9. Toda aplicacion continua f: S™ — S™ con n < m es homdtopa a
la aplicacion constante, es decir, m,(S™) = 0.

Demostracion: Supongamos que f: S™ — S™ es diferenciable. Por el teorema de
Sard f no puede ser exhaustiva. Sea p € S™ un punto que no esta en la imagen. La
aplicacién tiene imagen contenida en S™ \ {p}, que es contréctil, y por lo tanto f
es hométopa a la aplicacién constante. U

Corolario 3.10. 7,(S™) = Z estd generado por la identidad S™ — S™.

Demostracion: : m(S') — m(5?) es exhaustiva y por lo tanto m(S?) es ciclico y
generado por X[Idgi| = [Idgz]. Ademads, de la sucesién exacta asociada al fibrado de
Hopf se obtiene

0 — m(S?) — m(S') — 0.

Por lo tanto m5(S?) = Z. Como X: 1,(S") — m,.1(S™™) es isomorfismo para
n > 2, tenemos que 7,(S™) = ([Idgn]) = Z. O
3.2. La construccion de Pontryagin-Thom

En esta seccion introducimos el cobordismo con referencias entre variedades di-

ferenciables cerradas y veremos, a través de la construccion de Pontryagin-Thom,
qué relacion tiene con los grupos de homotopia de las esferas.
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Definicién 3.11. Sea M* C R™ una variedad diferenciable k-dimensional. Una
referencia mdvil sobre M* es una aplicacién diferenciable

F 1 My x R" = Ny
tal que, para todo p € MF,
Flipyxrn : R* — N, M}
es isomorfismo de espacios vectoriales.

Definicién 3.12. Una variedad diferenciable k-dimensional con referencias es un
par (M?%, F) donde M C R" es una variedad diferenciable k-dimensional compacta
sin borde y F es una referencia mévil sobre M*.

Definicién 3.13. Sean (MF, Fy) y (N¥, F1) dos variedades diferenciables k-dimen-

sionales con referencias. Diremos que son cobordantes con referencias si existe una
(k + 1)-variedad diferenciable C*f] C R" x I y una referencia mévil F sobre Cf]
tales que:

1. 9CkET = MF x [0,e] U NE x [, 1],
2. Flurxoy = Fo y Flnexpy = F1,

para algin € > 0.

A la variedad C¥1] la llamaremos cobordismo entre MF y N¥.

Figura 6: Un cobordismo

Ser cobordantes con referencias define una relacién de equivalencia. Denotare-
mos por QF(R"*) el conjunto de clases de equivalencia [(MF, F)] de variedades
diferenciables k-dimensionales con referencia mévil en R* %,
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Dadas [(M, F)],[(N,G)] € QF(R"**), se define [(M, F)] + [(N,G)] como la clase
de cobordismo con referencias de la unién disjunta de M y N dotada de la referencia
mévil inducida por las referencias F y G. Con esta operacién QI (R"**) es un grupo
abeliano.

Denotamos S™ = R" U {oc} y S"tF = R"** U {o0} y escogemos oo como punto
base de S™ y S"** respectivamente.

Sea [f] € Tk (S™). Colapsando un entorno del punto base, podemos suponer
que f envia un entorno del punto base de S"** al punto base de S™. Por lo tanto
podemos pensar f como una aplicacién f: R"** — S" que es constante al punto
base fuera de un compacto de R"**. Por el teorema de aproximacién diferenciable,
podemos suponer que f es diferenciable.

Sea y € R™ un valor regular. Consideramos M* = f~!(y) una variedad diferen-
ciable k-dimensional compacta sin borde y construimos una referencia mévil sobre
MP de la siguiente manera: tomamos una base positivamente orientada {w, ..., w,}
del espacio tangente T,S™. Para todo z € M¥, la diferencial df, tiene nucleo el es-
pacio tangente a x y por lo tanto define un isomorfismo entre N, M* y T,S™. Sean
{v1(2),...,va(x)} tales que df,(v;(x)) = w;. Tomamos la siguiente referencia maévil
sobre MF

Flx, ey + -+ Anen) = (2, A\or () + - - - + Ayop ().

A la variedad k-dimensional con referencias (MF, F) la llamaremos construccion de
Pontryagin-Thom asociada a f.

Teorema 3.14. La construccion de Pontryagin-Thom nos da un isomorfismo de
grupos entre 4 (S™) y QI (R™HF),

Demostracion: Daremos un resumen de la demostracion. Esta se puede encontrar
completa en [7].

Primero se comprueba que la construccion no depende de la eleccién del repre-
sentante de la clase de homotopia. Si y es un valor regular de f, entonces existe otro
valor regular de f suficientemente cerca tal que las construcciones de Pontryagin-
Thom asociadas sean cobordantes con referencias.

Si g es homotopa a f e y es un valor regular de ambas, se puede tomar una
homotopia diferenciable F': S"** x I — S™ tal que z sea un valor regular de F
suficientemente cerca de y para que también lo sea de g y f y las construcciones
asociadas a los valores regulares y,z de f y ¢ sean cobordantes con referencias.
Entonces la construccion de Pontryagin-Thom asociada a F' con el valor regular z
nos da un cobordismo con referencias entre las construcciones de Pontryagin-Thom
de f y g asociadas a z. Por transitividad las construcciones asociadas a y también
son cobordantes con referencias.

Para ver que no depende de la elecciéon de la base positivamente orientada de
T,S", dadas dos bases positivamente orientadas se puede tomar una curva diferen-
ciable entre ellas y esta induce una referencia mévil sobre el cobordismo f~!(y) x I.

Dados dos valores regulares y, z de f, se construye una homotopia diferenciable
entre f y otra aplicacién ¢ tal que y es valor regular de ¢ y la construccion de
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Pontryagin-Thom asociada a g con el valor regular y nos da la construccion asociada
a f con el valor regular z. Como f y g son hométopas e y es valor regular de ambas,
sus construcciones asociadas al valor regular ¢ son cobordantes con referencias. Por
lo tanto la construccion no depende de la eleccién del valor regular.

Veamos que es exhaustiva. Sea (MF, F) una variedad diferenciable con referen-
cias. Por el teorema del entorno tubular, para un entorno abierto N de MP* existe
un difeomorfismo f: N — MF x R tal que f(x) = (z,0) para todo = € M¥. Sea
f: 8"k — 8™ definida como

m(f(x)) si z €N,

fz) =
00 six ¢ N,

donde 7 es la la proyeccion sobre R"™. Definida asi, 0 € S™ es un valor regular y
la construccién de Pontryagin-Thom asociada a f es exactamente (MF, F). Por lo
tanto ¢ es exhaustiva.

Para ver la inyectividad, consideremos f y ¢ dos aplicaciones cuyas construc-
ciones sean cobordantes con referencias y (Cffﬂ, G) un cobordismo con referencias
entre ellas. Tomando un entorno tubular de C’ffbﬁ se induce una homotopia entre f

y g de forma similar al argumento de la exhaustividad.

Si[f], 9] € mntk(S™), f+ g es la aplicacion que resulta de contraer el ecuador
que pasa por el punto base de S"** para obtener la unién puntual de dos copias
de S™** vy componer con f y g en cada una de ellas. Entonces la antiimagen de un
valor regular de f+ ¢ nos daria la antiimagen de un valor regular de f en una de las
esferas y la antiimagen de g en la otra, es decir, la construccién de Pontryagin-Thom
de f + g nos daria la union disjunta de las construcciones de Pontryagin-Thom de
f v g respectivamente, de donde se deduce que ¢ es morfismo de grupos. U

En conclusién, calcular los grupos de homotopia ,,,1(S™) es equivalente a calcu-
lar los grupos de clases de cobordismo de 1-variedades diferenciables con referencias
inmersas en R"+1,

3.3. Teorema de suspensién de Freudenthal

En esta seccién demostraremos el teorema de suspension de Freudenthal para
las aplicaciones entre esferas (Teorema 3.1). Primero definimos la suspensién de
variedades diferenciables con referencia movil.

Sea (MF, F) una variedad k-dimensional con referencia mévil. Denotamos por
SMPF la variedad diferenciable k-dimensional imagen de MF por la inclusién estdndar
Rrtk _y RoAk+L

Sean {e1,...,ensx} C R v {eg ... enyps1} C R las bases candni-
cas. Definimos una referencia mévil SB sobre SMF* de la siguiente manera: si
ied{l,...,n+k}

SB(x,e;) = B(x,e;);
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sit=n-+k+1,
SB(xaen—i-k-‘rl) = Cntk+1-

Pasando a clases de cobordismo con referencias, S define un morfismo de grupos
S - Q%(Rn—kk) — Q%(Rn—kk—kl)
y tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

Tok(S") ¢ Q(R")

| A

Tk (S7) = QF(RTH)

Por lo tanto, esta definicién de suspension es equivalente a la que hemos dado al
principio de la seccion. Podemos reformular el teorema de suspension de Freudenthal
como:

Teorema 3.15. (Teorema de suspensién de Freudenthal) El morfismo
q - Q%(RnJrk) N Q%(RnJrkJrl)
es epimorfismo para n > k4 1 e isomorfismo paran >k + 1.

Demostracién: Supongamos que n > k y sea (M}, |, F) una variedad diferenciable
k-dimensional con referencias en R™***!. Podemos suponer que F da una base
ortonormal en cada punto de MF¥,, ;.

Consideremos la aplicacion

o TMk N an+k+1

n+1

que envia cada vector tangente a un punto en MP* 41 @ su clase en RP" " 1. Como
n > k, la imagen de o tiene medida de Lebesgue cero.

Sea A = {(z,z) | x € M}, }. Consideramos la aplicacién
T (Myyy X Myp) \ A — RPTHEH

que envia cada par z,y € MF 1 a la clase del vector x — y en RP" 41 Por el
teorema de Sard, la imagen tiene medida de Lebesgue cero. Por lo tanto existe un
vector que no es tangente a ningtin punto de M¥,, | ni paralelo a ningin vector
r —y para x,y € MF 141 dos puntos distintos. Rotando la variedad MF nt1 Podemos

suponer que este vector es e = (0,...,0,1).
Sea p — (z1(p), ..., Tnik+1) un embedding de MF¥,, en R™™ 1. La aplicacién
o(p,t) = (x1(p), .-, Tpik(p), txnikr1(p),t) induce un cobordismo con referencias

entre M}, | vy una variedad diferenciable NE c R x {0}.

Por lo tanto podemos suponer que M¥ 1 estéd incluida en R™*. En consecuencia,
el espacio tangente en cada punto también lo esta. Por lo tanto e = €, 1441 €s un
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vector normal a todos los puntos de M7, . Dado x € M}, |, definimos 6(z) como e
expresado en la base de la referencia en x. De esta forma definimos una aplicacién
0: .MTlfJrl — S™ . Como n > k, por el teorema de Sard 6 no puede ser exhaustiva.
Rotando la referencia mévil en cada punto, podemos suponer que —v(x) # e donde
v(z) es el dltimo vector de la referencia en z € MF, .

Como —v(x) # e podemos rotar el plano generado por e y v(x) en cada referencia
y definir una homotopia entre la referencia moévil F y una referencia moévil G que
tiene como ultimo vector en cada punto e de la siguiente forma.

Dado x € MF,, podemos considerar w(z) = (e + v(z))/|le + v(z)|. Definimos
Tw(u) = 2{(u,w)w — u. Sea R,: R"™ — R™! la rotacién dada por la férmula
Ry (u) = T.(Ty(u)). Sea

te+ (1 —t)w(x)
lte + (1 = thw(z)]

wy(z) =

Entonces la familia de rotaciones R,, nos da una homotopia entre la referencia
movil original y una con e como el tltimo vector de la referencia en cada punto.

De esta homotopfa se induce un cobordismo entre MF, , C R™™ x {0} con la
referencia moévil F y (M}, ,,G) con una referencia mévil G que tiene como ulti-
mo vector e en la referencia de cada punto. Por lo tanto, como [(MF,,G)] es la
suspensién de una variedad N* con referencias, S es exhaustiva.

Para la inyectividad en n > k+1, dado un cobordismo con referencias en R" 5+ x
I, repitiendo un argumento similar al anterior, podemos construir un cobordismo
con referencias en R"** x I y por lo tanto S es inyectiva. O

24



3.4. El morfismo J;

Ver que m,,1(S™) es isomorfo a Z/2Z para n > 3 es equivalente a comprobarlo
para QI (R™™). Para ver esto introduciremos el J;-morfismo, un isomorfismo entre
el grupo fundamental de SO(n) y QIr(R"1).

El grupo de las rotaciones del plano SO(2) es homeomorfo a S'. Por lo tanto
71(SO(2)) = Z. Como SO(3) es homeomorfo a RP?, tenemos que m(SO(3)) =
Z7.)27 y esté generado por la clase de homotopia de un lazo e?™ s R, donde R,
es la rotacién de dngulo w entorno a un eje fijado ([2, p. 164-165]). Una forma de

0 O

Figura 7: Truco del cinturéon

entender el grupo fundamental de las rotaciones en R? es con el truco del cinturén.
Este truco consiste en dar dos vueltas a un extremo de un cinturén y mantener fijo el
otro extremo. Una vez en esta situacién, sin rotar los extremos, uno puede deshacer
el cinturén y dejarlo plano otra vez. Dando dos vueltas completas al cinturén, este
queda una situaciéon como en el de la primera imagen. Pasando el extremo izquierdo
por delante sin rotarlo, el cinturéon queda en una situaciéon como en la de la segunda
imagen. Una vez en esta situacion, estirando los extremos el cinturén queda plano.

Esto se debe a que el lazo en SO(3) que da una vuelta completa entorno a un
eje es el generador de m;(SO(3)) y tiene orden dos. El truco del cinturén representa
una homotopia entre 2 veces el generador de m(SO(3)) y el lazo trivial.

Ademés la aplicacion SO(n+1) — S™ que asigna a cada matriz de una rotacién
la primera columna es un fibrado con fibra SO(n) ([9, p. 263]), y de la succesién
exacta larga asociada se obtiene

0=m(S") — m(SO(n)) — m(SO(n+ 1)) — m(S™) = 0.

Por lo tanto tenemos

Z si n=2,
m(50(n)) =
ZJ2Z si n > 3.

Sea M) la circunferencia unidad en R? con la referencia mévil F, dada por el
vector normal hacia fuera en cada punto. Sea (M}, F) la suspension (k—2)-ésima de
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(M3, F,) para k > 3. Para cada 0: M\, ; — SO(n), definimos J{*([f]) como la clase
de cobordismo con referencias [(M_., , F2.,)], donde F ,(x,v) = F(z,0(z)(v)).

NRRAN H/ A

Figura 8: J2(0) y JZ(1)

T
=i P

Si dos lazos M., — SO(n) son hométopos, se puede definir una referencia
mévil inducida por una homotopfa diferenciable sobre el cobordismo M, x I, por
lo tanto J7* estd bien definido.

La aplicacion J{* es un morfismo de grupos ya que podemos construir un cobor-
dismo con referencias como en el de la siguiente imagen:

Figura 9: Cobordismo entre Ji'([a] + [8]) ¥ Ji([a]) + J1([5]), en negro se representa
el fibrado normal inducido por a y en rojo el fibrado normal inducido por

Ademas tenemos el siguiente diagrama conmutativo:
J2
m(SO(2)) —— QF(R%)

- s

n

m(S0(n)) —1 Qi (R
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Calculando explicitamente la construccién de Pontryagin-Thom asociada al fi-
brado de Hopf se obtiene una 1-variedad diferenciable con referencias cobordante a
JZ(1) y por lo tanto J? es isomorfismo.

Por el teorema de suspensién de Freudenthal, S es exhaustiva. Como J? es iso-
morfismo e 7, es exhaustiva, por conmutatividad del diagrama tenemos que Ji* es
exhaustiva para todo n.

Como JJ es exhaustiva, toda variedad 1-dimensional con referencias en R" ! es
cobordante con referencias a S' C R? x {0}. Por lo tanto cada clase de cobordismo
corresponde a S! con una referencia mavil.

Para ver la inyectividad en n > 3 construimos un invariante de clases de cobor-
dismo con referencias de 1-variedades de la siguiente manera.

Sea (M}, F) una 1-variedad con referencias en R"™!. Podemos suponer que en
cada punto z € M}, {F(z,e;),...,F(z,e,)} es una base ortonormal. Para cada
punto z € M consideramos la matriz

() = (u(x), F(z,€1),...,F(z,e,))

donde u(z) es el tinico vector tangente a M} en z tal que det(7(z)) = 1.

Definida asi obtenemos una aplicacién continua

T Mi — SO(n +1).

Si M} tiene una componente conexa, definimos a(M} F) = 0 si 7 es nulo-
hométopa y 1 en caso contrario. Si tiene més de una componente conexa, a( M}, F)
es la suma médulo 2 de a en cada una de las componentes conexas.

Sea 0(M!, F) = a(M!, F) + p(M}) (mod 2) donde p(M}) es el nimero de com-
ponentes conexas de M.

Teorema 3.16. Si (M}, F) y (N}, G) son cobordantes con referencias, entonces
0(My, F) = 6(N,,, ).

Por lo tanto § es un invariante de clases de cobordismo con referencias de 1-
variedades inmersas en R*™!. Daremos una idea de la demostracién. La demostra-
cién completa se puede encontrar en [8].

Sea (C*! #) un cobordismo entre k-variedades con referencias. Decimos que
n+1»
(z0,t0) € CME1 es un walor critico de (CET1,H) si el espacio tangente a (g, o) de

CHH1 estd incluido en R x {t,}.

Si (CFi,H) un cobordismo entre k-variedades con referencias, para cada ty € I
> ket - : - k+1 ntk

llamamos seccion de C, 71 en ty a la variedad diferenciable C;, 71 N (R™* x {ty}).

Diremos que una seccién de un cobordismo con referencias es critica si tiene algin

valor critico.
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Figura 10: Secciones de un cobordismo

Demostracion: Si (M}, F)y (N}, G) son dos 1-variedades cobordantes con referen-
cias, podemos tomar un cobordismo (C2, |, H) entre ellas con un nimero finito de
secciones criticas con un unico valor critico en cada una de ellas. Denotaremos por

M, ala seccién de C7 | a la altura t.

Si R"*! x (to,t1) N CZ,, no contiene valores criticos, en cada seccién M), de
CZ. | en t podemos definir una referencia mévil F; proyectando ortogonalmente la
referencia mévil de C2,; en R™ x {t}. De esta forma, todas las secciones (I, 7 L F)
ent € (to,t1) son difeomorfas y, aplicando un argumento de continuidad, (M, ,, F¢)
no varia para t € (to,t1). Por lo tanto es suficiente ver que J tampoco cambia de
valor en un intervalo con un valor critico.

Sea M, , una seccién critica y (to — €, to+€) un intervalo donde la tinica seccién
. 1 1 1 :
critica es M,, ; . Las secciones (M, ; ., Fio—c), (M, 1, 1c; Fro+c) difieren en una com-

ponente conexa y a(M,, ., Fi-c) = oz(Mlt0+E,]-—;gO+e) + 1 (mod 2) . Por lo tanto

n,

6( nto e"/—_;fo 6) :5( nto+57‘/—-;50+6) O

Volviendo al J;-morfismo, tenemos que 6(J"™(0)) = 0 # 1 = 6(J" (1)), por lo
que QF(R™*1) tiene al menos dos elementos para n > 2. Como JI' es una aplica-
cién exhaustiva de Z/27 a QF (R™*1), necesariamente J' es un isomorfismo. Por lo
tanto QI (R"*1) = Z /27 y de la construccién de Pontryagin-Thom se deduce que
Tnt1(S™) = Z /27 para n > 2.

28



4. Conclusiones

En conclusién, 73(S?) es isomorfo al grupo de las clases de cobordismo con refe-
rencias de 1-variedades inmersas en R®. El fibrado de Hopf genera m3(5?). Mediante
la construcciéon de Pontryagin-Thom, podemos ver el fibrado de Hopf como un ele-
mento de QF(R3), y este representa una circunferencia incluida en R? x {0} con
una referencia movil definida rotando el fibrado normal candnico a lo largo de la
variedad dando una vuelta completa.

Ademds toda 1-variedad con referencias en R? es cobordante con referencias a
S' con una referencia que define un lazo en SO(2) y la clase de homotopia de este
lazo determina la clase de cobordismo con referencias de la variedad, por lo que
OF(R3) = Z.

Lo que sucede al suspender las 1-variedades con referencias en R"™! paran > 2 es
que del mismo modo toda 1-variedad con referencias es cobordante con referencias
a S! y la clase de cobordismo con referencias viene determinada por la clase de
homotopia del lazo que se induce en SO(n). Sin embargo en este caso m1(S0O(n)) =
Z/2Z y por lo tanto QF(R"1) = 7,/27. Esto explica que el grupo de homotopia
Tnt1(S™) estabilice en Z /27 para n > 3.
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