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Abstract

There has been an increment on the use of mathematics, beyond practical apliac-
tions, in order to understand physical theories that, originally, were described by
a set of equations modeling physical phenomena and nowadays are encompassed
in more complex and complete mathematical theories. It is the case, for exam-
ple, of Maxwell’s electrodinamics, that nowadays is part of the gauge theories that
Yang-Mills generalized in 1954 and allowed to create the Standard Model theory, a
U(1) x SU(2) x SU(3) gauge theory.

Mainly, these theories are based on three mathematical concepts, Lie groups, bund-
le theory and connections. The objective of this work is to define the necessary
mathematical concepts in order to, firstly understand the mathematical theories
themselves and then understand the results obtained when applied in a physical
context.

The idea behind these gauge theories is to study, in first place, the simetries of
physical phenomena and relate them to elements of Lie groups. After fixing a
diferential manifold where the theory will be build on, we define a principal bundle
with the simetry group acting on it. That way we can understand connections over
this principal bundle as gauge fields of the model. Matter fileds are then related to
the associated vector bundles of the principal bundle. The interaction of all these
fields is described by the covariant derivative that we will also define in the following
sections.

We divide this work in three main chapters. In the first one we will define Lie groups
and its representations as well as Lie algebras. In the second one we will focus on
bundle theory and on the principal bundle case and its connections. Finally we will
study Maxwell’s electrodinamics (a U(1)-prinicpal bundle) and classic Yang-Mills
theory (a SU(n)-principal bundle) and we will obtain their corresponding equations.
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Resum

La necessitat d’utilitzar les matematiques, més enlla de les simples aplicacions
practiques, per poder explicar les noves teories fisiques ha anat augmentant ca-
da vegada més i teories que en uns inicis es basaven en una representacié practica
dels fenomens naturals ara s’engloben dins de teories matematiques més sofisticades
i completes. Es el cas, per exemple, de I’electrodinamica de Maxwell que avui en dia
forma part de les anomenades teories gauge que Yang i Mills van generalitzar 1’any
1954 i que han permes la creacié de la teoria coneguda com a Model Estandard; una
U(1) x SU(2) x SU(3) teoria gauge.

Aquestes teories es fonamenten principalment en tres conceptes matematics, els
grups de Lie, la teoria de fibrats i les connezions. L’objectiu d’aquest treball és
presentar i definir els conceptes matematics necessaris per entendre en primer lloc
les propies teories matematiques i després 1'is i resultats que se’'n deriven quan
s’apliquen en el context de la fisica.

La idea darrere aquestes teories gauge és, inicialment, estudiar les simetries dels
fenomens fisics relacionant-los amb els elements dels grups de Lie. Un cop establer-
ta la varietat diferencial a on es vol desenvolupar la teoria, es construeix un fibrat
principal a on hi actui el grup de simetries esmentat. D’aquesta manera es poden
entendre les connexions d’aquest fibrat principal com els camps de gauge del mo-
del. Els camps de matéria es deriven dels anomenats fibrats vectorials associats al
fibrat principal. La interaccié entre tots aquests camps ve descrita per la derivada
covariant, que també tractarem en seccions posteriors.

Estructurem aquest treball en tres blocs. En el primer descriurem els anomenats
grups de Lie i les seves representacions aixi com el concepte derivat d’algebra de
Lie. En el segon presentem la teoria de fibrats per centrar-nos posteriorment en els
fibrat principal i les seves connexions. Finalment estudiarem ’electrodinamica de
Maxwell (cas d'un U(1)-fibrat principal) i la teoria de Yang-Mills classica (cas d'un
SU (n)-fibrat principal) i n’obtindrem les seves equacions representatives.
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Capitol 1

Grups de Lie i algebres de Lie

1.1 Grups de Lie

Definicié 1.1. Un grup de Lie G és una varietat diferenciable amb una estructura
de grup tal que les aplicacions

GxG—GaG, G—G
(91,92) = 1 - G2 91—>91_1

son continuament diferenciables (C).

Notem primer que les dues condicions sobre les aplicacions es poden simplificar a
la condicié que Paplicacié (g1, g2) = g1 - g5+ sigui C.

Definicié 1.2. Siguin G i H dos grups de Lie. Anomenem homomorfisme de
grups de Lie a un homomorfisme de grups ¢ : G — H que sigui C.

Definicié 1.3. Anomenem isomorfisme de grups de Lie a un homomorfis-
me de grups de Lie que sigut invertible 1 tal que la seva inversa sigui també un
homomorfisme de grups de Lie.

El nostre interes en els grups de Lie vindra donat en les seccions posteriors per la
definicié de Fibrat Principal sec. 2.2], els quals seran el nucli principal per estudiar
les anomenades Transformacions Gauge i, posteriorment, derivar les equacions de
Ielectrodinamica [3.2]1 de la teoria de Yang-Mills [3.3]

Tot i centrar I'estudi posterior als fibrats, els grups de Lie representen per si sols
una de les branques més estudiades i importants de les matematiques amb aplica-
cions en diversos camps de la matematica moderna, des de I'estudi de les equacions
diferencials (i les seves simetries dins de la teoria de Galois diferencial) fins al de la
geometria algebraica [6].
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Exemples

1. Com a exemples basics de grups de Lie trobem R amb la suma, que juntament
amb esfera d’una dimensié, S* = U(1), sén els dos tnics grups de Lie connexes
de dimensié 1.

2. Dels exemples de grups de Lie pero, en destacarem el grup General Lineal
de les matrius amb determinant no nul que denotarem per GL(n,R) := {A €
Mat,«n(R)|det(A) # 0}. Tant al grup General Lineal com a diversos dels seus
subgrups de Lie (que veurem a continuacid) se’ls anomena habitualment grups de
Lie classics.

Abans pero, comprovem que el grup GL(n,R) és efectivament un grup de Lie:
GL(n,R) és un obert de R*"* (ja que 'aplicacié det : GL(n,R) — R és continua) i,
a part, l'aplicacié g; - g, * és C™ ja que tant el producte de matrius com la matriu
inversa son matrius en les que les entrades sén funcions racionals dels coeficients de
la matriu original. Aix{ doncs és una varietat diferenciable (al ser obert de R™), un
grup amb el producte de matrius, i a on l'aplicaci6 g; - g, © és C°°; per tant és un
grup de Lie.

Teorema 1.1. Teorema de Cartan. Sigui G un grup de Lie, aleshores un subgrup
H C G que sigui tancat com a subconjunt també és un grup de Lie.

Demostracio. La demostracié original del teorema la podem trobar a [3]. g

Utilitzant aquesta teorema podem demostrar que els anomenats grups de Lie classics
dels que feiem referencia abans sén efectivament grups de Lie, concretament

o SL(n,R) = {Myyn(R)|det(M) = 1},
o O(n,R) i= {Myxn(R)|M - M* = Id},

e SO(n,R) := {M,sn(R)|M - M* = 1,det(M) = 1},
o U(n,C) :={M,x,(C)|UUT =1} i
e SU(n,C) :={M,x,(C)|UUT = 1,det(M) = 1}

s6n grups de Lie. Aqui, 1 denota el transposat conjugat, i.e. UT = (UT)
Del teorema de Cartan n’hem obtingut un metode de construccié de grups de Lie
a partir d’'un donat. Veiem a continuacio altres possibles construccions.

Proposicié 1.1. Donats G i G’ grups de Lie, el grup producte G x G' és un grup
de Lie.

Demostracid. Definint (g1, 91) - (92, 95) = (91 ¢ 92,91 "o 93) 1 (9,9)7 = (97", 9™")
obtenim l'estructura desitjada. U
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Proposicié 1.2. Sigui H un subgrup tancat normal d’un grup de Lie G. Aleshores
el quocient G/H és un grup de Lie.

Demostracio. Els resultats generals de la teoria de grups i de geometria diferencial
ens donen tant I'estructura de grup com la de varietat diferenciable. Comprovarem
aqui que la multiplicaci6 -,y : G/H xG/H — G/H ilainversa inv : G/H — G/H
son continuament diferenciables.

Considerem I’homomorfisme quocient 7 : G — G/H on 7 és la submersi6 que envia
p+— pH. Aleshores l'aplicacié 7 x 7 : G x G — G/H x G/H també és submersio.
De la proposicié 8.3.16 de [4] sabem que, donada una submersié f : M — M’
i una aplicacié6 h : M’ — N per a N varietat diferencial, h és C* si i només si
hof:M — N é C*. La diferenciabilitat del producte -5 ve donada doncs per
la diferenciabilitat de la composici6 -/ o (7 x 7) que, efectivament, és C* ja que
és igual a mo ..

Analogament trobem que invg/g és C™ ja que invg/g o ™ = T 0 invg. Ul

1.2 Algebres de Lie

L’estudi dels grups de Lie deriva a un estudi de les anomenades algebres de Lie. En
aquesta seccié presentarem i definirem les algebres de Lie i en trobarem la relacié
amb els grups de Lie. Més concretament veurem que cada grup de Lie té associat
de manera natural una algebra.

Definicié 1.4. Una algebra és un espai vectorial V sobre un cos K dotat amb una
operacid bilineal [-,-] : V xV = V.

Definicié 1.5. Una algebra de Lie V és una dalgebra en la que l'operacio bilineal
[-,:] compleix

(i) anti-simetria: [v,w] = — [w,v],

(i1) identitat de Jacobi: [[u,v],w]+ [[w,u],v] + [[v,w],u] = 0.

A loperacid [, |, ’anomenem braquet de Lie.

Exemples

1. Si M és una varietat diferenciable, I'espai dels camps vectorials de M, Z(M),
juntament amb el braquet de Lie de camps vectorials té estructura d’algebra de Lie.

2. L’espai de les matrius n x n juntament amb el commutador de matrius és una
algebra de Lie.



1.2. Algebres de Lie 4

3. Per a tot V espai vectorial, si considerem com a braquet [-, -] := 0, aleshores V
juntament amb |-, -], és una algebra de Lie. Tota algebra que compleixi [-,-] = 0 es
diu que és abeliana.

Definicié 1.6. Sigui (V,[-,+]) una dlgebra de Lie. Un subespai vectorial W C V
és una subalgebra de Lie de V si l'operacié compleiz que per a tot v,w € W,
[v,w| € W (i.e. loperacio [-,-||wxw €s tancada a W ).

Ens interessa definir una algebra de Lie per a un grup de Lie donat. Veurem primer
una definicié fent Us de camps vectorials i després en donarem una construccio
alternativa. Finalment veurem que sén equivalents.

Sigui L, : G — G, Ly(h) = g - h l'aplicaci6 translacié per l'esquerra, la seva
diferencial és 'aplicacié definida per dLy,(X)(p) = dLgl(p)Lg(X<L;1(p))).

Definicié 1.7. Un camp X € Z(G) d’un grup de Lie G és invariant per l’es-
querra si per o tot g € G es té que dLy(X) = X.

Observem que donats dos camps vectorials invariants per I'esquerra X i Y tenim que
dL,([X,Y]) = [dLy(X),dLy(Y)] = [X,Y] també és invariant per I'esquerra. Aixi
doncs I'aplicaci6 [+, -] és tancada en el conjunt de camps invariant per I'esquerra i
per tant aquest conjunt és una subalgebra de Lie de Z(G).

Definicié 1.8. A l'espai vectorial g := {X € Z(G) | X és invariant per l'esquerra}
juntament amb el braquet de Lie I’anomenem [’algebra de Lie de G.

Notacié: normalment 'algebra de Lie d'un grup G 'escriurem utilitzant el mateix
nom que el grup de Lie pero amb font germanica; g.

Alternativament podem considerar el segiient espai vectorial: sigui G un grup de
Lie; com ja hem dit té una estructura de varietat diferenciable, per tant podem
considerar I'espai tangent a cadascun dels seus punts. Concretament agafem 'espai
tangent a l’element neutre del grup G, T.G. A aquest espai se 'identifica amb
I’algebra de Lie de G.

En algunes referencies es defineix ’algebra de Lie del grup directament com a ’espai
tangent T.G amb braquet de Lie el braquet de Lie de camps vectorials. Nosaltres
hem preferit donar com a definicié formal I’espai vectorial dels camps invariants per
I'esquerra; el que veurem ara és ’equivalencia entre les dues definicions.

Per fer-ho construim un isomorfisme entre g de la primera definici6é i 7.G. Si tenim
g € G1iX € g aleshores tenim que X(g) = dLy,(X)(g) = dLg_l(g)Lg(X(Lgfl(g))) =
d.L,(X(e)) és camp de I'espai tangent al neutre.

D’altra banda si tenim Y € T.G aleshores X(g) := dL,(Y) és un camp invariant

per l'esquerra. D’aquesta manera tenim un isomorfisme entre els dos espais i per
tant les dues definicions sén equivalents.

Exemples

1. Sigui GL(n,R) el grup de Lie general lineal. Calcualarem aqui la seva algebra
de Lie, que ens servira per a seccions posteriors. Per fer-ho utilitzarem un resultat
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que no demostrarem aqui pero que ens és de molta ajuda per a calcular algebres de
Lie de grups de matrius. Concretament de [5] tenim que I’algebra d’un grup de Lie
de matrius G la podem construir com g = {4 € M,»,(K) | ¢4 € G Vt € R} amb
el braquet de Lie essent el commutador de matrius, [A,B] =A-B — B - A.

Denotant per gl 'algebra de Lie de GL(V') = Aut(V) i aplicant el resultat anterior
trobem que gl(V) = {A € M, (K) | e € GL(V) Vt € R} = {A € M,,x,,(K)} =
M, (V) = End(V). On la segona igualtat prové del fet que per a qualsevol matriu
A, la matriu e és sempre invertible. Aixi doncs hem trobat que I’algebra de Lie del
grup de Lie de les matrius amb determinant no nul és el grup de matrius M,,«, (V)
o0, equivalentment, que el grup d’endomorfismes de V K-espai vectorial és ’algebra

de Lie del grup dels automorfismes de V.

2. Sigui U(n) el grup unitari. Aleshores u(n) = {4 € M,,,(C) | et € U(n) Vt €
R}. e € U(n) & (eM) = (eM)7! = 7 & AT = —A. Per tant I'algebra de Lie
del grup unitari és l’espai de matrius amb AT = —A, que és igual a iR = R.

1.3 Representacions

Un cop hem definit els grups de Lie i les seves respectives algebres estudiarem les
seves representacions. Una representacié d’un grup és una assignacié d’'una matriu
a cada element del grup. Més concretament,

Definicié 1.9. Una representacié d’un grup de Lie G és un homomorfisme
de grups de Lie p : G — Aut(V') per a V un K-espai vectorial (on K =R, C).

Fixada una base, els automorfismes de V no sén res més que les matrius del grup
General Lineal GL(n,K). Diem que una representacié és fidel si és injectiva.

Exemples

1. A la representacié p(g) = Idy,Vg € G se 'anomena representacié trivial del
grup.

2. Una de les representacions més comunes és la representacié adjunta. Per definir-
la utilitzem l'aplicacié conjugaci6 a, : G — G definida per a,(h) = g-h- g™

Donat un grup G la seva representacié adjunta es defineix per Ad : G — Aut(g),
Ad, = d.ay, on g és 'algebra de Lie del grup G. Ens queda comprovar que efecti-
vament d.o, és un homomorfisme de grups.

Agafem X € g i denotem per v una corba tal que 4(0) = X i v(0) = e. Aleshores,
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Ady, 4,(X) = detg, 4, (X) = £|s:0(0‘91~92 (v(s)) =

_S|s:0(ag1 0 ay,)(7(8)) = dely, (de(ay, ) (X)) = Ady, (Ady, (X)) =
Ady, o Ady, (X).

En conseqiiéncia obtenim també que Ad, = Idy i (Ad,)™' = Ad,-1 aix{ doncs
I’aplicacié és un homomorfisme de grups.

3. Siun grup G és abelia, aleshores a = Idg i per tant Ad, = d.ay = Id,,.

Donarem ara diverses construccions de representacions. Donades p : G — Aut(V)
ip;: G— Aut(Vj;), j = 1,2 representacions de G podem construir noves represen-
tacions:

e Representacié suma directa,

pr® py 2 G = Aut(Vi @ V2) tal que (p1 ® p2)(9) = p1(9) © pal9)-
e Representacié producte tensorial,

p1 @ pa: G = Aut(Vi @ V3) tal que (o1 ® p2)(g) = p1(g) © p2(9)-
e Representacié producte alternat,

Aep G — Aut(A*V) tal que (A*p)(g) = p(g) A ... A p(g).

Definicié 1.10. Diem que dues representacions p : G — Aut(V) ip' : G — Aut(V")
son equivalents si existeir un isomorfisme de K-espais vectorials F :'V — V' tal
que el segiient diagrama commuta.

| VAN v

p(g)l lp/ (9)

| VAN v

El concepte de representacio es pot traslladar també a les algebres de Lie d'un grup
de Lie, veiem-ho.

Definicié 1.11. Una representacio d’una algebra de Lie g és un homomor-
fisme d’algebres de Lie X : g — End(V') on, com hem vist, End(V') és l'algebra de
Lie de Aut(V).

En aquest cas, a diferencia de les representacié d’un grup de Lie, 'espai d’arribada és
el dels endomorfismes de V en comptes dels automorfismes, aixi doncs la identificacio
és sobre totes les matrius amb coeficients en K i no només sobre G L(K).

Com en el cas d’abans és defineix ’equivalencia de representacions,
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Definicié 1.12. Dues representacions A : g — End(V) i N : g — End(V') son
equivalents si existeiz un isomorfisme de K espais vectorials F : V. — V' tal que
el segiient diagrama commuta.

v Ly

)x(g)l lx(g)

|V v

Exemples

1. Per a G grup de Lie hem definit la representacié adjunta com el diferencial
de T'aplicacié conjugacié. Per g algebra de Lie d’un grup G definim la represen-
tacié adjunta com ad : g — End(g) tal que ad(X)(Y) = [X,Y]. Efectivament
ad(X)(-) és un endomorfisme de g ja que el braquet de Lie és bilineal, per tant, per
veure que realment es tracta d’una representacio, només cal confirmar que és un
homomorfisme,

ad([X,Y])(Z2) = [[X, Y], Z] = [X, [V, Z]] = [[Z, X], Y] =
ad(X)(ad([Y, Z])) — ad(Y)(ad([X, Z]) = (ad(X) 0 ad(Y) — ad(Y) 0 ad(X))(Z) =
[ad(X), ad(Y)] ().

Un dels resultats a destacar és el fet que donada una representacié p d’un grup de
Lie, podem trobar una representacio p’ de la seva algebra de Lie. Aquest resultat ens
permet treballar amb les algebres en alguns casos sense perdre informacio6 dels grups.
Com veurem més endavant la representacié de 1’algebra associada a la representacio
d’un grup no sera res més que la diferencial de p en el neutre, i.e. p’ = d.p.

Per trobar aquesta relacié necessitem ’aplicacié exponencial.

1.4 L’aplicacié exponencial

Comengarem la seccié donant un lema sobre corbes en un grup de Lie.

Lema 1.1. Sigui G un grup de Lie i sigui v : R — G una corba C* tal que
7v(0) = e. Aleshores vy és un homomorfisme de grups de Lie < és una corba integral
a un camp vectorial invariant per l’esquerra.

Demostracio.
=)
Si v és homomorfisme de grups tenim que per a x,y € R, v(x +y) = v(x)y(y).

Aleshores hem de veure si 4(t) := £|,_oy(s + t) és igual a un camp avaluat a ().

Tenim que (t) = 2 [sgy(s + 1) = Llscoy()7(t) = ALy (3(0)).
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A G existeix un unic camp X invariant per l'esquerra tal que X(e) = 4(0) aixi
doncs trobem que la corba §(t) = dLu(X(e)) = X(v(t)) és efectivament una
corba integral d’un camp invariant per I’esquerra.

<)

Sigui v corba integral, per demostrar que v és homomorfisme de R a G hem de
veure que ¥(0) = e i que y(s +t) = v(s) -¢ y(¢).

La primera condicio6 és certa degut a les hipotesis del lema. Per comprovar la segona

condici6 estudiem el cas per a t = 0. Trobem que per a la condicié inicial ¢t = 0 les
dues expressions sén iguals, y(s 4+ 0) = v(s) - e.

Si considerem ara les seves derivades trobem, per la banda de 'esquerra

SAls 1) = X(a(s +1)

i per la banda de la dreta

C A1) = L (1) = dyo (1) = dyy EX (1)) = X ((s)(0)).

D’aquesta manera veiem que les dues expressions son solucié a la mateixa equacio
diferencial amb la mateixa condici6 inicial i per tant son iguals.

g

Definicié 1.13. L’aplicacio exponencial exp : g — G és defineix per exp(X) =
vx(1), a on yx €és la corba integral de X amb vx(0) = e.

Proposicié 1.3. Donarem algunes propietats de ’aplicacio exponencial,

(tX) = yx(t),
(i) exp((s +1)X) = exp(sX) - exp(tX),
(7i) exp(0) =
(—

(iv) exp

(i) exp

X) = exp(X)~.

Demostracio.

(i) La corba yx(t - 1) és un homomorfisme de grups de Lie i pel lema anterior
sabem que és una corba integral a un camp vectorial invariant per l’esquerra. A
més yx(1-0)=eidx(t-1)=1-4x(t) =1- X(y(¢)). Com que el camp vectorial
associat a la corba integral és tinic trobem que yx (t-1) = v,x(1), d’aquesta manera
trobem que yx(t) = yx(t - 1) = nx (1) = exp(tX).

(ii) Directe utilitzant el lema inicial de la seccié. L’aplicacié exponencial es defineix
com una corba integral a un camp per l'esquerra i del lema inicial de la seccié
n’obtenim que és homomorfisme.

(iii) i (iv) son conseqiiencies directes de la propietat 3. 0
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Lema 1.2. La diferencial al 0 de l’aplicacio exponencial és aplicacio identitat. i.e.
doexp : g — g, dpexp = idy.

Demostracid. doexp(X) = L|—gexp(sX) = L|_ovx(s) = X. O

Corol-lari 1.1. Sigui G un grup de Lie i g la seva algebra de Lie. Aleshores
existeixen entorns dels neutres de G i g difeomorfs, més concretament AU C g
entorn de 0 iV C G entorn de e tal que exp|ly : U — V' és un difeomorfisme.

Demostracio. L’aplicacié exponencial és continuament diferenciable i del lema an-
terior sabem que la seva diferencial també ho és en un entorn del 0, aplicant el
teorema de la funcid inversa aconseguim el resultat desitjat. O

Proposicié 1.4. Sigui inv: G — G, inv(g) = g~ ' Uaplicacié inversa. Aleshores
deinv = —idy

Demostracio. Del corol-lari anterior tenim que el diagrama

—idg

U U
cap lexp

v inv v

l

commuta. Si agafem la diferencial en 1’element neutre e trobem

—idy

U——=U
idgl lidg
Vv deinv Vv
d’on n’obtenim el resultat desitjat. U

Corollari 1.2. Sigui p : G — H qualsevol homomorfisme de grups de Lie. Ales-
hores el diagrama

de

|

g—">9
exp lezp
G-

commuta. i.e. Tenim que per a qualsevol homomorfisme es compleiz exp(d.p(X)) =
p(exp(X)).

Demostracio. Considerem la corba ~(t), t — ¢(exp(tX), que és homomorfisme de
grups, aleshores ¥(0) = e i 4|,—op(exp(tX)) = dep(X). Del lema inicial de la seccié
tenim doncs que 7y és corba integral del camp d.p(X) a e i per tant, de la definici6
de l'aplicacié exponencial i, per altra banda, avaluant v a ¢ = 1 trobem
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Y(1) = exp(dep(X)) = p(exp(X)).
O

Abans hem definit les representacions adjuntes tant per als grups de Lie com per
a les seves algebres. Un cop definida 'aplicacié exponencial podem veure ara que
realment les dues aplicacions estan relacionades i que la coincidencia en el nom no
és arbitraria.

Donarem el calcul per al cas de matrius, on recordem que haviem definit la repre-
sentacié adjunta per a grups de Lie com Ad,(X) = d.(9Xg™).

dAd(X)(Y) =
%\tAdexp(tX) (V) = %\t exp(tX)(Y) exp(—tX) = XY + Y (—X) = [X,Y] =
ad(X)(Y).

Per acabar ens queda recuperar (i demostrar) el resultat que hem presentat al iniciar
la seccio.

Lema 1.3. Si ¢ : G — H és un homomorfisme de grups de Lie, aleshores d.p :
g — b €s un homomorfisme d’algebres de Lie.

Demostracio. Denotarem ¢* = d.p, aleshores

CXYD =g AT = ¢ ((FhoAdeamin(V)) =

d . d (0
Eh:osﬁ (Adexp(tX) (Y)) - E|t:0§0 (£|S—O (aexp(tX)(exp<SX))) =
d 0 d 0
E|t:0%|s:0(p(aexp(tX) (exP(SX))) = E|t:0£|s:0a¢(exp(tX))§0(exp(SX) =
d 9 ) d )
a|t:0£|s:004exp(t<p*(X))€$P(590 (Y)) = EhzoAdew(w*(X))(@ (Y)) =
Ad (0" (X))(¢"(Y)) = ad("(X))(¢*(Y)) =

Corollari 1.3. Si p: G — Aut(V) és una representacio de grups de Lie, aleshores
dep: g — End(V) és una representacio d’algebres de Lie.

Demostracio. Només hem de veure que End(V') és I'algebra de Lie de Aut(V) i
aplicant directament el lema anterior obtindrem el resultat desitjat. En el nostre
cas, el calcul de I'algebra de Lie del grup dels automorfismes de V I’hem escrit en
I'exemple 2 de la seccid [1.2| i hem vist que efectivament es tracta del grup dels
endomorfismes de V. O
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D’aquesta manera acabem amb el conjunt de relacions entre grups de Lie i algebres
de Lie. Donat un grup de Lie G existeix una algebra de Lie associada de manera
natural (que correspon a ’espai tangent del grup G a l’element neutre 7,G). A més
a més, si tenim una representacié ¢ del grup G obtenim també una representacid
©* = d.p de l'algebra de Lie. Per tant, hem vist com l’estudi dels grups de Lie es
pot transportar a un estudi de les algebres de Lie.

1.5 Accié d’un Grup

L’element principal per entendre les transformacions gauge seran els fibrats prin-
ctpals que, com veurem en la seccid es definiran a partir de 'accié d'un grup
de Lie sobre una varietat diferencial. Es per aix0 que dedicarem aquesta seccié a
concretar algunes definicions i resultats rellevants relatius a les accions d'un grup
de Lie.

Definicié 1.14. Sigui G un grup de Lie i M una varietat diferenciable. Una accio
per Uesquerra (o accid) de G a M és una aplicacio diferencial G x M — M que
envia (g,x) — g - x 1 que compleix

(i) Ve € M,Ng,h € G, (g-h)-x=g-(h-x).
(ii)) Ve € M, e -z = .

L’acci6 trivial és la definida per g - x = z per a tot g € G.

Definicié 1.15.
Diem que una accio és efectiva si Vg € G, (Vr € M,g-x =1x) = g =e).
Diem que una accié és lliure siVg € G,((Jx € M|g-z =1x) = g =e).

Diem que una accié és transitiva si Vr,y € M,3g € Glg-x =y.

Notem que tota accié lliure és efectiva.

Definicié 1.16. L’orbita d’un element x € M respecte d’una accio és el conjunt

G-xz:={g-z|g € G}.

Definicié 1.17. L’espai d’orbites d’una accid és el conjunt G\M := {G - x|z €

Per definir I’algebra de Lie associada a un grup de Lie abans hem utilitzat 1’aplicacio
L,(X). Ara definim i utilitzem l'aplicacié R, : G — M, R,(g) :=p-g, p € M,
g € GG per definir el concepte de camp fonamental.

Definicié 1.18. Sigui G un grup de Lie que actua sobre una varietat M 1 X € g.
Definim el camp vectorial fonamental associat a X com el camp X tal que
X(p) :=d.R,(X.).
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Recordem que la diferencial de R, és una aplicaci6 lineal definidaa d. R, : g — T, M.
Es a dir, ens transporta vectors de I’espai tangent al neutre de G a I’espai tangent
a un punt p de M. D’aquesta manera notem que el camp fonamental X € Z(M)
pertany als camps de la varietat M.

De la mateixa manera a com hem definit accié per I'esquerra d’un grup de Lie a

una varietat, podem definir

Definicié 1.19. Una accié per la dreta és una aplicacio C* de M x G — M
que envia (x,q) — = - g i que satisfa:

(i) Ve € M,¥Yg,he G=x-(g9-h)=(x-g)-h.
(i) Ve e M, x-e = .

Per acabar observem que donada una accié per 1’esquerra, en podem construir una
per la dreta de manera natural i viceversa.

Si tenim (g, p) — g - p, aleshores I'aplicacié (p,g) — ¢! - p defineix una accié per
la dreta que podem denotar p * g. Analogament, si tenim (p, g) — p - g, aleshores
'aplicaci6 (g,p) = p- g~ ! defineix una accié per I'esquerra.



Capitol 2

Fibrats 1 connexions

Un cop definides les accions d’un grup de Lie, ja podem definir el concepte de fibrat
principal. Per arribar a la definicié de fibrat principal pero, comencarem la seccid
parlant dels espais fibrats.

2.1 Espais Fibrats

Definicié 2.1. Sigui FE, B 1 F varietats diferenciables i m : E — B una aplicacio
diferenciable ezhaustiva. Al conjunt (E, 7, B) i F se l’'anomena espai fibrat amb
fibra tipica F si per a tot x € B existeix un obert x € U C B i un difeomorfisme
Yy w(U)™ — E x F tal que el diagrama

E>rt —>U><F
l/

commauta.

En altres paraules, un espai fibrat és un espai £ que localment és difeomorf a un
espai producte. A la practica pero, es parlara d’espai fibrat quan es faci referencia a
tota l'estructura (F, m, B) mentre que als seus elements particulars se’ls anomenara,
espai total (F), espai base (B) i a les aplicacions vy, trivialitzacions locals.

La construccié de les trivialitzacions locals hem vist que es fa sobre el conjunt
7 1(U), si considerem perd la seva restriccié a un sol element, 771(z) per a x €
U C B, trobem que 7~ 1(z) és difeomorf a la fibra tipica F.

Definicié 2.2. A l'espai n(z)~! =: E, C E se l'anomena fibra de x i és difeomorf
a la fibra tipica F.

Degut a aquest difeomorfisme, a la fibra tipica habitualment també se ’anomena
simplement fibra. Com hem comentat, un espai fibrat és un espai que localment

13
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és difeomorf a un espai producte, 1'espai fibrat trivial sera doncs aquell que ja és
espai producte globalment, més concretament ’espai fibrat trivial és defineix per
(B x F,prp, B) amb fibra F.

Definicié 2.3. Siguin (E, 7, B) i (E', 7', B") dos espais fibrats, diem que son iso-
morfs si existeiz ¢ : E — E' difeomorfisme tal que el diagrama

E i s |
B

commuta.

Direm que un espai fibrat és trivial si és isomorf a I’espai fibrat trivial.

Definicié 2.4. Sigui (E,m, B) un espai fibrat, una seccid és una aplicacid diferen-
cial s : B — FE tal que mo s =idp.

Siguin B i B’ dos varietats diferenciables i A una aplicacié A : B — B. Si l'espai B
és espai base d'un espai fibrat (E, m, B) amb fibra tipica F, ens preguntem si podem
construir un espai fibrat sobre la base B’, (£, 7', B').

Definim E' := {(V/,p) € B’ x E|A(V/) = m(p)} com a espai total i 7’ := prp : B —
B
Agafem ara un punt b, € B’ i la seva imatge A(b;) a B, considerem un entorn obert

U C B de \(b)) i aleshores agafem el conjunt U’ = A™'(U) com a entorn obert de
by a B'. Hem de veure que 7/(U’)~! és difeomorf a U’' X F'.

Per la definicié que tenim de 7’ trobem que
m'(U) =prp(U) 7 ={(,p) € U x E]AV) = 7(p)}
=L b, f)eU xUxFIANY)=0b}=U"x F.

és efectivament difeomorf a U’ x F'. Tenim doncs

E' D r'~ U'—)U’XF
l/

un espai fibrat (£’, 7', B') amb fibra F.

Definicié 2.5. Al l'espai fibrat (E', 7', B") := X\*(E,m, B) de la proposicié anterior
se l’anomena imatge inversa (pull-back) de (E,w, B) per A : B’ — B.

La fibra de I'espai fibrat pull-back de (E, 7, B) en un punt by € B’ és
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{(v, )GB'XE\A(b')—W(p i pr (V' )—bf)}:
{(b:p) € B'x E| A(V)) = m(p)} = {b} X Exwy)
= Ex@y)-

Aixi doncs tenim que la projeccié sobre E identifica les fibres de 0, a £’ amb les
fibres de A(b)) a E.

Definicié 2.6. Un fibrat vectorial és un espai fibrat el qual les fibres E, tenen
lestructura d’espai vectorial de dimensio n i, a més, les trivialitzacions locals de les
fibres Yy |ry—1 : By — {x} x "= F son isomorfismes lineals.

2.2 Fibrats Principals

Definicié 2.7. Un G-Fibrat Principal és un espai fibrat (P, 7, B) en el qual la
fibra F és un grup de Lie G que actua per la dreta sobre P de tal manera que es
compleix:

(i) L’accié és lliure.
(it) L’accio és transitiva sobre les fibres, i.e. per a tot p € P, p- G = Prp).

(iii) Les trivialitzacions locals vy : =1 (U) — U x G sén tals que el diagrama

T U) x G )

l¢U xidg l¢U

UxGxGMiUxG

commuta. Aqui pg denota la multiplicacio a G.

Al grup de Lie G 'anomenem grup d’estructura del fibrat.

Proposicié 2.1. FEuxisteix una correspondeéncia 1 : 1 entre seccions locals i trivialit-
zacions locals d’un G-fibrat principal.

Demostracié. Sigui (P, m, B) un G-fibrat principal. Donada una seccié s : U — P|y
per a U C B obert, podem definir una trivialitzacié local de la segiient manera,
Yu(p) == (7(p),gp) € U X G, on g, és I'inic punt tal que p = s(7(p)) - g, (sabem
que existeix (i que és tinic) perque 1'accié és lliure i transitiva).

Per altra banda, donada una trivialitzacié local v podem definir una seccié local
de la segiient manera, s(b) := ¢ ~1(b, e) i utilitzant la commutativitat del diagrama
de la definicié de fibrat principal, podem expressar la trivialitzacié local en funcié

de la secci6, ¥=1(b, g) = Y"1 (b,eq) = v (b,e) - g = s(b) - g. d
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Un dels primers exemples, i més importants, de fibrats principals és el fibrat de
referencies.

Definicié 2.8. Sigui (V, 7, B) un K-fibrat vectorial, construim el conjunt P, :=
{(v1,...,v,) base ordenada de Vi} de les bases ordenades de la fibra Vi, de V per a
b € B. Aleshores anomenem fibrat de referéncies al G-fibrat principal (P,m, B)
on P = Uyep B, la projeccio m és tal que w|p, = b i G = GL(n,K) actua lliurement
1 transitivament per la dreta sobre P.

Per al cas dels espais fibrats hem trobat, a partir d'un espai fibrat (F,m, B), el
pull-back \*(E,m, B). Per al cas dels fibrats principals podem obtenir el mateix
resultat.

Proposicié 2.2. Donat (P,m, B) G-fibrat principal i A : B" — B aplicacié C*,
definim P' = {(V/,p) € B'x P | A(t/) = w(p)}. Aleshores (P',m := prg, B) és un
G-fibrat principal on G actua tal que (V',;p)-g= (V,p-g).

Demostracio. La demostracio és analoga a la construccié que hem fet per als espais

fibrats; es calcula lespai 7/(U’)~! per a U’ € B i es veu de manera similar que és
difeomorf a B’ x G. O

Hem vist que canviant d’espai base B a B’ podem trobar un nou fibrat principal.
Ens preguntem ara si canviant el grup de Lie podem arribar a trobar també un nou
fibrat principal.

Proposicié 2.3. Sigui ¢ : G — H un homomorfisme de grups de Lie i (P,m, B)
un G-fibrat principal. Aleshores (P x H)/G,n', B) és un H-fibrat principal on G
actua per la dreta sobre P x H amb (p,h)-g= (p-g,p(g7")-h) i on " és la tinica
aplicacio per al que el diagrama

PxH —— (Px H)/G
e =~
B

commuta.

Demostracio. L’accié de G sobre P x H és lliure ja que per (p,h) - g = (p,h) =
p-g=p= g=e,on I"iltima implicaci6 és deguda a que I’acci6 és lliure sobre P.
(P x H)/G és varietat diferencial [2] i dels resultats generals de la teoria de grups
sabem que 'aplicacié n’ és C'*° i tinica ja que la projeccié m o prp és constant a les
orbites.

Finalment comprovem que H actua lliurement sobre (P x H)/G. Notem que H actua

sobre P x H amb (p,h) - h' = (p,hh'). Com que l'accié de H i de G commuten,
podem traslladar 1'accié de H sobre P x H a (P x H)/G tal que [p, h]-h' = [p, hh'].

Finalment
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[p.h] - W =p,h] = 3g € G| (p,hl) = (p-g.0(g7")-h)=p=p-g=g=c=
hh = p(e )h = h = I = e, 'accié és efectivament lliure.

i

Definicié 2.9. Al H-fibrat principal (P x H)/G), 7', B) se l’'anomena H-fibrat
principal associat a (P,m, B) per .

Els casos més rellevants de fibrats principals associats sorgeixen quan ¢ és un em-
beding G — H. Aleshores diem que el H-fibrat principal s’ha obtingut de G per
extensié de lestructura. Per contra, si tenim un H-fibrat principal (H, 7, B) i
existeix un G-fibrat principal (P’, 7', B) de manera que P és extensi6é de P’, diem
que (P, 7', B) s’ha obtingut per reduccié de l'estructura.

Definicié 2.10. Sigui (P, w, B) un G-fibrat principal i p : G — Aut(V) una repre-
sentacio de grups de Lie, el fibrat vectorial associat és (P x V) /G, 7', B).

Per acabar aquesta seccié donarem una descripcié local dels fibrats principals. Con-
siderem un recobriment d’oberts {U, }, de B de tal manera que P|y, sigui trivial i
considerem les seccions s, : Uy, — Ply, .

Definicié 2.11. Per a cada dos obert U,, Uz amb interseccio no buida, definim per
funcid de transicio com la funcio gap : UsNUs — G tal que so(x) = $5(2)- gap()

Proposicié 2.4. Les funcions de transicio existeizen i, donats s, i sz seccions
fizades, la funcid de transicid g.p €s unica.

Demostracio. Sabem que l'accié de G sobre P és transitiva sobre les fibres. En
aquest cas tenim s,(z), sg(z) € 7 !(z) elements d’'una mateixa fibra, per tant
sabem que existeix un element g = gop(x) € G tal que s,(x) = s5(2) - gap(x).

Finalment, si tenim g/, funcié de transicié tal que sq(7) = sg(z) - g,5(7), aleshores
és facil veure que s5(z) - gas(®) = 55(7) - gap(z) 1 tenim que g5 = gas- O

Proposicié 2.5. Les funcions de transicio compleizen les anomenades condicions
cocicle

(7’) gOéOc - 67
(”) Jap = gE;)
(Z”) 9oBYdpsyGya = €.

Demostracio.

(i) Sa = Safaa = Jaa = €.
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(i) So = $89a8 = SaYsadas, com que l'accid és lliure obtenim la condicié ggagas =
e d’on trobem la segona condicio.

(ili) S = Sv9ay = S8Gv89ay = Salpalrpdar- 1 com en el cas d’abans la relacié és
directa.

4

Si triem seccions diferents s, : Uy, — Ply, i s, : Uy — P|u,, obtenim funcions de
transici6 diferents gap 1 g/,

Proposicié 2.6. La relacio entre les dues funcions de transicio és aleshores gopg =
hag’aﬁh_l, on he €s la funcio tal que so(x) = s (z) - ha(z). A aquesta relacio se
l’'anomena la condicié de cobora.

Demostracio.

/

o (1) - ha(T) = Sa = 58980 = 53h398a = SuYaphsgpa-

2.3 Connexions

Explicats els fibrats principals podem estudiar ara el concepte de connezid.

Definicié 2.12. Per a (P, m, B) G-fibrat principal, definim una connexio com una
1-forma w € Q(P,g) a valors en l'algebra del grup (seccié global de T*P @ g) que
compleix

(i) el diagrama

TPPLQ

lng lAdg_l

T, P —225 g

commuta, és a dir wo dRy, = Adg—1 ow.

(ii) Per a X camp vectorial fonamental (definit a dun camp X € g tenim

que w(X(p)) = X, d.e. wy(X,) =X VpeP.

Tenim doncs que per p € P una connexio en el punt p és una aplicacié lineal
wy : TP — g.

Una connexio pero, es pot veure també com una distribucio a I’espai total del fibrat
principal. Donarem aqui aquesta definicié alternativa i veurem la correspondeéncia
entre les dues possibles definicions.

Sigui (P, 7, B) un G-fibrat principal i P, una fibra.
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Definici6 2.13. Diem que P’ C P és un subfibrat (principal) de P si (P, w|p, B)
és un fibrat (principal).

Definici6 2.14. Sigui P una varietat diferenciable, una distribucio és un subfibrat

vectorial de l’anomenat fibrat tangent TP = Upep T,P.

Definicié 2.15. A l’espai tangent T,P, 'anomenem espati vertical tangent de
lespai P al punt p i el denotem per V.

Definicié 2.16. Definim com espai horitzontal tangent H, a un espai comple-
mentari de V, tal que T,P =V, ® H,,.

A Testar definit com a espai complementari de ’espai vectorial notem que, donat
un espai vertical, 1’eleccié de I'espai horitzontal no és tnica.

Definicié 2.17. Considerem la distribucio formada pel conjunts d’espais horitzon-
tals tangents. Diem que aquesta distribucio és una connexié o connerio de
Ehresmann si és diferenciable i tenim que

per atotpe P, geG.

Com a exemple rapid és facil veure que per al cas del fibrat principal trivial els
espai horitzontals sén isomorfs a T, B (i els verticals a T,G).

Per acabar donarem la relacié entre les dues definicions.

Teorema 2.1. Hi ha una bijeccio entre les connexions definides com a distribucions
d’un G-fibrat principal (P, 7, B) i les connezions definides com a 1-formes.

Demostracio. Sigui H una distribucié (connexié) de P, aleshores definim una con-
nexi6 1-forma per w,(X,+Y,) = X pera X € giY, € H, on p € P i hem utilitzat
la descomposicio en suma d’elements de ’espai vertical i horitzontal.

Comprovem que efectivament compleix les condicions d'una connexié 1-forma. En

concret podem veure facilment que w(X) = X. I a més a més tenim que (w o
dRy)p(Xp+Yp) = w(dRy(Xp) +dRy(Y}))) = w(dRy(X))) ja que si Y, és horitzontal,
per la definici6 de connexid, tenim que dR;Y; també és horitzontal. Si X és un
camp fonamental aleshores dR,(X) = Z per Z = Ad,1 X € g.

Aixi donces

(wo dRy)p(X, +Y),) = w(dRy(X,)) = Ady (X)) = Ad, " o w(X, +Y,).

Per altra banda, donada una connexié 1-forma w, tenim que ker(w,) = H, defineix
una connexié de Ehresmann.

Primer de tot escrivim la connexié en funcié d’una base de 1'algebra de Lie; w =

Y o;wil; on {T;} és base de g i w; € Q(P;R). Com que w(X) = X per atot X €g
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tenim que w;(1T;) = 0,5, i.e. les 1-formes w; sén linealment independents. Aix{
doncs, si considerem els camps vectorials duals de w;, trobem que sén linealment
independents i generen un subfibrat vectorial de TP el qual és espai complementari
de H a TP. Per tant H també és subfibrat.

Veiem ara que la distribucié és horitzontal, i.e. espai complementari de V, espai
vertical tangent. Considerem Y € H, NV, = ker(w,) N'V,. Per ser de V,, tenim que
Y = X és camp fonamental per a un X € g. Perd com que Y € ker(w,) també
tenim que w,(Y) = X = 0. Tenim doncs que Y = 0 i per tant H, NV, = {0}.
Finalment dim ker(w,) = dim7,P —dimg = dim7,P —dimV, = T,P =V, ® H,.
Per acabar comprovem que es compleix la condicié de la definicié de connexié de
Ehresmann. Per Y € H),, w(d,Ry(Y)) = (wo d,R,)(Y) = Ady—1 ow(Y) = 0 per ser
Y € H,. Aixi doncs d,R,(Y) € H, i acabem la demostracio. O

Per acabar ens centrarem altre cop en les seccions i connexions locals. Sigui (P, m, B)
un G-fibrat principal amb connexié w € Q'(P;g) i s: U — P una seccid, denotem
per s*w € Q(U, g) a la composici6 w o ds.

Triem un recobriment d’obert de I’espai base B i seccions per a cada un dels oberts
Sq : Uy — P. Considerem les funcions de transicié gn.s : U, N Ug — G tal que
Sa = Sggap 1 les connexions locals w, = siw = w(ds,), aleshores utilitzant les
funcions de transicié podem trobar

1
S = Safap = SalapIasdas-

Diferenciant 1’equacié en u = ug trobem una relacié que ens sera util més tard

d85|w) = nga,B(UO) © dsaluo + dLSa(UO)ga,B(UO) od (ga_ﬁl (uo)gaﬁ) |u0‘

La connexi6 local wl,, la podem escriure com wgly, = w(dsg)ly,) 1 utilitzant la
relacié abans trobada i la definicié de connexié 1-forma obtenim

Wﬁ|u0 =
w(dsgluy) = w © ARy, ,(ug) © ASaluy + @ © ALey (u)gasiu) © AGah (10)gas) luo =
Ady 1) © Waluo + (95 (10) ) uo-

Es a dir, hem trobat com es transformen les connexions locals en funcié de les
funcions de transicié per a les seccions locals. En particular, si el grup de Lie és un
grup de matrius, tenim que wg = g;gwagag + g;édgag. Si a més el grup és abelia
obtenim que localment les connexions es transformen com wg = wy + go_lﬁldga/g.
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2.4 Curvatura

Un cop definides les connexions podem passar a estudiar la curvatura d’un fibrat
principal. Per fer-ho recuperem el concepte d’espai horitzontal H, i considerem
'aplicaci6 projeccié my : T,P — H, per a P espai total d'un G-fibrat principal.
Aleshores,

Definicié 2.18. Sigui (P, 7, B) un G-fibrat principal amb 1-forma w. Definim la
curvatura de w com la 2-forma Q € Q*(P,g) donada per

QX,)Y) =dw(ng(X),mg(Y)).

Lema 2.1. Sigui X un camp fonamental i Y un camp horitzontal, aleshores [X,Y]
és horitzontal.

Demostracio. Si X és camp fonamental aleshores sabem que X € g i que el flux de
X ve donat per Reygix). Calculem

w([X7 Y]) =
w(Lx(Y)) = Lx(w(Y)) — (Lxw)(Y) =
_%|t=0w 0 dRexpx)(Y) = —%h:oAdl (tx) © w(Y) =0.

exp

On hem utilitzat que el braquet de Lie per a camps vectorials és la derivada de Lie
i que, per a camps horitzontals, w(Y') = 0. O

Proposicié 2.7. La curvatura compleixz I’anomenada equacio d’estructura, () =
dw + % [w, w].

Demostracio. Avaluem 'equacié per a dos camps X,Y € T, P.
Si els dos camps son horitzontals (i.e. my(X) = X) aleshores sabem que

[w,w](X,Y) = 2w(X),wY)] = 01 per tant QUX,Y) = dw(rg(X),my(Y)) =
dw(X,Y).

Si els dos camps sén camps fonamentals, X,Y € g aleshores la curvatura és 0,

QX,Y) = dw(ry(X), 7y(Y)) = 0, i només hem de comprovar si dw = —3|w, w].

Veiem-ho, si denotem per X,Y els camps per als que X,Y sén els seus camps
fonamentals aleshores

Ao(X,¥) = 05 (w(Y)) — 05 (w(X)) ~ w([X, 7)) =
0x(¥) ~ 7(X) ~ [X, Y] = ~[X, Y] = — [, ](X, V)

on hem utilitzat que els camps fonamentals sén constants i que [w,w](X,X) =

Z[W(X)v W(X)] = Q[X’ Y]
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D’altra banda, si X és fonamental i Y horitzontal, aleshores

w, w](X,Y) = 2[w(X),w(Y)] = 0ja que w(Y) = 0i dw(X,Y) = dx(w(Y)) —
Oy (w(X)) —w(X,Y]) =0,

ja que cada terme per separat és zero; el primer perque la connexié d’un camp horit-
zontal és 0; els segon perque la connexié d’un camp fonamental és el camp ”base” de
'algebra de Lie (per definicié de connexid) i per tant la derivada direccional en Y
és 0; i el tercer terme és 0 ja que [X,Y], pel lema és horitzontal.

Finalment Q(X,Y) = dw(ryg(X),75(Y)) = 0 ja que la projeccié sobre l'espai
horitzontal d’un camp fonamental és 0 (recordem que els camps fonamentals sén de
'espai vertical). d

Proposicié 2.8. Sigui Q) la curvatura de la connexio w per a un G-fibrat principal
(P, m, B) amb H espai horitzontal, aleshores es compleix I’anomenada identitat de
Bianchi: dQQ=0a Hx H x H.

Demostracid. Per a Q qualsevol tenim que dQ = ddw + 1dw,w] = 1d[w,w], aixi
doncs només hem de comprovar que djw,w](X,Y,Z) =0 per a X|Y,Z € H camps
horitzontals de P. Calculem

dw,w|(X,Y, Z) =
Ox[w,w](Y, Z) — Oy [w,w](X, Z) + 0z|w, w|(X,Y)—
[wvw]([X7 Y]’Z) + [wvw]([Xa Z],Y) - [w,w]([Y, Z]vX)

En el calcul de la demostracio de hem trobat que, per a camps horitzontals,
[w,w](X,Y) = 01ia més a més també sabem que [X,Y] és horitzontal si X,Y
son horitzontals; si ho apliquem a la igualtat anterior obtenim que cada terme de
I'expressi6 és 0 i per tant que dQ(X,Y, Z) = djw,w](X,Y,Z) = 0. O

Ens resta explicar el comportament local de la curvatura. Recordem que per a
les connexions hem definit la connexié local com w, = wods € Q(U,;g) per
U, € B obert de l'espai base. Procedint de manera similar definim €2, := s:Q) =
Qo (dsg,dsy).

Observem que per al cas de les connexions locals, tenim que es compleix 'equacié

d’estructura local €, = dw,, + %[wa, Wa-

Per a seccions locals s;, s; amb U; N U; # recordem que definiem les funcions de
transicio per s; = s;g;;. Aleshores, per a les curvatures associades trobem que es
transformen de la manera segiient,

Teorema 2.2. Siguin €); i Q; curvatures associades a seccions locals s;, s;, i.e.

Q; = Qo (ds;,ds;). Aleshores §; = Ady-10Q; a U;NU;.
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Demostracio. Per a vectors verticals ja sabem que la curvatura és 0. Aixi doncs,
considerant només X,Y € T,B i recuperant el calcul fet per a ds,|y trobem que,

O(X,Y) =
)(ds;(X),ds;(Y)) =
Ady 0 O(X,Y)

Q(ds;, ds;) = QdR,,, o ds;(X),dRy,, o ds;(Y)) = (VR

gji 9ij

OJ
Corol-lari 2.1. 5i G és un grup de matrius aleshores {); = gi;Ingij.

Corol-lari 2.2. 57 G és abelia aleshores la curvatura local €, €s mdeﬁendent de la
seccid local i per tant defineiz una curvatura global que denotarem per Q € Q*(B; g).

Fins ara hem vist que les connexions i curvatura d’un fibrat principal les podem
tractar com a k-formes de I'espai total P amb valors a I’algebra de Lie. Ens interessa
comprovar ara com les podem identificar amb k-formes a ’espai base B amb valors
a Panomenat fibrat vectorial adjunt Ad(P) = P x g/G.

Definicié 2.19. Definim per QF (P, ) Uespai de les k-formes horitzontals (i.e.

w(Xy, -, Xg) =051 X; € T,P és vertical per a algun i) que compleizen wodR, =
Adg—1ow per atot g€ G.

Proposicié 2.9. Si w, w' sén dues connexions 1-formes de P aleshores w — W' €
Yor (P, 9) .

Demostracio. aplicant la definicié de connexié 1-forma es troba directament el re-
sultat esmentat. O

1

}(P,g)A% aleshores w + w' és connexié 1-forma de

Es facil observar que, si w’ € )
P.

Corol-lari 2.3. 5i ) és la curvatura associada a una connexio 1-forma w aleshores

Qe (P g)i

hor

Per acabar donem el resultat que buscavem.

Teorema 2.3. L’espai QF  (P;g)"? és isomorf a l'espai QF(B; Ad(P)).

hor

Demostracio. La demostracié la podem trobar a [2] O
Corol-lari 2.4.
(i) La diferéncia entre dues connezxions 1-forma de P s’identifica amb un element

de Q' (B; Ad(P)). A més a més l'espai de connexions a P forma un espai aff
amb espai vectorial associat Q' (B; Ad(P)).
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(11) La curvatura 2 d’una connexié w s’identifica amb un element de Q*(B; Ad(P)).

Si repetim ara els passos realitzats en 'apartat de les connexions obtenim
una relacié per a les curvatures locals Qg = Adgfg (ug) © Q.. Aixi doncs, per a

grups abelians, €, = 5 i hi tenim una curvatura 2-forma Q € Q%(B;g) definida
globalment tal que Q|y, = Q.. Remarquem que aquest resultat és la cas particular
del punt (i) del corol-lari anterior. Per al cas abelia el fibrat vectorial Ad(P) és
trivial i la curvatura pren valors a g.

2.5 Transport paral-lel

Teorema 2.4. Sigui (P,m, B) un G-fibrat principal amb connexié w. Per a tota
corba ¢ : I — B C™ i per a tot punt py de la fibra de P.(ty) (to € I) existeir una
unica corba ¢ : I — P C™ tal que

(i) c=moé.
(ii) Wt € I, la corba ¢ és horitzontal &(t) € Hyy).
(iii) ¢(to) = p com a condicid inicial.
A la corba & Uanomenem I'aizecament horitzontal de c. (Aqui é(t) == Lé(t)).

Demostracio. Considerem una corba ¢ : I — U, ila seccié local per a U,, s,. Veiem
que per a que una corba ¢ compleixi amb la primera condicié cal que sigui de la

forma ¢(t) = sa(c(t)) - ha(t)

L’aplicacié h,(t) queda tnicament determinada per la condici6 (i7i) Per a que ¢
existeixi tal que compleixi també la segona condicié només ens resta comprovar si
¢ és horitzontal, i.e. w(é) = 0; per fer-ho utilitzarem algunes de les igualtats que
hem obtingut en l'estudi de les connexions locals. Veiem-ho,

w(E) = w (%h:tsa(c(l) : ha(l))> —

d d
w |:dLsa(c(l)~ha(l)) (ahtha(t)_lha(l)) + dRha(t) <a|ltsa(c(l))):|

El terme del parentesis del primer sumand és un camp fonamental per tant, per la
definici6 de connexid, és igual a 4|,_4h,(t) " ha(l). utilitzant I'altra condici6 de la
definicié de la connexié obtenim que el segon terme és igual a Ady_ ;-1 0 w(84(t)).
Trobem doncs que

w(€) = dLp, )1 (ha(t)) + dLp, 1)1 © dRp, 1) (w(3a(1))
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on hem expressat el terme de la derivada de ho(t) "'he (1) en termes de la diferencial
de L i hem considerat I'aplicacié adjunta en funcié de dL i dR. La condicié (ii7)
ens requeria que ’expressié trobada fos 0, aixi doncs la corba ¢ amb les condicions
de 'enunciat existeix i és tnica sii ’equacio

ho(t) = —dR),, ) (w(8a(t))

té solucid (per a h,(t)) i és unica. Notem que per arribar a aquesta equacié només
hem igualat ’expressié anterior a 0 i I’hem multiplicat per dL;j( p A banda i banda.

L’existencia de solucié tnica per a ’equacié diferencial aqui descrita no és un re-
sultat directe, a no ser que el grup d’estructura G sigui un grup de matrius. En
aquest cas equacié és redueix a una equacié diferencial lineal h = —w($q) - hy la
qual té solucio i és unica. O

Definicié 2.20. Donada una corba c: [ty,t1] — B i ¢ el seu aizecament horitzontal
amb condicio inicial ¢(ty) = p, definim el transport paral-lel com [’aplicacio
L) = Petto) = Pey on L(e)(p) = &(tr).

......

......

P,y al llarg de la corba c.

Per al cas on el grup de Lie és un grup de matrius M C GL(K) ja hem vist que
I’existencia de 'aixecament horitzontal esta determinat per una equacié diferencial
lineal del tipus ©(t) = —A(t)v(t) amb condicié inicial v(0) = vy.

Teorema 2.5. Sigui A : I — Mat,x,(K) una corba continua per a I = [0, L]
interval fixat. Aleshores la solucid a lequacio diferencial 0(t) = —A(t)v(t), v(0) =

vy ésv(t) = Pexp (— IN A(T)dT) - o,

on Pexp (— f(f A(T)dT) es defineiz com la path-ordered exponential de A:

Pexp <— /OtA(T)dT) —
i (10 S (S51)) (s fa (B) (s L)

Demostracid. Sigui v(t) := Y 72 (—1) [ydr [T drj_y- - [T drA(T) - A(Tjoa) -
A(r1). Primer comprovarem que és solucié de 'equacié diferencial, és a dir que
0(t) = —A(t)v(t). Per veure-ho primer hem de comprovar que la serie és diferenci-
able.

tl

. ., t
Per induccié trobem que [; dm = 4
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suposem cert per 7 — 1 i calculem

t 7 7 t i1 1 + t
dT'/ dT'_"'/ dT:/dT' —L =—.< : ):f
/0 ’ 0 = 0 ' 0 ’ <(J—1)! J\@G—=1! 7!

Amb la norma | - | de 'espai de matrius veiem que

t Tj T2
/ de/ de—l"'/ dTlA(Tj)'A(Tj_l)""'A(7'1> S
0 0 0
t T T2
/ de/ de—l"'/ d’Tl’A(Tj)'A(Tj_l)'""A(7'1> S
0 0 0
e
F1lAleoa

i per tant el modul de 'aplicacié continua h(t) := [--- [(A---A) és
L7 .
(8] < F|A|?;ou)~

On la norma \A[éo( 1) = SUPe ;(A(t)) és 'habitual. La série inicial doncs convergeix
absolutament en I’espai de les aplicacions continues de I — M,,x,,(K). Comprovem
ara que també ho és en 'espai d’aplicacions continuament diferenciables.

d t Tj T2
- / de / defl‘ . / dT1A<Tj) : A(ijl) e A(Tl) <
dt 0 0 0
t Tj—1 T2
/ de,1 / de,Q' . / dT1’A<Tj) . A(ijl) e A(Tl) S
0 0 0
1

J
G- e

g .
Per tant }%h(t” S (?J_ly’AVCU(I)

A CY(I) es defineix la norma com | - Jéo([) = sup(|f]) + sup(|f'|) per tant hem
trobat que

L

Olors < A, + (Ao = (22 ) ap
vy = Gl * T Aleen = \ TG =y ) e

i per tant la serie inicial convergeix absolutament en l'espai C*(I) i defineix una
funcié C! la qual la podem diferenciar, calculem doncs
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2.6. Transformacions de Gauge

%v(t) = ':1 dt/ drj/ drj - / AT A(T;) - A(Tj_1) - - A(m1)vo =
i(—l)JA(t)/o drj_l/oj1 de_Q.../Om driA(r;_) - Ao =
_A(t)i(—nj—l /Otdrj_l /OTj_lde_2.../0T2 drA(Tj_q) - A(r)vy =

J _A() - o(t)

Ens queda per veure la segona igualtat de la definicié de la path-ordered exponential
entre el sumatori i el limit.

De M = 0(s) + O(e) trobem que v(s + €) = v(s) + ev(s) + O(e?)
e(A(s)u(s)) + O(e?) = (M — €(A(s)v(s) + O(e?).

Si escrivim s = t— ie= < aleshores

’ (%Q (]Id - %A(t%)) v(t%) + O(;—Z)

Hem trobat que v(k+1) depen de v(k) aixi doncs si triem i substituim per k = N —1

= u(s) -

N -1 N -1 t?
substituint ara v(t%) i repetint el procés trobem finalment que
(t) =
t N-1 t N -2 N -2 t2
(]Id—NA (t - )) ((I[d—NA (t - )) (t - ) +o<m>> +
t2

(M-%A(M};l)) (Hd_%A(tNA_/.Z))U(tNA_[2>+20(;\f/-_22>+'”:

(]Id ~La Q% ) (M - %A(O)) 0(0) + N@(L—Z)

2.6 Transformacions de Gauge

Definicié 2.21. Sigui (P, 7, B) un G-fibrat principal. Un automorfisme de P és
un difeomorfisme f: P — P tal que¥g € G,Npe P | f(p-g) = f(p)-g.
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Al conjunt dels automorfisme de P I'anotem com a Aut(P).

Com que G actua transitivament sobre les fibres P, si tenim p,p’ € P amb 7w(p) =
7(p'), aleshores existeix g € G tal que p = p’ - g. Si apliquem f € Aut(P) trobem

que f(p) = f(p'-g) = f(¥') - g, és adir, f(p) i f(p') pertanyen a una mateixa fibra.
Aix0 ens indica que existeix una unica funcié f : B — B tal que n(f) = f(n).

Definicié 2.22. Sigui f un automorfisme de P, si f = idg diem que f és una
transformacio gauge.

Al conjunt de les transformacions de gauge de P el denotem per G(P).

Teorema 2.6. Sigui G(P) el conjunt de les transformacions de gauge per a (P,m, B)
G-fibrat principal i P x G/ ~ el fibrat associat on ~ representa la relacid [p, g] ~ [p-
h,h™1-g-h|, aleshores existeix un isomorfisme G(P) = {seccions C* de Px G/ ~}.

Demostracio. Sigui s(b) = [p(b), g(b)] una seccié de P x G/ ~ aleshores tenim
f € G(P) definida per f(p(b)) = p(b)g(b). Veiem-ho; 'aplicacié esta univocament
determinada per la seccié ja que, si considerem p’ = p(b)h amb h € G, aleshores
f() = f(p(b))h = p'h~tg(b)h i a més f és transformacié gauge.

Alternativament, si f és una transformacio gauge tenim que, per a tot p € P existeix
un unic g(p) € G tal que f(p) = pg(p). Si calculem ara f(p') per p’ = ph trobem
que f(p') = p'g(p) = phg(p') 1 f(p') = f(ph) = pg(p)h per tant g(p') = h~"g(p)h.
Donada f una transformacié gauge tenim doncs una seccié 7(p) = [p, g(p)] ben defi-
nida a P x G/ ~ i per tant tenim un isomorfisme entre G(P) i {seccions C* de P x

G/ ~1. O
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Aplicacions a la fisica

Podem calcular finalment les equacions de l'electrodinamica a partir d'un U(1)-
fibrat principal. Abans pero, definirem ’anomenat operador estrella de Hodge.

3.1 Operador Estrella de Hodge

La idea de I'operador estrella de Hodge sorgeix de 'intent de buscar un isomorfisme
entre A¥V i A" *V. Sigui V un R-espai vectorial orientat dotat amb un producte
escalar <, >. Podem definir un producte escalar a l'espai A¥V; si w,n € AV

<UL A Avg,wy A - Awg >= det(< vy, wy >);;

Definicié 3.1. Siguie, ..., e, base ortonormal positiva de V espai vectorial orientat.
Definim com a forma de volum a vol :=e; N\ ... Ne, € A"V

Definicié 3.2. Definim com a operador estrella de Hodge o dual de Hodge
a la tnica aplicacié * : A*V — A"*V associada a un producte escalar tal que
wAN=<*w,n > -vol.

Proposicié 3.1. L’aplicacio estrella de Hodge x existeir i €s unica.

Demostracié. Per a w € AFV considerem D’aplicacié n — w A 1 que envia formes
de A" %V a formes de A"V. La n-forma w A 7 la podem escriure en funcié de vol
al ser base de A"V de tal manera que w A n = ¢(n)vol. Si considerem c¢(n) com a
aplicacié ¢ : A" ¥V — R aleshores, per a espais E de dimensi6 finita, sabem que per
a a € E* existeix un tunic v € E tal que ¢(-) =< v, - >. En definitiva, si considerem
E = A""*V tenim w A n = c(n)vol =< xw,n > vol.

4

El dual de Hodge ens sera util més tard a I’hora de calcular les equacions de 1'e-
lectrodinamica, es per aixo que donarem algunes propietats per agilitzar els calculs
relacionats amb ell.

29
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Proposicié 3.2.

(i) **w = (—1)FC=F)y,
(ii) Per a w,n € AV, < xw,*n >= (=1)P <w,n >.

(iii) Per a w,n € AV, wAxn=nAxw= (=1 <w,n > vol.

Demostracio.

(i) Per a w € A"V tenim que w A *w =< #w,*w > vol = vol, alternativament
*w A % * w = vol. Finalment, permutant el producte exterior, w A *w = (—1)F"=F) «
*xw A xw d’on n’obtenim el resultat buscat.

(ii) Aplicant (i) i la definicié de lestrella de Hodge trobem < *w,*n > wvol =
wA*n = (=1D)FR) s Aw = (1R < x5, w > vol = (—1)P < n,w > vol.

(iil) w A *n =< xw,*n > vol =< *n,*xw > vol = N A *w; i la segona igualtat de la
proposici6 és conseqiiéncia directa del punt (ii). O

Definicié 3.3. Diem que una forma és autodual si xw = w. Direm que és anti-
autodual si xw = —w.

3.2 Les equacions de I’electrodinamica

Sigui (P,m, M) un U(1)-fibrat principal a on M és la varietat diferencial de Lo-
rentz. Considerem w € Q!'(P; g) una connexi6 del fibrat i sigui 2 la serva curvatura
associada. A partir d’aquesta premissa ens plantegem retrobar les equacions de
'electrodinamica (o equacions de Maxwell).

La idea de plantejar la teoria amb una estructura de U(1)-fibrat principal és la
segiient. Al tenir com a grup d’estructura un grup abelia, el braquet de Lie de la
seva algebra de Lie u(1) sera zero, per tant, la curvatura associada a una connexié
w sera (aplicant I'equacié d’estructura) 2 = dw. A més a més, com hem vist abans,
per a grups abelians la descripcié local de la curvatura s} €2 no és res més que les
restriccions als oberts U, d’una curvatura definida globalment Q € Q2(M;u(1)).
Aixi doncs, com que u(1) = iR podem posar Q = iF per a F € Q*(M;R).

Si triem coordenades (¢, z,y, z) per a M aleshores podem escriure la 2-forma F' en
la forma

F =FE,dx Ndt+ E,dy N\ dt + E.dz N dt + B.dx N\ dy + Bydz N\ dx + B,dy N dz

1 aleshores
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dF =
OE, . oF, N 0B,
dz dy dt
oF, B OFE, . 0B
dy dx dt

0B, 0B, 0B,
(dm + 0y + dz)dx/\dy/\dz-i—(—

OE, OFE, 0B,
(dz T dn + dt)dt/\dz/\dm+(—

)dt/\dy/\dz—f—

Z) dt Adz A dy.

Definint B = (B, By, B,) i E = (E,, E,, E,), el primer terme correspon a al di-
vergéncia de B i la suma dels tres altres termes correspon a la suma rot(E) + %—f.

De la identitat de Bianchi, dF' = 0, n’obtenim doncs dues de les equacions de
Maxwell
div(B) = 0,
.. OB
t(F)+ —=0
rot(E) + o

Notem que aquestes dues primeres equacions s’obtenen de manera natural aplicant
la identitat de Bianchi a la curvatura d’una connexi6 sobre un U(1)-fibrat principal,
sense cap suposicio més. Pel que fa a les dues equacions restants, les trobarem a
través les connexions critiques per a un Lagrangia donat.

De la mateixa manera que hem definit la connexié Q = iF per a u(1), considerem
ara les connexions locals per a wy connexié fixada, s*(w — wp). En aquest cas la
diferencia la podem identificar amb un element de Q(M;u(1) i la podem reescriure
com iA(w,wp) € QH(M;u(1)) per A € QY(M;R) i, a més a més, es compleix dA =
F — F,. Fixem a més un 3-forma J € Q3(M,R). Aleshores definim el Lagrangia
de I’electrodinamica com |’aplicacio

L:C(P) — Q*M,iR)
donada per L(w) = 3F AxF + AN J.

Definicié 3.4. Diem que una connexio w de P és eritica si per a tot obert U € M
i per a tota 1-forma n € Q(M;iR) tal que supp(n) C U es té que

d
aft:O/Uﬁ(wt,n) =0

a on € denota que l'obert U té clausura compacta inclosa a M i wy, €s tal que
A(wtp,wo) = Alw, wp) + tn.

El diferencial de A és dA = F—Fy, d’on obtenim que F(w;,)—F(w) = d(A(wi,,wo)—
A(w,wp)) = t - dn. Calculem ara la condicié de connexié critica per a la primera
part del lagrangia £ := %F N *F.
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0
§|t:0£1(wtm) =
1
25”75 o F + tdn) A x(F + tdn) = (dnA*F+FAd77):

dn N xF.

I per tant

d
E‘tzo /UE1(wt,n) =

/dn/\F:/d(n/\*F)—l—n/\d(*F)
T T

Al tenir supp(n) C U (i.e. n és 0 fora de U) podem integrar el primer terme sobre
tot M, i al no tenir bora, podem aplicar el teorema de Stokes per trobar que la
primera integral és zero i podem generalitzar la integral restant a

/M nAd(xF).

Per la segona part del Lagrangia Lo := AA J repetim els mateixos passos per trobar

d

Ehzo /(]52(%17) =
/(A+t77)/\J:/ nAJ.
U M

Trobem doncs que la condicié de connexi6 critica equival a que la integral
[y n A (d* F+ J) sigui nul-la per a tota n € Q'(M;R), és a dir dx F + J = 0.

Finalment, per trobar les equacions de Maxwell en la forma classica escrivim el dual
de Hodge de F

¥ = —F,dy NdZ — Eydz Ndx — E.dx N\ dy + Bydx A\ dt + B,dy N\ dt — B.dz N\ dt,

i

d(xF) =
0E

(—divE)dz A dy A dz + (roté T

> dt AN dy N dz+

— E — o)
(rotB — 8(9—15) dt Ndz N dx + (TOtB — 86_) dt N\ dy N dzx.
Yy z



3.8. Yang-Mills 33

Si escrivim J en les coordenades (¢, x,y, z) com J = pdx Ady ANdz — j.dt Ndy Ndz —
Jydt N dz N\ dx — jpdt A\ dx A dy aleshores trobem el segon par de les equacions de
Maxwell imposant la condicié abans trobada dx F' 4+ J =0 =

divE:p,

. 9E .

tB— == =7
TO at ]

Aixi doncs les quatre equacions de Maxwell sorgeixen de manera natural dels U(1)-
fibrats principals considerant com a varietat la varietat de Lorentz. Finalment
notem també que 'anomenada equacié de continuitat sorgeix rapidament a partir
de la relacié d « F'+ J = 0 ja que

dp  O0js  Ojy  0j:
F = = = —_— —_
dld«F+J)=0=dJ (at + p + Dy + £l

) dtNdz NdyNdz = %—i—dz’v}': 0.

3.3 Yang-Mills

Com hem vist, l'estudi de les connexions critiques d'un U(1)-fibrat principal per
al lagrangia de l'electrodinamica ens estableix les equacions de 1’electrodinamica
de Maxwell. Aquest model, com hem fet notar al llarg de la seccid, sostenta part
dels seus resultats en considerar com grup d’estructura del fibrat un grup abelia.
La generalitzacio logica és doncs preguntar-se a quins resultats es pot arribar si es
considera un G-fibrat principal per a G no abelia.

Com en el cas de 'electrodinamica ens interessara trobar el punts critics d'un la-
grangia donat. En aquest cas el lagrangia a considerar sera ’anomenat lagrangia de
Yang-Mills. Com veurem més endavant la definicié del lagrangia vindra donada pel
producte escalar entre dues 2-formes de Q?(B; P x 44 g) es per aix0 que dedicarem
la primera part de la seccié a la construccié d’aquest producte escalar.

Fins ara hem definit les connexions a Q'(P;g) i la seva curvatura associada a
O%(P;g). A més hem vist que la diferéncia de connexions la podem identificar
amb elements de Q'(B; Ad(P)) i la curvatura la podem associar a 2-formes de
O%(B; Ad(P)).

El primer que farem sera definir un producte escalar a g x g que sigui Ad-invariant
d’aquesta manera podrem tenir una metrica a Ad(P); després, considerant una
espai base B amb métrica, definirem una metrica a QF(B; Ad(P)). Finalment, amb
la metrica trobada, definirem el Lagrangia de Yang-Mills.

Un cop definit el lagrangia, per trobar les equacions de Yang-Mills (buscant conne-
xions critiques del lagrangia) necessitarem utilitzar 'anomenada derivada covariant
i la seva generalitzacio, la derivada exterior. Aquests conceptes els definirem també
en aquestes primeres seccions.
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Considerarem a partir d’ara que tenim un SU (n)-fibrat principal (P, 7, M) amb M
varietat Riemaniana i w € Q'(P;g) connexi6 1-forma principal.

Proposicié 3.3. L’aplicacio X : su(n)xsu(n) — R definida per (A, B) — —tr(A-B)
és un producte escalar a su(n) x su(n).

Demostracio. Primer de tot comprovaren que —tr(A - B) € R. Si calculem el seu
conjugat trobem que

—tr(A-B) =
—tr(A-B) = —tr(A-B) = —tr((A- B)") =
—tr(B"-A") = —tr((=B)(—=A)) = —tr(BA) = —tr(AB).
on recordem que su(n) es compon de les matrius complexes amb traga 0 i que
compleixen AT = —A.

Si calculem

n

—tr(A-A) =~ iAj.A{ = iA;Zj. =Y AP >0

ij=1 ij=1 ij=1

veiem que esta definida positiva. I a més notem facilment que ’aplicacio A és bilineal
i simetrica. Es doncs un producte escalar. O

Proposicié 3.4. El producte escalar A és Ad-invariant, és a dir, per a A, B € su(n),
AA, B) = M(Ad(A), Ad(B)).

Demostracio.
)‘(Adg(A)7Adg(B)) =
—tr(gAg 'gBg ") = —tr(gABg ") = —tr(ABg'g) =
AA, B).

g

Corol-lari 3.1. El producte escalar \ indueiz una metrica sobre P X 44 g definida
per A([s, Al [s, B]) :== \(A, B).

Siguin w, n k-formes de Q*(M; P x 44 g) i sigui (ey, ...e,) base ortonormal de T, M
respecte a la metrica de M. Aleshores podem definir

<w,n >pi= Z < wW(eyys s € ), N4y s s €5) > B,
11 <...<i

on <,>p. ¢és la metrica a les fibres de P X 44 g.
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Veurem ara com, donada una connexié w de P, aquesta indueix una connexio V
a FF = P x,V. Normalment escriurem com V* per especificar la dependencia de
w. V¥ serd doncs una aplicacié V¥ : T'(E) — QY(M; E) que envia seccions de E a
1-formes a valors en E. Si fixem ara un camp X € Z(M),

Definicié 3.5. definim la derivada covariant com la composicio V4 : T'(E) —
['(E); V4 = XoV¥ considerant X com laplicacié X : Q(M; E) — I'(E) que envia
1-formes a seccions de E.

Per trobar la forma explicita de la derivada covariant considerem e € I'(E) una
seccié de E i s, : U, — P una secci6 local de P. Aleshores podem escriure e|y, () =
[s(z),v(x)] perax € U, C Miv:U — V funcié diferenciable i on [s,v] denota la
classe d’equivalencia a £ = P x, V.

Notem que ds,(X,) és element de Ty, P i per tant podem escriure w(ds,(X,)) € g.
A més, per a p representacié de G, tenim que dp. : g — End(V) envia elements
de l'algebra a l'espai dels endomorfismes de V, per tant dp.(w(ds,(X,))) sera endo-
morfisme de V i el podem aplicar a un element de V, en concret a v(z) € V.

Amb tot, podem descriure explicitament la derivada covariant de la connexié w per
al camp X com

(V&e)(2) := [sa(®), dve(Xz) + dpe(w(dsas(Xe))) (0())]-

Teorema 3.1. La derivada covariant definida anteriorment és independent de la
seccio local s, triada.

Habitualment la definicié de la derivada covariant es realitza a través del concepte de
transport paral-lel. Més concretament, un cop tenim el transport paral-lel a un G-
fibrat principal, es defineix I'aplicacié transport paral-lel al fibrat vectorial associat.
Els detalls d’aquesta construccié aixi com la demostracié al teorema anterior es
poden trobar a [2].

Proposicié 3.5. Sigui V la derivada covariant per a E = P X4 9. Aleshores V
és connexio compatible amb la metrica X definida anteriorment.

Demostracio. Siguin A, B € g elements de I'algebra i s secci6 de P,

A(V([s, A]), s, Bl) + Alls, A], V([s, B)) =
A[s, dA + ad(w(ds(X)))(A)], [s, B]) + Al[s, HS dB + ad(w(ds(Y)))(B)]) =
); A]B) — tr(A(dB) + Alw(ds(Y)), B])

—tr((dA)B + [w(ds(X) 7 —
d(—tr(AB)) — tr([w(ds(X)), AB]) = —d(tr(AB)) = d\([s, A], [s, B]).
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Un cop donada la derivada covariant podem definir ara la derivada covariant exte-
rior. Si ens fixem en la definicié de la derivada covariant V : T'(E) — QY(M; E)
notem que la podem considerar com una generalitzacié de 'aplicacié diferencial
d:C®(M) — Q'(M). De manera similar, la derivada covariant exterior, es podra
veure com una generalitzacié de la derivada exterior d : QF(M) — QF1(M). Més
concretament,

Definicié 3.6. Donada V derivada covariant, definim la derivada covariant exteri-
or associada a NV com Uaplicacié d¥ : QF(M; E) — Q"1 (M; E) tal que n — d¥ (n)
amb

d¥ (n)(Xo, ..., Xg) =
k
Z(_l)zvxz( (X07"' 7,7"'7 _I_Z H—] Xian]7X07"'7Xia"'7Xj7"'7Xk)'

1=0 1<j

Si tenim w connexié 1-forma de P, hem vist a que la identitat de Bianchi per a
Q€ Q*(P; g) ens deia que d2 = 0. Ens preguntem ara quin serd el comportament
per a Q € Q?(M; P x 44 g), més concretament ens interessa calcular

VXY, Z) =

VY, Z) - VLQ(X, Z) + V4Q(X,Y) =

Vi&ls,Qods(Y, Z)] — Vi [s,Qods(X, Z)] + Vs, Qods(X,Y)] =
[s,d(Qods)(X,Y, Z)] + [s,ad(w(ds(X)))(Qds(Y, Z))

s, ad(w(ds(Y)))(Qds(X, Z))] + [s, ad(w(ds(Z)))(Qds(X,Y))]
[s,d2ds(X),ds(Y),ds(Z))] =0

|-

on hem utilitzat w(ds(X)) = 0 ja que per hipotesis X,Y,Z € T, M, s és secci6 tal
que ds(T,M) = Hyg, i en la tdltima igualtat hem utilitzat la identitat de Bianchi
classica ja trobada anteriorment.

Amb tot, ja podem definir el lagrangia de Yang-Mills.

Definicié 3.7. Sigui (P, 7, M) un SU(n)-fibrat principal amb M varietat Rieman-
niana, definim el lagrangia de Yang-Mills com ['aplicacio

Ly : C(P) — QY M;R)

tal que w — A(QA*Q), on Q és la 2-forma de Q?*(P; Ad(P)) associada a la curvatura
Q de w.
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Com en el cas de I’electrodinamica, estudiarem el lagrangia per a w critiques, és a
dir, connexions per a les que %hzo fﬁ Ly (w) = 0. Considerem una variaci6 w; =
w+tn on n € QY(P;su(n)), aleshores, aplicant 'equacié d’estructura trobem que la
curvatura associada és Q; = Q+t(dn+ [w,n]) + O(t?) per tant Q; = Q+td“n+O(t?)
per a 77 € QYM;su(n)). Trobem doncs que, per a tot 7 € Q'(M;su(n)) amb
supp(n) € M,

d
oo [ 20 =
d e} re) d re) Was re) W
——li=o | tr(Qe AR Y) = ——|imo [ tr((Q +td“n) A *#(Q +td*7)) =
T

dt i dt
—/ tr(Q A *d“T 4 d“T A Q) = —2/ tr(dn A *Q) =
T U
—/ tr(m A d* xQ),
T

on hem utilitzat que la derivada covariant és compatible amb la metrica. Com que
la condici6 és per a tota n arribem a la conclusié que w és critica per al lagrangia
de Yang-Mills si i només si d“(x2) = 0.

Corol-lari 3.2. Siguit w una connexio i € la curvatura associada, si §2 és auto-dual
o anti-auto-dual aleshores w €s connexio critica per al lagrangia de Yang-Mills.

Demostracio. w és critica si d*Q = 0; com que és autodual (o anti-autodual) tenim
que d x ) = £d¥€) = 0 per la identitat de Bianchi. Il

Aixi doncs hem trobat les dos equacions que regeixen I’anomenada teoria de Yang-
Mills,

dY=01idxQ=0.

Notem per acabar, que el cas de I'electromagnetisme abans descrit és un cas parti-
cular d’aquestes equacions.



Conclusions

Hem estudiat la teoria de grups de Lie i la teoria de fibrats per tal de poder descriure
els models matematics utilitzats avui en dia en algunes de les teories de fisica de
particules. Les dues equacions que descriuen el comportament de la curvatura (i les
connexions) per als diferents grups de Lie considerats sorgeixen de manera natural
un cop definits els lagrangians de 1’electrodinamica o de Yang-Mills.

La continuaci6 logica seria doncs estudiar els dos casos concrets de Yang-Mills per
an = 2in = 3 corresponents als models matematics que descriuen la interaccio
feble i la interacci6 forta per, finalment, considerar el cas del grup de Lie U(1) x
SU(2) x SU(3) donant aixi amb la teoria del Model Estandard, que juntament amb
la gravetat, conformen les dues grans teories actuals de la fisica de particules.

Hem considerat enfocar el treball a la part matematica del mateix i seria interessant
també que el segiient estudi es centrés més en aprofundir en la descripcio dels
diferents conceptes de la fisica i la seva relacié amb els elements concrets del model
matematic.

La realitzacio del treball ha sigut complexa. La documentacié matematica per la
part de fisica és poca i els canvis de nomenclatura i notacié compliquen la relacio dels
conceptes purament fisics amb els seus homonims matematics. Per altra banda, els
escrits matematics es centren en la presentacio directa de les teories matematiques
i no es focalitzen tant en I'aplicacié al model fisic. En aquest sentit, ha sigut molt
interessant i constructiu la realitzacié d’aquest treball, que ha ajudat a assentar
les bases i els conceptes nessesaris per facilitar la relacié entre els dos models.
Aixi com també ha servit per presentar un cas concret de la teoria aqui estudiada
particularitzant-ho en els casos de ’electromagnetisme i de Yang-Mills.
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