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Abstract

In this project we introduce stochastic partial differential equations (SPDEs), focu-
sing on the stochastic wave equation. We start by defining the Wiener integral with
respect to space-time white noise. This integral allows us to provide the notion of
random field solution of an SPDE. Once we have shown the existence of random
field solution of the one-dimensional stochastic linear wave equation, our main go-
al will be to prove results on the Holder continuity of its sample paths when the
domains are Ry and [0, L].

We also study the nonlinear case, which requires the use of another integral whose
integrand can be random, in contrast to the Wiener integral. To define this integral,
we follow Walsh’s approach [13]. We prove a theorem on existence and uniqueness
of random field solution to nonlinear SPDEs and then state sufficient conditions
yielding the Holder continuity of its sample paths. Finally, we apply these results
to conclude that the stochastic nonlinear wave equation has a random field solution
and its sample paths are jointly Holder continuous under some given conditions.

Resum

En aquest projecte, introduim les equacions en derivades parcials estocastiques
(EDPEs), centrant-nos en I'equacié d’ones estocastica. Comencem definim la inte-
gral de Wiener respecte d’un soroll blanc espai-temps. Aquesta integral ens permet
donar la nocié de solucié camp aleatori d’'una EDPE. Una vegada hem provat 1’e-
xistencia de solucié camp aleatori de I'equacié d’ones lineal estocastica en dimensio
1, el nostre principal objectiu sera provar resultats de Holder continuitat de les seves
trajectories en els dominis Ry i [0, L].

També estudiem el cas no lineal, que requereix I'is d’una altra integral que
admet, a diferencia de la integral de Wiener, integrands aleatoris. Per definir aques-
ta integral, seguim ’enfocament de Walsh [13]. Provem un teorema d’existéncia i
unicitat de solucié camp aleatori d’EDPEs no lineals i establim condicions sufici-
ents per obtenir Holder continuitat en les seves trajectories. Finalment, apliquem
aquests resultats per concloure que I'equacié d’ones no lineal estocastica té solucid
camp aleatori i les seves trajectories sén conjuntament Holder continues sota certes
condicions.
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1 Introduccid

Considerem, en ple desert del Sahara, una corda de guitarra de longitud L infinite-
simalment prima. En l'instant ¢ i la posicié x, la polsem transversalment al pla que
descriu amb la resta de cordes. En la configuracié donada, el problema és purament
unidimensional: F' > 0 significa que pressionem cap amunt i F' < 0, cap avall. La
fisica classica ens assegura que la posicié u(t,z) de la corda satisfa l'equacié en
derivades parcials

gt (t, 1) — uge(t, ) = F(t, 2), t>0,z€(0,L] (1.1)

Aquesta equacio, 'anomenada equacio d’ones, ha estat ampliament estudiada en el
marc de la teoria de les equacions en derivades parcials (EDPs) i n’és, de fet, un
dels exemples hiperbolics més rellevants. La seva solucid, que com és natural depen
de les condicions inicials en ¢ =0 i de voraen x =01ix = L, és ben coneguda i la
deduirem a l'inici d’aquest treball.

En 'exemple que acabem d’exposar, la font de la vibracio -la forca F amb que
premem la corda- té naturalesa determinista. Que passaria si fos aleatoria? Deixem
la guitarra a la intemperie, amb tan mala fortuna que esclata una tempesta de
sorra. Aleshores, la corda rep un bombardeig de grans de sorra que la fan vibrar.
Aquest és el famods exemple amb que Walsh introdueix les notes del curs que dona
a Saint-Flour 'any 1984 [13].

Denotem per W(t, x) la intensitat amb que la sorra impacta la corda en el punt
x en l'instant ¢t. La pertobacié aleatoria de la corda originada per les particules
de sorra que hi xoquen es pot modelar mitjangant alguna mena de soroll aleatori.
Si assumim que el nombre de grans de sorra que impacten en regions disjuntes de
I’espai-temps sén independents, un bon model per a W(t, x) és anomenat soroll
blanc espai-temps. Com que aquesta magnitud juga el paper del terme determinista
F en T'equacié (1.1), evolucié de la corda vindria donada per

U (t, 1) — Uy (t, ) = W (L, ), t>0,z€(0,L] (1.2)
Ara bé, per la irregularitat de W, aquesta equacié no té un sentit classic, de manera
que en primer lloc cal establir que s’entén per la solucié d’una equacio en derivades
parcials estocastica (EDPE).

Existeixen dues aproximacions diferents que han portat al desenvolupament de
dues escoles d’estudi d’EDPEs. D’una banda, la teoria desenvolupada a partir de
Walsh [13] treballa amb 'anomenada solucid camp aleatori, on la solucié és funcié
del temps i l'espai i es defineix de tal forma que sigui coherent amb la soluci
de l'equacié determinista, d’acord amb el principi de Duhamel que enunciarem al
Capitol 2. D’altra banda, es pot entendre la solucié des d’una optica més propera
a ’analisi funcional i considerar-la un procés estocastic indexat pel temps que pren
valors en un espai de Hilbert de funcions. Una referéncia important d’aquest segon
acostament és el llibre de Da Prato i Zabcezyk [3]. Totes dues opcions tenen els seus
avantatges i en alguns casos, fins i tot, resulta ttil combinar-les. Aqui seguirem
I’aproximacié de Walsh a través del llibre en procés de redaccié de R.C. Dalang i
M. Sanz-Solé [6].



En aquest treball, ens proposem en primer lloc introduir-nos en l'estudi de les
equacions en derivades parcials estocastiques des del punt de vista de la solucio
camp aleatori. Aquesta solucié, com hem esmentat més amunt, esta relacionada amb
la solucio de '’equacié determinista, és a dir, la mateixa equacié amb un terme no
aleatori f(t, ) en comptes del soroll W (¢, x). Per tant, el primer que cal estudiar sén
les equacions en derivades parcials deterministes: ho fem al Capitol 2 en els casos de
I’equacié de la calor i I’equacié d’ones. En el Capitol 3, definim el soroll blanc espai-
temps i la integral de Wiener respecte d’aquest procés, una integral per a integrands
deterministes. Tot seguit, reprenent el fil de les EDPs deterministes del Capitol 2,
analitzem qué passa quan hi introduim un soroll blanc espai-temps W (¢, ) i donem
una nocio de solucié on la integral de I'anomenada solucio fonamental de I’EDP
respecte del soroll representa la component aleatoria.

En segon lloc, un objectiu central del treball és obtenir resultats de Holder conti-
nuitat de les trajectories de la solucié de I’equacié d’ones lineal, del tipus que figuren
en [6, Capitol 2] per a R. A banda de la recta real, estudiem els dominis R i [0, L].
La previsié és obtenir els mateixos exponents de Holder continuitat: a, 5 €]0,1/2]
en les components temporal i espacial. Aquesta mena de resultats son importants,
per exemple, a I’hora de fer simulacions numeriques: no podem esperar velocitats de
convergencia superiors a l'ordre de Holder continuitat. També esperem obtenir fites
inferiors pels moments d’ordre 2 de la diferéncia u(t, z) —u(s,y), on u(t, z) denota la
solucié de I'equacié d’ones estocastica en (t,z). Aixo permet obtenir una expressié
equivalent per la metrica canonica associada al procés (u(t,z), (t,x) € Ry x D),
on D és el domini espacial on considerem 'EDPE. Una conseqiiencia immediata
d’aquestes fites inferiors sera 'optimalitat dels exponents de Holder continuitat ob-
tinguts. Tots aquests resultats -originals en els dominis R, i [0, L]- els enunciem i
demostrem en el Capitol 4.

En tercer lloc, en el Capitol 5 ens centrem en les equacions en derivades parcials
no lineals estocastiques. En aquest cas, cal integrar processos aleatoris respecte del
soroll blanc espai-temps, de manera que la integral de Wiener definida al Capitol
3 no serveix i cal definir-ne una de nova. Una vegada introduida aquesta integral,
enunciem un teorema d’existéncia i unicitat de solucié d’'una EDPE no lineal, tot
assumint Lipschitz continuitat i creixement uniforme globals en els coeficients de
I’equacid, a banda d’unes hipotesis en la solucié fonamental que en el cas de I'equa-
cié d’ones es compleixen trivialment. Afegint dues condicions més a les hipotesis del
teorema d’existencia i unicitat, provem també que la solucié obtinguda és conjunta-
ment Holder continua. Finalment, comprovant que se satisfan les hipotesis d’aquests
dos teoremes, concloem que ’equacié d’ones no lineal estocastica té solucié camp
aleatori amb trajectories Holder continues.



2 Equacions en derivades parcials

Una equacié en derivades parcials (EDP) és una expressi6 del tipus
Lu = f, (2.1)

on f és una funcié donada i £ és un operador lineal en derivades parcials, com
) ) 92 52 ) 2z )
ara l'operador d’ones £ = £ — 5. L'equacié (2.1) ha d’anar acompanyada de

condicions inicials i, si escau, de vora.

Quan substituim la funcié f pel que en diem un soroll blanc, obtenim una equacié
en derivades parcials estocastica (EDPE). Naturalment, caldra donar un significat a
la solucio d’aquesta equacio. La nocié de solucié d’'una EDPE que donarem estara
relacionada amb la solucié6 de 'EDP classica, de manera que, en primer lloc, cal
coneixer minimament la teoria d’EDPs.

En aquest capitol, estudiarem 1’equacié de la calor i I'equacié d’ones. Per tal
de resoldre-les, es poden aplicar diversos metodes; per exemple, com s’explica a
[12, Capitol 1], I'equaci6é d’ones es pot resoldre mitjancant ones viatgeres o bé su-
perposant ones estacionaries. Nosaltres hem optat per utilitzar la transformada de
Fourier, posant en practica aixi algunes de les eines i resultats que s’han vist durant
el curs de master.

La primera seccié d’aquest capitol, on enunciem els resultats que ens permetran
resoldre les EDPs, esta basada en [7, Capitol 4] i [11, Capitol 7], mentre que les
altres dues, en que resolem 1’equacié de la calor i ’equacié d’ones, estan elaborades
principalment a partir de [7, Capitols 2,4], i també de [8] i [9].

2.1 La transformada de Fourier

Definicié 2.1. Una funcid f € C*(R) és de decreizement rapid si

sup sup(1 + [z[*)|(D* f)(z)| < oo
a<N zeR

per a tot N > 0. El conjunt de les funcions de decreizement rapid en R es denota
per S(R). Aquest espai també s’anomena de Schwartz.

En aquestes funcions, que sén de L'(R), estd ben definida la transformada de
Fourier.

Definicié 2.2. Si f € L'(R), la transformada de Fourier de f ve donada per

£ 1 —izy
fla) = <= / f(y)e ™ dy.

En algunes referéncies, la constant multiplicativa 1/4/27 no hi és i apareix una
constant 27 a I'argument de ’exponencial. La virtut de la definicié donada aqui és
que aleshores la transformada de Fourier de ¢(x) = exp(—x2/2) és ella mateixa.

Proposicié 2.3. Sigui ¢(x) = exp(—a2/2). Aleshores ¢ € S(R) i ¢ = ¢.
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Una propietat important de 1’espai de Schwartz és que la transformada de Fourier
d’una funcié de S(R) també és de S(R). A més, tenim el segiient teorema d’inversio:

Teorema 2.4 (d’inversid). Si f € S(R), aleshores

0= [ fae

La integral anterior és, de fet, la transformada de Fourier inversa de f . Aquesta
transformada, definida per funcions de L'(R), ve donada per

3 1 iy
fla) = —= /R F(y)e™ dy.

Observem que f(z) = f(—z). Amb aquesta notaci6, el teorema d’inversié es pot
reescriure com f = (f)Y. Enunciem tot seguit alguns resultats que ens seran ttils a
posteriori.

Teorema 2.5. Si f,g € S(R), llavors
(a) SiA>0ih(x)= f(x/)\), aleshores h(z) = Af(\z),
(b) fxge SR, i
(c) fg€SR) i(fg)" = A=(f*9).
Si tenim en compte que f(x) = f(—z), és senzill de demostrar a partir de (c)
que (f9)" = - (f +9).

Gracies a la densitat de S(R) en L*(R), s’obté una generalitzacié del concepte
de transformada de Fourier per a funcions en L*(R).

Teorema 2.6 (Plancherel). Eristeiz una isometria lineal ¥ de L*(R) en L*(R),
univocament determinada per la condicio que

Uf=f pertotfe S(R).

Aquesta extensié W se segueix anomenant transformada de Fourier, i es manté
la notacié f per a tota f € L*(R). El teorema segiient mostra algunes propietats
d’aquesta transformada de Fourier.

Teorema 2.7. Siguin f,g € L*(R). Aleshores

(a) (S0 = (iy)"f si f™ € LA(R).
(b) Si, a més, f,g € L*(R) N L2(R), es compleiz (f * g)" = V271 f§.

() f= (/).

Observem que (c) ens proporciona una férmula d’inversié.

2.2 L’equacio de la calor

Tot seguit, estudiem ’equacié de la calor

ut_uxx:f
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homogenia (si f = 0) i no homogenia (si f # 0), amb una certa condicié inicial.
El temps sempre és positiu, t > 0, i x € R. L’equacié s’estudia més generalment
en conjunts U C R", pero nosaltres centrarem l’analisi en la recta real. La funcié
f Ry xR — R ve donada com a dada del problema.

Comencarem resolent ’equacié homogenia, és a dir, el problema de valor inicial

{ut(t, T) — Uge(t,z) =0, t>0,z€R, (2.2)

u(0,2) = g(z), x € R.

Assumirem inicialment que g € S(R) i v € S(R). Aquestes bones propietats tant de
la funcié dada com de la solucié ens permetran desenvolupar un raonament heuristic
que porti a un candidat a solucié. Denotem per u(t, z) la transformada de Fourier
de u(t, x) respecte de z. Si apliquem aquesta transformada a (2.2), obtenim

{ﬂt + % =0, en (0,00) X R, (2.3)

=g, en {t =0} xR,
on s’ha utilitzat (a) del Teorema 2.7 i el fet que si u € S(R), com hem suposat,

podem derivar sota el signe integral i aixo permet deduir facilment que (u;)" = 1.

Si fixem y € R, la solucié de (2.3) és
a=ey.
Com que el membre dret és un producte de funcions de S(R), aplicant els Teoremes

2.41 2.5, tenim que

2 1
u=(e tyzg)v _ E(F *q), (2.4)
on F és tal que F' = e ",

Combinant la Proposicié 2.3 i 'apartat (a) del Teorema 2.5, arribem a

Fz) = () (z) = —=e~ .

S

Per tant, recuperant (2.4),

1 1 _(@=y)?
u(t,x) = E(F *xg) = i /Re - g(y)dy, t>0,veR. (2.5)

Definicié 2.8. La funcio

B(t, z) = {«Re w >0, (2.6)

0, t <0,

s’anomena solucio fonamental de ’equacio de la calor.



Observem que @ és singular en el (0,0).

A [7, Capitol 2], aquesta solucié fonamental ® s’obté inicialment d’una altra
manera. Es considera que la solucié de u; — u,, = 0 s’hauria de poder expressar
com una funcié del tipus u(t,z) = v(|z|*/t) per ¢ > 0 i, mitjancant un seguit
d’arguments, s’arriba a una expressi6é de la forma de ®. Aleshores, per resoldre el
problema de Cauchy (2.2), s’observa que si la funcié (¢, z) — ®(¢, z) resol I'equacié
de la calor lluny de la singularitat en el (0,0), també ho fa (¢,x) — ®(¢t,z — y) per
un y € R donat. D’aquesta manera,

u(t,z) = /R‘I)(t,x —y)g(y) dy

1 (z—y)>
— et dy, t>0, z€R,
\/m/R 9(y) dy

hauria de ser solucié. Aquesta és una altra forma heuristica d’arribar a (2.5) que
tornarem a utilitzar més endavant.

A [7, Capitol 2] es demostra que, efectivament, u(t,z) és solucié de (2.2) si
assumim que g € C(R) N L>*(R). Es a dir, que
(i) u € C?((0,00) x R) (de fet, es prova més que aixo: u és C™),
(i) ue(t, @) —ug(t,x) =0sit >0,z € R, 1
(iii) lim w(t,z) = g(y), per a cada y € R.
(t2)—(0,y)
t>0,z€R

La demostracié és bastant senzilla. Pel que fa a (i) i (ii), consisteix a diferenciar sota
el signe integral, aprofitant que la funcié ® té derivades uniformement fitades de
tots els ordres en [, 00) x R per a cada § > 0, mentre que (iii) es prova separant la
integral (2.5) en dos dominis d’integracié: una bola prou petita centrada en y € R
i el seu complementari.

El nostre proper objectiu és resoldre el problema de valor inicial no homogeni

{Ut(t,x) - ux:c(tax) = f(t,ZL’), t>0,2€ R’ (27)

u(0,2) =0, x € R.

Seguirem un raonament similar al que acabem d’exposar. La funcié (¢,z) —
O(t — s,z — y) és solucié de I'equacié de la calor per y € Ri0 < s < t. Aleshores,
per una s fixada, la funcio

u(t,x;s) = /Rq)(t—s,a: —y)f(s,y)dy

resol

{ut(t,x; ) = Uz (t,758) =0, t>s,7€R, (2.8)

u(s,z;s) = f(s,x), z € R.

Aquest és senzillament un problema de Cauchy de la forma (2.2), perdo amb temps
inicial ¢t = s i funcié donada f(s,-) en comptes de ¢t = 0 i g. Naturalment, u(-; s) no

6



resol (2.7). Ara bé, el principi de Duhamel assegura que podem obtenir una solucié
de (2.7) integrant respecte de s la soluci6 de (2.8). Es a dir, d’acord amb aquest
principi, la solucié seria

¢
u(t,x):/ u(t,z;s)ds, xe€R, t>0.
0

En el nostre cas,

)= [ [ 0e—sa =) ) dys

/\/T/ S ) ayas,

perx € R, t > 0.

A [7, Capitol 2] es prova que aquesta expressio és efectivament solucié del proble-
ma (2.7), si se suposa que f és de suport compacte i f € C3(R, x R). Aquesta no-
tacié vol dir que f és continuament diferenciable respecte de la primera component,
la temporal, i dues vegades continuament diferenciable en la segona component,
I’espacial.

Finalment, combinant les solucions de (2.2) i (2.7), obtenim que

u(t,m):/R@(t,x— dy+// (t—s,2—y)f(s,9)dyds  (2.10)

resol

{Ut(t, .CL') - umz<tax) = f<t7$)7 t> 0’ T e R’ (211)

u(0,2) = g(z), x € R,

assumint les hipotesis de regularitat i suport compacte de f i g previament esmen-
tades.

2.3 L’equacié d’ones
A continuacio, estudiem ’equacié d’ones

Ut — Uge = f

homogenia (si f = 0) i no homogenia (si f # 0), amb unes certes condicions inicials:
ara caldra també especificar u;(0, z). El temps sempre és positiu, ¢t > 0,iz € U C R.
El nostre estudi sera més exhaustiu que en el cas de la calor, perque 1’equacié d’ones
sera 'EDPE que treballarem amb més profunditat. Prendrem els dominis U = R,
U=R, iU = [0, L]. Naturalment, quan U # R caldra especificar també condicions
a la vora. Una opcié és indicar el valor de u(t, z) en x € OU (condicié de Dirichlet),
I’altra opcio és donar el valor de la derivada normal a la vora, %(t,x), per cada
x € OU (condicié de Neumann). En aquest treball, imposarem sempre condicions
de Dirichlet. La funcié f: Ry x U — R ve donada com a dada del problema.

7



2.3.1 L’equacié d’ones a la recta real

Comencarem resolent ’equacié homogenia, és a dir, el problema de valor inicial

U (t,x) — uge(t,z) =0, t >0,z €R,
u(0,7) = g(x), reR (2.12)
u(0, ) = h(x), z €R.

Com hem fet en el cas de la calor, suposarem que g,h € S(R) i u € S(R). Si
apliquem la transformada de Fourier respecte de la variable z a (2.12), obtenim

ﬁtt + y27jb = 0, en (O, OO) X R,
=g, en {t =0} xR, (2.13)
iy = h, en {t =0} x R.

Per un 0 # y € R fixat, la solucié de 'equaci6 (2.13) és

~

h
= geos(ty) + " sin(ty). (2.14)

Siy = 0, la soluci6 és 1 = g + tﬁ, que coincideix amb el limit quan y — 0 de
I’expressié anterior.

Per obtenir u hauriem d’aplicar la transformada inversa de Fourier al membre
dret de (2.14). Cal anar amb compte, pero: si bé g € S(R), cos(ty) ¢ S(R), de
manera que no podem aplicar el Teorema 2.5 com abans. Reescrivim (2.14) com

. 1 : ~sin(t
i = _gezty + _gefzty + hsm( y)
2 2 Y

Ara podem calcular la transformada de Fourier inversa dels dos primers termes de
la dreta:

1. . 1. ..\ 1 o 1 o
—ge' +-gem™ ) (z) == / J(y)e™e™ dy + / g(y)e™"We™ dy
2 2 2 Ju 2 Ja

1 ~ i(x 1 ~ i(z—
—5 [ oweray 5 [ gwetray
R R

= Slota+0) + gz — 1),

on en l'dltima igualtat hem utilitzat el Teorema 2.4 d’inversio.

Pel que fa a I'ultim terme, si bé %;y) ¢ S(R), tenim que % € L*(R) i per
tant podem aplicar (c) del Teorema 2.7. Només cal observar que

Sin;ty) _ (\/gl[_t,tOA (y)

si y # 0. Aleshores, per (b) del Teorema 2.7 tenim que
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D’aquesta manera,

u(t,x) =

l\')l»—t

g(z+1t)+g(x —1)] + Y1 q(xr —y)dy (2.15)

[g(x +1t) +g(x —t)] + (\/—_ \/71[“])()
X

[\le— [\3|,_. l\.’)l»—l

s+ +ote—l+3 [ A

Aquesta expressié es coneix amb el nom de férmula de d’Alembert. A [7, Capitol 2]
es mostra que u(t, z) és solucié de (2.12) si g € C*(R) i h € CY(R).

Per resoldre el problema de valor inicial no homogeni

u(t, ) — uge(t,x) = f(t,z), t>0,z€R,
u(0,z) =0, x € R, (2.16)
u(0,2) =0, xeR.
es pot utilitzar el mateix procediment que en el cas de I'equacié de la calor. Sigui
u = u(t,x;s) la solucié de
g (t, 25 8) — uge(t,z58) =0, t>s x€R,
u(s,z;s) =0, x € R, (2.17)
w(s, x; ) = f(s,x), x € R.

Per la férmula de d’Alembert (2.15), tenim que

1 r+t—s
UW%@ZE/ f(s,y)dy.

—t+s
Definim

t
u(t,x):/ u(t,z;s)ds, xe€R, t>0.
0

Amb lexpressié de u(t, z; s), podem explicitar u(t, x):

r+t—s
/ / f(s,y)dyds, zeR, t>0. (2.18)

t+s
Pel principi de Duhamel, aixo sera soluci6 de (2.16). A [8, Capitol 5] esta demostrat
que efectivament u(t, z) és solucié de (2.16) si f € C*'(R, x R).

2.3.2 L’equacio d’ones a la semirecta

Ara ens proposem resoldre 'equacié d’ones en la semirecta R,. A banda de les
condicions de valor inicial, cal imposar també una condicié de vora en x = 0:
assumirem que u(-,0) = 0. En aquest cas, el problema homogeni s’expressa aixi:

U (t, ) — Uge(t,2) =0, >0, 2 >0,
u(0,z) = g(x), x>0,
ut(0, ) = h(x), x>0,
u(t,0) =0, >0,

(2.19)



amb ¢ i h funcions donades.

Aquest problema es pot transformar en un problema de la forma (2.12) estenent
u, g i h a tot R mitjancant una reflexié imparella en la coordenada espacial. Es a
dir, establim

—u(t,—x), t>0,2<0,
o Je(@), x>0,
g(x) g(ea), £<0 (2.20)
= Jh(z), x>0,
(@) = {—h(—x), <0

D’aquesta manera, (2.19) esdevé
&tt(t,x) — ilm(t,x) = 0, t> 0, x > 0,
u(0,z) = g(x), x>0,
(0, ) = h(z), x> 0.

Aquest problema és de la forma (2.12) i, per tant, la solucié ve donada per la férmula
de d’Alembert (2.15):

T+t
e+ +ate—0]+5 [ By

DO | —

u(t,x) =

Tenint en compte les transformacions (2.20), podem obtenir finalment la solucié
u(t, z):

U{lf:[
-

Estudiem tot el seguit el problema no homogeni amb condicions inicials i de vora
nul-les:

(z+t)+glz—t)]+L [ hy)dy siz>t

2 Ja—t

o0 gl — o) + 4 [ hway sosese O

N — N
Q

U (t, @) — uge(t, ) = f(t,z), t>0,2>0,

u(0,z) =0, x>0, (2.2)
u(0,2) =0, x>0,
u(t,0) =0, t>0.

Repetint 'esquema que hem seguit fins ara, el principi de Duhamel ens indica que
la solucid sera

¢
u(t,z) = / u(t,z;s)ds, xR, t>0,
0
amb u(+; s) la solucié de

u(t, 25 8) — Uge(t,z58) =0, t>s, >0,

u(s,x;8) =0, x>0,
ut(s,x;s) :f(S,ZE), $>Oa
u(s,0;8) =0, t>s.
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Per (2.21), tenim que
u(t,x;s) = %fri(t:;)f( )dy siz>t—s
Per tant,

u(t,z) = tu(t, x;s)ds
/0 (2.23)

t
1
= / dS/ dy 5 je—-sl<y<a+-9} (5, 9)f(5,9), w € Ry, 20,
0 Ry

2.3.3 L’equacié d’ones en un interval fitat

Ara passem a estudiar I’equacié d’ones en un interval [0, L]. En general, si imposem
que la solucié s’anul-li a les vores, el problema és de la forma

U (t, ) — uge(t,x) = f(t,z), t >0,z €0, L]

u(0,2) = g(z), x €]0, L], (2.24)
u (0, 2) = h(x), x €]0, L],
u(t,0) = u(t,L) =0, t>0.

Assumirem que les funcions donades sén L?[0, L]-integrables (en el cas de f, per
cada t fixat). Aixo ens permetra obtenir una solucié u(t, x) com a desenvolupament
en serie de Fourier de u(t,z) en L?[0, L] per a cada t > 0. Definim les funcions

en(x) == \/Esm (%), n € N. La familia (e,), és una base ortonormal de L?[0, L]
i els seus elements satisfan les condicions de contorn. A més, per cada n, e, és un

vector propi de I'operador 3 8—2 de valor propi —”2’;2.

Escrivim la solucié u(t, -) de la forma

z) = Z an(t)en(x)

\/7/ tysm y)dy.

[gualment, desenvolupem f(¢,-) en serie de Fourier:

= ba(t)en(x), (2.25)

= \/%/OL f(t,y)sin (%y) dy. (2.26)

on



Si apliquem el membre esquerre de I'EDP a la seérie u(t, ), obtenim

2,,2

U (8, ) — Uge (L, @) = Z ay (t)en () + Z ?an(t)en(x),
n=1 n=1
i igualant terme a terme amb la serie (2.25) obtinguda per a f, tenim les EDOs

72n?

Naturalment, la resolucié d’aquestes equacions diferencials depen de les condicions
inicials a,,(0) i a/,(0), que al seu torn depenen de les funcions g i h.

Suposem en primer lloc que g = h = 0. En aquest cas, a,(0) =01 a,(0) = 0. Per
teoria basica de resolucié d’equacions diferencials, la solucié de 'EDO (2.27) amb
aquestes condicions inicials és

a,(t) = L /Ot sin (n%(t - 3)) bn(s)ds,

nm

com es pot veure a [9, Secci6 4.2.3]. Aixi, d’acord amb 'expressi6 (2.26),

0B [ [ =) s

Per tant, la solucié de I'equacié d’ones en un interval amb condicions inicials nul-les,
és a dir,
u(t,x) — ug(t, ) = f(t,z), t>0, 2 €0, L]

u(0,z) =0, x €]0, L],
u(0,z) =0, z €0, L], (2.28)
u(t,0) = u(t,L) =0, t > 0.

és

u(t, x) Z \/> / / Sln Sln (n%(t — s)> f(s,y)dydse,(x)
= Z E/ / sin (%y) sin (%(t - 3)) f(s,y)dyds sin <%x>
/ / [ — sm %y) sin (%x) sin (%(t - 3)) f(s,y)] dy ds.

(2.29)

Ara resolem el problema (2.24) homogeni, és a dir, amb f = 0, pero amb g i h
qualssevol. Com que hem assumit que g i h sén de L?[0, L], les podem desenvolupar
com a series de Fourier:

_ g enen(), \f / Jsin (“Zy) dy,
= g dpen (), \/7/ ) sin y) dy.
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En aquest cas, les condicions inicials de 1'equacié (2.27) (on ara b,(t) = 0) sén

a,(0) =cn, a,(0) =d,.

n

La soluci6 de (2.27) amb aquestes condicions inicials és

nm d,L . /nm
a,(t) = ¢, cos (Tt) + sin (—t) :

nmw L

Aix{ doncs, la solucié de I'equacié d’ones homogenia en un interval [0, L],

u(t, ) — ug(t, ) =0, t>0, 2 €|0,L]

u(0,2) = g(z), x €]0, L],
u (0, ) :gh(x), x E]O, L], (2:30)
u(t,0) = u(t,L) =0, t>0.

ve donada per
i {cn cos ( ) + OZL: sin <n%t>} en()
n (2.31)
;[ ( >+D 81n<Lt)]sin(fx>,

amb

2 b nw
Cp = Z/o g(y) sin (fy> dy,

D, = 2 ’ h(y) sin (%y) dy.

nm Jo

Finalment, superposant totes dues solucions, podem concloure que la solucié de
(2.24) és

;::1 [C’ cos < ) + D, sin <%t>} sin (%x)
/ / Z — sm ) sin (%x) sin (%(t - S)) f(s, y)] dy ds.
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3 Equacions en derivades parcials estocastiques

Recuperant I'exemple de la Introduccié, I'objectiu d’aquest tercer capitol és donar
sentit a una expressio del tipus

u(t, ) — uge (L, ) = W(t, z), (3.1)

on W(t,x) representi la intensitat amb que s’impacta el punt z d’una corda en
el temps t. Com que es pretén que els impactes en un cert (¢, ) siguin altament
independents dels que es produeixen en un instant i posicié diferents, (s,y), una
eleccié raonable com a funcié de covarianca és

E[W(t, 2)W(s,y)] = 6(t — s)0(x — y),

on 0 denota una delta de Dirac. Aix0 sera el que en direm un soroll blanc espai-
temps. El primer que cal fer és definir rigorosament aquest soroll blanc, aixi com una
nocié d’integral respecte del soroll blanc: I’anomenada integral de Wiener. Destinem
la primera secci6 del capitol a introduir aquestes nocions basiques, que ens han de
permetre, d’acord amb les observacions que farem en la segona seccié, donar un
sentit al concepte de solucié d’'una equacié del tipus (3.1), és a dir, una equacié en
derivades parcials estocastica. Aixo ho farem en la darrera seccid, on presentarem
també com a exemple ’equacio de la calor estocastica.

Aquest capitol esta basat en [6, Capitols 1,2].

3.1 Nocions basiques
3.1.1 Camps aleatoris gaussians

Definicié 3.1. Sigui T' un conjunt arbitrari i G = {G(t)}er una col-leccié de
variables aleatories definides en un cert espai de probabilitat (2, %, P). Diem que
G és un camp aleatori Gaussia si el vector aleatori (G(ty1),...,G(ty)) té distribucio
Gaussiana per qualssevol ty,...,t, € T, k> 1.

Les distribucions finit-dimensionals de G venen donades per la familia (pu, )
de lleis de probabilitat dels vectors aleatoris (G(ty),...,G(tx)), és a dir,

Kty oty (Al X o+ X Ak) = P{G(tl) € Al, ey G(tk) € Ak}, (32)

ambAl,...,Akeﬂ(R)itl,...,tkET,kzl.

Pel lema que veurem a continuacié, aquestes distribucions queden completament
determinades per dues funcions:

1. La funcid mitjana p(t) = E[G(t)],
2. La funcio covarianca C(s,t) := Cov(G(s), G(t)).

La funcié covarianga és clarament simetrica (C(s,t) = C(t, s)) i és també definida
no negativa, és a dir, que per qualssevol xq,...,xp € Rity,...,t, € T, k > 1,
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compleix

kook
i=1 j=1
En efecte,
kook kook k
ZZC tistj)vix; = ZZSIZ z;Cov(G(t;), G(t;)) = Var (Z xiG(ti)> >0
i=1j=1 i=1 j=1 i=1

El segiient lema classic ens assegura no només que la mitjana i la covarianca
determinen les distribucions finit-dimensionals d’'un camp aleatori Gaussia, siné
també que donades dues funcions amb les propietats pertinents, existeix un camp
aleatori Gaussia que les té per funcions mitjana i covarianga. A [6, Capitol 1] se’n
pot veure la demostracio.

Lema 3.2. (1) Les mesures de probabilitat u, .+, definides en (3.2) estan deter-
minades per les seves funcions mitjana i covarianca.

(2) Donades dues funcions p: T — R i C : T*> - R, amb C simétrica i definida
no negativa, existeiz un camp aleatori Gaussia G = {G(t) }ier que té funcio
mitjana i funcio covarianca C.

D’aquesta manera, especificant una funcié C' simetrica i definida no negativa,
podem obtenir un procés Gaussia de mitjana zero i funcié de covarianca C. Es el
que farem tot seguit amb el moviment Brownia i el drap Brownia.

Exemple 3.3 (Moviment Brownia). Sigui T'= R,. Prenem u(t) =01 C(s,t) = sAt
per cada s,t € R,. La funcié C és definida no positiva. En efecte, per qualssevol
Ti,...,0p ERity, ...t €T,

k k k k
ZZO t“t T;lj = ZZ(tZ A tj)ZL’Z‘[L‘j

i=1 j=1 i=1 j*l

_ Z Z 2 ( / h 104 (8)10.,1(5) ds>

=1 j=1

2
= / in1[07ti](8> ds 2 0.
0 i=1

Com que C' és també simetrica, per (2) del Lema 3.2 és la funcié de covarianga d’un
procés Gaussia B := {B;}>0. Aquest procés B s’anomena moviment Brownid.

Observacié 3.4. Fins ara no hem dit res de les trajectories del procés Gaussia B.
Ara bé, per definicid, tenim

E[|Bt1 - Bt2|2] = |t1 - t2|'

Com que B és un procés Gaussia, aixo implica que, per a tot v €]0,1/2[, B té una
modificacié localment y-Hélder continua, és a dir, existeix un procés B = {B;}>¢
tal que
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(i) q.s., t — By és y-Holder continua,
(ii) Per tot t € Ry, P{B, = B,} = 1.

[’argument per obtenir aquesta modificacié continua s’exposa a [5, Capitol 1] i
consisteix a observar que quan tenim un camp aleatori Gaussia X = {X(¢) her
indexat per 7' C RY, amb N > 1, aleshores per tot p > 0,

E[IX(t) = X(5)I"] = o [E (1X (1) = X (s))]"",

on p
2p p+1

Aleshores, per aplicar el criteri de continuitat de Kolmogorov, també enunciat a

[5], n’hi ha prou amb controlar E[| X (t) — X (s)[*]. Més concretament, si trobem un

e > 0 tal que per tot compacte K C T,
E[|X(t) — X(s)|°] < A(K)|t — s|° per tot t,s € K,

on la constant A(K') pot dependre del compacte, aleshores X té una versi6 localment
Hoélder continua de qualsevol ordre < €/2.

L’argument que acabem de reproduir el farem servir reiteradament al llarg del
treball per provar la Holder continuitat dels processos Gaussians amb que treballa-
rem.

Ezemple 3.5 (Drap Brownid). Sigui 7= R%. Prenem pu(t) = 0 per a cada t € R% i

definim
k

C(s,t) = 1_[(3Z At;), per tot s,t € RY.
i=1
Es pot demostrar de manera semblant a l’exemple anterior que la funcié C' és
simetrica i definida no negativa. Aix{, aplicant novament l’apartat (2) del Lema 3.2
obtenim un procés Gaussia W := { T/Vt}temr de mitjana zero i funcié de covarianga C'
que anomenem drap Brownia. Observem que aquest procés generalitza el moviment
Brownia a un procés k-dimensional.

Observacié 3.6. Com en l'observacié anterior, del fet que el drap Brownia satisfa
E[|Wt17m7tk - W51,~~~,Sk|2] < C’t - S|
es dedueix que té una modificacié localment ~-Holder continua per a qualsevol

v €]0,1/2[.

3.1.2 Soroll blanc en R*

A T'apartat anterior hem vist dos exemples molt rellevants de processos Gaussi-
ans, el moviment i el drap Brownians. Ara en presentem un tercer que jugara un
paper central en aquest treball: el soroll blanc. Sera mitjancant aquest procés que
introduirem aleatorietat en les EDPs classiques.
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Sigui v una mesura o-finita en R¥, és a dir, tal que existeixen compactes K, C
K1 amb v(E,) < +oo per tot n i U, K, = R¥. La mesura de Lebesgue n’és
I'exemple més tipic i serd, de fet, la mesura que utilitzarem. Denotem per %;(RF)
la familia {A € Z(R*) : v(A) < +00} dels conjunts Borelians de mesura v finita.

Definicié 3.7. Un soroll blanc basat en v és un camp aleator: Gaussia indexat per
B (RF), és a dir, {W(A), A € B;(RF)}, amb funcid mitjana p(A) = E[]W(A)] =0
i funcio covarian¢a C(A,B) = E[W(A)W(B)| =v(ANB).

L’existéncia d’aquest soroll blanc es prova també a partir de (2) del Lema 3.2.
En efecte, és clar que C' és simetrica i només falta veure que és una funcié definida
no negativa. Siguin xq,..., 2, € Ri Ay, ..., Ay € B¢(Ry), k > 1. Aleshores,

k

> s Ay = Zj:zi: i, (/R 14 (2)La, (2)0 (d@)

Rk ( zilg,(x )) v(dz) > 0.

Ezemple 3.8 (Soroll blanc). Quan v sigui la mesura de Lebesgue en R¥, del soroll
blanc basat en v en direm senzillament soroll blanc.

Exemple 3.9 (Soroll blanc espai-temps). En R'** sovint considerarem la mesura
v(dt,dz) = 1g, (t)dtdz, on t correspondra al temps i z, a l'espai. El soroll blanc
basat en aquesta mesura v s’anomena soroll blanc espai-temps.

A la proposici6 segiient recollim les principals propietats del soroll blanc basat
en v.

Proposicié 3.10. (1) Si AN B =, aleshores W(A) i W(B) sdn independents.
(2) Si AN B =10, aleshores W(AU B) =W (A) + W(B).
(3) Si A, L A amb v(A)) < 400, 0 bé si A, T A amb v(A) < 400, aleshores
W(A,) = W(A) en L*(Q, Z, P).

Demostracio. (1) Com que el procés W és Gaussia, el vector (W(A), W (B)) té
distribucié Gaussiana. Per tant, el fet que Cov(W (A), W (B)) =v(ANB) =0
equival a que W(A) i W(B) siguin independents.

(2) Es tracta d’'un calcul senzill:

E[(W(AUB) - W(A) - W(B))’
= E[W(AUB)?’| + E[W(A)*] + E[W(B)’] = 2E[W (AU B)W (A)]
— 2E[W(AU B)W(B)] + 2E[W (A)W(B)]
=v(AUB)+v(A)+v(B) —2v(A) —2v(B) =0.
(3) Si A, L Aiv(A)) < +oo, per (2), tenim W(A,) = W(A) +W(A\ A,). Per
tant,

E[(W(Ay) = W(A))’] = E[(W(A:\A))*] = v(4,\A) = 0
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quan n — oo, ja que [, (4,\A) =01 v(A1\A4) < +o0.
D’altra banda, si A, T A1 v(A) < 400, aleshores
E[(W(A) = W(A,))*] = E[(W(A\A,)?] = v(A\A,) = 0

quan n — oo, ja que [, (A\A4,) = 01 v(A\A;) < +oo.

]

En els dos propers exemples, mostrem com a partir de certs sorolls blancs podem
obtenir el moviment Brownia i el drap Brownia.

Ezemple 3.11 (El moviment Brownia). Sigui W un soroll blanc en R basat en la
mesura v(dz) = 1g, (z)dz. Donat ¢t > 0, per (2) de la Proposicié 3.10, tenim que
W(] — oo, t]) i W([0,¢]) sén iguals. Si definim

B, =W( —oot]) =W(0,4]), t=>0, (3.4)

obtenim un moviment Brownia. Aixo és immediat, ja que per definici6 el procés és
Gaussia. Per tant, només cal comprovar que, donats s,t > 0, Cov(Bs, B;) = s A t:

E[B.Bi] = EW ([0, shW([0,8])] = v([0,s] N [0,1]) = s A .

Ezemple 3.12 (El drap Brownia). Sigui W un soroll blanc en R basat en la mesura
v(dx) = Ly (z) dz. Per cada (ti,...,1,) € R*, definim
th,--~,tk = W(] - Ooatl] Xowes X] - Oovtk])

_{W@mb«~xmmxsﬂm~nmeRi (3.5)

0, en cas contrari.
El cas k = 1 es redueix clarament a I’anterior i és, doncs, un moviment Brownia. Pro-
vem tot seguit que el procés definit és, en general, un drap Brownia k-dimensional.

Proposicié 3.13. El procés (Wy, 4., (t1,...,tx) € ]Rﬁ) és un drap Brownia.

Demostracio. Per construccid, el procés és Gaussia, té esperanca zero i donats
k
(81,...,Sk),<t1,...7tk) S RJr,

W) = EW([0,81] x - - [0, e )W ([0, 51] > - - < [0, s4]))
(([0,81] x -+ [0, 24]) N ([0, 1] X -+ X [0, 5]))
([O,tl N 81] X X [O,tk /\Sk]).

.....

3.1.3 La integral respecte del soroll blanc

Sigui ¥ una mesura o-finita en R* i W un soroll blanc basat en v. Al llarg del
treball, aquesta mesura acostumara a ser v(dt,dz) = 1g, (¢) dt dz, que dona lloc al
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soroll blanc espai-temps. El que fem tot seguit és definir un procés Gaussia indexat
per H = L?(R* v) a partir del soroll W. Aquest procés l'interpretarem com la
integral respecte del soroll blanc W, i amb aquesta integral donarem sentit a les
EDPs lineals estocastiques.

Construim, doncs, un camp aleatori Gaussia (W (h), h € H). Utilitzarem la
mateixa notacié per al procés construit que per al soroll blanc perque no hi ha risc
de confusio.

Si A € %;(R¥), definim
W(la) :=W(A).

Més generalment, si h = >_;_, ¢;1a, amb Ay, ..., A, € B;(R¥) disjunts dos a dos i
c1,...,¢ € R, establim

W(h)=W (Z cl-lAi> = Z ;W (A).

Es comprova facilment que W esta ben definida per a aquesta classe de funcions: si
h també es pot expressar com Y ;" d;1p,, amb By, ..., B, € %;(RF) disjunts dos
adosid,...,d, € R, aleshores es pot veure que

T m 2
i=1 j=1
d'on 37, W (A;) =370, d;W(Bj).
Com que els conjunts A; sén disjunts dos a dos i {W(A), A € %;(RF)} és

un camp aleatori Gaussia, per la propietat (1) de la Proposici6 3.10, les variables
aleatories W (A;),...,W(A,) s6n independents. Aleshores tenim

HW (i cilAZ) =F (i ciW(Ai)>

- ch E[W(A)?) = Zcfumi)
:/Rk (ZCilAi(x)) v(dz)

2

2

L2(Q)

(3.6)

T

Z cilAi

=1

)

L2(RF,v)

de manera que l'aplicacié h — W (h) és una isometria del conjunt de les funcions
simples de la forma h = Y, ¢;14, en L*(Q2). Com que el conjunt de les funci-
ons simples és dens en L?(RF,v), aquesta isometria admet una extensié unica de
L*(R* v) a L*(Q). Més concretament, donada h € L*(R*, v), prenem una successié
de funcions simples (h,), tal que [|h — hy|[r2®r ) — 0 quan n — oo. Llavors (3.6)
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garanteix que {W(h,)},>1 és una successié de Cauchy en L*(Q), i definim W (h)
com el seu limit:

W(h) := L*(Q) — lim W(h,).
n—oo
La isometria (3.6) es preserva per pas al limit i tenim, per tant,

W (W2 = lIAllL2@s )

Aquesta isometria es coneix amb el nom d’isometria de Wiener. De la variable
aleatoria W (h) en diem integral de Wiener i la representem com una integral que
té el soroll blanc W com a integrador:

W(h) = /Rk h(z)W (dz).

La col-leccié (W (h), h € H) no és només un camp aleatori Gaussia, com es comprova
directament de la definicié de W (h), sind que és també un procés Gaussia isonormal:
un procés indexat per un espai de Hilbert real separable (en el nostre cas, L?(R*, v)),
amb funcié mitjana zero i funcié covarianga C'(f, g) = (f, g)n per tot f,g € H, on
(-, denota el producte escalar de H.

Proposicié 3.14. La familia (W (h), h € H) és un procés Gaussia isonormal en
L2(R* v).

Demostracio. Per definicié, W (h) segueix una distribucié Gaussiana de mitjana zero
i varianga ||h||%2(Rk ,)- Només falta comprovar que EW (/)W (9)] = (f, 9) r2®r 1) En
efecte,

W)W () = {W () + W)~ 30V (F) ~ W (o) .
=W g — (- g

on hem utilitzat que W(f + g) = W(f) + W(g). Aixo és clar per funcions f i g
simples, gracies a (2) de la Proposicié 3.10, i es generalitza facilment per pas al
limit.

Prenent esperances a (3.7),

1 1
EW(OW (@) = 71 + gl = 71 = 9a@ns) = (.9 i2ara

per la identitat de polaritzacio en el cas real. O

Hem construit, doncs, una integral estocastica [ h dW per funcions h € L*(R*,v)
deterministes. Aquesta integral ens permetra donar una nocié de solucié tant de
I’equacio de la calor com de I'equacié d’ones unidimensionals.

Hem vist a I’Exemple 3.11 que quan v(dz) = 1g, () dz, el soroll blanc W associat
a v dona lloc a un moviment Brownia si prenem B; = W ([0, ¢]) per cada t > 0. Aixi,
integrar una funcié determinista h respecte d’un soroll blanc basat en v seria en
certa manera integrar-la respecte del moviment Brownia. El seglient lema ens mostra
que, en efecte, la integral coincideix amb la integral d’Ito respecte del moviment

Brownia (que, de fet, per integrands deterministes se sol anomenar també integral
de Wiener).
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Lema 3.15. Sigui W(h) la integral de Wiener tal com U’hem definit en aquesta
seccio, amb soroll blanc basat en v(dx) = 1g, (x) da. Aleshores,

W(h) = / " h(t)dB,,

on la integral de la dreta €s la integral classica de Wiener respecte del moviment
Brownza.

Demostracié. Sigui h = 1j54, 0 < s < t. Aleshores, per definicié de la integral
classica de Wiener i (3.4),

[ﬂmm&:a—BfJWMm:wumpzwmy

Per linearitat, aquesta identitat s’estén a funcions simples A(t) = >7_ a1, 4;)(t).
Per les propietats d’isometria de les aplicacions h +— W(h) i h — [ h(t)dB; de
L*(R,v) en L*(Q), la identitat s’estén a qualsevol h € L*(R,v). O

A la secci6 anterior (Exemple 3.12), hem vist que, a partir d’un soroll blanc en
R? basat en la mesura v(dr) = 1gz () dz, podem definir un procés W, 4, indexat
per R? que resulta ser un drap Brownia. Ara veurem que també és possible anar en
la direcci6 oposada: obtenir el soroll a partir del drap Brownia. No donarem aqui
tots els detalls (vegeu [6, Capitol 1]) per arribar a aquesta expressid, pero si que
esbossarem breument el cami a seguir.

Considerem una mesura v en R* o-finita i un soroll blanc basat en v. Integrant
respecte d’aquest soroll, obtenim el procés isonormal (W (h), h € L*(R*,v)) de la
Proposicié 3.14. Restringim aquest procés a I'espai de Schwartz S(R¥). Aleshores el
procés (W (), ¢ € S(R¥)) és continu en probabilitat. Aixd vol dir que si ¢,, — ¢ en
S(RF), es té W(p,) — W (p) en probabilitat. En efecte, ¢, — ¢ en S(R*) implica
que ¢, — ¢ en L*(RF). Per la isometria de Wiener, aixd dona la convergéncia
W (pn) = W(p) en L?(Q) i, per tant, també en probabilitat. Hi ha un resultat que
ens assegura que, en aquest cas, el procés (W (), ¢ € S(R¥)) té una modificacié
(W(p), ¢ € S(R¥)) amb valors en S'(RF), Iespai de les distribucions temperades
en R*.

Ara situem-nos en R? i prenem la mesura v(dz) = 1gz (z) dz. Es pot veure que

el drap Brownia defineix, q.s., una distribucié temperada; és a dir, W (w) € S'(R?)
q.s. Aleshores hi ha definides les derivades del drap Brownia; en particular,

O ww)e) = (W), -2 € S(RY)
Ot )= oot ) ¥ )

per cada w dins d’un subconjunt €2; C €2 de probabilitat 1. Operant el membre de
la dreta, es pot acabar veient que, q.s.,

<6t?8t2w(w)’ 90> =W(w)(p), »€SER).

Com que Pespai S(R?) és separable, podem identificar la versi6 W del soroll blanc

. R 2
basat en v amb la segona derivada creuada del drap Brownia, at?atQW'
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3.2 De les EDPs a les EDPEs

En aquesta seccio, discutirem com hauria de ser la solucié d'una EDPE a través
d’un raonament heuristic. Els arguments que exposarem, doncs, s’han de prendre
com un acostament intuitiu a la nocié de solucié d’'una EDPE: busquem donar-
li un sentit que resulti raonable a partir del que hem observat quan l’equaci6 és
determinista.

Sigui W un soroll blanc espai-temps en R?, és a dir, basat en v = 1y L (t)dtda.
Recuperem l'equacio6 de la calor R:
{ut(t,x) — Uy (t,x) = f(t,z), t>0,2€R,

u(0,2) = g(z), x € R, (38)

que hem estudiat a la seccié 2.2. Seguint el principi de Duhamel, hem conclos que

u(t, ) = A®(t,x —¥)9(y) dy+/0 /R‘P(t —s,2—y)f(s,y)dyds, (3.9)

amb ® donada a (2.6), n’és solucid.

Ara, en comptes d’'una funcié determinista, posem el soroll blanc W en (3.8) com
a font de calor:

{Ut(t, x) — uxx(tam) = W(t? x)? t > O’ x € R’ (310)

u(0,2) = g(x), r € R,

on el punt de W és pura notacié: vol indicar la segona derivada creuada de W,
que en la seccié anterior hem vist que existeix q.s. en el sentit de les distribucions
temperades. En qualsevol cas, el que caracteritza I’aleatorietat que associem a ’'EDP
classica és el soroll blanc W.

Imaginem que aquest soroll fos suau. Aleshores, per analogia amb (3.9), la solucié
de (3.10) seria

u(t,z) = | ®(t,x —y)g(y)dy + t Ot — s,z — y)W(s,y) dy ds
R—

=/Ré(m—y)g(y)dyﬂL/Ot/R‘D(t—$>$_9)W(d$’dy>'

Observem que aquesta darrera expressié tindria sentit amb la integral que hem
definit respecte del soroll blanc, sempre que es donés la integrabilitat L? de la
funcié ®. Es a partir d’aquesta aproximacio que s’acaba definint la solucié camp
aleatori d’'una EDPE.

3.3 EDPEs amb soroll blanc espai-temps

D’acord amb les observacions que hem fet en la seccié anterior, tot seguit presentem
una nocié de solucié d'una EDPE lineal amb dimensié espacial £ = 1. La nostra
equacio sera

Lu(t,z) =W(t,z), t>0,x€D, (3.12)
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on D és un interval de R o bé tot R, £ representa un operador lineal en derivades
parcials que suposarem amb coeficients constants i W és un soroll blanc espai-temps.
L’equacié (3.12) va acompanyada almenys d’una condicié inicial u(0,z) (si I'ordre
m de L ent és m > 1, també cal indicar el valor en (0, x) de les derivades de u fins
a ordre m — 1) i, si escau, també de condicions de vora. Com s’ha indicat a l'inici
de la Seccié 2.3, treballarem sempre amb condicions de Dirichlet. La notacié W,
per bé que formal, es justifica pel que hem vist al final de la Seccié 3.1.3: quan el
restringim a funcions de Schwartz, el soroll blanc espai temps (0, més rigorosament,
el procés isonormal Gaussia que hi associem) té una versié amb valors en S'(R?).

La noci6 de solucié amb que treballarem les EDPEs lineal se serveix del fet que
les EDPs més elementals admeten una representacio integral per a la seva solucio,
com hem vist al Capitol 2. Establirem una distincié segons si el domini espacial és
D =R obé D CR, perd la idea és exactament la mateixa: el terme aleatori W
juga el paper del terme determinista f(t,z) de PEDP i, en comptes d’integrar el
que anomenarem solucid fonamental o funcid de Green respecte de f(s,y)dsdy, ho
farem respecte del soroll blanc espai-temps W.

Equacions en R

Sigui £ un operador lineal en derivades parcials definit en R, x R. Considerem el
problema de Cauchy

. 3.13
940,x) =¢;(x), z€R,j=0,1,...,m—1, (3.13)

{Eu(t,x) = f(t,z), t>0,z€R,
on m és l'ordre de £ en t. Encara que donem aquesta expressié general, cal tenir en
compte que 'ordre maxim en ¢ amb que treballarem sera 2, en el cas de I'equacio
d’ones.

Suposem que si imposem condicions inicials nul-les, és a dir, ¥y, ..., =0, la
solucié del problema es pot escriure

ult, ) = / s / dyT(t, 5 5,9) (s, y),

on I'(t,x;s,y) és una funcié definida per qualssevol (¢, z),(s,y) € Ry x R amb
0 < s < t. Aleshores diem que la funcié I' és la solucio fonamental del problema de

Cauchy (3.13).

Quan els coeficients de 'operador £ sén constants, la solucié fonamental és ho-
mogenia, és a dir, es pot expressar com ['(t,x;s,y) := ['(t — s,z — y). Aquest és el
cas tant de '’equacio de la calor com de '’equacié d’ones estudiades en R.
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Equacions en D C R

Ara considerem un domini propi D de R. Llavors al problema de Cauchy (3.13) cal
afegir-hi una condicié de vora, que considerarem de tipus Dirichlet:

Lu(t,x) = f(t,z), t>0,z€ D,
940,z) =¢;(x), z€D,j=0,1,...,m—1, (3.14)
u(t,z) = o(t,x), >0,z €dD.

Si la solucié del problema de Cauchy-Dirichlet (3.14) amb condicions inicials i
de frontera nul-les es pot escriure com

ult, ) = / s / dy Gt 5 5,9) (s, 9),

amb G(t,xz;s,y) definida per qualssevol (¢,z),(s,y) € Ry x D amb 0 < s < t, diem
que G n’és la funcio de Green. Es clar que el paper d’aquesta funcié de Green és el
mateix que el de la solucié fonamental quan el domini és tot R.

Solucié camp aleatori

Ara ja podem donar la nocié de solucié que utilitzarem per a les EDPEs lineals en
aquest treball.

Sigui £ un operador lineal en derivades parcials en R, x D amb coeficients
constants, on D és o bé la recta real o bé un subconjunt propi de R, que tant
pot ser fitat com no fitat. Considerem PEDPE Lu = W amb condicions inicials en
t = 0 fins a 'ordre que corresponguin i, sempre que D # R, condicions de vora. Per
uniformitzar la definicié de solucié, assumim que I'(¢, x; s,y) representa la solucid
fonamental o la funcié de Green en R, x D associada a L. Per garantir que la podem
integrar respecte del soroll blanc espai-temps, requerirem la segiient condicio.

Hipotesi 3.16. Per tot (t,x) € Ry x D, la funcié
]Ovt] XR > (57y) = F<t7$7 Say>]—[0,t}xD(5;y)

pertany a L*([0,t] x R).

Definici6é 3.17. Sigut W un soroll blanc espai-temps. Sota la Hipotesi 3.10, la
solucio camp aleatori a 'EDPE Lu =W en Ry x D, amb condicions inicials i de
frontera especificades, és

u(t, z) = Iy(t, z) +/R /[)F(t,:v; s, y)W(ds, dy), (3.15)

on Iy(t, x) indica la solucid de I’EDP homogénia (és a dir, Lu = 0) amb les mateizes
condicions inicials 1 de frontera.

24



En el cas de les EDPEs que estudiarem, 'equacié de la calor i I'equacié d’ones,
la Hipotesi 3.16 només se satisfa en dimensié espacial k& = 1. Per a dimensions
superiors, doncs, la nocié d’integral respecte del soroll blanc espai-temps que utilit-
zem aqui no serveix i cal recérrer a d’altres objectes matematics que s’escapen dels
objectius d’aquest treball.

3.3.1 L’equacio estocastica de la calor en R

Com a primer exemple d’EDPE, considerem

{uxux)—z%Ataﬂ==WWtw% (t,2) € (0,00) xR, (3.16)

u(0,2) =0, r € R,

on W és un soroll blanc espai-temps en R, x R. Aquf la font de calor f (t,z) amb
qué hem treballat a (2.7) se substitueix per una font aleatoria W(t,z). D’acord
amb la definicié de solucié fonamental que hem establert més amunt, recuperant la
solucié (2.9) veiem que

L(t,255,y) =Tt = 5,2 —y),

1 y2)
I'(s,y) = exp | —— ) 10.00)(5),
0 92

és la soluci6 fonamental de 'operador calor, £ = 5 — 7.

El seglient pas per arribar a la solucié de (3.16) és comprovar que se satisfa
la Hipotesi 3.16 d’integrabilitat: hem de veure que (s,y) — I'(t — s,z — y) és de
L*([0,t] x R). En efecte,

¢ ¢
/ds/dyf2(t—s,x—y):/ dr/dzf2(r,z)
0 R 0 R
/tdr ! /dz ! e ( 22)
— X —_—
o V8&mrJr 2mr P\ 72
t 1 i
[ lae(2),
0 V8mr 2m

on en la penultima igualtat hem utilitzat que \/2;? exp <—£> és la densitat d’una

2r
llei Gaussiana i, per tant, la seva integral val 1.

Aixi, per la Definicié 3.17, la solucié camp aleatori de 'EDPE (3.16) és

t
u(t,x) = / /dy Lt —s,a—y)W(ds,dy), t>0,zeR, (3.17)
0o Jr

on hem tingut en compte que la condicié inicial de (3.16) és u(0,z) = 0 i, per tant,
la contribucié determinista també ho és: Iy(t,z) = 0.

25



Com que s’obté a partir de la integral de Wiener, automaticament el procés
(u(t,z), (t,x) € Ry x R) és Gaussia. Aixo simplifica 1'estudi dels moments de la
solucié i d’algunes propietats de les seves trajectories: com hem explicat a I’Obser-
vacié 3.4, en els processos Gaussians X, el moment E[|X () — X (s)[?] es pot obtenir
a partir de E[|X(t) — X (s)[*]. A [6, Capitol 2] es fa un estudi exhaustiu d’aquest
moment d’ordre 2, que per la isometria de Wiener es pot estudiar a través de la
solucié fonamental I'(t, x; s,y). En particular, s’obté una fita superior del moment
d’ordre 2 de u(t,x) — u(s,y) que permet concloure, via el criteri de continuitat de
Kolmogorov, que el procés (u(t, z), (t,z) € Ry x R) té una versié amb trajectories
conjuntament Holder continues d’exponents a € ]O, H en la coordenada temporal
ipge }0, %[ en la coordenada espacial. Encara més, a través d’'una fita inferior del
moment d’ordre 2 de u(t,z) — u(s,y) es comprova que o = 1 i f = 1 sén Optims,
en el sentit que per exponents majors ja no es té Holder continuitat.

En el proper capitol, obtindrem resultats d’aquest tipus per a ’equacié d’ones
en R, Ry i[0,L].
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4 L’equacio d’ones lineal estocastica

En l'estudi de les equacions en derivades parcials, dues de les més rellevants sén
I'equacié de la calor i I'equacié d’ones. La rad, més enlla del fet que representen
exemples relativament senzills d’equacions de tipus parabolic i hiperbolic, respecti-
vament, la trobem en 1'is recurrent que en fan camps com la fisica o la biologia per
modelar multitud de fenomens reals.

Pel mateix motiu, I'equacié d’ones estocastica és una de les principals EDPEs
de tipus hiperbolic. Aquest pas de 'EDP a 'EDPE sorgeix quan el fenomen que es
pretén modelar s’explica millor si es considera una certa aleatorietat en ’equacié,
que prové, per exemple, de considerar que els xocs entre la particula que s’estudia
i les molecules del medi que I’envolta son aleatoris.

Un exemple d’aplicacio real de I'equacié d’ones estocastica es troba en 'estudi
de ’ADN, com s’exposa a [5, Capitol 2]. Una molecula d’ADN es pot veure com
una corda elastica, d’una longitud que es considera infinita en comparacié amb el
seu diametre. La posicié d’aquesta corda es descriu mitjancant una parametritzacio
en R, x [0, 1] que pren valors en 'espai R3:

ul(t7 l’)
ut,z) = walt,x) |,
Uus (ta [L')
on l'origen espacial es pren en un dels extrems de la corda i la unitat de longitud
s’escull de forma que la longitud total valgui 1.

Una molecula d’ADN “flota” en un fluid, d’'una manera semblant a com una
particula de pol-len flota en un fluid seguint un moviment Brownia. El moviment
de la corda es pot descriure a través de la segona llei de Newton (ﬁ = md). Prenem
m = 1 per simplicitat. Les forces que actuen en la corda sén de tres tipus: elastiques
-incloent forces de torsio-, de friccié -per la viscositat del fluid- i impulsos aleatoris,
que s’expliquen pels impactes en la corda de les molecules del fluid. Aixi, anomenant
]*?’Z-, 1 =1,2,3, aquestes tres forces, la llei de Newton ens diu que

ﬁtt - ﬁl —ﬁ2+ﬁ3.

Aquest és un sistema de tres EDPEs molt complicat, que se simplifica si només es
considera el moviment vertical i es negligeix la torsié. Aleshores, u(t,x) és unidi-
mensional i es pot expressar aixi:

U (b, ) = Ugg (t, ) — /0 k(z, y)u(t,y)dy + W (t,z),

on el primer terme del membre dret representa les forces elastiques, el segon esta
relacionat amb la friccié i el tercer és un soroll que nosaltres considerarem, per
simplicitat, espai-temps.

Si fem un pas més en la simplificacié del model inicial i eliminem el terme de
friccié, acabem obtenint:

U (t, ) = Uy (t, ) + W(t, x),
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i per a aquesta EDPE lineal tenim definida la noci6 de solucid camp aleatori (Seccid
3.3). Cal, aixo0 si, que la funcié de Green de I'operador d’ones sigui L? integrable.
Aix0 és cert en dimensié £ = 1, pero no ho és en £ = 2, mentre que en £k = 3 la
funcié de Green ni tan sols és una funcié (vegeu [5, Capitol 2]).

En aquest capitol, ens restringim a £ = 1 i estudiem la solucié camp aleatori
de I'equaci6é d’ones estocastica en tres dominis diferents: R, R, i [0, L]. Observeu
que aquest ultim domini es correspon amb 'exemple de motivacié que acabem de
presentar. LL’objectiu és obtenir resultats del tipus que hem enunciat en el cas de la
calor en la Secci6 3.3.1: Holder continuitat de les trajectories de la solucié (caldra
veure amb quins exponents) i fites inferiors del moment d’ordre 2 de la solucié que
permetin concloure, finalment, 'optimalitat dels exponents obtinguts.

Per a 'estudi en R, s’ha utilitzat [6, Secci6 2.4.3].

4.1 L’equacié d’ones estocastica en R

. : L ) 2 2, . C
L’operador diferencial de I’equacié d’ones és £ = % — %, i si recuperem I’expressio

(2.18), que resolia 'equacié d’ones no homogenia amb condicions inicials nul-les,
veiem que la solucié fonamental associada a £ en R és

L(t,x;s,y) =T —s,x—vy),

amb

1
L(t,z) = §1R+(t)1],t7t[(x), teR,, zeR. (4.1)

Considerem ara ’equacié d’ones estocastica

u(t, ) — Uz (t,x) = Wit,z), t>0,z€R,
u(0,z) = f(z), x € R, (4.2)
u(0, ) = g(z), z € R,
on W és un soroll blanc espai-temps. Per donar-ne la solucié, cal comprovar que la
solucié fonamental (4.1) compleix la Hipotesi 3.16. En efecte, s’obté facilment que

Paplicacié (s,y) — I'(t — s,z —y) és de L*(R; x R); de fet, la norma L? val £, com
comprovarem més endavant.

Per tant, podem aplicar la Definici6 3.17 i la solucié camp aleatori de (4.2) és

1 t
u(t,z) = Ip(t,z) + —/ / W(ds,dy), t>0,z¢€R,
2 0 J|z—y|<t—s

on la contribuci6 determinista Iy(t, z) ha estat calculada a (2.15) i val

bt = gl + 0+ fe—01+3 [ o

Com ja haviem observat en 'equacié de la calor estocastica (Secci6 3.3.1), el
procés u = {u(t,z), (t,z) € Ry x R} és Gaussia, perque la part aleatoria (la
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integral de la soluci6 fonamental respecte del soroll blanc espai-temps) ho és per
construccio.

Tot seguit, estudiem les trajectories d’aquest procés. Assumim que f és una
funcié continua. Aleshores és clar que Iy(t,x) és una funcié continua en les dues
variables. La segiient Proposicié ens indicara que, de fet, existeix una versié de u
amb trajectories continues.

Proposicié 4.1. (1) El procés estocastic

1 t
——/ / W(ds,dy), t>0,x¢€R,
2 0 J|z—y|<t—s

p/2
Bllot.) = vs)l] < (5 ) =l + b= oDt

per qualssevol (t,z),(s,y) € [0,T] x R, amb ¢, la constant dependent de p
donada a (3.3). Aixi, existeir una versié d’aquest procés que té trajectories
conjuntament Holder continues d’ordre n €0, %[

satisfa

(2) Assumim que la funcid f és continua. Aleshores la solucié camp aleatori u té
trajectories continues.

Demostracio. La primera part se segueix de la Proposici6 4.2 enunciada a continu-
acid, del fet que el moment d’ordre p esta determinat pel d’ordre 2 per ser v un
procés Gaussia (recordeu 1’Observaci6 3.4) i, finalment, del criteri de continuitat de
Kolmogorov [10, Teorema 1.4.1]. Com que les trajectories Holder continues de la
versio de v donada per aquest criteri sén, en particular, continues, la segona part
és clara. O]

Proposicié 4.2. Sigui T > 0. Aleshores
/ dr/dz (t—rx—2)—T(s—ry—2)<Cr(t—s|+|r—y|), (4.3)
R

amb Cr = L, per qualssevol (t,z), (s,y) € [0,T] x R.

T+t

Figura 1: D(¢,x).
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y+s y+s T+t

r+t y+s

(s,9) (s.y)
y—Ss (s, v)
s . (t.2)
T+t (t,2)
(t,x)
xr—1 r—1 r—t
- I s
(a) Cas 1 (b) Cas 2(i) (c) Cas 2(ii)

Figura 2: Els casos de la Proposicio 4.2.

Demostracio. Per (t,z) € [0,T] x R, definim
D(t,z) ={(s,y) € [0,t] xR : |z —y| <t — s}. (4.4)

Si desenvolupem el quadrat de l'integrand de (4.3), tenint en compte que
1
Mt—rx—2z)= §1D(t,x)(r, z),

obtenim

/R dr/Rdz[F(t—r,a:—z)—F(s—?“,y—Z)]Q
_ i(\p(t,xﬂ —2|D(t,2) N D(s,y)| + | D(s, )],

amb | - | la mesura de Lebesgue. Es facil veure geometricament que |D(t, z)| = ¢2
(vegeu la Figura 1). De fet, 'area d’un triangle rectangle isosceles és en general
ihQ, on h denota la seva hipotenusa. Aixo ho utilitzarem recurrentment en aquesta
demostracio i les segiients.

Sense perdua de generalitat, podem assumir que x —t < y — s (si no és aixi,
només cal intercanviar els papers de (t,z) i (y,s)). A continuacid, distingim casos
(vegeu Figura 2).

Cas 1. D(t,z) N D(s,y) = 0. Aix0 passa si x + ¢t < y — s o, equivalentment,
t+ s <y — x. Aleshores

|D(t,z)| — 2|D(t,z) N D(s,y)| + |D(s,y)| = t* + s* < T(t + s)
<T(y—x)=Tlr -yl

Cas 2. D(t,z) N D(s,y) # 0. Aixd passa si x +¢ > y — s. Llavors, hi ha dues
configuracions possibles:
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(i) x +t < y+s. En aquest cas, 'area de D(t,z) N D(s,y) (vegeu Figura 2(b))
es pot calcular facilment amb l’expressio que hem donat més amunt per a
triangles rectangles isosceles, i val

D) N D(s, )] = o+t (= )
Per tant,
ID{t,2)] = 21D(t,2) 1 Dls, )] +1D(s, )

1
=t?—2-(z+t—(y—s)*+s

4
=12 - (1:;3”2— (t+28>2—(x—y)(t+s)+52
<o D e

i utilitzant que s+t > 2(t As)iquet+s < 2T,

<t —-2(tAs)?+2T |z —y| + 8°
= |t* = 8*| + 2T |z — y| < 2T(Jt — s| + |= — y]).
(ii) 4+t > y+s. Llavors D(t,z) N D(s,y) = D(s,y) (vegeu Figura 2(c)) i

|D(t, )| — 2|D(t,x) N D(s,y)| + |D(s,y)| = t* — 25> + 5% = t* — 5
<2T(t—s)=2T|t — s].

]

Ara ens preguntem si els exponents de Holder continuitat que hem obtingut en
la Proposicio 4.1 per a v sén optims.

Proposicié 4.3. Fizat T > 0, considerem el procés estocastic {v(t,z), (t,x) €
[0,T] x R} definit a la Proposicid 4.1.

(1) Per qualssevol (t,z),(s,y) € [0,T] x R,

E(lo(t,z) —v(s,y)I*) <

Nk

(It = s+ |z = y).

(2) Fizem 0 < to <T, M > 0. Per qualssevol (t,z),(s,y) € [to, T] x [-M, M],

min (%, ;—M) (It — sl + o — y) < B(ult,2) — o5 5)]).

Demostracio. La fita superior se segueix d’aplicar la isometria de Wiener i la Pro-
posicio 4.2.

Ens centrem, doncs, a demostrar (2). Assumim, sense perdua de generalitat, que
to < s <t < T. Suposem també que x > y (el cas x < y es fa d’'una manera
semblant). En aquest cas, z +t > y + s. Distingim casos.
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Cas 1. D(t,x) N D(s,y) = 0, de forma que = —t > y + s. Aleshores
E(|v(t,z) —v(s,y)? /Rdr/dz (t—ro—2)—T(s—ry—2)?
+
= Z(|D(t,$)l —2|D(t,2) N D(s,y)| + [D(s,y)])
= }l(t2+s2) >

ja que |z, |y| < M.
Cas 2. D(t,x) N D(s,y) # (), de manera que = — ¢ < y + s. En aquest cas,

E(\v(t,x)—v(s,yﬂ?):/ﬂ{ dr/Rdz Tt —rx—2)—T(s—ry—2)?
2/sdr/dz[FQ(t—r,x—z)—i—FQ(s—r,y—z)—2F(t—r,x—z)F(s—r,y—z)}.

Aleshores, utilitzant ’expressié de la solucié fonamental, obtenim

1 S
I .—/ d?“/sz2 (t—rx—2)= —/ dT/d2’1{|xz<tr}
4 Jo R

/ 2t — 1) dr = i(zst—s)
/ /sz2 s—r, y—z)——|D(S y)| =

I3 ::/ dr/dz 20t —ryx — 2) (s —r,y — 2)

(z+t—r)A(y+s—r) y+s—r
/ dr / / dr / dz,
(z—t+r)V(y—s+r) (z—t+r)V(y—s+r)

jaquet>six>y. Suposem que x —t >y — s o, equivalentment, z —y >t — s.

Aleshores
y+s—r
/ dr / (y —x+1).
r—t+r

Si, en canvi, x —t < y — s o, equivalentment, r —y <t — s,
y+s—r
/ dr/ 2.
y—s+r

to(r —y), six—y>t—s,
ot —s), siz—y<t-s.

Per tant,

D=

E(lvt,z) —v(s,y)|*) > L + I, — I3 > {

Siz—y>t—s, posemz—y=3i(x—y)+35(x—y) > 3(x—y)+3(t—s). Observem
que en el Cas 1 som en aquesta conﬁguramo jaquex—y >t+s>t—s. Si
z—y<t—s, fem el mateix amb ¢t —s=1(t —s)+ 3(t —s) > 3(t — s) + 3(z — y)
per obtenir el resultat. O
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Proposicié 4.4. Fizats 0 < to < T, sigui {v(t,x),(t,x) € [0,T] x R} el procés
estocastic definit a la Proposicio 4.1.

(1) Siguin x € R i K C [to,T] un interval tancat. Aleshores, q.s, les trajectories
del procés (v(t,z), t € K) no sén Hélder continues d’ordre o € |5,1].

(2) Siguin t € [to,T] i J C R un interval tancat. Aleshores, q.s, les trajectories
del procés (v(t,x), x € J) no son Hélder continues d’ordre o € ]%, 1 [

Demostracio. La prova d’aquesta optimalitat es basa en la fita inferior obtinguda a
la Proposicié 4.3. Tots dos resultats s’obtenen amb el mateix argument.

Provem (1). Suposem que, fixat un z € R i un interval tancat K C [to, T, les
trajectories de (v(t,z), t € K) sén q.s. Holder continues d’ordre o > 3. Aleshores,

q.S.,
t —
sup v(t,x) — v(s,x) .
t,s€EK, t#s |t - Sla

Per tant, el procés Gaussia centrat

t
/U(Jx) /U<S7x)’t,SEK,t#S
£ — sl
és finit q.s. D’aqui es pot concloure que
t _ 2
E( sup [vt, 2) vgs,x)| ) < 0. (4.5)
t,s€EK, t#s |t - 3‘ @

Aix0 és conseqiiencia immediata de [1, Teorema 3.2]. Aquest teorema diu que donat
un procés Gaussia centrat X i indexat per un cert conjunt J, aleshores

P {supXj < oo} =1l<=F [eo‘(supje’xﬂ')Q] < 00

jeJ

per un « prou petit. Aixi doncs, la funcié generatriu del quadrat del suprem existeix
en un interval prou petit a ’entorn del 0 i, en conseqiiencia, té moments absoluts
finits. En particular, per al moment absolut d’ordre 1, obtenim (4.5).

Per tant,
E(Jv(t, ) —v(s,2)[*) < CJt — s,

pero al mateix temps, per la Proposicio 4.3,
CtO,M|t - 8‘ < E('”(ta l’) - U<37 y)|2)7

pel que arribem a contradiccié. O

4.2 L’equacié d’ones estocastica en R

r nostr mini i I . Aixo impli ntr una variacié res-
Ara el nostre do espacial sera R, . Aix0 lica, d’entrada, una variacié res
pecte del problema en R: cal indicar una condici6 a la vora x = 0. Per simplicitat,
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assumirem que la funcié s’anul-la a la frontera, encara que el problema, que és pura-
ment determinista, esta ben estudiat en general. L’expressié de la funcié de Green,
a més, difereix de la solucié fonamental en R.

Si tornem a 'expressi6 (2.23), que resolia I'equacié d’ones no homogenia en R
amb condicions inicials i de vora nul-les, veiem que la solucié de Green associada a

I'operador d’ones £ = g—; — 88—; en Ry és G(t,x;s,y) .= G(t — s,z,y), amb
1
G<t - S, x??/) = 51{|£—(t—5)|<y<a)+(t—5)}(57 y>7 0<s< tu UES RJr‘ (46)

Definirem
E(t,z)={(s,y) € [0,t] xR:|z —t+s|<y<x+t—s}

Amb aquesta notacio,

1
G(t - 5,7, y) = E]-E(t,l‘)(sv y)

Considerem ara I’equacié d’ones estocastica

U (t, ) — Uge(t,x) = W(t,z), t>0,2>0,

u(0,2) = f(x), x>0,
u (0, 2) = g(z), x>0, (4.7)
u(t,0) =0, t >0,

on W és un soroll blanc espai-temps. Per donar-ne la solucié, cal comprovar que la
funcié de Green (4.6) compleix la Hipotesi 3.16. En efecte, s’obté facilment que I’a-
plicacié (s, y) — T'(t—s,z,y) és de L?(R, xR); de fet, com calcularem explicitament
més endavant la norma L? val § six >t i % t2 — (t — )? en cas contrari.

Per tant, podem aplicar la Definici 3.17 i la soluci6é camp aleatori de (4.7) és

1 t
u(t,z) = Ip(t,z) + 5/ / lgenyW(ds,dy), t>0, zeR,. (4.8)
0o Jr,
on la contribuci6 determinista Iy(t, z) ha estat calculada a (2.21) i val

]O(t, ZL’) = {

Només a tall d’apunt, si hom imposa una funcié h com a condicié de vora, aleshores
cal afegir un terme Iéb) (t,x) = h(t — 2)1gzqy a Io(t, x).

[fla+t)+ flz—t)]+3 [T gly)dy siz>t
fla+t)— fit—a)+1 [TMgy)dy sio<a<t’

NI N

Ara ens disposem a obtenir resultats del mateix estil que els de la secci6 anterior.
El procés u = {u(t,z), (t,z) € Ry x R, } és Gaussia. Tot seguit, estudiem les
trajectories d’aquest procés. Assumim que f és una funcié continua per garantir que
Io(t,x) és continua. La seglient Proposicié dona una versié de u amb trajectories
continues.
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Proposicié 4.5. (1) El procés estocastic

1 t
v(t,x) = 5/ /R lgenyW(ds,dy), t>0,2z€Ry,
0 +

satisfa
T

p/2
Bllolt.a) = o)l <6 (5 ) (= sl 4l = o)

per qualssevol (t,x),(s,y) € [0,T] x Ry, amb ¢, la constant dependent de p
donada a (3.3). Aixi, existeir una versié d’aquest procés que té trajectories
conjuntament Holder continues d’ordre n €0, %[

(2) Assumim que la funcid f és continua. Aleshores la solucié camp aleatori u té
trajectories continues.

Demostracio. Com en la seccié anterior, la primera part és conseqiiencia de la Pro-
posicié 4.6 enunciada tot seguit, de la Gaussianitat del procés i del criteri de con-
tinuitat de Kolmogorov. La segona part és obvia. O]

Proposicié 4.6. Sigui T > 0. Aleshores
/ dr/dz Gt —r,2,2) — G(s —1,9,2)]> < Cr(|t — s| + |z — y|), (4.9)
Ry JR

amb Cp = %, per qualssevol (t,x), (s,y) € [0,T] x R,.

x—1

Figura 3: E(t,z) quan z —t < 0.

Demostracio. Per (t,z) € [0,T] x R,, mantenim la notacié
D(t,) = {(s,3) € [0,8] x R : [z —y] < t — s},

Aleshores,
E(t,z) = D(t,x) (4.10)

si(t,x) éstalquex —t >01i

|E(t,z)| = |D(t, )| — (t — )? (4.11)
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si x —t < 0. Aixo darrer és facil de calcular a partir de la Figura 3, restant arees
de triangles.

Si desenvolupem el quadrat de (4.9), tenint en compte que
1
G(t—rxz) = §1E(t7x)(r, ),

obtenim

/R dr/Rdz[G(t—r,x,z)—G(S—T,,%Z)]Q
- i(|E(t,x)| —2|E(t,z) N E(s,y)| + |E(s,))).

Assumim x —t < y — s com a la Proposicié 4.2. Encara més, considerem que
x —t < 0, ja que en cas contrari, som en la situacié (4.10) i val la Proposicié 4.2.
Dividim 'analisi en dos casos.

Cas 1: E(t,x) N E(s,y) = D(t,z) N D(s,y). Aleshores la prova és immediata, ja
que, per (4.10) i (4.11),

|E(t, x)] = 2|E(t, x) N E(s,y)| + |E(s, y)|
= [E(t, x)] = 2[D(t,x) N D(s,y)| + |E(s, y)|
< [D(t, )| = 2|D(t, ) 0 D(s,y)| + [D(s,y)]

i per la Proposici6 4.2 ja estem.

Cas 2: E(t,z)NE(s,y) # D(t,z)ND(s,y). Perque passi aixo, és condici6 necessaria
que t —x >y — s (en cas contrari, com mostren les Figures 4(a) i 4(b), serfem en
el Cas 1). Distingim casos:

Cas 2.1: x +t < y+s.

Suposem primer que y — s > 0. Utilitzant la Figura 4(c), tenim
[E(t,2)| = 2[E(t,z) N E(s,y)| + |E(s,y)|
= 1Dt )| ~ (¢~ 2)? ~ 2(1D(t,2) N Dls, )|~ 3t~ — (y — ))")
+1D(s,y)]
i, com que —(t — z)* < —3(t — z)?,
< [D(t, )| = 2|D(t,z) 0 D(s,y)| + [D(s, )]

R )
< ID(t,2)] 24D (t,2) 0 Dls,)| + [D(s, )l

En la darrera desigualtat hem usat que y — s > 0.
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Suposem ara que y — s < 0. En aquest cas, per la Figura 4(d),
1
= |D(t,2)| = (t = 2)* = 2(|D(t,2) N D(s,y)| = 7(t =2 = (y = 5))°)

+[D(s,y)| — (s —y)*
= |D(t,x)| = 2|D(t,x) N D(s,y)| + |D(s,y)|

P (s a s —y)?

2
= |D(t, )| = 2[D(t,z) N D(s,y)| + |D(s,y)| — %(t —a—(s—y))
< [D(t, )| = 2|D(t, x) 0 D(s,y)| + [D(s,y)].

En tots dos casos podem aplicar la Proposicié 4.2.

Z Z
y+s T+ y+s
T+t
T4t y+s (s,9)
(t,.’l?) t—2a
Yy—3S y—S y—s (t,l‘)
t—x t—x N\
r r
(b) (c)
z
y+3 x+t
T+t y+s
t—=x z t—=x
(s,y) x4+t
5=y (s;y) (t, )
sS—Y <t733) Y+ s
Yy—sy r p 5 ”
, x (7y) (t,ﬂ?) y—S
Yy—S
x—1 r rx—t
(d) (e) (f)

Figura 4: Els casos de la demostracié de la Proposicié 4.6.

Cas 2.2: v +1 > y + s. Distingim casos:
(i) t—ax > y+ s o, equivalentment, z +y < t —s. Aleshores E(t,z) N E(s,y) = (.
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Siy—s>0,
= [D(t,x)| = (t —2)* + |D(s,y)| = * — (t — x)* + 5
= 2tx — 2% 4 5% < 2tx + 25* < 2T(x + s)
i, com que per hipotesi s <yizx+y <t—s,
<2T(z+y) <2T(t —s) = 2T|t — s|.
Siy—s<0,
= [D(t,2)] = (t = 2)* + |D(s,y)| = (s — y)*
=t*—(t—2)*+5 — (s —y)?

= 2tx + 25y — o2 — y* < 2tx + 2sy
<2T(z+vy) < 2Tt — s,

on en l'iltima desigualtat hem usat de nou la hipotesi z +y <t — s.

(ii) t—x < y+s. En aquesta configuracié, s’obtenen resultats que ja han aparegut
em el Cas 2.1. En efecte, si y — s > 0, per la Figura 4(e), tenim

[E(t, x)| = 2|E(t,z) N E(s, y)| + |E(s, y)|

Lo (y—))") +1D(s )]

= [D(t,7)| = (t—2)* = 2(D(t,2) N D(s,y)| - 3

Si, per contra, y — s < 0 (Figura 4(f)), aleshores

1
a9
+1D(s,y) = (s = y)*.

= |D(t,2)] — (t —2)* = 2(ID(t,z) N D(s,y)

]

Proposicié 4.7. Fizat T > 0, considerem el procés estocastic {v(t,z), (t,x) €
[0,T] x Ry} definit a la Proposicid 4.5.

(1) Per qualssevol (t,x),(s,y) € [0,T] x Ry,

N

E(lo(t,z) —v(s,y)I*) < 5 (1t = s| + |z — y]).

(2) Fizem 0 <ty <T i M,zq > 0. Per qualssevol (t,z),(s,y) € [to, T] X [xo, M],

( t() t(Q) tol’o
n

b b E) (It = sl + 2 — yl) < E(u(t, 2) — v(s, y)[).
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Demostracio. La fita superior se segueix d’aplicar la isometria de Wiener i la Pro-
posicié 4.6.

Provem (2). Assumim, sense pérdua de generalitat, que tg < s < ¢ < T. Suposem
també que z > y (el cas © < y es fa d'una manera semblant). Aleshores tenim que
r+t>y+s.

Recordem que, per la isometria de Wiener,

E(jv(t,z) —v(s,y)]*) = /R dr/]R dz [G(t —r,z,2) — G(s —1,y, 2)]?

= i(|E(t,x)| —2[E(t,x) N E(s,y)| + |E(s,y)|).
Sizx—t>0iy—s>0,comque E(t,z) = D(t,z) i E(s,y) = D(s,y), la Proposicié
4.3 ja ens dona el resultat. Per tant, considerarem que
(x—t<0) VvV (y—s<0). (4.12)
Cas 1: x —t < 0. Distingim casos segons el signe de y — s:
Cas 1.1: y — s > 0. Com que E(t,z) N E(s,y) C E(s,y) = D(s,y), tenim
|E(t,x)| = 2[E(t, ) N E(s,y)| + |E(s,y)]
> |E(t,x)| = 2[E(s,y)| + |E(s,y)| = [E(t, )| = [E(s, )]
=t* — (t—2)? — s =2tz — 2% — 5°
=tx — 2?4+ to — st + st — s°
=x(t—a)+tlx—s)+s(t—s).
Com que, per hipotesi, t —x >0ix—s>y—s >0,
|E(t,x)| —2|E(t,z) N E(s,y)| + |E(s,y)| > s(t —s) > to(t — s).

Cas 1.2: y — s < 0. Distingim casos:
(i) © —t >y — s o, equivalentment, z —y >t — s. Per la Figura 5(a),
[E(t,2)| = 2[E(t, z) N E(s,y)| + | E(s,y)]
1
= —(—2) =27[y+s—(@=1) = (s —y— (= 1))]
+ 5% — (s —y)%
Usant la identitat a* — b* = (a + b)(a — b), tenim
(Y+s—(z-1)° = (s—y—(x—1) =4dy(s - (z - 1)),
de manera que
=~ (= 2 = 2yls — (&~ 1)) + 5 — s — )
= otx — 2% — 2sy + 2y — 2ty + 2sy — y°
= 2w — 2ty — x> — y* + 2wy
=tz —y)+at—z)+ylz—y) -yl -z
=tx—y)+ @ -yt -2 +yl—y).

39



Com que, per hipotesi, x >y it —x >0,
|B(t,2)| — 2|B(t,2) 0 B(s, )| + | E(s,9)| >t — y) > tola — ).

(ii) x —t <y — s o, equivalentment, z —y < t — s.

Suposem primer que t — z > y + s. Utilitzant la Figura 5(c), tenim que
E(t,z)NE(s,y) =01

|E(t,x)] = 2|E(t,x) N E(s,y)| + |E(s, y)|

=t —(t—2)*+5*— (s

=2t — 2% + 2sy — o>
=zx(t—x)+y(s—y)+tz+ sy.

Emprant les hipotesis t —x > 0is—y > 0,

[E(t, x)] = 2[E(t,x) N E(s, y)| + |E(s, y)|

>tr 4+ sy > 2toro =

jaquet,s <T.

y—+Ss
s—y

z
x+t

y+s
s—yY

t—=x

x+t
y+s

§—Y

—y)?

2t0.730

T

T >

2t0$0
T

(t,7)

z—tf y—st .
y . s // x _t 7
(a) (b)
z
T+t
e (t.7)
S—Y 5Y
(s,v) (t, ) x—t (5:9)
T T
() (d)

x+t

r—1

y+s
S—Y

Figura 5: Els casos de la demostracié de la Proposicié 4.7.
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Ara suposem que t — x < y + s (vegeu Figura 5(b)). Aleshores,
|E(t, x)| = 2|E(t,z) N E(s,y)| + [E(s, y)|
=~ (=2 =2~ == (g )P+ (s~ )
:t2—52—(t—x)2+%(t—a7+s—y)2—(s—y)2
== S w (s — )

:1(t+s>(t—s)+%(t+s)(t—s)—%(t—s—(x—y))Q

2
> %(t+s)(t—s)+%(t—s)2— %(t—s— (z —y))?
> (4 8)(t— ) 2 tolt — ),

jaquex —y > 0.
Cas 2: x —t > 0. Aleshores, per la hipotesi (4.12), y — s < 0. Distingim dos casos:
Cas 2.1: y+ s > x — t. Aleshores, mirant la Figura 5(d),

B(2) N B(s,9)] < 4y +s— (2~ 1)
Per tant,
B(t,2)] = 21 2) 0 B(s, )] + (s, )
> 2yt — (0= )P 45— (s -y
_ %(2# (s —(x— 1)+ 25° — 2(s — )?).
Com que

(y+s—(z—t)’=@W+s—(x—t)(y+s—(x—t)
<(y+s)(y+s—(r—1t)),

resulta que

[E(t, x)| = 2[E(t,x) N E(s, y)| + |E(s, y)|

> -2 = (y+ )y +s— (z— 1) — 2y° + 4sy)
=27 = (y+5)? +y(z —t) + s(x — ) — 2y% + dsy)
> —(2t? — (y + 5)* + s(x — t) — 2y* + 4sy)

(2t — y* — s — 25y + sx — ts — 2y* + 4dsy)

NN NI N I NN NN

(2t — s* —ts + s(x —y) — 3y* + 3sy).
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Com que t > s, 2t> — s —ts > 0, i per tant

[E(t, x)| = 2[E(t,x) N E(s, y)| + | E(s,

Y)
> S (s(z —y)+3y(s—y))>%to(x—y),

DN | —

jaque s —y > 0.
Cas 2.2: y+ s < x — t. Aleshores E(t,z) N E(s,y) = 0 (Figura 5(e)) i

‘E(t7x)‘ - 2|E(t,[)’5) mE(S7y)| + |E(S7y)| =1’ + 57— (S - y)2
t2
>t = M =

jaque 0 <z,y < M.

Per concloure la demostracio, fem com a la prova de la Proposicié 4. 3 Six—y >
t — s, com passa als Casos 1.2(i) i 2, posem z —y = (z —y) + 3(z —y) >
1

Tz —y)+i(t—s);siz—y <t—s, com passa als Casos 1.11 1.2(ii), fem el mateix

amb t — s = £(t — s) + 3(t — s) per obtenir el resultat. O

Com a la seccié anterior, la fita inferior que acabem de provar ens garanteix
I'optimalitat dels exponents que haviem obtingut en la Proposicié 4.5. Ometem la
demostracio perque és identica a la de 4.4.

Proposicié 4.8. Fizats 0 < to < T, sigui {v(t,x),(t,z) € [0,T] x Ry} el procés
estocastic definit a la Proposicio 4.5.

1. Siguin x > 0 i K C [to,T] un interval tancat. Aleshores, q.s, les trajectories
del procés (v(t,z), t € K) no sén Hélder continues d’ordre a € |3,1].

2. Siguin t € [to, T] i J C (0,00) un interval tancat. Aleshores, q.s, les tra-
jectories del procés (v(t,z), x € J) no sén Hélder continues d’ordre o € |5, 1.

4.3 L’equaci6 d’ones estocastica en 'interval [0, L]

Finalment, estudiem ’equacié d’ones en el domini [0, L]. D’acord amb el que hem
vist a (2.29), la funcié de Green de l'operador d’ones £ = g—; — (%2 en [0, L] és
G<t7 €58, y) = G<t -5, y)? amb

2=l . /nmzy . nmy\ . [nnt
G(t,z,y) = Z - sin ( > sin (T) sin <T) . (4.13)

Aquesta funcié presenta una simetria espacial que ens servira més endavant: com
que sin(nm — z) = sin(x) per qualsevol n € Z imparell i sin(nm — ) = —sin(x) per
qualsevol n € Z parell, es té

nr(L—xz)\ . (nr(L—y)\ . (nwxy\ . /0wy
N <T> o (T - (T) - (T)
per tot n € Z, d’on
G(t,z,y) =G, L —x,L —vy). (4.14)
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Observem que per tot (t,z) €]0,T] x [0, L], G(t — -,z,*) € L*([0,¢] x [0, L]). En
efecte, de (4.13) es dedueix

2L 1 . nmwry . nnt
||G(t X *)HLQ[O L] Z ﬁ Sln2 <T> Sln2 (T) (415)

i, fitant els sinus per 1, obtenim

2L <=~ 1
sup ||G(t, z, %)||? < —= — < 00,
up |Gt w9 0 < 25D 0

n=1
d’on G(t — -, z,*) € L*([0,t] x [0, L]). Per tant, la funcié de Green (4.13) compleix
la Hipotesi 3.16.

Considerem ara l’equacié d’ones estocastica

U (t, ) — U (L, ) = W(t,:v), t>0, x €0, L],
u(0,2) = f(x), x €]0, L[,

u (0, 2) = g(z), x €]0, L[,
u(t,0) = u(t, L) =0, t>0.

(4.16)

on W és un soroll blanc espai-temps. Aplicant la Definicié 3.17, la solucié camp
aleatori de (4.16) és

u(t, ) = Ip(t,z) + // —s,x,y)W(ds,dy), t>0,z€]l0,L]

on la contribucié determinista Iy(t,x), assumint que f,g € L*([0, L]), 'hem calcu-
lada a (2.31) i és

0= 3 [Cocos (“24) + Dysin (254 sin ().

n=1

amb

/ f(y)sin —y> dy,

nim
Dym (") a
o g(y)sm 7Y) dy.

Com en els dos dominis anteriors, el procés u := {u(t,z), (t,z) € Ry x [0, L]} és
Gaussia i la seva part aleatoria té trajectories Holder continues q.s.

Proposicié 4.9. (1) El procés estocastic

v(t, ) // —s,x,y)W(ds,dy), t>0,z€]0,L],
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satisfa
Eljo(t, @) = v(s,9)) < ¢ T + L) (|t = 5| + |z — y|)%,

per qualssevol (t,x),(s,y) € [0,T] x [0, L], amb ¢, la constant dependent de
p donada a (3.3). Aizi, existeix una versio d’aquest procés que té trajectories
conjuntament Hélder continues d’ordre n €]0, %[

(2) Assumim que la funcid f és continua. Aleshores la solucié camp aleatori u té
trajectories continues.

Demostracio. La prova és la mateixa que en els casos de R i Ry, ara basada en la
Proposicié 4.10. O

Proposicié 4.10. Sigui T > 0. Aleshores
/ dr/ dz[G(t — 1,2, 2) —G(s —r,y, ) < Cpp(|t —s|+ |z —vy]), (4.17)
R

amb Cr, = 2T + L, per qualssevol (t,x), (s,y) € [0,T] x [0, L].

Demostracio. Sense perdua de generalitat, podem assumir que s > t. Desenvolupem
en primer lloc el quadrat que apareix a 'integrand de (4.17):

/ dr/dz Gt —r,z,2) — G(s —1,y,2)]
Ry R
:/ dr/dez(t—r,m,z)+/ dr/dez(s—T,y,Z)
Ry R Ry R

—2/ dr/de(t—r,x,z)G(s—r,y,z) =L +1,— I
R+

Aleshores, fent ts de (4.15) i de la identitat sin?(z) = =222 tenim que

2
I .—/ dr/dezt—rx z)
R+
t
. o (NTX .o (nm(t—7)
:ﬁn_lﬁsul (T)/O S (T) dr

0o 4.1

L 1., <n7rx> /t . 2nm(t —r) d (4.18)
=— ) —sin®(— — cos r

T L= n? L 0 L

L1, (mra:> . L 2nmt
=— ) —sin®(— — —sin [ —

w2 L n? L 2n L ’

i igualment,
I —/ dr/de2 — 7Y, 2)
R+
(4.19)

. 9 (mry) L . (2n7ms
= — sin 5 — sin .
7T2 - n2 L 2nm L

n=
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Calculem ara la integral corresponent al terme creuat:
I3 = 2/ dr/ dzG(t —r,z,2)G(s — 19, 2)
R, R
8 w1

) (nwm) ) (nwy)
= — —sin [ —— ) sin ( —=
2 — n? L L

x /OL sin? (%) dz /Ot sin (M) sin (@) dr

ALK nmay o mmyN [ (na(t—r)\ . (nw(s—7)
= — — sin (T)SIH<T> i sin (T sin —7 dr,

% (/Ot . ( @> . /Ot . (mr(t S 2r>> dr)

o (o (M) g () )

= 5 (reos (M=) B fan (M) i ()]
(o () i () ()

on en la primera igualtat hem utilitzat la identitat
2sin(x) sin(y) = cos(z — y) — cos(z + v)

i en la quarta,

sin(x) — sin(y) = 2sin TY) cos Tty :
2 2
Aixi,
2L~~~ 1 . /nmx\ . /nmy
h= 52 mein () s ()

T (e () L () ().
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Posant en comi les expressions (4.18), (4.19) i (4.20), obtenim

L1 (., nmx L . (2nmt
[1+I2_13:P§ﬁ{81n (T) (t—%SIH(T))

rasin (75 sin (72) (=teos (PP ) 0 i (M) cos (M) )

Demostrem (4.17) quan = = y. Aleshores (4.21) pren la forma

L +1,—1Is
L N1 ,2<n7rx> ‘4 L . (2nmt L . (2nms
= — — sin® | — — ——sin| —— )] — ——sin
2 = n2® L T L > L

2 (v (D) 4 i (22 s (1))}

Afitem sin® (%) per 1, reagrupem termes i utilitzem la identitat trigonometrica

sin(2x) = 2sin(z) cos(x):

L1 nm(s —t)
]1+f2—f3§§;ﬁ{2 (t—iCOS(T>)+S—t
nws

e (i () o () i (77 o (177
() o(2)

i () (o (7)o (159)

Suposem que 2kw < @ < 2(k+ 1)m, amb k € Z,. Recordem que

. cos(nz) 7w m  a?
Y — = — ozt — (4.22)
— n 6 2 4
si z € [0,27]. En particular,
=1 w2
> o =—. (4.23)
2
—~n 6



Fent s d’aquests dos resultats,

Pel teorema del valor mitja,

n(5) () ()

1 similarment

L <n7rs> . nmt ,(mrs> <t = ’
CoS 7 sin 7 sin 7 < sl =s .

nm

Aixi doncs,

L T 1 =1
[1+12—13§F<(Z+6) S—t +;ﬁ 8—t>
L /T 1 2 9 L
=— | =—4+-=-4+-= —t)=(T+—=)|t—
7T2<L+6+6>7T(3 ) < +2>| s|,

on en la primera igualtat hem utilitzat novament (4.23).
Provat el cas en que x = y, ara suposarem que t = s. Llavors, utilitzant que
sin(x) cos(x) = sin(2z)/2 a la segona igualtat, expressi6 (4.21) esdevé:

e L E () ) e (59)

n2
=1

Lo (mrx) . (mry) ‘4 L . [(nnt nmt
S S —t+ —s —— Jcos | —
in in 7 — in 7 7

L

_L°°1t L. (207t
B “ 1’ onr o\ L

2 =
(s () s (722 — 26im (70 i (72
=52 (1 g (7)) (o () s (7))
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Tot seguit, afitem i utilitzem les identitats sin(z) — sin(y) = 2 cos (25¥) sin (%5¥) i

SmQ(x):l_%s(%):
e 58 (1) () - (7))
- # (T+§) g% (2COS (W) sin (W))Q
< i—g T+§> g%smz (W(;L— y))
R e (R

mlz—y|

Suposem que 2k7 < =% < 2(k+1)7, amb k € Z,.. Seguint el mateix procediment
que a (4.24), obtenim

1 nw(z —y) 2
(1= PR D)) <« 2y
;nQ( cos< 7 >>_2L|x yl,

2L L\ =? L
htl-L< 2 (T+2) e —yl=(T+2) |z —yl
1+ 1y =13 < 7T2( +2> 2L|x yl ( +2)|$ yl

El cas general se segueix immediatament dels dos que hem demostrat:
/ dr/ dz[G(t — 7,7, 2) — G(s — 7.y, 2))?
Ry R
= / dr/ dz [G(t — 71,2, 2) — Gt —r,y,2) + Gt —1,y,2) — G(s — 1,9, 2)]
Ry R
< 2/ dr/ dz [G(t —r, 2, 2) — G(t — 1.y, 2)]?
Ry R

—1—2/ dr/dz[G(t—r,y,z)—G(s—r,y,zﬂ2
Ry JR

L L
§2(T+§) |x—y|+2(T+§) [t —s| = Q2T+ L)(|t —s|+ |z —yl).

]

Per obtenir la fita inferior del moment d’ordre 2 de v(t,x) — v(s,y), utilitzarem
una altra expressié de la funcié de Green, que es pot obtenir mitjancant el metode
de les imatges i es troba a [2]. Es la segiient:

1 oo
G(t, fE,y) = 5 Z (]—{\ImeLfy\gt} - 1{|x72mL+y|§t})a t> 07 z,y 6]07 L[ (425)

m=—0o0

Aquesta expressio és facilment representable (a la Figura 6, donat un horitz6 T' > 0,
veiem G(t,z;r,z) = G(t — r,x, z) per (t,z) € [0,T] x [0, L] fixat).
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Una altra virtut d’aquesta nova expressié és que presenta una forma més sem-
blant a les funcions de Green de I'operador d’ones en R i R, (en la propera demos-
traci6, farem s d’aquesta similitud).

t—x—L t+x—L

L

0
t—x—2L t+x—2L r t—x T

Figura 6: 2G(t — r, z, z), que val +1 o —1 segons s’indica a la figura.

Proposicié 4.11. Fizat T > 0, considerem el procés estocastic {v(t,x), (t,z) €
[0,7] x [0, L]} definit a la Proposicid 4.9.

(1) Per qualssevol (t,x),(s,y) € [0,T] x [0, L],
E(lo(t,z) —v(s,y)I*) < 2T + L)(Jt — s| + |z — y]).
(2) Pizem 0 <ty <T,0<zo<%. Percada (t,),(s,y) € [to, T] x [0, L — z0),
C(T, L, to, zo) (|t — s| + |z = y|) < E(|v(t,z) — v(s,y)"),
amb C(T, L, to, o) := min (%, B(Lt—io), t?l%, g—;)

Demostracio. La fita superior és immediata de la isometria de Wiener i la Proposicio
4.10.

Provem, per tant, la fita inferior. Sense perdua de generalitat, podem assumir
que tg < s <t < T (sino, intercanviem (¢,x) i (s,y)).

Per la isometria de Wiener,

E(ju(t,z) —v(s,y)*) = /0 d?"/0 dz[G(t —r,z,2) — G(s — 1.y, 2)]%

Es suficient provar la Proposicié si x > y. En efecte, assumim que en aquest cas és
certa i prenem x < y. Definint 2’ = L —x iy = L —y, tenim 2’ > ¢/ i per (4.14),

E(jv(t,z) —v(s,y)*) = /0 dz/o dr [G(t —r,z,2) — G(s — 1,9y, 2))

t L
:/dr/ dz[G(t —r,a',L — 2) —G(s —r,y/, L — 2))?
0 0
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i aplicant el canvi de variable 2’ = L — z,

/dr/ d2 [G(t — 7,2, 2) — G(s — 9, 2)]?

= E(|v(t,2") —v(s,y)[*)

> C(T, L, to, xo) (|t — s| + |2 — ¥'|)

= C<T7 L?t0>$0)<|t - 8‘ + ‘:L‘ - y‘)>
on en la desigualtat hem utilitzat la hipotesi que si 2’ > ¢/, la desigualtat és certa.
Per tant, podem assumir t) < s <t <Tix>y.

Per provar el resultat, aplicarem la Proposicié 4.7 amb M = L — zy diverses
vegades, 1 denotarem per G, la funcié de Green associada a 1’operador d’ones en
R, . Distingim casos segons la zona del pla [0,7] x [0, L] que ocupa (¢, ).

Cas 1.t —x <0it+x— L <0. Aleshores som en la regi6 I de la Figura 7.

Observant la Figura 8, és immediat de veure que G(t —r,z,2) = G (t — r,z, 2)
(de fet, com que en aquest cas E(t,x) = D(t, x), també és igual a la funcié de Green
en R)iG(s—r,y,z) = Gy (s — 1,9, 2). Aquestes observacions també es poden fer
recorrent a l’expressié analitica (4.25). Per tant, val el resultat de la Proposici6 4.7.

L

\\\{\
SR i
z I \/\r 7777777777777777777
e 11
0 T T

Figura 7: Regions en que subdividim el pla [0, 7] x [0, L].

L L
+1 +1
z (t,l’) zZ (t,l’)
+1 > (s,v)
0 r 0 r

(a) Donat (t,z), 2G(t —r,x, z). Laregié6 (b) Donats (¢,z) i (s,y), 2G(t —r,x, z) i
ombrejada representa els punts on pot 2G(s —r,y,2).
ser (s,y), d’acord amb x >y it > s.

Figura 8: Cas 1: (¢,z) és en la regi6 L.
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Cas 2.t —x>00t+x— L > 0. Distingim casos segons el valor de z:
Cas 2.1. z < % Aleshores som en la regié 11 de la Figura 7 it —x > 0. Llavors

/Oth/OLdz[G(t—r,x,z)—G(s—r,y,z)]2
z/t dr/Ldz[G(t—r,x,z)—G(s—r,y,z)P.

Si (s,y) és tal que s < t — z (regié vermella de la Figura 9), tenim

/ dr/ dz[G(t —r,x,z) — G(s —r,y,2) / dr/ dz G*(t —r,m, 2),

i per la Figura 9 s’obté

1 1 2
/dr/ dzG*(t —r,2,2) = ~a? 213 Z—%T

2
t— s
_4T< )_8T

on en l'ultima desigualtat s’ha utilitzat que, com a conseqiiencia de la hipotesi
s<t—x,estét—s>x>x—uy.

..p

(It = sl + |z —yl), (4.26)

Suposem ara que s > t — x (regié taronja de la Figura 9). Graficament, es veu
que Gt —r,x,z2) =G (t—r,x,2) i G(s—r,y,2) =G (s—r,y,z) ent—ax <r < t.
En qualsevol cas, ho podem comprovar analiticament. Si ¢t — x < r < ¢, tenim
0<t—r<az< % (aix0 ltim per hipotesi del Cas 2.1). Aleshores Lfjp—2mL—z|<t—r}
1 1{js—2mL+z|<i—r) valen O llevat que m = 0. Per tant,

1
G<t -na, Z) - §(l{|az—z|§t—r} - 1{x+z§t—7‘})

1
= 51{|zft+r|§z§x+tfr} = G—i—(t -, Z)

El mateix val per (s,y) en lloc de (¢, x).

t+x—L
L
—1
+1
z
(t,x)
0 r t—x

Figura 9: Donat (¢,x) en la regi6 I, 2G(t — r, z, z). La regié ombrejada representa
els punts on pot ser (s,y), d’acord amb x > y it > s: en vermell, els punts amb
§ <t—x1ien taronja,on s > 1 — x.
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Llavors tenim
t L
/ dr/ dz [G(t —r,z,2) — G(s — 1y, 2)]?
t—x 0
t L
:/ d?”/ dz [G+(t—7’,l’,2)—G+(8—T’,y,2)]2
t—x 0
t
:/ d?"/ dz [G+(t—T,JZ,Z)—G+(S—T,y72)]2,
t—x Ry

jaque, sir>t—x Gi(t—rx,z) = %1{‘m_t+r|gzgm+t_r} només pot ser no nul-la
quan z < z +t —r < 2z < L (aixo ultim per hipotesi del Cas 2.1) i el mateix per
Gi(s—ry,2),jaquellavors cal que z <y+s—r<ax+t—r < L.

Fent el canvi de variables ' = r — (t — z), 'anterior integral esdevé

t—(t—x)
/ dr’/ dz [Go(t — (t—x) =7, 2,2) —Gy(s— (t—z) — 1" y,2)]%
0 Ry
Per la isometria de Wiener primer i la Proposicié 4.7 amb M = L — xy després,
t L
/ dr/ dz [G(t — 1,2, 2) — G(s —1,y, 2)]?
t—z 0
E(jo(t — (t — 2),2) —v(s — (t = 2),9)|)

min (12, 7 B (= = 0) = (5= (=) + e =)

v

. [ to t2 loTo
- 0 t— — ).
mm(lG’S(L—xo)’ 4T)(‘ sl+ |z =yl)

Cas 2.2. © > % En aquest cas som en la regi6 III de la Figura 7it+x — L > 0.

Aquest cas és molt similar al Cas 2.2. Aixo graficament es veu clar a través de
la Figura 6: en la regié III, (¢,z) es reflecteix abans en t + 2z — L que en t — x (de
fet, hi ha una zona de la regié on no es dona aquesta reflexié). N’hi ha prou amb
aplicar el mateix procediment que en el Cas 2.1, pero ara amb t 4+ x — L en el paper
det—x. Es a dir, s’afita

/Otdr/OLdz[G(t—r,x,z) —G(s—ry,2)

t L
> / dr/ dz[G(t —r,x,2) — G(s — 1y, 2))?
t+x—L 0

i es distingeixen casos segons si s <t+x—Los>t+x— L.

En el primer cas, 'equivalent a (4.26) (integrant el temps entre t +x — L it), la
integral val };(L — )2, que per la hipdtesi * < L — x de 'enunciat també esta afitat
per %x% i estem en la mateixa situacié que a (4.26). En el segon cas, s’observa que
Glt—ryz,z) =G (t—rz,2)1G(s—ry,2z) =Gy (s—mry,z)ent+ax—L<r<t
i repetint el procediment usat en el Cas 2.1 s’obté la mateixa fita. O]
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Per acabar el capitol, deduim com en les seccions precedents 1'optimalitat dels
exponents de Hélder obtinguts.

Proposicié 4.12. Fizats 0 <ty < T, sigui {v(t,x), (t,z) € [0,T] x [0, L]} el procés
estocastic definit a la Proposicio 4.9.

1. Siguin z € (0,L) i K C [to,T] un interval tancat. Aleshores, q.s, les tra-
jectories del procés (v(t, ), t € K) no sén Holder continues d’ordre o € H, 1 [

2. Siguint € [ty,T] i J C (0, L) un interval tancat. Aleshores, q.s, les trajectories
del procés (v(t,z), x € J) no sén Holder continues d’ordre oo € |1, 1].
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5 EDPESs no lineals

Hem vist a I'inici del Capitol 4 que ’equacié d’ones estocastica s’utilitza per modelar
el moviment d’una molecula d’ADN. Ara veurem un altre exemple, relacionat amb
I'estudi de I'estructura interna del Sol. Segons s’explica a [5, Capitol 2|, els punts
de la superficie solar es van apropant i allunyant del centre, per ’accié d’unes ones
de xoc que es propaguen a través del Sol. L’origen d’aquestes ones de xoc no esta
del tot clar, i hi ha un corrent que 'atribueix a certes turbuléencies. En qualsevol
cas, la localitzacié i la intensitat d’aquests xocs sén desconegudes, de forma que es
modelen probabilisticament. Un d’aquests models, proposat per P. Stark, assumeix
que la principal font dels xocs se situa en una regio esferica de radi R a l'interior
del sol. Aleshores, ’equacié de dilatacié del sol, que es coneix amb el nom d’equacid
de Navier, s’expressa de la segiient manera:

1
po(z)

wa(t, 1) = A(2)po(z) (V- ( Vu) +V- F(t,x)) , (5.1)

on z € B(0, R), ¢*(z) és la velocitat de propagacié de ona en x, pg(z) és la densitat
en x i F(t,x) és un terme aleatori que modela el xoc originat en z en el temps t. Un
model que se sol prendre per a F' és un soroll Gaussia tridimensional concentrat en
I'esfera 0B(0,7), amb 0 < r < R. Aquesta mena de sorolls s’escapa dels objectius
del treball, pero no esta de més reproduir el model tal com es treballa realment.
Nosaltres el reduirem a un soroll blanc espai-temps.

L’equacié (5.1) és una equacié d’ones per a un medi de densitat no constant.
Aqui considerarem equacions del tipus

(U — Ugy) (8, 2) = o(t, yu(t, )W (t, z) + b(t, x,u(t, x)), (5.2)

per (t,z) € [0,T] x R, on W(t,x) sera un soroll blanc espai-temps, i les funcions
o,b: R, xR xR — R s’assumiran amb unes certes propietats, com ara Lipschitz
continuitat i creixement lineal en la component espacial.

L’equacié (5.2) és un exemple d’EDPE no lineal. Més endavant, donarem la
nocié de solucié6 d’aquestes EDPEs, pero és facil d’imaginar que caldra integrar
o(t,x,u(t,x)) respecte del soroll blanc espai-temps W (t,z). Ara bé, en general,
o(t,x,u(t,x)) és aleatori, de manera que la integral de Wiener definida a la Seccié
3.1.3 no serveix.

Dedicarem la primera seccié d’aquest capitol a definir una integral respecte del
soroll blanc espai-temps que admeti integrands aleatoris. En la segona seccid, pro-
varem un resultat general d’existencia i unicitat de soluci6 d’EDPEs no lineals,
aixi com un teorema que assegura la Holder continuitat de les trajectories de la
solucié. Finalment, aplicarem els resultats obtinguts a 1’estudi de ’equacié d’ones
estocastica no lineal.

Aquest capitol s’ha elaborat a partir de [6, Capitol 2].
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5.1 La integral estocastica respecte del soroll blanc espai-
temps

Tot seguit, desenvolupem una teoria d’integracié estocastica respecte del soroll blanc
espai-temps que, a diferencia de la presentada al Capitol 3, admet integrands alea-
toris. Aquest nou objecte matematic ens permetra estudiar EDPEs no lineals.

Sigui D un interval (afitat o no) de R, que sera el domini en que estudiem 'EDPE.
En aquesta seccid, restringim el soroll blanc espai-temps (recordeu I'Exemple 3.9)
a [0,7] x D, és a dir, considerem un soroll blanc en R, x R basat en la mesura
v(dt,dz) = 1o7(t) dt 1p(x) d.

Considerem 1'espai de Hilbert H = L?*([0,7] x D). Com hem vist a la Secci6
3.1.3, el soroll blanc espai-temps es pot identificar amb un camp aleatori Gaussia
{W(h), h € H} que, per la Proposici6é 3.14, és isonormal. Aquest camp aleatori
Gaussia no és altra cosa que la integral de Wiener respecte del soroll blanc espai-
temps. Per cada t € [0,T] i ¢ € L*(D), definim

Wt(@) = W(l[o,t} X 80)-

Aleshores tenim les seglients propietats:

(1) Per s,t €[0,T]1¢,¢ € L*(D),

E(Ws<90>Wt(w)) = <1[0,s] X ©, 1[0,t] X iﬂ)L?([o,T]xD) = (3 A t)<@>w>L2(D)7 (5-3)

on hem utilitzat la isonormalitat del procés {W(h), h € H}.

(2) Perun ¢ € L?(D) fixat, com que el procés és Gaussia i, per 'expressié anterior,

E(W(e)Wi(0)) = (s At)llell L2y

resulta que el procés {W;(p), t € [0,T]} defineix un moviment Brownia de
varianga t[[¢||72 p)-

Per t > 0, definirem F; com la o-algebra generada per (Wi(p), 0 < s <t p €
L?(D)) i els conjunts P-negligibles. Al llarg d’aquest capitol, considerarem processos
estocastics que siguin adaptats a la filtracié (F,t > 0).

Denotarem per V 'espai de Hilbert L?*(D), i (ej,j > 1) en designara una base
ortonormal. Observem aleshores que {W;(e;),0 <t < T}, és una successié de mo-
viments Brownians independents. Aixo és conseqiiencia directa de (5.3). La integral
estocastica que presentem tot seguit s’obté precisament com una serie d’integrals
respecte d’aquests Brownians independents.

Definicié 5.1. Sigui G un procés estocastic adaptat i conjuntament mesurable que
pertanyi a L*(Q2 x [0,T]; V). La integral estocastica de G respecte del soroll blanc
espai-temps €s la variable aleatoria

/OT Gy dW; = 2/0T<Gsa€j>vdWs(ej), (5.4)
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on la convergencia de la serie és en L(£2). Aquesta convergencia esta assegurada
per la hipotesi d’integrabilitat de GG. En efecte, per 1 <n < m,

(GueivaWifey) = 3 [ (Geshy diitey

Z/ (Gy,e)y dW(e])

j=n+1

_i £ ([ Gueppamiey [ (Gueariien)

m 2 T m
-y E/ (G ey AT (e,) :E(/ 3 <GS,ej>2Vds>,

on la pentltima igualtat s’obté del fet que els termes creuats tenen esperanca zero
(com a conseqiiencia de la independencia dels moviments Brownians W (e;)) i en
I'altima igualtat s’aplica la propietat d’isometria de la integral d’Ito. Com que
G € L*(Q x [0,T]; V), fent el limit n,m — oo, veiem que

n T
> [ (Gue e n =1,
j=1

és una successié de Cauchy en L*(2x [0, T]; V) i, per tant, convergeix a una variable
aleatoria que, per definicid, és la integral estocastica.

També denotarem aquesta integral fOT G, dW, per

/OT/DG(s,y)W(ds,dy),

Abans de prosseguir, donem un exemple d’aquests integrands. En la propera seccio,
treballarem amb integrands del tipus

Gs(y) =T(t,2;8,9)Z(s,y),

ont€]0,T], z € D C R sén fixats, 1 0 < s < t, y € D. La funcié I' sera la soluci6
fonamental o equacié de Green de l'operador en derivades parcials que estiguem
considerant, mentre que Z = (Z(s,y), (s,y) € [0,T] x D) sera un procés adaptat i
conjuntament mesurable tal que

sup  E(|Z(s,y)*) =: C < oo.

(s,y)€[0,T)xD

Les hipotesis que imposarem en I' (vegeu (i) — (iiib) al comencament de la Seccié
5.2), que naturalment seran satisfetes en el cas de les equacions d’ones i de la calor,

implicaran que
sup /ds/dyFthsy)
(t,2)€[0,T]x D
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Aleshores,

t
B ([ as [ an(r.asnzin?)
0 D
< sup  E(Z(t2)] (/ds/dyf txsy))
(t,2)€[0,T]x D

sup /ds/dyFthsy)
txe[OTxD

uniformement en (¢,z) € [0,T] x D. D’aquesta manera, G € L*(Q x [0,T]; L*(D))

i la integral
t
| [ resszisowiasay
o Jp

Com la integral d’'Ito i la integral de Wiener que hem introduit al Capitol 3,
aquesta integral estocastica també té una propietat d’isometria:

E(/OTGdeS) :E(/OT ||GS||2Vds>. (5.5)

T

n T
Z/ (G, e)y AWi(e;) = [ G, AW,
0

n—o0 0

estd ben definida.

2

En efecte, com que

aleshores també hi ha convergencia en norma L?():

T 2 n T 2
E(/ Gdes) = lim E (2/ <Gs,ej>vdws(ej)>
0 n—o00 = 0

Recordant que els termes creuats tenen esperanca zero per la independencia dels
Brownians W(e;), j > 1, i aplicant la isometria d’Ito,

T 2
(/ (Gs, e5)v dWs(ej)) ]
0
00 T
= ZE (/ (Gs,ejﬁ/ds) :
, 0
Per convergencia monotona i per la identitat de Parseval,
T o
—E( [ S(Gueptas
(R
T
([ 1.1 as).
0
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El procés donat per la integral indefinida ( fot GsdWg,t € [0,T]) és una mar-
tingala respecte de la filtracié (%, t € [0,7]) que té una versié continua. La seva
variacié quadratica és el procés

t
/ IG.I ds, ¢ €0,T]. (5.6)
0

En efecte, per cada j > 1, (fg(GS, e;)v dWi(e;), t € [0,T]) és una martingala respec-
te de (F, t € [0,T]) amb variacié quadratica ([, (G, e;)%, t € [0,T)). Utilitzant la
independencia de (W (e;));>1, que dona variacié quadratica nul-la entre Brownians
de diferent index, tenim que, per cada n > 1, la variacié quadratica de la martingala

> [Guepamie). tep.) 57

val
n

Z/Ot<GSa€j>?/d8, te0,T].

j=1

Com que, per cada t € [0, T, fot G, dW, és el limit en L?(Q) de (5.7), s’obté finalment
(5.6).

Com a conseqiiéncia, es pot provar una desigualtat de Burkholder:

s p t %
(sup /GdeS> (/ HGSHZ’Vds) ] (5.8)
sef0,4] 1Jo 0

per qualsevol t € [0,T]ip > 2.

E <C,E

5.2 EDPESs no lineals

Al llarg d’aquesta seccié, D C R sera el domini (afitat o no) en que estara definida
I’EDPE i fixarem T > 0. Una EDPE no lineal és una equacié de la forma

Lu(t,z) = o(t,x,u(t,z))W(t,z) + b(t,z,u(t,x)), (t,x)€]0,T] x D, (5.9)

amb condicions inicials donades i, si escau, condicions de vora. Com fins ara, £ és
un operador lineal en derivades parcials de coeficients constants i W, un soroll blanc
espai-temps.

Direm que u(t, x) és la solucié camp aleatori de (5.9) si:
t
tia) = Dota) + [ [ Dltwss, )00l ) W(ds,dy)
0o Jp

+/Ot/Dr(t,x;s,y)b(s,y,u(s,y))dsdy, (t,z) € [0,T] x D.  (5.10)

Com a la Seccié 3.3, I' és la solucié fonalmental o funcié de Green associada a
l'operador £, mentre que el terme Iy(t,x) és la contribucié determinista de les
condicions inicials i de vora, exactament com teniem en el cas de les EDPESs lineals.
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El resultat principal d’aquesta seccié és un teorema d’existencia i unicitat de la
solucié camp aleatori de (5.10). Aquest resultat parteix d’una serie d’hipotesis en
Iy, T' (satisfetes en els casos de 'equaci6é d’ones i de la calor), o i b. Les establim a
continuacio.

Hipotesis en I
(0) Iy és Borel-mesurable i afitada en [0, 7] x D.
Hipotesis en I"

(i) L’aplicacié (¢, z;s,y) — [(t,x;s,y) de {(t,x;s,y) € [0,T] x D x [0,T] x D :
0 <s<t<T} enR és conjuntament measurable.

(ii) Existeix una funcié Borel-mesurable H: [0, 7] x D? — R, tal que

|IC(t,z;8,y)| < H{t —s,x,y), 0<s<t<T,z,y € D.
(iiia)

T
/ ds sup/ dy H*(s,z,y) < oo.
0 D

zeD
(iiib)
T
/ ds sup/ dy H(s,z,y) < oo.
0 D

zeD

En cas que D sigui afitat, és clar que (iiib) se segueix de (iiia) per la desigualtat
de Cauchy-Schwarz.

Hipotesis en b 1 o

(iv) Les funcions b,0 : @ x [0,7] x D x R — R sén P x B(D) x B(R)-mesurables,
on P denota la o-algebra dels subconjunts de Q x [0, T (:#;)-progressivament
mesurables.

(v) La funcié b és de la forma
b(w,t,z,2) = b (w,t,x) + ba(w, t, z, 2),

on by és afitada en Q x [0, 7] x D i by(w,t,x,0) = 0.

(vi) Condicio de Lipschitz global. Existeix una constant C' := C(T") < oo tal que
per tot (w,t,2) € A X [0,T] x Di 21,29 € R,

|ba(w, t,x,21) — bo(w, t, , 20)| + |o(w, t,2,21) — o(w, t,x,29)| < Clzg — 25

(vii) Creizement lineal uniforme de o. Existeix una constant C' := C(T) tal que
per tot (w,t,x) € QA x [0,T] x Ritot z € R,

lo(w, t, 2, 2)| < C(1+z]).

Observacié 5.2. La condici6 de Lipschitz global en by també implica el creixement
lineal uniforme de by:
ba(w,t,7,2)| < C(1+2]) (5.11)
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i, encara més,
|b2(w,t,x,z)| < O|Z|>

ja que per la hipotesi (v), by(w,t,z,0) = 0.

5.2.1 Existéncia i unicitat de solucié

Teorema 5.3. Sota les hipotesis (0)-(vii), existeiz un procés adaptat i conjuntament
mesurable u = (u(t, ), (t,x) € [0,T] x D) tal que, per tot (t,x) € [0,T] x D, (5.10)
se satisfa q.s. A més, per tot p > 2,

sup  E(|u(t, x)|P) < oo, (5.12)
(t,x)€[0,T|xD

i la solucid u és unica (en el sentit de versions) entre els camps aleatoris que satisfan
(5.12) amb p = 2.

Demostracio. La demostracio segueix un argument de punt fix. Considerem les
seglients iteracions de Picard:

u’(t, ) = Iy(t, z),

u" T (t, x) = Iy(t, ) / / (t,z;8,9)0(s,y,u"(s,y))W(ds,dy)

¥ / [ Dtwss bl g (s, ) dsdy, 00
0o JpD
Pas 1. Provem per induccié en n que, per cada n > 1, el procés
u" = (u"(t,x), (t,z) € [0,T] x D)
esta ben definit, és adaptat i conjuntament mesurable, i satisfa

sup  E(|u"(t,z)]P) < 0o (5.13)
(t,z)€[0,T|xD

per tot p > 2.

Comencem provant-ho per n = 1. Fixem p > 2. El procés estocastic Z(t,z) =
o(t,x,u’(t, z)) satisfa

sup  E(|Z(t,z)") < . (5.14)
(t,2)€[0,T]x D

En efecte, per la Hipotesi (vii),
Z(t,x)] = |o(t, z,u’(t, 2)| < C(1+[Io(t, x)]), (5.15)

i, per la Hipotesi (0), arribem a (5.14).

Per (t,z) fixat, ['(¢t,z;s,y)Z(s,y) defineix un procés adaptat i conjuntament
mesurable i, com que per (iiia)

t
([ [intaspzenpsay) <.
0 D

60



és de L?(Q x [0,T]; L*(D)). Aixi, la integral estocastica

0t, 1) = // (t, 258, y)0 (s, y, u*(s, y)) W (ds, dy)

estd ben definida.

Definim

—sup/H s,x,y)d
zeD

/OTdsJ(s) < 0

Per la desigualtat de Burkholder (5.8), la desigualtat de Holder, la Hipotesi (ii) i

(5.14),
p/2)

Per (iiia), tenim que

T(t, z;8,9)0(s,y,u’(s,y)))* ds dy

.mmm@WS%E(

([ [ rrsmasar)

x E (/t/ r2(t,g;;s,y)|a(s,y,u°(s,y))|pdsdy)

<c (/0 dth—s)g /ds/dyH2 —s,2,9)E[|Z(s,y) "]
(
g

t 51
<é, /dsJ(t—s) /ds/dyHQt—smy)(1+|fo(s y)|P)
0
t 5
<é¢ / ds J(t — s)) sup (1 + |Lo(t,2)|")
0 (t,2)€[0,T]x D
=C, sup (1+|L(t,2)|P).
(t,2)€[0,T]x D
Per tant,
swwp B(Ta)P)<C, s (1+|hEa)P),  (516)
(t,x)€[0,T]x D (t,x)€[0,T1xD

per la Hipotesi (0).

Ara analitzem 1'altra integral de u':

t
ﬁww:/ML@Nmmwm@w@w.
0

Per la desigualtat de Holder,

E(|T°(t,2)]P) < (/ds/dy|rtg;sy|>

xlméwmwmmmm@w@mm<mn

-1
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Per (v) i (5.11), podem afitar (5.17) per

t p
C, (/ dS/ dyIT(t,fv;s,y)l>
0 D

X sup |b1(w, s, )P+ 1+  sup  |[L(t,z)[P]. (5.18)
w,s,y€NX[0,T)x D (t,x)€[0,T|xD

Finalment, en virtut de (iiib), obtenim

sup  E(|J%t2)P)<C, sup  (1+|L(tz)P) < oo, (5.19)
(t,2)€[0,T]x D (t,2)€[0,T]x D

en virtut de (0). Aixo implica, en particular, que la integral J°(¢,z) esta ben defi-
nida. Com que ja hem vist que la integral Z°(¢, ) també esta ben definida, deduim
que el procés (u'(t,z), (t,z) € [0,T] X D) esta ben definit i, combinant les estima-
cions (5.19) i (5.16), concloem que se satisfa la fita del p-moment (5.13) per n = 1.
Es clar que u' és adaptat i la mesurabilitat conjunta s’obté del Lema A.2. Hem
provat, doncs, el primer pas d’induccié.

Ara suposem que per 1 < m < n, el procés (u"(t,x), (t,x) € [0,T] x D) esta
ben definit, és adaptat i conjuntament mesurable i compleix que, per tot p > 2,

sup  E(|u™(t,x)|P) < oo. (5.20)
(t,x)€[0,T|xD

Definim

I"(t,x)—/o /DF(t,:r;;s,y)a(s,y,u"(s,y))W(ds,dy),

t
Tt ) = / ds / dyT(t, 2 5,) b(s,y, u" (5. 1))
0 D

Si definim Z(t,x) = o(t,z,u"(t,z)) i procedim com en el cas n = 0, de la Hipotesi
(vii) s’obté immediatament que, per tot p > 2

sup  B(Z(t0)) <&
(t,2)€[0,T|x D

1+ sup  E(ju"(t,2)|")| < oc. (5.21)
(t,2)€[0,T]x D

Aixo implica, en particular, que la integral estocastica Z"(t,x) esta ben definida.
Emulant (5.17) i (5.18), podem obtenir

p
p1

Bz o) < ([ asae-9)

zeD

« /Ot ds (1 + sup E(|u”(s,x)]”)) Jit—s),  (5.22)
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HITHnn = (/ot dS/DdyW(t,:c;S,y)')p_l

xA%L@WM@MWW%W@MW

R t p—1
Go= ([ as [ v
0 D
t
< [as [yt (1+supEuu"<s,x>\p1), (5.2
0 D xeD

on en la segona desigualtat hem utilitzat la Hipotesi (v) (by és acotat) i (5.11).
Prenent el suprem en [0,7] x D en les desigualtats (5.22) i (5.23), arribem a
sup  [E(|Z"(t, 2)[" + [T (¢, ©)[")]

(t,2)€[0,T]x D
<G, (1 +  sup E(|u”(t,x)|p)> < oo. (h.24)
(t,2)€[0,T]x D

Per tant, tenint en compte la Hipotesi (0), queda provat (5.13). L’adaptabilitat és
clara i la mesurabilitat conjunta se segueix del Lema A.2.

Pas 2. La successié de processos (u™),>o és uniformement afitada en LP per tot
p=>2:

sup sup  E(Ju"(t,2)|") < cc. (5.25)
n  (t,x)€l0,T|xD

Ho veurem tot seguit. Abans, pero, definim

H(s) = sup/Ddy H(s,z,y) (5.26)

zeD

Observem que per (iiib),
T
/ ds H(s) < 0.
0

Aquesta definicié de H ens ajudara a provar (5.25). Per les desigualtats (5.22) i
(5.23) 1 (0),

E(ju"(t,z)]")

<, {1 +/Ot ds (H(t — )+ J(t — ) (1 + sup E<|u"<s,x)yp))] . (5.27)

zeD

Definim ¢"(t) = sup,cp E([u™(t,z)[P) i g(s) = H(s) + J(s). Per la desigualtat
(5.27), per n > 0, existeixen constants ky, ka > 0 tals que

S < By / ds (1+ ¢"(s))g(t — s).

A més, per la Hipotesi (0), és clar que sup;c(q ©%(t) < oo. Aleshores podem aplicar
el lema de Gronwall A.1 per obtenir (5.25).
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Pas 3. Anem a veure que la successié de processos (u™(t,z), (t,x) € [0,T] x D),
n > 0, convergeix en LP uniformement en (¢,z) € [0,7] x D. Aixo es pot obtenir
replicant els arguments que ens han conduit a (5.27), pero utilitzant la Lipschitz-
continuitat (vi) de o i by en comptes del creixement lineal. Ho veurem amb la integral
estocastica; l'altra integral es tracta de la mateixa manera. Fixem un ¢t € [0,7] i
prenem (s,x) € [0,t] x D. Aleshores, per n > 1,

E(T"(s,x) = 1" (s, 2)[")

<e¢, (/Os dr J(s — 7’)) o /OS dr sup E(|u"(r,2) — u" " (r,2)|P)J (s — 1)

zeD

< [ ar s B(a) - e s )

2)€[0,r+(t—s)]x D
Fent el canvi de variables ' = r + (t — s) en la integral anterior, obtenim

E(|T"(s,2) = 1" (s, 2)[")

¢
5p/ A’ sup  E(Ju"(v,x) —u" (v, z2)[P)J(t — 1)
t—s (v,z)

,x)€[0,r']xD

IN

¢
< 6p/ dr’ sup E(ju™(v,z) — u" (v, 2)|P)J(t — 1)
0 (

v,x)€[0,r']xD

¢
= ép/o ds ( )sup E(lu"(r,x) —u"(r,z)[P)J(t — s).

,2)€[0,s]x D

Procedint d’'una manera similar, obtenim
E(|T"(s,x) = T" (s, 2)[P)

t

<¢ / ds  sup  E([u"(r,z) —u""'(r,2)|P)H(t — ).
0 (rx)€0,s]xD

Combinant totes dues desigualtats, i prenent el suprem en [0,¢] x D als membres

de I'esquerra,

sup  E(ju"(s,z) —u"(s,2)P) <C, sup  E(|T"(s,z) —I" ' (s,z)[")

(s,2)€[0,t]x D (s,z)€[0,t]xD
+Cp  sup  E(IT"(s,x) = T (s,2))
(s,x)€[0,t]x D
<G, / ds  sup  E(lu"(r,z) —u" ' (r,z)P)(J(t —s) + H(t —s)). (5.28)
(r,z)€[0,s]xD
Per tant, si per cada n > 0 definim
Mn(t) = sSup E(lu’n—'_l(sax) _un(37$>|p)a
(s,x)€[0,t]x D

la desigualtat (5.28) es pot expressar
t
M,(t) < C'p/ ds My, _1(s)(H(t —s)+ J(t—s)), pern>1.
0
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Pel lema de Gronwall (Lema A.1), es té

o0

sup ||un+1(ta l‘) - un<t7 x)||LP(Q) < 0.
n—o (&LZ)E[0,TTXD

Aix0 implica que la successié (u"(t,z), (t,x) € [0,7] x D), n > 0, convergeix
en LP(Q)), uniformement en (¢,2) € [0,7]. El seu limit (u(t,x), (¢,x) € [0,T] X
D) té una versié adaptada i conjuntament mesurable que, com a conseqiiencia de
(5.25), satisfa (5.12). Tot seguit, argumentem la mesurabilitat conjunta. Hem vist
en el Pas 1 que, per cada n > 0, el procés (u"(t,z), (t,z) € [0,T] x D) té una
versié conjuntament mesurable. Aixo equival a que el procés defineix una aplicacid
Boreliana (t,z) — u"(t,z) de [0, T]x D en LY(Q, %, P), on L°(Q, %, P) és 'espai de
les classes d’equivalencia de variables aleatories amb la topologia de la convergencia
en probabilitat. Com que per cada (¢, z) € [0,T] x D, u(t, z) és limit en LP(Q) (i, per
tant, en probabilitat) de u™(t, z), resulta que, efectivament, u defineix una aplicacié
Borel-mesurable de [0,7] x D en L°(Q,F, P), i aix0 és equivalent a l'existéncia
d’una versi6 conjuntament mesurable de (u(t,z), (¢,x) € [0,T] x D).

Pas 4. Ara es tracta de veure que el procés (u(t,z), (t,z) € [0,T] x D) satisfa
'equacié (5.10). Definim

I(t,x):/o /DF(t,x;s,y)cr(s,y,u(s,y))W(ds,dy),
J(t,m):/o ds/DdyF(t,x;s,y)b(s,y,u(s,y)).

Per arguments similars als que ens han permes concloure (5.27), pero utilitzant la
Lipschitz-continuitat de ¢ and by en comptes del creixement lineal, s’obté

Bzt o) < 6, ([ as s —9)
X /Ot ds J(t — s)E(|[u"(s, z) — u(s,z)[?)

§0p</0tdsj(t—s)>g( sup  E(ju"(s,7) — us, 2)|7).

s,z)€[0,t]x D
(5.29)
i, de la mateixa manera,

p—1

BTt ) — Tt 2)P) < </Ot ds H(t — 3))
« /Ot ds H(t — 5)E(|u"(s, ) — u(s,2)]?)

t p
<G, (/ ds H(t — s)) sup  E(Ju"(s,z) — u(s,x)|?).
0 (s,z)€[0,¢]xD
(5.30)
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Ara bé, hem vist al Pas 3 que u™ convergeix a u en LP(2) uniformement en [0, 7| x D,
de manera que els membres drets de les desigualtats (5.29) i (5.30) tendeixen a 0
quan n — o0o. Per definicié de les iterades de Picard,

u"tH(t x) = Io(t,x) + It z) + T (L, z).

El membre de I'esquerra convergeix en LP(£2) a u(t, z), uniformement en [0, 7] x D,
mentre que per (5.29) i (5.30) el membre dret convergeix a Iy(t, z)+Z(t, z)+T (t, z).
Per tant, el procés (u(t,x), (t,z) € [0,T] x D) satisfa I'equacié (5.10).

Pas 5. Provada l'existencia, demostrem la unicitat. Siguin (u(t, ), (¢,x) € [0,T]x D)
i (v(t,x),(t,z) € [0,T] x D) dos processos estocastics conjuntament mesurables,
adaptats i que satisfan (5.12) amb p = 2. Repetint, per a p = 2, els arguments amb
que hem obtingut (5.29) i (5.30), tenim

zeD

sup E(|u(t, z) —v(t,z)*) < 02/0 ds(H(t —s) + J(t —s))
X ilelg E(ju(s, z) —v(s,2)|*).

Aplicant el Lema A.1, es conclou que aquesta esperanca és zero, de manera que els
) )
processos u i v sén versions 1'un de 'altre. O

5.2.2 Holder continuitat de les trajectories de la solucié

L’objectiu d’aquesta seccié és demostrar que la solucié de (5.10) té trajectories
Holder continues (sempre que el terme determinista també sigui Holder continu).
Comencem donant condicions suficients per garantir la Holder continuitat d’inte-
grals tant estocastiques com deterministes; més endavant, les aplicarem a les inte-
grals del membre dret de (5.10) per concloure la Holder continuitat cercada.

Donat un camp aleatori (Z(t,z),(¢t,z) € [0,7] x D), amb D C R un domini
afitat o no, definim

1Z]l700p = sup [ Z(¢,2)] o)
(t,x)€l0,T|x D

Lema 5.4. Considerem una funcio I'(t, z;s,y) que satisfa les Hipotesis (i)-(iiib), i
prenem I'(t,x;s,y) =0 si t < s. Suposem també que || Z||7,002 < 00.

(a) Sigui t
1(t,x):/0 /DF(t,x;r,z)Z(T,z)W(dr,dz).

Suposem que existeizen constants C' < 0o i oy, e € [0,1], tals que per quals-
sevol (t,x),(s,y) € [0,T] x D,

/ dr/ dz (D(t, 257, 2) — T(s,y;7,2))? < C3(|t — 8| + |z — y|*2)%. (5.31)

Aleshores, per p > 2, existeix una constant C,, tal que per cada (t,x),(s,y) €
0,T] x D,

lua (t, 2) = ua(s, y)lle) < CoCll Z |1 p(lt — 8| + [z —y[*). (5.32)
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(b) Sigui

¢
u2(t,x):/ dr/dzf(t,m;T,z)Z(r,z).
0 D

Suposem que ezisteizen constants ¢ < oo i By, By € [0,1], tals que per qualsse-
vol (t,z), (s,y) € [0,T] x D,

T
/ dr/ dz|T(t,z;7,2) = D(s,y;7,2)| < (|t — s + |z —y|?).  (5.33)
0 D

Aleshores, perp > 2, existeir una constant ¢, tal que per qualssevol (t, ), (s,y) €
0,T] x D,

lua(t, 2) = uals, Y@ < ol ZlImecn(lt — s + |z —y™). (5.34)

Observacié 5.5. Quan D és afitat, aleshores (5.33) se segueix de (5.31), amb
b1 = a1 i1 Py = aw, per la desigualtat de Cauchy-Schwarz.

Demostracio. Podem assumir, sense perdua de generalitat, que 0 < s <t < T (en
cas contrari, només cal reanomenar s i t). Considerem

t
wltn) = w(s.) = [ [ (O0w72) = Dls.gsr2) 2002 (ar, d).
0o JD
Per la desigualtat de Burkholder (5.8) primer i per la desigualtat de Holder després,

[ua (¢, 2)=ua (s, Y) Lo () = Ellua(t, 2) — ua(s, y)I")

(/ dr/ dz (C(t, a7, 2) — T(s, s, z))222(r,z))g]

t it
< Cg (/ d’f’/ dz (F(t,[L‘;T, Z) _F(Say;ra z))Q)
0 D

></ dr/dz(F(t,x;r,z)—F(s,y;r,z))QE(|Z(r,z)|p)

ya
2

<CJFE

< O ZI e (C7(|t = 1™ + |2 — y[*)?)
= CPCP|| 2|7 00 p (It = 8| + | = y[*2)",

on hem usat (5.31) i la definicié de || Z]|7,00,- Obtenim, doncs, (5.32).
Per la desigualtat integral de Minkowski,

HU’Q(t’ ‘T>_u2(57 y) H]Zp(g)

t L p
S (/ d?"/ leP(t,l’;’/’, Z) - F(Suy;ra Z)|||Z(T’, Z)HLP(Q))
0 0
t L p
<z, ( [ [Casir ez - v z>|)
0 0

< N2 oIt = 817+ |2 =y ™)P,

on en I"iltima desigualtat hem utilitzat (5.33). Aixo prova (5.34). O
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A partir d’aquest lema, el segiient resultat prova que la part aleatoria de la
solucié de (5.10) té trajectories continues.

Teorema 5.6. Assumim les hipotesis del Teorema 5.3 1, a més a més, les condicions
(5.31) i (5.33) del Lema anterior per a I'(t,z;s,y). Suposem també que Io(t,x) és
una funcié Holder continua conjuntament en (t,x), amb exponents ny,ns €|0,1],
respectivament. Aleshores la solucié camp aleatori de (5.10) satisfa la segiient fita:

Per qualsevol p > 2, existeix una constant 0 < C, < oo tal que, per qualssevol

(t’ x)) (87 y) E [07 T] X D)
lu(t, ) = u(s, y)llLo@) < Cyllt — s [z — g0, (5.35)
Aixi, q.s., les trajectories de (u(t,x), (t,z) € [0,T] x D) son Hélder continues,

conjuntament en (t,x), amb exponents y1 €]0,m N ag A Bi] @ v2 €]0,m2 A g A Ba],
respectivament.

Demostracio. Sigui
Z(s,y) == o(s,y,uls,y)), (s,9) €[0,T] x D.
Per la Hipotesi (vii) de creixement lineal de o, per tot p > 2, tenim
1217 0 < CP(T) <1+ sup IIU(t,fC)II’ﬁp(Q)> < 00, (5.36)
(t,z)€[0,T]x D

on la finitud ve donada per (5.12). Aixi, utilitzant (5.32),

(ha) = // (£, 5, 9)o (5, . uls, y)) W (ds, dy)

satisfa

[ur (8, ) — ua (s, y) vy < Cp(lt — 8™ + o —y[*2), (5.37)
per una constant positiva é’p.
Si ara definim
Z(s,y) == bls,y,u(s,y)), (s,y) €[0,T] x D,

com que b també té creixement lineal (recordem (5.11)), aquesta Z també satisfa
(5.36). Per tant, si prenem

t
us(t, ) := / dS/ dy I'(¢, z; 5,9)b(s, y, u(s,y)),
0 D
per (5.34) tenim
lua(t, ) — ua(s, y)ll o) < e(lt — s + |z — y|™®), (5.38)
per una constant c.

Combinant (5.37) i (5.38) amb la (7, 7n)-Ho6lder continuitat de Iy, obtenim
(5.35).

La Holder continuitat enunciada se segueix del criteri de continuitat de Kolmo-
gorov [10, Teorema 1.4.1]. O
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5.3 L’equacié d’ones no lineal estocastica en R

A la Secci6 4.1 hem estudiat 'equacié d’ones lineal estocastica en R. Ara estudiem

.7 , . . . . 2 2
una equaci6 d’ones (és a dir, amb el mateix operador diferencial £ = % — %) no

lineal. La solucié fonamental associada a £ en R és, com ja hem vist a (4.1):

1
F(t,.ﬁ;S,y) = F<t — S8 T = y) = §1R+(t)1}—t,t[(x)7 te R—H z € R.

Per tal de garantir I’existencia (i unicitat) de solucié de 'EDPE (5.10) cal, en primer
lloc, comprovar les Hipotesis (i)-(iiib). La primera és clara i la segona, també: només
cal definir H(r,z,y) = %1{‘33_2,‘0}. Pel que fa a les dues Hipotesis restants, sén

immediates:
T 1 T xr+s T2
/ dssup/ dy H*(s,z,y) = —/ dssup/ dy = —,
0 zeR JR 4 0 z€R Jxr—s 4

T 1 T T+s TQ
/ dssup/dyH(s,x,y)——/ dssup/ dy = —.
0 z€R JR 2 0 z€R Jx—s 2

El segiient teorema, que utilitza els resultats exposats en la seccié anterior, ens
indica la regularitat de les trajectories de la solucié camp aleatori de ’equacio d’ones
no lineal estocastica en R, amb condicions inicials donades per funcions f i g:

(

u(t,x) = Iy(t, x) +/0 /DF(t,w;s,y)a(s,y,u(s,y))W(ds,dy)

+/0 /]jf(t,x;s,y)b(s,y,u(s,y))dsdy, (t,z) € [0,T] x D, (5.39)

uw(0,2) = f(z), = €R,
L w(0,2) = g(z), =€R,

on Iy ve donada, com hem demostrat a (2.15), per

i) = 3G +0+ 7w — 01+ 3 [ gy (5.40)

Teorema 5.7. Assumim que les funcions o i b satisfan les Hipotesis (iv)-(vii), que
f i g son Hélder continues d’exponents v1,7v2 €)0, 1], respectivament, i que, a més,
g €s acotada en R.

Siguiu = (u(t,z), (t,z) € [0,T] xR) la solucid camp aleatori de (5.39). Definim
v = 1 Ayo. Aleshores, q.s., les trajectories de u son conjuntament Holder continues
de grau n; €0, % Av[ en cada variable i = 1,2.

Demostracio. Per demostrar aquest resultat, utilitzarem el Teorema 5.6. Hem com-
provat més amunt les Hipotesis (i)-(iiib), referents a I', i la resta d’hipotesis (iv)-(vii),
referents a ¢ i b, s’assumeixen en les condicions de I’enunciat. Cal comprovar, doncs,
que Iy és Holder continua conjuntament en (¢, x) i que I" satisfa les condicions (5.31)

i (5.33) del Lema 5.4.
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Comencem demostrant que Iy és conjuntament Holder continua en (¢,x) amb
grau . Pel que fa al primer terme de (5.40), per qualssevol (¢, z), (s,y) € [0,T] xR,

tenim:

[(fl@+t)+ fle =) = (fly+s)+ [y —s))]
<|fla+t) = fla+s)|+1flx+s) = fly+s)]
S|fle=t) = fl@ =)+ [f(x —s) = fly—s)]
<2[fllem ([t = s + |z —y[™),

on definim || f||¢v, per f funcié real, com

(5.41)

Ifllor = sup O =SWI

z,y€R,z#y |x - y|7

Analitzem ara el segon terme de (5.40). Fixem x € R i considerem 0 <t < s < T.
Aplicant canvis de variables immediats,

T+t T+s 2t 2s
/ g(z)dz—/ g(z)dz:/ g(er:E—t)dz—/ g(z+x —s)dz.
T T 0 0

—t —S

Afitant,

T+t T+s 2t
/ g(z)dz—/ g(z)dz S/ lg(z+2x—1t) —g(z+a—s)|dz
r—t r—s 0

+/28\g(z+x—s)|dz (5.42)

t
< 2T[gllco [t = s[™ 4 2[|glloc[t — s|-

Fixem ara s € [0,7] i siguin z,y € R. Aplicant novament canvis de variable,

Hsg(z) dz — y+59(z) dz = 28[9(2 tr—s)—g(z+y—s)dz
[ [ e |

—S —S

En conseqiiencia,

r+s Yy+s
/ g(z)dz — / g(z)dz
T—s y—s

Combinant les dues fites (5.42) i (5.43), tenim

-+t y+s
| s [ e
r—t y—s

< 2T|gllcma |t = s + 2lIglloc|t — s| + 2T || gll e [ — y[™.

< 2T|g|lcz|z — y|™. (5.43)

Aquesta fita, juntament amb (5.41), permet concloure la Holder continuitat con-
junta d’ordre v = 1 A 72 de la contribucié determinista /.

A continuaci6, comprovem que se satisfan les condicions (5.31) i (5.33) del Lema
5.4. La primera s’obté de la fita que hem provat en la Proposicié 4.2, amb a; =
g = % Es tracta, doncs, de provar la segona.

70



Suposem que 0 < s <t < T'. Aleshores,

t
/ dr/dz]F(t,:c;r, z) = T(s,y;r, 2)|
0 R
s t
:/ dr/dz\F(t,x;r, z)—F(s,y;r,z)|—|—/ dr/dzf(t,a:;nz). (5.44)
0 R s R

Pel que fa al segon terme,

t t
/dr/sz(t,x;r,z):/ dr2(t—r)=(t—s)* < Tt — s|.
s R s

Centrem-nos, doncs, en el primer terme. Recordem que T'(t,z;s,y) = %1D(t,x)(87 ),
on D(t,z) es defineix com a (4.4). Es immediat de comprovar que

\F(t,x;r, Z) - F(va;ra Z)‘ = F(tax;ra Z) - F(s,x;r, Z)

1

= 5(1D(t,a:) (7”, Z) — 1D(57w)(7”, Z))

Aleshores,
/Rdz T(t,z;r, 2) = T(s,z;m, 2)| = %/}Rdz (Ip@e)(r,2) = 1pse)(r,2)) =t — s,
d’on
/dr/dz]f‘txrz) (s,x;r,z)\:(t—s)/osdrgT(t—s).

Ara fixem s € [0,T] i, sense perdua de generalitat, suposem que y < x. Distingim
dos casos:

(i) y+s <x —s. Tenim

/ dr/dz|F(s,x;T, z) —D(s,y;r, 2)|
0 R

1 S
=5 [ [ o ) = Loy ()
0 R

1 T
= S(D(s,2) + ID(s.y)]) = < Sl — g,

on en la segona igualtat utilitzem que, per la hipotesi y + s < z — s, tenim
D(s,z) N D(s,y) = 0 i en I'dltima igualtat hem usat que |D(s,x)| = s amb
independencia de x, com s’ha explicat en la demostracié de la Proposicio 4.2.
La desigualtat és conseqiiencia també de la hipotesi y + s < x — s.

(ii) y + s > = — s. Aleshores,
/ dr/dz|F(s,x;r, z) —=D(s,y;r, 2)|
0 R
1 S
— 5/ dr/ dz [1p(sa)(2,7) — 1psy)(2,7)]
0 R
1 s T+s—r r—s+Tr
:—/dr(/ dz—l—/ dz)
2 0 y+s—r Yy—s+r
~ [ ara-p <7y
0

71



on en la segona igualtat hem utilitzat la Figura 10 per visualitzar quant val
1p(s,2)(2,7) — Lp(sy) (2, 7) en cada regio.

Figura 10: D(s, ) i D(s,y); en verd, la regi6 on |1p(sz) — Ipesy| = 1.
Combinant les fites obtingudes, resulta que

t
/ ar / Az |D(t, 27, 2) — T(s, 31 2)| < Crllt — 5| + |2 — ).
0 R

per una constant Cr que depeén de 7. Per tant, se satisfa (5.33) amb g, = o =11
pel Teorema 5.6 hem acabat. [
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6 Conclusions

Aquest projecte m’ha ajudat a introduir-me en les equacions en derivades parcials,
no només estocastiques, siné també classiques; per l'itinerari curricular que vaig
seguir durant el grau, no tenia nocions de teoria d’EDPs. Naturalment, tothom
coneix ’equacioé de la calor i 'equacié d’ones, pero no ha estat fins ara que he vist
alguns dels procediments per resoldre-les. Ha estat encertat utilitzar la transformada
de Fourier com a metode de resolucid, perque m’ha permes aplicar coneixements
adquirits durant el curs de master.

L’estudi inicial d’equacions en derivades parcials deterministes ha servit també
per arribar de forma natural al concepte de solucié camp aleatori d’'una EDPE.
Aquesta nocié de solucié ens ha portat a definir dues integrals, la integral de Wiener,
amb integrand determinista, i una integral per a integrands aleatoris que coincideix
amb la de Walsh [13]. Ara bé, com hem apuntat al llarg del treball, fins i tot en
el cas relativament senzill de 1’equacié d’ones aquestes integrals no serveixen per a
dimensions espacials superiors a k£ > 1. Una continuacié natural del treball seria
analitzar que passa en aquests casos i quina nocié d’integral es pot utilitzar: una
opcid és considerar el soroll Gaussia espacialment homogeni, a partir del qual es
pot construir el que Walsh en digué una worthy martingale measure. Com s’explica
a [5, Capitol 2], hi ha sorolls d’aquesta mena respecte dels quals té sentit integrar la
funcié de Green de I'equacié d’ones en dimensio k = 2. Com que en k£ = 3 la funcié
de Green no és ni tan sols una funcio, siné una mesura, aquest cas és molt diferent
i demana encara més maquinaria matematica.

A banda d’introduir-me en la teoria d’EDPESs, 'altre gran objectiu del treball
era obtenir la Holder continuitat de les trajectories de la solucié de I'equacié d’ones
lineal estocastica en els dominis Ry i [0, L], de la mateixa manera que es té el
resultat en [6, Capitol 2] per a R. Aquest objectiu s’ha acomplert a través de dues
proves de naturalesa ben diferent: en el cas de R, hem fet una demostracié molt
geometrica, mentre que la prova en el domini [0, L] és purament analitica.

Com era de preveure, les fites inferiors del moment d’ordre 2 de u(t, x) — u(s, y),
que ens han permes concloure també 'optimalitat dels exponents de Holder ob-
tinguts, han estat les més problematiques. A causa de la reflexié del con de llum,
les configuracions geometriques es divideixen en multitud de casos. En el cas de
'interval [0, L], com que la reflexi6 és doble (en x = 01 x = L), el problema esdevé
encara més dificil de controlar, i precisament aquest era l'obstacle que ens impedia
avangar: calia trobar la manera de simplificar ’estudi a un nombre raonable de ca-
sos. Finalment, ha resultat suficient restringir-nos a una regié temporal on la funcié
de Green en [0, L] coincideix amb la de R, per utilitzar els resultats ja provats en
la semirecta.
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A Resultats auxiliars

Tot seguit, presentem dos resultats que s’utilitzen repetidament en la prova del
Teorema 5.2.1 d’existencia i unicitat de solucié d’EDPEs. El primer és una extensié
del lema de Gronwall, demostrada a [4, Lema 15].

Lema A.1. Sigui g : [0,T] — Ry una funcié tal que

[ o <o

Aleshores ezisteix una successid (a,),n > 1 de nombres reals no-negatius tal que per

tot p > 1, Zn>1 all? < 0o, amb la segiient propietat. Sigui (fn,n > 0) una successio
de funcions no-negatives en [0, T i siguin ki, ko > 0 dues constants tals que per tot
0<t<T,

fn(t)§k1+/0(k2+fn (gl — ) ds, n>1.

Si supg< <7 fo(s) = M < o0, aleshores per cadan > 1,

n—1

falt) < k4 (ki + k) Y ai + (ka + M)ay,

=1

En particular, sup,,oSuPg<icr fn(t) < 00, i si ky = ky = 0, aleshores ), fu(t)t/P
convergeix uniformement en [0, 7.

El segon resultat ens dona condicions suficients per garantir la mesurabilitat
conjunta de la integral estocastica. Es troba demostrat, en un context més general,
a [6, Lema 7.1.5].

Lema A.2. Sigui {Z(t,x), (t,z) € [0,T] x R} un procés conjuntament mesurable
tal que

sup  E(|Z(t,7)]*) < oo.
(t,x)€[0,T] xR

Sigui f:[0,T] x R x [0,T] x R = R una funcié Borel-mesurable tal que
T
| as [ avistems P < .
0 R

I'(t, ) ::/O /Rf(t,m;s,y)Z(s,y)W(ds,dy).

Aleshores, el procés {17 (t,x), (t,z) € [0,T] x R} té una versié conjuntament mesu-
rable.

Definim

74



Referencies

1]

[10]

[11]

[12]

[13]

R. J. Adler. An introduction to continuity, extrema, and related topics for
general Gaussian processes. Institute of Mathematical Statistics, 1990.

R. Carmona i D. Nualart. Random non-linear wave equations: Smoothness of
the solutions. Probability Theory and Related Fields, 79(4):469-508, nov 1988.

G. Da Prato i J. Zabczyk. Stochastic equations in infinite dimensions. Cam-
bridge University Press, Cambridge, 1992.

R. C. Dalang. Extending the Martingale Measure Stochastic Integral With
Applications to Spatially Homogeneous S.P.D.E.’s. FElectronic Journal of Pro-
bability, 4, 1999.

R. C. Dalang, D. Khoshnevisan, C. Mueller, D. Nualart i Y. Xiao. A Minicourse
on Stochastic Partial Differential Equations. Springer, Salt Lake City, Utah,
2006.

R. C. Dalang i M. Sanz-Solé. Stochastic partial differential equations. Llibre
en procés de redaccio, 2018.

L. C. Evans. Partial differential equations. American Mathematical Society,
1998.

G. Folland. Introduction to partial differential equations. Princeton University
Press, 1995.

M. S. Gockenbach. Partial Differential Equations: Analytical and Numerical
Methods. Society for Industrial and Applied Mathematics, segona edicid, 2002.

H. Kunita. Stochastic flows and stochastic differential equations. Cambridge
University Press, 1997.

W. Rudin. Functional Analysis. McGraw-Hill, 1991.

E. M. Stein i R. Shakarchi. Fourier analysis: an introduction. Princeton Uni-
versity Press, 2003.

J. B. Wal/sh. An introduction to stochastic partial differential equations. Dins
Ecole d’Eté de Probabilités de Saint Flour XIV - 1984, Lecture Notes in Mat-
hematics, 1180, pagines 265-439. Springer Berlin Heidelberg, 1986.

75



