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NOTACIO.

El treball es divideix en tres parts, encaP9ala
des per un pr�leg,i seguides d'unes conclusiona. Cadascu

na de les parts va dividida eL capítols, i aquesta da

rrers en seccions. Les equacions van Lumerades en cadas

cun deIs capítols; així (1.2.3) indica la tercera equa

ci� del segon capítol de la primera part.Eli �ndicatiu
de capítol i part no els indicarem en el propi capitol
i part respectivamente Igual notació i criteria emprarem

pel que fa a les secciona, pera suprimint ela par�ntesis.
Les equacions dela apendixs van numeradeB amb la lletra

corresponent.
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INTRODUCCIO.

No és gens estrany, que davant la complexitat dels

problemes que pretenen abastar actualment la Física i la

Qu�mica, ambdues esdevinguin cada cop més depenents una

envers l'altra. La Química cerca explicacions �igoroses
d.',allo que el seu utillatge permet endevinar, mentre que

la F�sica, i especialment la Te�rica, no pot prescindir,
quan vol justificar les seves prediccions, de l'aplicaci6
en siste�es concrets, aplica ció que té, moltes vegades,

aspectes químico-físics.

Ens ha semblat important d'insistir en aquesta idea.

ja que l'estudi que hem realitzat, si bé té una extensa

formulaci6 teorica, pot ser d'aplicació a sistemes típica
ment químico-físics, com poden ser,. per exemple, sistemes

de reaccions químiques amb difusió o sense. Exposat de ma

nera breu, aquest és el contingut del proleg que encaP9a
la el treball que presentem.

L'estudi mecano-estadístic d'un sistema, es concre

ta molt sovint en la determinació dels anomenats propaga
do�s o funcions de Green, d'entre els quals n'hi ha dos

que tenen una especial significació. Ens estem referint a

les anomenades funcions de correlació i de resposta, que,
sí són conegudes exactament, especifiquen amb detall les

principals propietats macroscopiques del sistema.

En la primera part del treball hem plantejat pro
cediments per a la resolució de qualsevol propagador, i en

especial seran doncs d'aplicació per a les dues funcions

abans esmentades. Allí fem servir amb escreix tecniques fun

cionals, que, sí bé tenen les seves arrels en lo Teoria de

Camps, s6n avui dia abastament utilitzades en altres aspec
tes de la Física Teorica.

L'estreta connexió entre· disciplines de que parla
vem un xic més amunt, és igualment comprcrvable a un altre

nivell, sense que ens hagim de moure de la Física Te�rica.
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Així resulta alli90nador, que les poderoses tecniques de

senvolupades especialment en el context de la Teoria Quan
tica de Camps, augmentin cada cop més l'ambit de la seva

aplicació, superin l'objectiu primer de les partícules ele

merrtaLs , i s
"

endinsin en problemes genui.ns de He cana e a Esta

.dÍstica, com poden ser, per exemp�e, el tractament de feno

mens crítics. En aquest sentit, el reconeixement envers el

treball del guardonat recentment K. G. Wilson, ens sembla

fora de qualsevol dubte. Creiem doncs molt interessant,
utilitzar algunes de les esmentades tecniques en el context

de dinamiques estocastiques ben caracteritzades.

En la segona part d'aquest treball hem formalitzat

alguns aspectes d'aquesta darrera questió, i especialment
ens hem sentit interessats en el desenvolupament de teories

pertorbatives renormalitzades, com alguns autors les quali-
/

fiquen, encara que aquest adjectiu sol esser emprat amb sig-
nificats que sovint no són exactament coincidents.

Finalment, i per tal de completar el treball basica
ment de fonamentació realitzat fins aquell moment, ens va

semblar oportú d'incorporar-hi una resolució practica per a

un sistema real. Haur{em preferit que aquesta aplicació
tingués elements químico-físics el més ben establerts possi
ble. Tanmateix, dificultats inherents a la propia caracterit

zació de la din�mica estoc�stica a que ens hav{em restringit
de bon comenyament, van fer que haguéssim de centrar-nos en

d.',al tres sistemes, potser un xic allunyats d
"

aquelles carac

terístiques.

Així en la tercera i darrera part del treball, trac
tem amb l'acció laser, exemple que considerem especialment
adient per a un tractament d'aquest tipus.

�o dubtem pero, de la conveniencia d'avanyar en l'
aplica ció de les t�cnigues esmentades en aquest treoall vers
la resolució de sistemes més propis de la Química-Física, i
no cal dar , que aguest objectiu té per a nosal tres un interes
inqüestionable.
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PROLEG

No és pas exagerar guan afirmem gue un deIs grans

reptes actuals de la Fisica i la Quimica, especiaIment en

els seus aspectes tebrics, sigui justificar de manera con

creta i rigorosa l'existencia d'una direcci6 privilegiado
en el temps, evid�ncia per altra banda bbvia en la nostra

realitat guotidiana.

Si bé la Termodinamica del segle passat obrí la pos

sihilitat de'l'estudi fe�omenol�gic de processos evolutius,
en general no s'atreví a considerar más gue sistemes en si

tuacions d'eguilibri termodinamic o com a molt amb una evo

lució propera a l'eguilibri i vers ell amb u�a termodi�ami
ca de no eguilibri lin�al,

Aix� no obstant,esperaven resuItats reveIadors a

gui es proposés la investiga ció de comportaments suficient

ment allunyats de l'eguilibri termoJ.inamic, per als quals
encara fos possible una descripció en termes de variables

termodin�migL1es macroscopiques. En aguest sentit la figura
de l. Prigogine i l'escola de Brussel.lcs en s6n els pioners.
Llurs formulacions estan particularment elaborades i .siste

matitzades en el tractat de l. Prigogine i P. Glansdorff

(1971) .

Com a exemple de les situacions esmen�ades conside

rem aguells sistemes, familiars par a nosaltres, gue suposen
mescles gue reaccionen guímicament i subjectes a processos
de difusió interna. En general llur evoluci6 és descrita per
sistemes d'eguacions en derivades parcials acoblades i no li

neals de difícil resoluci6. l si a més a més s�9specifiguen
unes condicions inicials i de contorn compatibles 8mb el pro
cés estudiat} aguest darrer admet solucions no unívocament
determinades. De t.o te s aque s tie s , la tie rmo d.i.namí.ca p e rme t de
d.i.s tingir la g ue correspon !J les ccrid í

c íons eL' e q u.í.L;bri, és
a dir¡ entropia maxi8a per a sistemes alllats, o energia
lli�re de Selmholtz mínima per als que especifiquem una tem-
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peratura i un volum fixos. Aquest tipus de solucions carac

�eritzen el que s'anomena bran6a termodin�mica. Suposem ara

que variem suficientment els parametres del sistema, per

exemple, la temperatura, de tal manera que el sistema sigui
conduit a situacions cada cop més allunyades de l'equilibri.
La termodin�mica de no equilibri ens naura proporcionat
condicions suficients d'estabilitat de la branca termodina

mica, i si no resulten satisfetes, hi ha la possibilitat
que les solucions corresponents esdcvinguin inestables. En

aquestes condicions el sistema pot evolucionar cap a noves

estructures, anomenades dissipatives, caracteritzades per

comportamEdis organitzats o cooperatius.

Quan parlem deIs comportaments esmentats ens podem
referir a una gran varietat de sistemes dinamics. Només ens

cal revisar el treball de Haken(1975) i algunes monografies
dedicades a aquests temes. (Haken (1973, 1974, 1977)). Per

tal de precisar més sobre els treballs esmentats,tot i no

pretendre ser exhaustius, indicarem que des d'aquest punt
de vista s'nan tractat sistemes f1sics com els laser (Graham
i Haken(1970) , De Giorgio i Scully (1970)� Grossman i Richter

(1971) ), problemes hidrodinamics(Boon (1972)), etc.; resulta

pero molt més interessant per a nosaltres l'estudi sota res
mentada perspectiva de reaccimns qu1miques, on la pres�ncia
d'estructures amb un alt grau d'ordenaci6 espacio-temporal
ha estat posada Gxperimentalrnent en evidEmcia. (ZhaDotinsky
(1964),Busse (1969), Herschowitz i Kaufman (1970) ). Concre
tant i referint-�os a sistemes qu1mics, assenyalarem que la
reacci6 de Belousov-Zhabotinsky esta carac"iH'itzada per un illQ
del amb tres estadis intermedis anomenat Oreganator, intro
duit previament per Field i Noyes (1974). Es pot trobar un

comportament semblant en un altre model amb dues variables
"

intermedies postulat originalment per Prigogine i Lefever
(1968) i conegut actualment com a Bruselator.

Una de les caracteristiques essencials, i en general
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necessaria, per al manteniment de dites estructures organit
zades, consisteix en que el sistema que les experimenta pugui
mantenir-se en situacions suficientment allunyades de l'equi
libri termodinamic. Aquest fet requereix habitualment UI'-a

transferencia contínua d'energia o de materia vers o des del

sistema¡i per aixo, aquest sistema es considerara obert al

seu entorn el qual funcionar� com una font o com un engolidor
d'energia o de mat�ria. Si cessen aquests bescanvis, el

procés evoluciona sota l'acció de forces dissipatives cap a

un estat estacionari d'equilibri, caracteritzat per un va-

Lo r+mf'm.m de l'entropia. Tot el que acabem d'assenyalar es

manifesta amb clareda.t en la inestabili tat de 3enard. on l'apa
rició espont�nia de cel.letes regulars de convecció es pro

dueix un cop s'ha superat un valor llindar del gradient de

temperatures entre les capes superior i inferior del líquid,
en tant que per sota d'aquest llind.ar la calor �ravessar�
la capa líquida per pura conducció a un ritme cada cop m�s
lent que tendeix a igualar aquella diferencia de.. temperatures.

Amb tot el que hem dit anteriorment nom�s hem donat

unes idees parcials de car9cter fenomenologic, pero en qual
sevol cas persisteix l'interrogant pel gue fa al mecanisme

pel qual un sistema donat operant en certes situacions de

no equilibri pot generar aquestes estructures ordenadas. Na

sembla possible, ni tampoc prudent, de donar una rasposta
precisa i completa a aquesta qüestió i de lluny 8S el que
nosaltres pretenem. Tal vegada el que cal ara és aventurar

alguna h.í.po t e s í, amb a r-gumerrts- suficients de vera ci ta t, com

la gue han considerat nombroses autors,i que tot seguit
exposem breument.

La idea consisteix a no limitar-nos a una visió to
talment determinista i causal, sinó que confiem amb el que
d'una manera complementaria pugui proporcionar-nos un trac
tament 8stoc�stic de l'evolució din�mica d'aquests sistemes.

-5-



No podem prescindir d'aqueste perspectiva. En efecte,normal
ment tractem amb processos en que coexisteixen i interaccio

nen un nombre elevat de graus de llibertat. En aquestes con

dicions, si pretenem fer una descripció a nivell macrosco

pic, haurem d'escollir uns graus de llibertat rellevants

co� per exemple, potencials químics, concentracions, tem

peratura, etc. Un estat macroscopic estara sempre associat

a transicions rapides que involucren la resta de gralJs de

llibertat no considerats explícitament. Per tant les varia

bles triades com a rellevants estaran subjectes a desviacions

entorn de certs valors ·de referencia que corresponen als

resultats de mesures experimentals efectuades amb dispositius
d'aquest mateix car8cter macroscopic. Aquestes desviacions

s apareixeran a l'observador com a fluct�acions associ3des

a processos aparentment aleatoris.

Un cop ocorreguda la fluctuació, el sistema respon
d'acord amb lleis fenomenologiques definides. Podríem pen-
sar que aquestes fluctuacions, tot i ésser mesurables, ro

mandrien petites en front als valors macroscopics, essent

maj�ritariament de caracter local i conseqüentment d'efectes
restingits a una petita porció del sistema.

No otstant aixo, podrien desenvolupar un paper fo

namental si aquell sistema es trobés en un estadi crític
proper a una inestabilitat.

En aquest cas les petites fluctuacions del sistema
es poden ampliar com a conseqüencia del flux que mantenim
amb el seu entorn i aquelles fluctuacions poden adquirir
eventualment un car�cter global, i d'aquesta manera c�nduir

'," el sistema a una nova branca estable 8mb caracteristigues
diferenciades d'aquella en la que anteriorment oper8va el

procés.

Aixo es tradueix en un canvi rellevant de les pro
pietats macroscopiques, i aquesta transició,92 alguns casos.

pot venir acompanyada d'un augment en l'ordre del sistema.

-6-



A aquest mecanisme de generació d'estructures organitza
des se'l coneix des de Prigogine i Glansdorff (1977) amb

el nom de: ordre a través de fluctuacions.

La descripció anterior presenta for9a analogies
amb la caracteri0zaci6 que usualment es fa de les transi

cions de fase en equilibri termodinamic. Per aixo,a les

transform8cions d'estructures més o menys caotiques que

es converteixen en organitzades,i per a les quals n'hem

avan9at alguna explicació en el par�graf anterior, s�ha
convingut en anomenar-les transicions de fase de no equi

libri1 i així s6n considerades en els textos moderns de Fí·

sica Estadística (Reichl (1980) ).

Potser és oportú de fer observar que les idees

apuntades en els paragrafs anteriors han de considerar-se

subjectes a investiga ció activa i per tant cal esperar-ne

progressos intensos que poden ocórrer en forma d'una verta

dera inestabilitat, com els mateixos Prigogine i Nicolis
(1977) reconeixen.

Malgrat tot, entenem que pot ser d'inter�s aprofun
dir una mica més l'analisi anterior a sistemes de reaccions

qu�miques. En aquest camp, la discussi6 de transicions de

fase de no equilibri fou ja realitzada per Schogl (1972),
,

el qual adopta un punt de vista determinista cosa que el

mena a descriure la dinamica per als valors mitjos de les

magnituds d'interes tot prescindint de l'estudi de les

fluctuacions. Tenir-les en compte suposa incorporar un trac

tament estocastic que fou realitzat per a transicions de

segon ordre per McNeil i Walls (1974) i per a les de primer
ordre per Matheson�Walls i Gardiner (1975). En Schogl (1980)
poden trobar-se referencies sobre treballs posteriors als
esmentats.

Entrem ordenadament en els dos tipus de descrip
ció: la determinista i l'estoc�stica, aplicades ambdues
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a sistemes de reaccions guimigues ( Nitzan et als. (1974).

A partir d'ara s'entendra gue mantenim fixes les

guantitats de totes les especies guimigues reaccionants

llevat d'una d�elles, guantitat gue notarem per x. Evideni

ment 'tot a í.xó po d.ca aconseguir-se amb l' adeguada alimenta

ció o drenatge del reactor.,

Considerem, per exemple, el model d'Edelstein

(Glansdorff i Prigogine (1971) ).

A + X�2X

X + E-,:::=!tC (1 )
C�--"E +.B

la reacció ,

global del gual es

A ==:::::::- B (2 )

El mecanisme consisteix en la p ro du c c í.ó autocataTi
tica de l'esp�cie X i la seva degrada ció enzim�tica a tra

v�s d'�na etapa de Michaelis-Menten. Imposem la condici6
de conservació de l'enzim

E + C = E� = consto
11.' (3 )

Prenguem a m�s a m�s totes les constants guimigues igual
a la unitat, amb la gual cosa les equacions cinetigues es

converteixen en

dx / dt = Ax _ x2 xE + C (4 )
dE / dt -xE -BE + 2C

Emprant (3),1'eguació per a l'estat estacIonari resulta

f(x) = x3 + (2+B_A)x2 + (ET - A(2+B) )X-BET =0

E 2ET / x+B+2
(5 ')
, /

r,
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Ens interessa estudiar fonamentalment les sol�cions da (5)
i donat gue el comportament caracteristic, con es ve�r�,
l'aporta la no linealitat c6bica de l'eguaciS, podem con

siderar un sistema eguivalent i m�s senzill smb eguaci6
de moviment

dx I dt = F(x,Á)

on

(6)

F (x , ).) = - (x3 - fLx +.1 )

corresponent els estats estacionaris de (6), xJ (�), 3 lee
solucions de F( Xo (Á), ).) = O. )L ás una cons t s rrt positiva
i A un par�metre extern .. Segons (7) hi ha ur3 .ina o tres

arrels fisigues, és a dir reals,depenent del�v310r de 1.
En la figura (1) representem la corba y = x��x, i la li
nia horitzontal y =-1. Els estats estacionaris buscats vé-

tenim

nen donats per llur intersecci6. Per

a 1,\.1 >11 �I = 2/3 (PO:' /3) t nomé s t..i �a

un sol estat e s tia c.í.ons r-í , Per a 1).1 .. I:\.""¡
hi ha tres estats eS�3cioL3ris, dos

deIs guals s6n estables i �n ás ines-
� table. Determinem l'cstabilitat tal

com es fa usualment, �s a dir, a

partir d'una an�lisi lineal. Aixi,
per a una variaci6 in�initessimal
entorn a un estat e s t s c í.ozia z-í, xOob-

Fig.l
d bx / dt = - �didx (x3 - � x + 1. )), o r , ixx \ " J

on Óx =
o

x - x (A)

(,3 )

Alesnores és cIar gue

(9 )

correspon a un estat estacionari estable, men�re que lA

desigualtat oposada a l'anterior caracteritza ln es�at es

tacionari com a inestable.
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Una inspecci6 m�s atenta de ]a fig. (1), revela

una propietat important del sistema descrit par (6) : Xo (�)
1

�s discontínua en els punts de transició t = "2: 2/3 (rt] /3) 2'
com s'evidencia facilment en la fig. (2). Aquesta propietat
juntament amb altres és característica de les transicions

de fase de primer ordre en equilibrio Per tal que aGuesta
analogia sigui més explícita, podem comparar la fig. (2)
amb la fig. (3) que representa el diagrama P-V, a tempera
tura constant, d'una transició de fase líquid-gas. És ten

clar que la corba ( abcdef) en la fig. (3), és analoge a

la corba XO (Á) de la fig.(2); les branques estables (abc)
i (def) amb (dP/3V)T < ° co cr-esponen a aqueJles amb dx°O.)/cU< 0,
mentre que les inestables donades per (dP/OV)'J: '/ ° corres

ponen a dXo (;) / d»O.

Malgrat la gran semblan9a entre ambdues situacions

ha de quedar clara una diferencia i�portant. Així, en el

sistema líquid-gas, les porcions (bc) i (de) de la corba

P-V corresponen a estats termodin�micament metaestables,
mentre que la transició d'equilibri es materialitza al llarg
de (be), línia constru�da de tal forma que els potencials
químics en ambdues fas�s siguin iguals en l'equilibri. Aques
ta circumst�ncia no apareix en la fig. (2). No obstant aixb,

•• (�I
el fet que els pun ts cid no puguin
ser observats en la practica, té
també una analogia en el sistema(6).
En efecte, quan inclo�rem els efec

tes de les fluctuacions en aq�ella
equació, demostrarem que els punts
teorics de transició entre les dues

B'ig.2

branques estableG no poden ser as

solits, i el pas d'ung a l�altra es

produeix abans d'arribar-hi.

Per altra banQa en el cas

d'una transici6 líquid-gas podem

-10-



p .

augmentor la temperatura i s'ar

ribara a una corba cr�tica,(6kh)
que passa a través del pun� cri

tic k. Aquest es caracteritza per

l'anul.laci6 de les dues primeres
derivades de la pressi6 respecte
al voLum : (dP/dv)TC = O = (/P/dVZ)TC
Per investigar una possible simi

litud pel que fa a l�equaciS (6)

preng�em�com a par�metre variable

i considerem l'equaci6 d�estat
F(x,l,�) = O per diferents valors

de 14 . (Fig. (4-) ). Per u '7 O exis

teix una branca inestable idos

estats estacionaris estables. Per

�(O només existeix un estat esta

cionari i és estable. El cas � = O,
correspon a la situaci6 en que la

branca inestable ha deixat d'exis
tiro Es la condici6 6nica per a la

qual existeix un punt (�= O,xo = O)
en que(oA/oxo)¡t- = (Cl)./O(xO)2\.t.:: O.

Aquest punt se l'hauria de consi

derar com l'analeg al punt critic
k de la transici6 líguid-gas.

v

Fig.3

(b)

Considerem ara el segUent
sistema de reaccions:

A + C + X A + 2X

X
(10)

1. Y + B

¡a<0. L'equaci6 cinetica seria ara
¡a-O

AJ:2¡a >0 dx / � .....
:: + (AC l)x (11)i_,_u -

Fig.4-

o posant 1= tA i .Á = (AC-l)/A

dx / dr = - x2 +). x (12 )

-11-
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Fig.5·

.p.

Fig.6

que podem generslitzar en la for

ma
, ,?

\(
,

F (x , ).) = - (x - jL)
�

+ ,\ X - t-I- ) (13

on)l. es pren constant i). �s un

par�metre va=iable. Per aq�est
cas hi ha dos estats estacionaris
l'estabilita� deIs quals ve repre
sentada en la fig. (5). Un exem

ple un xic diferent pero for9a re

lacionat amt la �ransici6 d3 fase

de segon ord=e en un material fer

romagnetic,o en el laser, ve do

nat per

d..x/dt = F(x,U = _((x_�)3_�(:c_p.)) (l�

que pot teni= �n o tres es�ats

estacionaris físicament realitza
bLe s segons si � és més peti t o

més gran que zero. Aquestes solu

cions i la seva estabilitat es re

presenten en la fig.(6).
Els dos 61tims exemples presentats mostren possibi

litats d'ocurrencia de transicions de fase analogues a les

de segon ordre. Observem una característica diferencial que
les distingeix de les de primer ordre: XO CÁ) és continua
en el punt de transici6 �= 0, mentre q�e la seva derivada
no ho éso

Fins aquí l'estudi desenvolupat correspon Q l'gdop
ci6 a'UD punt de vista determinista sens tenir gens en comp
te les fluctuacions del sistema. Per a incorporar-les 3 la
seva dinamica,adoptem una anelisi estoc3stic8¡ conside=ant
el paper que exerccixen les fluctuacions sobre els estats
estacionaris previament assehyala�s i, en particular, sera

-12-



de gran inter�s observar el seu comportament quan el sis

tema s'apropi a un punt critico Mentre no es digui el con

trari els raonaments seran també valids en les proximitats
deIs punts de transició.

Ens limitarem a considerar fluctuacions en aquelles
variables macroscopiques que estan influenciades per l'apro
ximació a una inestabilitat, i considerarem escales de temps
inherents a les eguacions macroscopiques d'evoluci6 tempo-
ral per a aquelles variables. Suposem l'existencia d'equili
bri local i en conseqüencia despreciem les fluctuacions al

seu entorn, ja que in�olucren escales de temps molt m�s cur

tes. Ens interessar� ·fo�amentalment l'efecte que suposa r apro
ximació al punt critic en: a) l'amplitud de les fluctua-

cions; b) el seu temps da relaxaci6 i c) la longitud de

correlació espacial. D'acord amb l'analogia establerta amb

les transicions de fase d'equilibri cal esperar un incre-

ment de totes aquestes magnituds en la proximitat d�un punt
,�.

crlulC.

No existeixen teories macroscoplques que puguem adop
tar gen�ricament per tractar les fluctuacions presents en

sistemes de reaccions quimiques. No hem per� d'oblidar una

extensa bibliografia que s'hj ha dedicat. Assenyalarem es

pecialment els treballs de McQuarrie (1967) i el compendi
d

.

Oppenheim,Shuler i Weiss (1977), tot i saber-nos cons

cients de ser imprecisos i potser fins i tot injustos amb
molts noms.

Per tal de descriure i d�analitzar el comportament
d'un sistema dinamic, existeixen en general diversos punts
de partida que resoldrem a favor d'un o altre segans de quin
sistema es tracti. Per a no allargar-nos més en el proleg,
ens centrarem en la caracteritzaci6 del procés estoc�stic
mitjan9ant una equació del tipus de Fokker-Planck de la que
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no en precisarem la seva deducci6 ja que en la secci6

(1.1.1) la co�siderarem amb més detall.

Suposem un model per a sistemes cinetics no line

sls que consisteixi en una caixa amb x partícJles a t�avés

de la qual hi hagi establerts uns fluxos entrants i uns de

sortints, Q(x) i R(x) respectivament, que,si es vol, poden

dependre d"J:: co n.j unti de par-ame trre s externs C)'l' )..2' ••• ).
En aquest cas la component es�ocastica en la descripci�
dinamica del siste�a pot afegir-se a l'equació determinis

ta que ens proporciona l'evoluci6 macrosc5pica de la va

riable en qüestió, i d'aquesta manera escriurem una equaci6
tipus Langevin per a descriure la dinamic3 010Jal del sis
tema,

dx / dt = Q(x) - R(x) + � (t) (15 )

on �(t) és la component aleatoria o "soroll". Per al pro
cés en �Ues�i6 definim una distribució de probabilitat
P(x,t) qúe satisfa una equaci6 en deri7sdes percials ano

menada de Fokker-?lanck del tipus

ÓP(x,t) / d t = -((Q(x>-R(x))P(x,t))+ i/'p(x-,t)/ O x2
(16)

Hem de dir que per a poder obtenir (15) ha calgut prescriu-
re condicions adequades sobre �(t). D'aix� també en donarem

alguna indicaci6 en la secció (1.1.1)

3uscant realitzacions concretes per 5 Q(x) i R(x)
podrero trac�5r sistemes acb inestabiljtats del tipus dels

considera�s an�eriorment sota un punt de vista estricta
ment deteroinista.

Aixi prenent

"IX' 1
''"' \. ,Á, f4. / =

R(x, '\', ¡.L ) =

un sistema amb

(1"1( /

tenim el mateix comportament determinista
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que el que hem considerat a proposit de (7), i per tant

susceptible de prese�tar transicions de primer ordre. Aques
ta dinamica podria representar un sistema de reaccions del

tipus
A -----X

B + X 2X
3X 2X + e

(18 )

Per altra banda escollint

Q (x, ). )
R(x, �)

::: }. x
2

x
(19)

obtenim una dinamica'analoga a la que s'ha considerat a (13)
que podia exhibir transicions de segon ordre. Quant al sis
tema de r-e a c c.ions corresponent pOdríem pensar en

A + X---- 2X

2X X + B (20)

Tal i com es va discutir anteriorment, podem tro

bar per a (1') un o tres estats estacionaris, mentre que
en (1'J) tan 301s n'existeixen dos. Pel que fa a la descrip
ci6 en termes d'una distribuci6 de probabilitat P(x,t) no

més s'ha de parlar, tanmateix, d'una soluci6 estacionaria
estable Pst(x). Amb tot, els estats estacionaris macrosco
pies, estables i inestables, conserven llur sigbificat en

la descripci6 estoc�stica, car els primers corresponen a

m�xims locals de Pst(x), mentre que els segons en s�n mi
nims locals.

El coneixement de P
t (x,�) obtingut a partirs .

de l'analisi estoc�stica de sistemes amb inestabilitats.
ens mostra per altra banda que, per contraposici� a les

transicions brusques entre branques estables corresponents
a les solucions estacion�ries macrosc�piques, la funci� de

distribuci6 de probabilitat estacionaria presenta un canvi
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gradual en variar els parametres externs del sistema.

Aquest fet s'evide�cia facilment en la fig. (7).
Es mAs, e� considerar lAS dife

rents escales de temps i�701�

crades en variar als par��et=es(al

(b)
PhI

esmentats, ens podr�em adonar

que els pun�s de transici6 no

critics, no poden ser mai asso

lits car abans d'arribar-�i, la

f�nci6 de �istribuci6 de ==o�a-
, ,

�

bilitat evoluciona des d'�na so-

luci6 estacionaria amb u� illaxim

centrat a l'entorn d'una de les

solucions estacionaries estables

macrosc�piques correspo�e�t als
valors respectius deIs p3r�ille
tres externs, i pobla el 'reIna t

ge de l'altra soluci� estaciona

ria es�able amb un ritme �és gran
com més propers estiguem ael

punt de transici6.

I ja per acabar, disCll

tirem de manera ffiolt breu una

de les caracterlstiques quali
ficades anteriorment de relle

vants pel q�e fa al papar que

exarceixen les fluctuacions ar.

las proximitats de punts de tr8nsici6. Així es co�sider3r3
solament l'augment en el temps de relaxaci6 prJpi de les

fluctuacions entorn G estats estacia�aris macrosc5pics. ena
3n�lisi semblant podria realitzar-sc per als dos pu�t¿ res-

Fig. 7

tantis •

D'gcord amb el model do na t par (1'1) l',equ8ci5 G.e
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Fokker-Planck s'escriu com

�P(x,t) /'Ut = - d/dX ((_x3 +fJ-x+'\)P(x,t» +�2p(X,t)/?X2
(21 )

Prensuem uns valors �,� tals que existeixin �res estats

estacionaris x�l ' x� , x�2 dos deIs guals estables i l'al
tre inestable. Linealitzant (.21) per a una fluct'Jació, 1 en-

o

d' 11
o

b t
.

�orn 8 un e s x
1

00 enlm
s

(22 )

, o
amo 7 = x-xsl , i on

'{I o 2

I{ = 3 ( xsI) - �

Per a la funció de correlació entre fluctuacions obtenim

(23 )

<, ( t) 1 (O)> = exp ( - y1 t) \ 1 (O) 1 ( O ))
En un punt de transició tenim

(24 )

(25 )

d'on '(1 = O , i per tant es roanifesta el característic 11 cri

tical slowing down" o dit d' al tra manera, comp ro vem coro el

temps de relaxaci6 diverseix quaIl ens apropem el punt de

transició.

Rera aquest pr51eg, tal vegada massa extens, per�
que pretenero que hagi estat il.lustratiu, creiem haver es

tat capa90s de motivar cert inter�s per a l'estudi de sis
temes macroscopics des d'un punt de vista estocastic:, que
tot i haver estat tractats hist�ricament des d'un punt de

vista determinista, presenten 8spectes altament significa
tius i rellevants guan sobre ells es realitza una an�lisi
estoc�stica detallada.
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PART 1 TEORIES PERTORBATlVES EN TERMES DE PROPAGADORS

LLIURES.



/

Il'ITRODUCCIO.

La descripció de la d.í.nam í.ca e s to ca s tri.ca d'un si.ste

ma, mitjan9ant una equació de Fokker- Planck, constitueix el

punt de partida en la caracterització de la corresponent so

luci6 per a la densitat de probabilitat condicional per mit

j� d'una integral realitzada damunt totes les trajectaries
possibles que el sistema pot recórrer entre la primera posi
ci6 i la darrera, suposades fixes, que respectivament ocupa

va en els instants inicial i final de la seva evoluci6. Aques
ta descripci6 ha estat precisada. '13mb detall per autors tal

com Graham (197713, 19770), Leschke i Schmutz (1977), i molts d'

altres que assenyalarem més endavant, i pot considerar-se

com una altervativa a un tractament operacional, que posseeix
també una llarga tradici6 iniciant-se amb el treball de Mar

tin, Siggia i Rose (1973), i desenvolupant-se posteriorment
13mb les aportacions d'altres autors com Phytian (1975,1976),
Enz i Garrido (1976), Garrido i San Miguel (197813, 1978b),etc�

Un cop establerta la din�mica de Fokker-Planck mit

jan9ant les esmentades integrals de camí, tindrem un interes
evident en fo�mular d'aquella mateixa manera l'estudi dels

propagadors, definits en el sistema com a mitjanes d'una
successió de mesures realitzades durant la seva evolució. En

especial ens referirem a dos d'aquells propagadors: les ano

menades funcions de correlació i de resposta.

La utilització d'un funcional generador pels esmentats

propagadors resulta particularment atractiva, i de fet així
varen procedir Martin, Siggia i Rose en el treball citat abans,
aplicant- ho a sistemes classi�, i encara més recentment

Tirapequi i col. (1977,1978c) ho ampliaren per tal de poder
incloure sistemes estocastics. Aguest funcional generador
incorporant fonts externes J(z::) i Jir"(c::), permet,per deriva
cions funcionals repetides respecte d'aquelles fonts, d'ob
tenir gualsevol propagador, un cop les derivades hagin estat
avaluades en J(�)=J�(�)=O.

-18-
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Facilment podrem compendre doncs,gue la determina

ció d�aguell funcional generador constitueix el punt essen

cial del tractament, i per �conseguir-ho cal recórrer so

vint a l'6s de m�todes pertorbatius, especialment si aguell
sistema conté una part lliure o no pertorbada de r-e s oLuc i.é

coneguda. Aix! ho sup�sarem nosaltres, i per tant ens intere

ssare la resolució del funcional generador associat precissa
ment a aquella dinamica lliure, funcional que obtindrem solu

cionant una equaci6 en derivades funcionals amb condicions

de contorn especificades amb propietat.

Una etapa posterior consistir�, evidentment, en l'ex

pressi� del funcional generador pel problema pertorbat en ter

mes del lliure, i, una 'legada més, en aquest punt concret,
l'ús de tecnigues funcionals ens re.3ultara molt avantatjÓs.

Amb aquesta manera de procedir, coincident d'altra
banda amo el tractament del grup de Tirapequi (1977,1978c),
anem elaborant un esquema pertorbatiu en termes de les funcions

de correlació i resposta lliures, i essent una via alternati

va a la utilització, potser més convencional, del teorema de

Wick (Enz i Garrido (1976), Garrido i San Miguel (1978a)).

De tata manera, ambdós plantejaments no poden con

duir a resultats discrepants, i en aquest sentit els desen

volupaments pertorbatius coincideixen plenament, com es tin

dra ocasi6 de demostrar expl{citament.
Cel deixar clar que guan parl�vem més amunt de la uti

lització d'una descripció en termes d'integrals de cam!, aques
�es traject�ries poden ser ccnsiderades bé en un. espai de

fases o en un de configuracions Volem dir amb aixo que la des

cripció funcional de la dinamica estocastica de Fokker-Planck,
admet una dualitat de representacions, una d�elles basada en

una fUDció Eamiltoniana, i l'altra en una Lagrangiana.

L'esguema pertorbatiu comentat anteriorment és igual
ment d�aplicació en ambdués representacions, pero cal que fem

algunes precissions. En principi, en representació Eamiltonia-
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na, la f��ci6 de correlació i de resposta juguen un paper

totalment semble.nt, i així mateix, tal com ja s'ha comentat

anteriorment, les components lliures d'ambdós propagadors
apareixen per un igual en els desenvolupaments pertorbatius
de q�alsevol mena de propagadors. En canvi, ens plantejavem
si a i.xó també seria cert si féssim servir una representa ció

Lagrangiana, donat que en aquesta, sí bé podem continuar

caracteritzant amb propietat a la funció resposta, és tam

bé cert, que aquella funció no apareix de forma tan explí
cita en la descripció, pel fet d'haver prescindit del con

junt de variables conjugat de les que pr�piament descriuen
el sistema a nivell macroscopic, conjunt per mitja del qual
definim de forma na tural la funció r-e spoata ;

Enteniem que a�u�sta questió no havia estat tracta

da suficientment en la literatura de qu� erem coneixedors, i
el reclam d'una evident simplificació en els desenvolupaments
pertorbatius, tant a nivell formal com diagramatic, ens va

...

empenyer a tractar-la amb detall.

El resultat fou pero que ambdués representacions, no

tan sols sór- completament equivalents a nivell formal i con

dueixen a una determinació unívoca deIs propagadors, la qual
cosa era de preveure, sinó que, i aqaesta era realment la

q�esti6 que ens interessava, els dese�volupaments pertorba
tius de qualsevol propagador, estan constituits per diagrames
coincidents a tot ordre de pertorbació, i intervenint-hi tam

bé les components lliures de la funció de correlació i de res

posta, no és possible fer-ne una simplificaci6.

:LTo sembla dorPs poder-se concloure a aquest nivell r'

avantatge d'una representa ció Lagrangiana envers una de tipus
Hamiltoniana, pero de fet farem servir en la segaDa part del
treball la primera de les esmentades per a formular un esque
ma pertorbatiu no en termes de propagadors lliures sinó de

complerts, i alla sí es podren trobar algunes aventatges de
la formulació Lagrangiana.

Pel que fa a la primera part, la dividim en dos cap�
tols. El primer tracta de la represontoci6 Homiltoniana, i
el segon de la Lagrangiana.
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l. DESCRIPCIÓ FUNCIONAL DE LA DINAJ:-lICA DE FOILiliR-PLALTCK
.

EN UNA REPRESENTACIO HAlYIILTONIANA.

1.1 FORMULACIÓ DE LA DINÁMICA DE FOKKER-PL.A3CK.

L'estudi de la dinamica de processos macroscopics
suposa establir unes determinades equacions d'evoluci6

per a les variables rellevants del problema. La primera
aüestió que se'ns planteja és la tria d'aquestes varia

bles qualificades com a rellevants i un cop escollides

s'han de formular les seves equacions de movi�ent cor

responents. Quant a aquest punt, s'hauria de dir que

constitueix un deIs objectius fonamentals de la Mec�ni-

ca Estadística, al qual diversos autors s'hi �an dedi-

cat des de fa for9a anys. (Green (1952),(195�), Zwanzig
(1961)). Aquí, perb no ens ocuparem d'aquest problema
sinó que suposarem que per a les variables macrosco-

piques del sistema existeixen unes equacions feno�eno

logiques ben establertes que n'especifiquen completa-
ment la seva dinamica,de forma que el coneixement deIs

valors que adopten les variables eS2entades en un ins-

tant determinat fixa el que han de valdre per a qualse-
vol altre. A aquestes variables s'sn di� gruixudes tot i

que, a vegades, se'ls aplica ta�bé el q�alificatiu de len

tes, amb que es pretén reflectir-ne el c9racter macrosc�pic
amb temps caracteristics de relax8ci6 i d'evoluci6 molt méG
8rans que els corresponents microscopics. Amo tot el que
s'ha vist an.teriorment, entendrem doric s que un sistema que
pretenem estudiar, i que en general consistir3 de molts
cossos en interacció més o menys co�plicada, el bon sentit
fisic hau ra pe rme s de fer una tria i:1icial entre variables
lentes i r�pidea, i 3 continuaci6 s'haur9n d'i9ver formulat
per a les primeres o. lentes, unes equaciona de movi�ent fe-

1, .

nomeno oglques, en les quala probablement hi intervindran
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les segones amb efectes amitjanats. Per tal que aquesta
manera de procedir resulti satisfactoria hem de tenir la

certesa que la descripció aportada per les variables qua

lificades de lentes és suficient per a caracteritzar el

sistema al nivell en qu� pretenguem descriure�l. Evident
ment aquest procediment comporta una reducció drastica

del nombre de graus de llibertat a considerar�per tant
és molt més plausible una formulació de l'esmentada di

namica reduida.

D'acord amb la idea de Langevin en estudiar el

moviment Brownia s'entendra que les variables rapides
confereixen a les eqtiacions d'evolució macroscbpica per

a les lentes un caracter estocastic. Al soroll així in
troduit per a descriure la dinamica d'un sistema intrín

secament determinista, se l'anomena soroll intern, o es

parla del seu origen t�rmic, i en aquest cas ha de que

dar clar que el caracter estocastic assumit és una con

seqüencia directa del procés de reducció deIs graus de

llibertat rellevants, amb el benentes que un estudi com

plet i per altra banda irrealitzable en la majoria deIs

casos d'interes, de �ots i cada un deIs graus de llibertat
realment existents en el problema, anul.laria per complet
qualsevol�influencia no determinista.

Altrament també pot ocórrer que un sistema�la
dinamica completa del qual sigui exactament coneguda, és
a dir per al que no cal una elimina ció previa de les va

riables no rellevants macroscopicament, interessi ser es

tudia-t enfront a pertorbacions externes de caracter fluc
tuant. En aquesta situació l'origen del soroll és radical
ment distint i es considerara de caracter externo Een se

gur que ambdues possibilitats no són excloents en cap ma

nera,i hi haura sistemes per alsque interessi considerar
les conjuntament.
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En tot el que segueix no ens preocupar� l'ori

gen del comportament estocastic sin6 més aviat les par

ticularitats que confereix a l'evoluci6 del problema con

siderat.

Hem d'insistir que fins i tot en els sistemes di

namics més senzills, una descripci6 microscopica de les

propietats del soroll e-s tio ca s t i.c intern suposa una tasca

complexa. Pel que fa a sistemes sota la influencia de so

rolls d'origen extern, en la naturalesa es troben exem

pIes t�pics. Així poden considerar-se representatius, el
cas de camps electromagnetics fluctuants actuant sobre

sistemes magnetics, � el cas de fluxos turbulents d'aire

que arrosseguen onades en la superfície de l'oce8. Mo1ts

d'aquests processos subjectes a entorns fluctuantstPoden
ser escrits i formulats mitjan9ant equacions estocasti

ques del tipus de Langevin com les que veurem seguidamente
El que acabem de dir pot ser comprovat ampliament en el

resum publicat per Schenzle i Brand (1979). Podria ser

també d'interes,i especialment des del punt de vista quí
mic, considerar l'exemple de reaccions fotoquímiques acti

vades per intensitats electriques fluctuants. (Dekepper
l Horsthemke (1979)).

Per a nosaltres el punt de partida el constitui

ra una equaci6 de Langevin generalitzada, m-dimensional,
per al conjunt de les m macrovariables escollides q (t)

"tq p. (t)j f= 1, ... ,m, i que expressarem en el cas més ge ..

neral com

gfL(t) = KIk(q(t),t) + g�(q(t),t) r\t) (1 )

on K� (q(t),t),i g� (q(t),t) s6n funcions arbitraries no

lineals de q(t), i eventualment poden incorporar una de-

pendencia temporal explícita; f (t) == \ t''''c t) 1 {"= 1,.
'

•• ,m
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representa un procés aleatori caracteritzat per:

-mitjana nul.la Ef l il"-(t)} = O

-gaussianitat
-espectre de soroll blanc i matriu de correlació
constant donada per

EV \ ��lt) f�{/;I) J : Df4u dlt-t')

i on E� representa una mi tj ana sobre les reali tza cions

de � (t), que s'hauria de calcular a partir d'una distri

bució funcional de probabilitat � (t(t) ) definida en l'es

pai funcional r (t). (Garrido i San Miguel (1978a), San

cho i San Miguel (1980)).

Fem un petit parentesi abans de continuar per a

establir una qüestió de notació. Intentarem ser escrupu
losos mantenint una notació covariant. Entendrem d'acord
amb aquesta notació que la contracció d'un parell d'indexs

repetits, covariant i contravariant respectivament, supo

sa suma. Quan per algun motiu relaxem l'esmentada notació
ho indicarem explicitament.

Tornem a les caracteristiques del soroll conside

rat en (2). La hipotesi de gaussianitat és f�sicament ade

quada i les que corresponen a la mitjana i a la funció de

correlació,generalment es fan per comoditat,tot i que po
den trobar-se arguments a favor seu. El soroll blanc cor

respon al limit r� O del fet real, des del punt de vis

ta fisic, de prendre temps de correlació petits. De totes

maneres, suposar que el temps de correlació del soroll fos

petit perb no nul, donaria lloc a la caracterització deIs

anomenats sorolls de color. Un exemple particularment in
teressant és el que s'anomena d'Ornstein-Uhlenbeck consi

derat ja per San Miguel i Sancho (1981). Per altra banda

prendre matrius de correlació ñfW constants respecte al
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temps i a les variables q(t), est� basat,pel que fa al

temps,en una qüestió de simplicitat, en tant que suposar

independ�ncia davant les variables del sistema, tot i que

pugui suposar una hipotesi restrictiva, adme� una justi
ficació teorica per al soroll d'origen termic. Quant a

g� (q(t),t), la seva eventual dependencia explícita en

la coordenada temporal permet de considerar processos no

homogenis temporalment, i llur dependencia en les varia

bles q(t) fa possible el tractament deIs anomenats proceso

sos amb soroll multiplicatiu. Una referencia útil on es

tracten equacions de Langevin en que el soroll intervé

multiplicativament pot ser el treball de Lindenberg et

als. (1981), on es consideren tant des del punt de vista

teoric com d'aplicació a processos físics.

Un cop establerta �na dinamica del tipus de Lan

gevin i especificades les propietats del soroll que hi in

tervé ja hem definit per complet el procés estocastic; so

vint, pero, resulta més útil derivar una formulaci6 paral
lela a la de Langevin, que es coneix amb el nom de dinami

ca de Fokker-Planck, i que ha estat caracteritzada abas

tament en els treballs de Garrido i col.laboradors (Garri
do i San Miguel (1978a), Sancho i San Miguel(1980)). No

entrarem en detalls a proposit deIs aventatges d'aquesta
formulació,ni considerarem el procés d'obtenci� de l'ano
menada equació de Fokker-Planck (FPE) que porta associa

da. Aquestes qüestions ja foren extensament tractades

per San Miguel pel que fa al cas del soroll additiu que

constituí la seva tesi doctoral,i posteriorment publica
un treball sobre el soroll multiplicatiu (Sancho i San

Miguel (1981)) que pot consultar-se,així com les referen
cies que s'hi inclouen. El que sí voldríem deixar ben

cIar és que tot el form�lisme que es presentara a partir
d'ara pren com a punt de partida una FPE, representativa



de la dinamica estocastica considerada.

La FPE, equació alternativa a (1) de la qual
�s dedueix un cop s�han tingut �n compte les caracte

rístiques del soroll considerat (2), l'escrivim com

ó/ot P(Q,r/7a,IoJ: - �/o1'l. � (k}l.l1,tl +Y:� f<!,"(�lt) D<l"1l q_� (l!.!.)) P(9,tl?a,IóJ}
t

+ 'tI 'O/ r ¡t
-

Á
12; ld{d1� l ru [i,t) DL)(J"f(f(�.t) P(�,tlio·to)}

(3 )

on p(q,t/q ,t ) és la densitat de probabilitat condi-
o o

,

cional que el sistema es trobi en un instant t en un

punt de l'espai de configuracions caracteritzat per q,

si aquest mateix sistema ocupava un punt de tal espai
q en un instant t anterior. Cal que ens adonem que
o o

aquí i diferentment de com hem fet en el prbleg, hem es-

crit una FPE per a la densitat de probabilitat condicio
nal en lloc de fer-ho per a la densitat de probabilitat.
Ambdós procediments resulten del tot equivalents i per al

desenvolupament posterior ens interessa treballar fona

mentalment amb P(q,t/qo,to)'
A més cal que diguem que l'ambigUitat existent

en la deducció d.e la FPE a partir de l'equació de Lange
vin quan es considera el cas del soroll multiplicatiu,
l�hem resolta emprant la prescripci6 de Stratonovich en

front a la prescripció d'Ito. Per a més detalls sobre la

distinció í connexió entre les interpretacions d',strato
novich i d'Ito es poden consultar referéncies com les d'I
to (1951), Arnold(1974), Wong(1965) o Mortensen(1969). No

volem insistir en aquesta qUestió, molt formal de totes

maneres� i 6nicament indicarem que per a processos amb so

roll additiu, als que ens dedicarem especialment en aquest
treball , ambdues prescripcions coincideixen.
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La FPE (3) s'ha de resoldre amb la condici6 ini

cial obvia

P(Q,to / qo,to) = &(q-qo) (4-)

on � (q-q ) representa una delta de Dirac m-dimensio
o

nal definida en l'espai de configuracions del sistema. L'e-

quació (3) pot reescriure's com

.

p (l,t ;,,,, �) .. �11k i (- fl.( 1,0 + % %11J D"Il(�.t)) rtf,ti 10' 10) }
amb les definicions

(5)

f p. (q, t) és la coraporient po -essima del terme d' grrossega
ment o "drift" de la FPE, mentre que els eLerae nts n r" (q,t)
ens defineixen una matriu m x m s í.me tmi.ca per co ns t.r-uc c.i.ó,
i definida positiva per hipotesi, que anomenarem ma-

triu de difusió. A més a més s'exigira que aquesta ma-

triu D(q,t) sigui no singular i per tant invartiJle. De

la propia definició (7) es dedueix que pel que fa a la

difusi6 ,els processos amb soroll additiu suposen aquella
matriu constant. Assenyalarem també, per acabar aquesta

secció, que últimament ta adquirit interes es�u�ar la

covar-í.ancí,a de la FPE sota transformacions gerie r-sLs de

coordenades. Per sI lector interessat en aque3t punt li
recomanem els treballs de Garrido (1980) i Grsha� (1977b).

/

1.2. PRlMERS RESULTATS EN UNA DESCRIPCIO YG"2TCrONAL DE
,

LA DINArvIICA DE FOKKER-PLANCK.

Ja establerta la FPE, disposem de dos Ie�odes per

seguir amb 1 'estudi de la d.í.nam.í.ca a ella associada. El

-27-



primer consisteix en una formulació per integrals de cam!

mentre gue el segon comporta un tractament operacional,
1 'origen del g ual pot trobar-se en el formalisme de Mar

tin Siggia i Rose (1973). Quant a la formulació per in

tegrals de cam! citarem entre molts d'altres els tre

balls de Graham(1977a, 197?b) , Leschke i Scmutz (1977),
Phytian (1977), Dekker (1978 a, 1978b) Langouche, Roe

kaents i Tirapegui (1979),i aquesta llista es pot am -

pliar amb les propies referencies contingudes en els ar

ticles esmentats. D:altra banda en el plantejament ope

racional s'introdueixen un conjunt d'operadors per a re

presentar les variables del sistema i aleshores les equa

cions de Langevin co�re�ponents es converteixen en les

respectives equacions per a aquells operadors i queda
aix! establerta la seva dinamica d'Heisenberg. Amb aquests

operadors se n'introdueixen uns altres de conjugats a ells,
no observables, i l'estocasticitat del procés es manifes

ta en la no commutativitat a temps distints deIs operadors
representatius de les variables macroscopiques. Davant

la dinamica d'Heisenberg construida d'aquesta manera, la

de Fokker-Planck correspondria a la d'Schrodinger,�iaixí
s�establiria una dualitat d'imatges an�loga a l'usual
en Mecanica Quantica. Són abundants les referencies que

poden trobar-se de l'esmentada formulació operacional.
(Phytian (1975, 1976), Enz(1977), Garrido i San Miguel
(L978,1979); el darrer planteja un nexe d'unió entre amb

dÓ,s tractaments). Aqu! no ens ocuparem pas del formalis

me operacional, pero sí que ho farem i extensament del

primer, i per tant les característiques de la seva des

cripci6 les anirem veient a mesura que es vagi construint.

Per formular la dinamica per integrals de camí,
partirem de (5), amb raonaments semblants als emprats per

Tirapegui (1978c). Així definim l'operador Pu' no obser-
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vable, mitjan9ant

Pú == -i d /d qiJ (3 )

conjugat de l'operador corresponent a la variable qU
que notarem g�

-"ú tl
q = q • (9 )

Els operadors introduIts aixi, clarament verifiquen

[ q u ,Pp.] = i S uf!- (10 )
\

Definim també un operador de Fokker-Planck, a que ens
A.

referirem communment amb el nom d'Hamiltonia H(p,q,t)
en la forma

H(p,q,t) _ Puf'\q,t) - i/2 p¡.LPUDIlV(q,t) (11 )
Observem en primer 110c que donada la no commu

tativitat deIs operadors p i g, l'ordre amb que aparei
xen no és de cap manera irrellevant. En la definici6 de

l�Hamiltoni� que hem donat en (11) aquells operadors fi

guren normalment ordenats, segons una expressi6 introdul

da per Graham (1977a), cosa gue suposa escriure els opera
dors p a l'esquerra deIs q. En relaci6 amb la formulaci6
per integrals de cami en una representació Lagrangiana,
dLscutirem en 2.3' la importancia de prendre una o altra

ordenació i les conseqüencies que se'n deriven.

Per altra banda, a partir de l'operador Hamilto
nia definim un nou operedor que anomenarem Liouvillia
/'

L (p,q,t) segons

A A

A)
� A A

L (p,q,t � -iH(p,q,t)
Amb aquesta definició, tenint en compte (11) i les ex

pressions per a p(t) i q(t) és imminent escriure la FPE

en la forma

(12 )

(13 )
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A partir de (13) resulta molt convenient d'in

troduir un operador d'evolució temporal �er a la densi

ta� de probabilitat condicional en la forma

A

P(q,t/qo,to) = U(p,g,t,to) P(q,to/qo,to)
L'operador �(�,�,t,to) definit aixi,acompleix

(14-)

"'\
A

A/') / d e (A ",...

t )
.....

("""
......

-L- .l... )cJU(p,q,t,to t = l.J\.p,q,v U p,q,u,vo
A partir"de' (15) obtenim una expressió formal per a

AU(A A
,

p,q,t�tu) que es ben coneguda en el context de la

Mecamca Quantica

(15)

= T exp (16)

amb la condició inicial

(17 )
i essent T l'operador d'ordenació temporal, necessari aqui,.
donada l'eventual depend�ncia explicita de f(q,t) i D(q,t)
en la coordenada temporal.

Segurament s'haura evidenciat la coincidencia
formal entre bona part del que s'ha establert fins ara

amb relació a definicions analogues amb les que hom es

troba en les etapes inicials de la formulació dinamica de

la Mecanica Qu�ntica. De fet aquest paral.lelisme no �s

gens sorprenent si pensem que l'equació de Fokker-Planck

per a la densitat de probabilitat condicional fa el mateix

paper,i t� una estructura identica a la Schrodinguer per
a una funció d'ona. Ben gratificant ens �s aquesta sem

blans:a formal.

Considerem ara el c--nombre:,Hamil t.cn.í.á , o c-funció
-�. .

Hamiltoniana, que resulta de (11) en substituir els opera-
dors Pii q per variables e-nombre p l q respectivament,

T� ( t
\

1'1 p,q, ) (13 )
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De manera id�ntica a com s'actua en Mec�nica Cl�ssica

podem transformar per Legendre l'esmentada Hamiltoniana

per �btenir una c-funciÓ Lagrangiana �(q,q,t)

J!._q,q,t) := P¡.tct- H(p,g,t) (19 )

on com és usual

"fLq (20 )

Substituint (18) en (20)

q lA-
= f tl ( q , t ) - iPD D f!Ll (q, t ) (21 )

o de manera equivalent

Po- = iD<TI-I-(q,t) (qft_ff{-(q,t)) (22 )

expressió, la darrera, on s'ha fet ús del caracter 8i

metric de la matriu de difusió D(q,t) i on s'ha intro

duit la seva inversa d'elements D;W(q,t)
Dp!Df¡J = fp¿J (23 )

Substituint (18) en (19) escrivim la Lagrangiana com

.Ir •

c )
. fI. ¡.t.) fl} ( ')-;::z\. q ,q , "G = PI" q - p¡¿f (q, t + i/2 Pú P.u D g, t /

I
(24- )

o mitjan9ant (21)

J(q, g, t) = -i/2 p�P¡J D,utl (q, t) (25 )

que encara podem transformar segons (22) de manera que
la seva dependencia en les variables q
sigui més explícita

�(q,q,t) = i/2 (q�-f�(q,t»)D�u(q,t)(qU-f�(q,t)) (26)

En el capítol següent veurem la utilitat de poder dispo
sar d'una Lagrangiana de la manera com s'ha definit aquí.
De moment ens n'oblidem i interessem-nos per una serie de

-31-



transformacions formals amb que obtindrem la represen

tació per integrals funcionals o de camí de la dinamica

associada a la FPE.
A
..-

Ens cal definir un nou operador U (p,g,t,to) ob-
",.."

)
.

tingut prenent U(p,q,t,t normalment ordenat. El carac-
o "

ter d'ordenat normalment per a U(p,q,t,t ) el podem ex-
. o

plicitar si l'escrivim mitjan9ant una integral de Fourier

a l p ,� , t. \o) = J d" f e xp � - � p� $ f} J2. ( r, ¡, t, to ) (2 7 )
"

Associem ara una c-funció a l' operador U substituint,
tal i com veiérem, operadors per a c-variables. En aquest
cas

U lp,'}.t.\:.o) :: J d."'� e><p t-iPH-Tl'-r _.I). (r,�,t.t,,) (28)

transformóció facilment invertible que ens permet de de

finir.n_ (f, q , t, to) com

j d
1d

J
-v

(29 )'.J2(f?l,f,I;,)" (z;J.,., eJ<P7¡p¡¡.�P.J U(pl},é.ta) \

Observem de que ens pot servir el coneixement de 12 (r, q , t, t )
� o

o equivalentment de U (p,q,t,t ), preguntant ...nos a pro-o

posit de la funció de correlació definida com

(ft�(h») }(.�UQ»> =L a'?,J_1af(�f)P(�1,t:l/�odo) P(l,,·fo) �_(�) (30)

on P(qo' to) representa la densitat de probabilitat que
el sistema es trobi en l'instant t ocupant el punt q .ro o
indica finalment la regió de l'espai de configuracions
inherent a la definició del problema. Tenint en compte
(l�) i (�) escriurem

(f(tlhl) '}('tüol» = 1[1 d\ ft�) U (p.�,ttlt,) P(1,IóJ J{t) (31)
on s'ha real±t�at la integració sobre qo. Inserint en (31)
la forma normalment ordenada U donada per (27), compro
varem que l'operador exp [ip",{I'-J actua per l'esquerra sobre
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f(q) per integraci6 repetida per parts,i en la hipb
tesi que els termes de contorn són nuls en les condi

ciona d'anul.lació assumides sobre P(q,t ) i totes les
.. o

seves derivades. Emprant a més a més la relació prbpia.
del desenvolupament de Taylor per a f(q)

(32 )

la (31) es redueix a

(t(1U·�l) }(�ll:o»)>" td"'f'df .J2{f",tp/Q) P(r'co) �(�) (33)

i si prenem f(q) = f(q-ql)' g(q) = 1 i P(q,to) = f(q-qo)'
obtenim finalment

P (1P+1!1odo) =j e/p eXP1ipJ4l�-�nt U(p,�o,tHtO) (34)
(¿re)'" r

Per acabar assenyalem que les integrals que aqui s�han
definit i totes les que apareixeran a partir d'ara, no

referents a integrals sobre l'espai de configuracions,
��hauran d'entendre, mentre no indiquem res en contrar
exteses a llurs limits naturals.

1.3 REPRESENTACIÓ MITJANQA.L1"T INTEGRALS DE CA�I!.

L'expressió fonamental (34) s'ha de considerar

fina a cert punt formal, car expressar l'operador en la

seva forma normalment ordenada pot resultar dif�cil en ser

definit sobre intervals de temps arbitraris. El que sem

bla més senzill és fer primer aquesta construcció per a

un interval infinitessimal per a després propagar l'or
denació normal fins a completar un interval finito L'es

trategia anterior sembla per altra banda convencional
en la representa ció de la Mecanica Quantica per integrals
de cami. (Feyman (1948) ).

Considerem dones t l t els extrems inicial i finalo
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de l'interval en que sotmetem el sistema a observaci�. Di

vidim-ho en n + 1 intervals de longitud € i definim

� ;¡ \:0 +) �

t , .. 1 s t
(35 )

Igualment notem

(36)

Les condicions assumides sobre el procés estocastic, per

meten de qualificar-lo d.e lVIarkovia i com a tal es compleix
la propietat de lVIarkoff per a p(q,t/q ,t )

o o
I

P(�Q,tz./�o,tQJ '" )/91 P(iz,t.?j�1't')?(1ptjJ?o,to) (37 )

la generalitzaci6 del qual ens mena a l'equaci6 de Chap
man-Kolmogorov (Stratonovich (1963)).

p(t,t/?a,toJ "
I (/idm�¡) Pi' P(�j'�l/�j_¡,ti-') (38)� r

'

t�1Prenguem ara fi per a un interval tj_l, tj]. A partir de

(16), i considerant-lo infinitessimal, és a dir E�O o

n_oO podrem limitar-nos a termes fins a 0(€) amb la qual
cosa

A

Tenint en compte que H és normalment ordenat per cons-

trucci6, vegis (11), resulta que U (p,q,t.,t. 1) també
,

J J- '

ho és a O(E) i per tant podem escriure fins a aquest or-
dre la identitat per a c-funcions

<V

U(P,�,ti,tl-')= i -iEH(p't,tE[t¡_"t¡J)-t Olé!.)

amb la Hamiltoniana H donada per(jB). Emprant ara l'ex

pressió (34) especia1itzada per a l�interval infinites
simal considerat

(40)

P l �!" tI" t <1r¡'-.¡ ,tl-.) = i ¡d"'p),_ !
.

a (q foI- q foI-)i/ r 1
.

f{ / 1: [L jJJ@n'"
ex? ¡

I!'- r;
-

�/-I J L -té l. P' �i'll f c¡.�,�.
(41 :'
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La dependencia temporal de H en (41) la notem d'aquella
forma per a indicar que en el cas que l'operador Hamil

tonia, i la seva corresponent c-funci6, depenguéssin ex

plíci tament del temps, aquesta dependencia se suposa con-e

t�nua i en aquest sentit qualsevol instant en l�interval

[t. -1' t l seria vaLi.d per a figurar com a argument. Per
J jJ

comoditat prendrem l'extrem inicial i així la densitat

de probabilitat elemental ve donada per

P(�¡)ti!l¡-"f¡·,) '" /d1 exp\ip,..l1¡.l-tl"-)l[i-iEH{p'�/··l7t,-¡}J (4?/'1(_2n)"'" j 1-1 J '-

L�expressi6 anterior, recordem-ho, 6nicament és v�lida

a 0(€) i a aquest mateix ordre la reescrivim com

P (?f' � 11,··, t¡-. ) s: ) (�37H ud ie [ fp- ()):- ?(�)
- JI. (p' �J-' ,�-, ) ] } (L�3 )

3ubstituint (43) en (38), i tenint en compte que p repre�

senta un conjunt de m variables d'integraci6 i per conse

güent s6n de caracter mut, escriv±m la densitat de proba
bilitat condicional finita com

P(�,t/�aoto) "lm J (0d1i))('�:�_) �xp{(\¿ [Pj� �;;+;'-rHPj'�\-l/tl-�ÜJ·11 .... "" f \" I ?i7\
�-� (44)

expressi6 f'onamental q ue correspon '3 la versi6 dis cretit-

zada de la integral funcional que immediatament definirem.

De totes maneres insistim que la necessitat de

considerar contribucions només fins a O(e) és un fet ca

racterístic de la formulaci6 per integrals de cam� tal

com assenyala oportunament Graham (1977a) i que el gr'.lp
de Tirapegui (1978a, 1978b) comprova explícitamente A

m�s sobre aquest punt en concret poden consultar-se les

refer�ncies contingudes en els dos darrers articles citat�.

Per expressar finalment P(q,tjq ,t ) en termes d'u
o o

na integral funcional introduirem una mesura adequada en
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l�espai de funcions p(�),g(�) per mitj� de

J),(-rJi)r1r) :-/;m (nd;' ñ' dP¡ ),1I-�CO ¡'I 1 j-I lzn)""
amb a í.xb 1 ',expressió (4-4-) defineix per si sola la integral

(4-5)

de camí com
,

ttf)�?- t

jO (1' ¡ / 1,,1, ) � I}),Ic) .lJ,'<) "f! ;j de [ /J< le) i"',) - H If") -r= ,]j
t{fo)' 10

'1:0
(4-6)

expressió per altra banda purament formal, gue nom�s
t� un significat precis en la seva versió discretitzada

(4-4). La integral (4-6) s'haura d'entendre com a realit

zada sobre totes les 'trajectbries permeses al sistema 3mb

l'6nica restricció gue tinguin com a origen en l�instant
t i com a final en l'instant t, ela punts g i g Eespecti-
o o

vament;aguest �s justament el sentit gue tenen els l�mits
d�integraci6 gue figuren en (46). Cal gue ens adonem gue

en passar de la versió discretitzada (4-4) a la funcional

(4-6) substituim g� 1 per g�(�) i g� - g� l/� per ��(�).
, J- J J-
Es a dir. discretitzem g(�) a l'extrem inicial de cada in-

terval elemental. Per altra banda 8mb p (e) ho fem con

tr�riament. Avancem gue tal prescripció esta relaciona-

da amb l'6s de l'ordenaci6 normal,i guan ens hi referirem

ho farem amb el nom de discretització pre-puntual.,En l'a

partat 2.3 farem un estudi m�s detallat d'aguest punt en

concreto De totes maneres, volem ressaltar gue el fet de

prendre una o altra prescripci6, tractant-se d'una sim

ple manipulació matematica, pot alterar algunes expres
sions formals, pero en gualsevol deIs casos �o pot mai

canviar el sentit, ni tampoc pot variar el resultat de

c�lculs de magnituds fisigues reals i amb aguest quali
ficatiu entenem gue són susceptibles de ser sotmeses a

observació. Tirapegui i col. (1977) han comprovat expli-
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citament tot el que hem exposat anteriorment en el con

text de teories pertorbatives,i per a casos de resolu

ci� exacta de la integral funcional. Assenyalarem pero,
que el grau de llibertat existent pel que fa a la dis

cretitzaci6 escollida podr� manifestar-se en l�ambigUi
tat intrínseca associada a certes expressions interme

dies presents en les etapes de calculs que puguin se

guir-se a partir d'una expressi6 func�onal com (46);
en aquest sentit, el fet d� decidir-nos per una pres

cripci6 concreta ens permetra de resoldre de forma uní

voca les ambigUitats abans esmentades. Creiem que aques

ta qUesti6 sera clarificada en el context de la funció

resposta a temps iguals que definirem en la secció se

gUent.

1.4 PROPAGADORS
;1

FUNCIONS DE CORRELACIO 1 RESPOSTA

Els elements fonamentals que en un estudi meca

no-estadístic ens interessar� con�ixer s6n les anomena

des funcions de Green o propagadors. N'hi ha dos d'en
tre ells especialment impartants que designarem com 9

funci6 de correlaci6 i funció resposta i als quals ens

reLerirem abastament en tot l'estudi que segueix.

En general, definim els propagadors com a mitja�
nes que abans que res hauran d'incorporar la p�rdua de

la imatge determinista en l'evoluci6 dinamica. Per oltra
banda eventualment s'haur� de considerar una font addi- -

cional d'estocacitat basada en el fet que les condicions

inicials prescrites per al sistema subjecte d'estudi, pu

guin obeir per si sols a una distribuci6 de p r-obab iLi-,

tat donada. En gualsevol cas haurem d'avaluar totes dues

mitjanes, si ocorren alhora, i' degut 9 llur proceden
cia desigual, admetran tractaments diferents.
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Després d'aguesta breu introducció, i precisant
que notarem les mitjanes en la forma usual (.� ••• > , és

possible demostrar l'existencia d'una expressió per als
. .

prdpagadors en termes de la integral de cam! definida

anteriormente Aix! escriurem
1a)'1

(Pf.. [b")--_'PI'.lf.)¡.¡J"'l¡,'",")_-.�I\¡."» � ) J),lr) )),17:) pl' .. Uu)"'rr.t�.) }lJ\I4(t'...) .··tl\t�)
10.>, 10

�

.Q¡(P {i j h [P¡<I.l iJ'-¡·) - ¡{(pI.) '1IT),T)]} (47)
lo

on la integral s'haur� d'interpretar a partir de la seva

versió discretitzada i amb el mateix significat ja es

mentat pel que fa al� limits d'imtegració. L'expressió
anterior ens dóna a entendre que les mitjanes, afectant

una su c c e s s í.ó de mesu-res reali tzades durant l' evolució

din�mica del sistema, s'hauran de prendre sobre les dis

tintes trajectories que aquell sistema pugui recórrer
entre els instants inicial i final t i t. No donarem una

o

demostració ri@rosa de (47) donat que la seva obtenci6
no suposa cap mena de dificultat. Podem pero, comprovar

la seva validesa amb un simple raonament intultiu. Aix!,
i per senzillesa, suposem que en els propagadors no hi

intervinguin més que variables q(t); en aquest cas no

més cal adonar-se que les mitjanes s'hauran de realit

zar amb la densitat de probabilitat conjunta multitem

poral que el sistema es trobi en els punts prescrits
per als instents fixats, pero en la hipotesi formulada
a propbsit del car�cter Markovi� del procés estoc�stic,
l'esmentada probabilitat factoritza en productes de

densitat de probabilitat condicional,de forma que, pas
sant pr�viament per la versió discretitzada de (L7), ob.·

tenim finalment l'expressió indicada.

Segons (47), els propagadors vénen parametrit-
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zats per les condicions inicial i final de la trajecta
ria del sistema. Ser� convenient de retenir la depen
dencia en la condició inicial si després volem incloure

la mitjana sobre condicions inicials de que ja s'ha par

lat, perb la que es refereix a la condició final és molt

menys rellevBnt� i en aquest sentit ser� més 6til rede

finir aquelles mitjanes un cop realitzada la integració
sobre l'esmentada coordenada final. Així, i amb la natei-

xa notació �c-
• pel propagador, sera

t..

( rp .. (�·..J ..._. �1)1lV.l > = J �11,) .br'TI pl""-lh.. ) .... �vlll"') up 1 ; j dT [rt<lt") ��Irl - ¡·(lrIT), �IT),T)J }
1-l�.)�'Io �()

(48)

Hem emprat identica nota ció per al propagador i pe� a la

mesura tal com �o féiem en (47) per tal de no complicar
,"

la notació. Aixo no obstant, el fet que només figuri com

a límit d'integració q(t ) = q , ens haur� de recordar
o o

que�q(r) en la seva versió discretitzada involucra un

nou element de volum m-dimensional, dmqn + 1; el pro

pagador ara,és interpretat com la mitjaua sobre trajec
tories din�miques del sistema amb l'ónica condició que

el seu extrem inicial estigui situat en q en l'instant
o

inicial. No creiem que resulti confús l'estalvi que pro-

posem en la notació car a partir d'ara només emprarem

propagadors definits d'aquesta manera.

Segons (48) sembla, a primer cop d'ull, que hi

hauria d'haver una depend�ncia deIs propagadors respecte
als instants inicial i final. La dependencia en t� és 10-
gica, pero no ho é�:en t, d.onat que aqu e s t darrer és irre
llevant des del moment en que realitzem una integració
sobre la posició del sistema en aquest instant; altrament
no sembla logic admetre la influencia d'un temps poste
rior en mitjanes preses en instants anterior�. De fet, la

demostració formal d'aquesta circumstancia és immediata.
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Situem-nos en la versió discretitzada de (48) i apli
quem-hi estrictament la definició de derivada respecte
a t, prenent el propagador avaluat fins aquest moment

i fent-ne el calcul per a t +� , essent é la longitud
d'un deIs intervals elementals. Ens estalviem alguns
passos de f�cil interpreta ció i finalment arribem a

cl./dl j ..b �,r) .DrIT) fp-.. I�.,.) .. -J
tl1 u:J .P>tp ! i j�T [ Jj = -i'/"u J ('n+ld.1\¡) J(�+Z. a '"Pi /�n 1m)

1no\:1-o fo "'-.'" r (:.-1 ("

Si tenim en compte que la integració sobre la variable

qn + 2
eus genera una r(Pn + 2)' i que H(p,g,t) ve do

nat segons (18) per

HtP�+"'�".flr" •• ) =P"'t1'J�((1"'+I,r.,.,)-';I},J P-II+l.¡.¡.P...t2.11 Dl"tJ(¡....... 1. .t..+.\ (50)

comprovem que la interpretació sobre Pn+2.anúl.la iden
ticament el segon terme de (49). Evidentment l'única res

tricció imposada sQbre l'instant final consisteix en que

els instants intermitjos que figuren en el propagaéor si
guin in;teriors a [to ' t] . Per tant, si es vol, es pot
obviar la referencia a l'instant t prenent-lo en l'infi
nit futur, tot i que nosaltres no ho farem.

En general no és facil interpretar físicament una

mitjana qualsevol on hi hagi variabl�p. La ra6 cal bus

car-la en que les m c-variables p� han aparegut en rela
ci6 amb els operadors respectius 5� l aquests no s6n
ob.servables. Aquesta caracte:::ística de no observabilitat
també es podria relacionar amb el caracter clarament ima

ginarL de p�, vegis (22), 'al com apunten Garrido, Lurié
i San Miguel (1979). Tot aixo ho interpretem com que tots

aquells propagadors en els que hi intervinguin únicaDent
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variables p seran id�nticament nuls, i m�s encara, �'a

cord amb el principi de causalitat, el propagador defi

nit en (48) sera nul si algun instant t. �s m�s gran
J

que qualsevol � .. La demostraci6 de tot el que acabem
J

d'assenyalar no �s complicada i ens limitarem a proposar

un raonament intuitiu de la seva validesa, que consisteix

en adonar-se que en tots dos casos el límit t d'integra
ció podra rebaixar-se fins que el p�.(t.) amb t. ill�S gran

. rJ' J J.
�

es representi en la versi6 discretitzada per p l.�.'
i

n+ ,rJ
en aquest cas la integraci6 sobre qn+l ens proporciona-
ria una f(p 1) que anul.laria qualsevol contribuci6.

n+
.

No obstant aíxo, ún propagador molt important
on apareix una variable p, �s el conegut com a funció

resposta que �ercira un paper rellevant en tet aquest

treball.

Per a introduir-lo procedirem an�logament a com

ho feren Garrido i San Miguel (1978b). Suposem que ens

interessés calcular la resposta lineal del sistema da

vant d'una pertorbaci6 externa introdujida modificant el

drift f(q, t) per mitja d'un camp extern g(t) acoblat a

les varia b Le s del sis tema a tr3v�s d' una funci6 0 (q , t).
El nou drift vindra definit, en conseqüencia, per

f �,¡¡,
l�,r) E r(�lt) + p� ("r) ,¡J{t) (51)

En aquestes condicions H(p, q, t) pren la forma

HrCp't,tl = PI'- [f!k(�,r) t��lr,r) ((U] - t/.z, FP.Pll Dflll(�,t) (52)

Si calculem < q�(�l» g, en el superíndex indica que hem

de prendre Hg(p, q, t), tindrem

( t�U\)>} '" j�'(,) :))1'17:) í¡)¿¡':) e:-pi!�T [t! ir) i 'Ir) - JI '"(¡11! "1',), r) J}. (53)1/1-,,). Jo ro
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La pertorbació intraduida d'aquesta manera, presa en un

instant tl genera una resposta per part del sistema, la

c�mponent lineal de 13 �ual podem calcular per a un ins

tant arbi trari t'l en la forma

'6h 0Lh) < t�(r',) >I� =JJJ�/T) ))/,ITj ((f�) [.t) ?p.lf,)I� ( ?u.>, t.)�lId ; j;T [ P",tT) t I'IT) _ ¡.{(rIT), f-.tT1 ,T)] }t to 1t1oJ'1o 1-0

" .; < f¡j{(;)j31(?/f<>,t.)!,,,"(f�» (54)

L'expressió anterior defineix la funció respasta �(t�, tl)
(55)

que interpretem d'acord amb el que hem apuntat anterior
ment. La maj oria de vegades es pren ti';. ,.. [1; i en s q u e s t

cas notarem la funció resposta prescindint de la barra.

(56)
De fet, aquesta és la definició convencional de funció

resposta, tot i que (55) és més general. Per altra banda,
el principi de causalitat té un significat evident per a

aquest propagador, i en aguest sentit sera nu L si tl > t�.
A més els prapagadars introduits en (48) estan

ben definits fins i tot en el cas que un temps t. coinci
J

deixi amb un ti>. En a que s t c a s es pot demostrar que a cau-
A.

8a de la discretització prepuntual escollida aqui, aquell
propagador adopta el valor co r-r-esponerrt al limit tj_ tlk+ O .

Dit d'altra manera i prenent el propagador resposta com

a exemple es té

(57)

Quant a aquest punt en concret, Tirapeg�i i 001.(1977) e3�

tableixen que
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on ot..., tal i com precisarem en 2.3, (2.27), és un par�
metre que ens fixa la prescripci6 adoptada en la discre

tització de la integral funcional. Per al cas que es pren

gui com a prepuntual es pot demostrar (Tirapegui (1977,
1978a, 1978b)) que � = O i obtenim doncs (57) com a cas

particular. En realitat es compreva que amb aquella pres-
. . ,

crlpClO

6to1 : � (59 )

i per a la discretització prepuntual sera

9101 � O (60)

Un cop introduida la funció resposta, definirem

la funció de correlació representant-la per un propaga

dor tal com

(61 )

Quan estudiem el teorema de fluctuació-dissipació, II.3.3,
veurem que sata certes condicions que ja s'especificaran,
ambdós propagadors mantenen una forta relació.

No voldriem acabar aquesta secció sense insistir

en un detall d'interes. La definició de propagadors dona

da en (48) pressuposa per a P(q,t/qo,to) normalitzaci6
a la unitat; és a dir

J /1Ur P(1,t /tOltO) = i (62)

i mentre no s'indiqui el contrari �o entendrem aixi en

tot l'estudi que segueix.

1.5. FUNCIONAL GE�mRADOR DE PROPAGADOPB.

En aquesta secció ens proposem introduir un fun�

cional generador del qual es puguin obtenir 8quells propa-
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gpdors definits en la secció anterior, emprant les re

gles usuals de derivació funcional.

A tall d'introducció, assenyalem gue la idea d'in

troduir un funcional, depenent de fonts externes, o de fun

cions prova,com se les designa a vegades, per a calcular

propagadors aventatjosament, no és recent ni de cap mane-

ra pot considerar-se patrimoni absolut de formulacions me

cano-estadístigues o estoc8stigues. Schwinger(1951) ja
tracta aguesta güesti6. enel context de la Teoria Quantica
de Camps i actualment s'ha convertit en fonamental en gual
sevol text sobre aguesta materia. (Bogolyubov i Shirkov(1959),
Roman (1968), Amit(1978). Posteriorment seguirem en la ma

teixa línia els treballs de De Dominicis i Martin (1964a,
1964b) bé gue especialitzats a sistemes guantics de molts

cossos. Més recentment, el tractament estadístic de sis

temes cLa ssi.c a contingut en el formalisme ¡VISR(1973) de

Martin, Siggia i Rose, insisteix en la mateixa güestió,
i també Phytian (1975, 1976, 1977). La seva utilitzaci6
ha estat finalment ampliada per a abarcar sistemes esto

c�stics (Tirapegui i col. (1977, 1978c)).

No volem pas insistir en els aventatges de la se

va utilització ja que ens hi tornarem a referir en 2.4 ,

guan pLarrtegem el funcional generador en representa ció La

grangiana. Voldríem pero, ressaltar la pulcritud formal

amb que podem treballa� un cop imtroduit, tal i com es com

provara en les $eccions subsegüents. En 11 i 12 es veura
gue resulta especialment útil en el context de teories per
torbatives no renormalitzades.

Definim el funcional generador, Z(J, J*) com

t

l ( 1. r'") :: < exp � i th [Jt<ITl (Ií) + rl'-¡1.") pf'lr)J}) (63)
o explicitant-ne la mi�jana

t {J. J�) =1 j)Vl);J)rIT) (?XP {íl�r [ff1rl ¡"'Ir) - fI (¡IT) , 1fT), r) .joJffrj rt'¡rj + f�T) �/T)J}ftl.,J=io lo (64)
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on J(c) i J*(c) són les funcions prova respectivament
associades a q(c) i p�). A partir de la propia definició

de Z(J,��),obtindrem els propagadors per derivació fun-

cional

Una propietat interessant d'aquests propagadors,que j� es

podia comprovar en (47) pero que és més evident en (65),
consisteix en llur simetria en front a qualsevol permuta
ció dels seus arguments, expressable ara per la identitat

de derivades creuades en (65).

A partir de llur pr�pia definició sera

l (O, O) "' 1 d ¡. P (" t /1°' fa) :: i
l'

(66)

segons que s'establí en (62). Si no es verifiqués aques

ta condició hauríem de redefinir els propagadors intro

duint un factor [Z(J, J*)] -1
en (65).

1.6 CONDICIONS DE CONTORN.

Atesa la definició de propagadors partint d'un fun

cional generador, resulta obvi quees podran calcular facil

ment, si es coneix aquest darrer. En aquest sentit ens

plant�geci la necessitat d�establir c6ndicions de contorn

adequades que poguessin ser eventualment d'�tilitat davant

la possibilitat de determinar Z(J,J*) com a solució d'al

guna equació en derivades funcionals que en tot cas cal

precisar.

Tenint en compte (36) és immediat comprovar

(C7 \

\. c· .)
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Per altra banda en l'instant final és té

1/í �'U!/': = fJJ11�))Jf'-r)!ftt)-txf¡:1;T[ J} (68)b 1 1) 1 (I,')"1o fo

i integrant sobre qn+l amb la conseqUent aparici6 d'una

S'(p 1) i posterior integraci6 sobre aquest argument s'ar
n+

riba a establir

1/¿ :ilrU.7{.)_O (69)
ó j"t-'-(t)

_

que amb (68) constitueixen les condiciDns de contorn bus

cades, la validesa de les quals pot generalitzar-se per

a qualsevol funcional generador.

,

1.7 DETERMINACIO DEL FUNCIONAL GE�mR�DOR ASSOCIAT A LA
,

DINAMICA LLIURE.

Més endavant pretendrem desenvolupar �na teoria

pertorbativa per al calcul de propagadors i especialment
per a les funcions de correlaci6 i de resposta. En aques

tes condicions ser� convenient de definir d'antuvi el que

prendrem com a sistema no pertorbat, que també qualifica
rem de lliure, aixi com els propagadors corrisponents als

que donarem el mateix qualificatiu.Introduirem un funcio

nal generador associat a aquesta dinamica lliure, l'obten
ci6 del qual ser� l'objectiu fonamental d'aquesta secci6.

Tenint en compte l'expressi6 (18) per 8 l'Eamilto

nia complet, descomposarem el drift f(q,t) en la forma

(70)

amb F(q,t) una pertorbaci6 i fo(q) una contribuci� lineal

(71 )

on en aquest cas no existeix suma sobre indexs repetits.
Notarem aquesta excepci6 escrivint-ne un d'ells dins d'un

parentesi. Altrament descomposarem la matriu de difusi6
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D(q,t) segons

D).{u l�,t)?: Dcflv -t AIll) l'j.,t) ('72)
on Do es pren constant i amb les mateixes propietats quant a

simetria, etc., que se suposaven per a D(q,t). En aquestes con

dicions descomposem el Hamiltoni� complet en una part lliure

Ha i la corresponent pertorbació Hl, on apareixeran les contri

bucions de F(q,t) y A(q,t)

(73 )
¡<., DllvHO(P'4)=J'>c�')4I� -'!Z/PI<PIJ .;

*- (74-)
El funcional generador corresponent Zo(J,J ) vindra

donat per
!:.

lo(J.r) " i .1J�/�) .bpl1") {>xp\':ldT [r,.I'T) �I'IT') - Ho (pIT)''lIT'i) + Jl"'T) (Ir) +J"�r) PI"Il) ] }fO.): '10 �o ( 7 5 )
,

i ens proporcionara par deriva ció funcional els propagadors
"-

no pertorbats associats a la dinamica lliure engendrada per

Ho·
\

Les condicions de contorn establertes amb caracter

general en la secció precedent, seran, evidentment, v�lides
per a Zo(J,J*"), el qual pretendrem de determinar com a solu

ció d�una equació en derivades funcionals, ,l'obtenció de la

qual detallam a continuació.

Per a fer-ho apliquem el lema d'integració per parts
que per a integrals funcionals establim com

J J)� _[_ rr(f) :u (76)
Ff;

Sobre aquest lema, ens cal precisar que en tot el que se-

gueix interpretarem la integral funcional, o més ben dit la

integració funcional, com una operació lineal que pot inter

canviar-se amb la diferencia ció funcional respecte a una font

exterior, i que obeeix el lema d'integració funcional per

parts (Rbsen (1969)).

Si pa r-trí.cuLa r-i.tzern (76) en p rendz-e j=' com l'inte-
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grant de (75)

J })1(7:} JJf'r)
11101• ,,,

i efectuant la derivada funcional indicada
l

i J ))1IT).hrIT) [i"'U-'J -
� H�lrLl::�,��) T T�'/k(t'JJ exp{ L j �T [F,..'T)f�,r) -Ho(rlrJ'1IT))+

111;)=,. r,.. �o

+ JI'" IT) ¡." Ir) + J"';'r) FI""')J} '" O (73)

o equivalentment

%t' ti,
F l.{J. r")

.¡- rJ4¡t�Z IJ,7�) - 1,� i!¿
i�tf'}

(79 )

on s'ha tingut en compte l'expressi6 per a Ho(74)
com el caracter simetric de D . Reescrivim (79)o

_ J¡'I-I{tl) go IJ,r�) - D/jj S [ot:1.1�)
Sll-'¡ (t')

, �a i.x.i,

(80 )

1'= =Í, "1 "'-

Si féssim el mateix per a �/ d {11:1) , un c op rea-

litzada la derivaci6 funcional, arribaríem a

¿ 1 J;�I.-)JJl'lr} [ -f¡./I"} - 'dilo (plf'J'1li:.!..) + Jf-If'J) HP!)�r[ ]!: O (SI)
�(/o};fo ?!I'.{t') J,o. J

f�r,to
o equivalentment

• 2. 1/, J 'lo/J, 1'")
_ '1$") l/i � 'Un ')

+ JI' {fJ ZO (J, 7�) :: O
n: /; srrtn cJJ';'f/(') (S2 )

i aleshores sera
J ¡IoIJ, r'")

, JI"Lt') r¿{7.1·)
SYI'/t'j

1"= j""/"'- (S;Z; \_/ )

Resolguem aquesta segona equaci6. Sens cap mena de difi�
cultat establim

t' .

1¿ jJ'l;���;:) = [ e; + �d1' J?lr) Zo(J,l';'j bif t A?Mr}] �)(P i - A_I�) tI} (84)

on C,_,.. és una constant arbitraria que determinem amb la
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condició de contorn (69)
/:

� ,; 'l dr J¡Jlr} ¿"p{ l�)T) to[J.rJ
110

i substituint a (84)

. '!I:. ólQfV')
s _ jf�, .nf i 1 rp.J Ir_ti)} J¡;.lr) .zo{:J.l"'¡

.

dJ"f'/t'] f

(85 )

(86)

Podem definir a partir de Garrido i San Miguel
(1978a) una funció Ro�(t) per

R�p. tt); �(l) ó� �J(p{ l't"Jt} (87)

on e (t) és la funció d 'Heaviside.

En 10 veurem'que la funció introduIda d'aquesta
manera coincideix amb la funció resposta lliure, i d'aquí
ve la notació emprada. D'acord amb (87) reescrivim (86)
com

JI ¡loa.r'} jt ¡) '2
li J"fLf,)

� - [t: J(
0f- [r-t') Juir) z¿ (J. 7�)

{ lo (83 )

d'on

(89 )

Centrem-nos ara amb (80). Tal i com hem fet abans,
establim

on C� és una nova constant d'integració que fixe� amb (67)

i per consegüent

(92)

Si substituIm (88) i (92) en (90) arribem a
.

t

1.. I� 1:1.7'") ,,[�i4 f!"P {2:,uJ {f'-t.)'j' -j:rRf4¡e-T))"'frH 1. D}J./J1;�i,/rII(�(T'-r) Jf 11') o!)l?!-lrJ rr-t117•

SJ. ¡t']
DI) o 'J

,.. fa fofo
f.1J.r� (93) .
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on per comoditat s'han canviat els índexs muts.

Definim ara la matriu Ó (ti, �I) d'elements
t:

t:/lJ(t�T') E D/rjlr R� trl-r} ¿?Xp{ A'J<} Ir-t'J_} (95)
'0

i tenint en compte (87)

_',(Pt- ( 1'0,+ ),,,,P:j - �)(P f - O'oH l/i'"')fo J
�,�) .... ").,/"")

.,I,(p - (J,O) 1" Al!,,') TI - exl' � - (1'.)+�II") roJ
),.1 -jo l.,...)

i finalment

(96)

- "'''f 1 A,./ r + \'/,"I r' - ( )"v) .;. '}'f'4.) -ro 1 ]
Directament a partir de (96) es comprova la seva

simetria davant d'intercanvis d'índexs i arguments

�
).'v

U.', rl) , t/I'- {7:', ti} (97 )

A més a partir de (95) o' (96) .es verifiquen·.indistíntament

les identitats

_¿l)llJ /fa I r') '" O = ,t/fI. I T', fo}

/1}1U¡ I L) e /1t1f4¡!'Olt')U 1: I lo '" o ¿_;

(98 )

Un val�r límit és aquell en que

6 p.ú (t� t'l , -
D/i} [i - QX(l { ( Á.", .;. Lr-/) I f-I; J f' ]),,,, .. �'t'>

la magnitud � (tll, ti) coincideix amb la que Garrido l
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San Miguel defineixen com a propagad0r estocastic; cal

perb, tenir en compte a efectes d'una estricta compara

ció que alla es pren to = O i que altrament la seva ma

triu de difusió correspon a una meitat de la que s'in

trodueix aqu�.

Tornant a (94) l'escrivim com

4/T1 'l. 5 l. 1;;' o) ,,¡.¡¿Uf ¡ A'l') If'-f;,) 1 + i.j� r' ¿J jJ¡JI ti, rJ) J,JIl)
/f.(J,o) r5.l¡.lt'J J

�o
(100)

qUB �s l'expressió final:·buscada.

Recordem que la dependencia en t �s irrellevant

mentre que pel que fa a l'instant inicial t comprovaríemo

que deixa d'intervenir en 6fL'\c.·d amb la hí.pó t e s í. tQ"""_oc
juntament amb la condició �<O necessaria per tal que la

din�mica lliure estigui ben definida. Per altra banda en

aquest cas, el terme en que intervenen explícitament les
condicions inicials en Zo(J,J·) s'anul.la identicament,i
correspon a la idea que despla9ant les condicions inicials

fins a un infinit remot, el sistema regit per la dinamica
lliure considerada aquí, s'oblida completament d'aquelles
condicions inicials, amb el transcurs del temps.

Pot ser d'interes considerar el límit determinista
per al sistema lliure, facilment recuperable en prendre
com a nul.la la matriu de difusió D. En aquest cas parla�
rem d'un funcional generador lliure determinista, que no

tem ·Zod(J,J.), i que obtindremrn �o(J,J�) en prendre el

propagador e s t o cá s ti c 6 (t, "C,') id�nticament 1:1.U1 , C8r de

(96) se'n treu que �s manifestam8nt proporcional a D. D'a
quí ve el qualificatiu d'estoc�stic. Així doncs sera
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(102 )

cs s t í.cs

An�logament podrfem definir la contribuci6 esto

a Z (J,J4) com
o

1: t-

l/U) s be? I �Yz,1J,,1"1" Jf-Ir) tJl'(�TI)]!l/T))J
fo fa

(103 )
-

JI.

amo la gual cosa hem aconseguit una partici6 de Zo(J,J )
en dues components ben diferenciades i el funcional com

plet ens resulta com al producte d'ambdues.

(104- )

1.8 IvIITJANA SOBRE CONDICIONS INICIALS.

En la secci6 4- parl�vem de la possibilitat d'incor
po�ar una mitjana sobre condicions inicials a la intrín
secament generada per la dinamica estocastica. Fins a�a

els propagadors han estat calculats suposant una condici6
inicial fixa i coneguda, per5 en cas que el sistema obeis
una distribuci6 estadística de condicions inicials, supo

sarfem aquestes condicions com expressades �itjan9ant una

densitat de probabilitat P(q ) que prendríem convenient-
o

ment normalitzada

}p J� pr,o) = 1
(105)

En aguest cas l'efecte estadístic engendrat per P(qo) s'ha
d'acoblsr al de caracter estoc8stic considerat fins aquí,
cosa gue ens mena a definir propagadors on s'hagin tingut
en compte ambdues mitjanes. Els notarem afegint un super
índex P

< _._.)p � J J"'�o <--- > Pi1-D) , (106)
r

i corresponentment introduirem un nou funcional generador
ZP(J,J1-)

-52-



lP{j,j'¡ ;: (ZI:J,J")/ ,: j Jm10 Z(j,J+) P(�o)
r

(107)

del qual n'obtindrem els propagadors en la forma usual,
i ens resultaran amitjanats amb peqo) tal i com volíem.

A partir de (105) i de (107) i de la definició de Z(O,O)
resulta clara la condició de normalitzaci6

i?
Z (0,0)=1 (108)

En tot el que s'estudiar� a partir d'ara i mentre es manl

festi expllcitament amb la notació emprada, s'entendr�

que el sistema subjecte d'estudi obeeix aquesta distribu

ci6 de condicions inicials •

.1

1.9 OBTENCIO DEL FUNCIONAL GEl'TERADOR A PARTIR DEL
,

CORRESPONENT A LA DINAMICA DLIURE •

En la secci6 7 fórem capa 90S d'obtenir una expres
sió per a Z (J,J*) continguda en (lJl). El fet d'econse

o

�uir-la ens ha�ia servit com a exercici formal si no fbs-
sim ara capa90s d'establir Z(J,J�) a partir de Z (J,J�)o

car el primer d'aquests �s el gue correspon veritablement

al problema considerat. Aguesta qüestió �s la que pretenem
tractar ara i de fet constitueix el punt de partida en la

construcció pertorbativa no renormalitzada deIs propaga
dorso Cas aguest gue veurem en 11 i 12.

Tenint en compte la partició de H(p,q,t) esta

blerta en (73) i do la pr�pia definici6 de Z(J,J*) se'n
treu

,

'

1:
_ 1:

'l eJ,:¡''} ::: )..h� 1,.) );plr) IIXP{ � J d'l" L p�h') 1I'IT)- Ha \ �'Tl, �It') t JrIT) (IT) + :¡>'�J i1' '''e)] fl ;!<pl_¡J �'\" H� lrlT'L1'T) ,T )1
¡ilpl'1o lo 1

f J
o

(109 )
que podem escriure de manera m�s compacte si tenim en

compte (75). com

VJ,7'")" npl-¿'¡�rHl(i/ L ,y � .r)¡1 Zo{J,']")
(ro 1, JJ'/T) L 0]11") (110)
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. ,

presslo

hem d'escriure primer l'expressi6 per a El havent substi
tult p(z:-) i q('r:) respectivament per1/i f/p/'Ú) i 1/� óiblt") , per

a després fer actuar exponencialment l'operador resulta��

sobre Z (J,JIf-).
o

Aquesta és formalment la relació buscada. En l'ex

anterior s'haura d'entendre que per a obtenir Z(J,J�)

Centrem-nos ara amb la mitjana sobre condicions

inicials de que parlavem en la secci6 anterior. Si, 0al l

com és de suposar, la pertorbaci6 El(P, q, t) no depen de

les condicions inicials,expressarem ZP(J,J�) a partir de

(107) i (110) en la form8

lPIJ,7")=<lx?l-ij�rHj(y'.·� ,JI: r; Ir)} Jello P(lo)Zo{JI'J�) ('111)to
I 53 t') \.íJ ¡T) f?

on per conveni�ncia hem escrit les derivades funciona1s

tora de la in�egral ja que implícitament aS3umirem que

1�operaci6 de derivaci6 funcional i la que correspoD_a amit

janar sobre condicions inicials commuten.

Introaui�t analogament a (107)

'lap(J,J"") ;; idJa P{1o)Z,{:J,9�) (112)

reescrivim (111) de forma equivalent a (110) com

ZP(]'l�) -= ,,�r{_{Jl:dT H11j. .L, ,'¡' ..c. .¡-JJ ZP(J,J''-)
+" \ \ �1',r) I Ó3iT) o (113)

Intentem expressar Zop(J,J*) com més compacte millor. D�

finim doncs P(x) com la transformació de Fouri.er d.e P(a )
.

-o

segons

P(x) � Jd"'io P(io) exp\:,:xp.}
r

(114)

a�o la qual cosa a partir de (105) és obvia la condici6
en l' origen

'"V

P (o) " i (115)

Identificant

(116)
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on el factor 'Pcft: drexp \). (t-tO)P-(T ):ynclou en la seva

totalitat l'efecte estadístic associat a la distribució

de condicions inicials.

Altrament, l'expressió (113) amb Zop(J,J*) donat

per (117) és suficient per a desenvolupar una teoria per

torbativa no renormalitzada de calcul de propagadors. Així

qualsevol d'aquests, i a partir de la seva prbpia defini

ció, s 'obtindra desenvolupant i
:

exponencial en (113)

( P��!�... ) ... - 'j-011-1:'.)l =

on cada terme de la suma conté un producte de derivades

funcionals aplicades a Z:p(J,J-), que es calcularan en
o.

Per a avaluar les contribucions obtingudes quan

les derivades funcionals actuen sobre p�t d rexp 1 ) (T -to») J (T)
establim sense cap dificultat

ro" p( 1+ J'nXp\AIT-ta)lJ'Tl)
I

'0"<- P{x.)

I n'"-· ) 1
.

1.)1i ( ." - .to
: ji.... e)(l ¡ ¡\ (o/,,) (T lo. - 'o

ft

n",,11,) ó Jo:>z, Ir,,) JJ,¡",11uJ
\ UXJ, .. ,(JX",.... ,1<./

:).0 X-O

(119 )

i de (114)

'1'
'd" P(x)

t" Jx"" ... .1x"... \ :(=0
/ d, ci."" P

- ,,�o __ o. to > (120)

que representa la mitjana sobre condicions inicials del
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�roducte de'�ariables especificat,
(119) en la fJrma

t

'd"p (t.dT .up \ AVr-ro)} ]11'))
I/i" I1 j.,¡. \ r.) . - _.. á 3,(.,.1 r... l

j = o

reescrivint p�r �ant

(121)

1.10 PROPAGADORS LLlüRES. n;TRODUCCI6 A LA REPRESENTACIÓ
...

DIAGRANATICA.

Un cop vista, en la secció arrte r-Lo r-, la form.s en

que els propagadors poden ser obti�guts a partir de Zop(J,J )
mi tj ancarrt tecniq ues pertorba tives ccnvenc í.ons l.s , no ens :la de

fer estrany que en els desenvolupaments corresponents, la fun

ci� de correlaci6 i de. resposta hi reali tzin un paper prepon
derant. En aguesta secci6 les ahtindrern a partir de l'expre
ssi6 per a Zop(J,J ) donada en (117).

Estudiem primarament la fu�ci6 respaste lliura. Se-

go�s la definici6 establerta de macera general en

,

ra

(122)

an el sub!ndex indica clat'a�ent que es �racta d'u� pro

pagador lliure, i el super{ndex fa refer�ncia a la mitjqna
sobre condicions inicials. Obtindrem el propagador 1ue

f i.gu.ra e n (122) en la forma usua L
':"

---

'7 "! �)�. u ,¡J (' " )
. 1/ d c! Á,]e 7

R.Of'- t'. t. = -¡ /i! J].y') d't'-(t")
o

}7'�O (123)

i tenint en compte (117) arribam a

d ,Pft, (,) _ ¡¿d .i>
It'- r) : �N'-t·) J; '-"? ! Aí") (tl.t"Jj

Rol'- I - 0;-L
(12LJ- �

Jn s'�a tingut en compte (87). D'aguesta manera es veu

cLa r el pe rqus d' escriure el t e rne de la d re t a en (87)
com la funci6 respasta lliure.
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A partir de (124) fixem-nos que la funci�;res
posta lliure �s completament independent de la distri

buci6 de condicions inicials, del temps en que foren

prescrites, i tamb� de la matriu de difusi6 D. Quant a

coordenades temporals, deperr únicament de la diferencia
entre els instants en que es pertorba el sistema i aquell
instant en qu� es considera la resposta,i com a tal pre

senta manifestament la propietat de simetria sota despla-
9aments temporals.

Pel�que fa a la funció de correlaci6 i partint
directament de la seva definició (61) sera

)ol-'V,p (.t', c") :; (q}tu') qÚ{t"J)op = JI
r f z P{1 1'"); (125)Pe t t il.
b+[t') ,)]ult")

o t

'J. J'= Q

que arribarem a expressar teni�t en compte (117) i (121)
J pa (t' t") < fI- ¡,Ji? { , , r

j Af'll. ")¡ro ' :::: fo?o ex? ly.v ti-t.) + A,.¡ U -f;,) + U Lt-,t (126)

Observem en aquest cas la presencia de dues contribucions

perfectament diferenciades. Per una banda el primer terme

reflecteix la mitjana estadística sobre condicions inicials,
mentre que Ó�u (tt,tll) dó ria compte de la mitjana e s t o ca s t i.ca .

1 encara mGs, resulta convenient de definir

(127)

8mb que

amb el significat ja comentat per 8 ca d.a s cun d.eLs -':ermes

explícitament escrits.

Les expressions obtingudes per a les funcions de

correlaci6 i de resposta 11iures coincideixen del tot amb

les de �arrido i San Miguel (1978a).
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Només per simple inspecció de les expressions
és evident la simetria

(129 )

puix que de (127)

j:¡J (t', in) := }/;<- li", ti)
i respecte a 6"'u (t ", t " ) ja la veiérem en (97).

(130)

Sera d'utilitat posterior disposar d'una repre

sentació diagram�tica per als propagadors,relacionada amb

la que empraren Enz i Garrido (1976), i que ens permetra
d 'es criure els desenvolupaments pertorba tius mi tj ancant
tals diagrames, de manera semblant a com feren Dyson (1951)
i Simanzik (1961) en Teoria Quantica de Camps i que en

l�actualitat ha esdevingut convencional. Tot i q�e en aques

ta secció ens limitarem a tractar els propa�adors 1liures,
en fixarem els diagrames tant per als 11iures com per als

complets i així quedaran establerts en 11ur totalitat per

quan calgui fer.ne ús.

Així, representem els propagadors 11iures mitjan-
cant

R�)kU-',t")
jo )AV, P

?o re,!")

¡j J).

t' tn
(131)

LI- ¡j

t' f"

i els complets per

R Llp.. P
(t', t" )

fo )J-�,P tt', +")

}l
=:=====�J'
t' 'r

�
(132)¡J

77t,======t"

Així designem els propagadros en la dinamica 11iure per
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una línia senzilla, mentre que els complets, o vestits com

a vegades se'ls qQa�ifica, ho fem per linies dobles. Les

que corresponen a funcions resposta porten una fletxa que

apunta cap al passat. A partir de (127) hi ha també la

possibili tat de partir el diagrama corresponent a 00 (t', t")
en altres dos, cadascun d'ells representant respectiva
ment a go (t ", t") i a ó.. (t', t")

)( to
,

,

,

(133 )I"'t'

t:/" lr', t" )

Aleshores podem escriure diagram�ticament (128) com

f.t ¡) .,1; � 1()
I� ¡j.

, , + �"t' t" o ,

(134 )t-A ir1 vi el! t'

1.11 SISTEMES PDRAMENT DETERMINISTES. CALCDL PERTOR

BATID MITJANOANT EL FUNCIONAL GENERADOR.

En les dues seccions vinents ens proposem d,',es
quematitzar el calcul pertorbatiu no renormalitzat de

les funcions de correlació i de resposta, almenys en els

seus ordres m�s baixos, a partir de l'expressi� gen�rica
(118), En aquesta secció tractarem un cas límit correspo
nent a sistemes purament deterministes i deixarem per a

la següent la consideració d'un problema estocastic.

Per a sistemes purament deterministes havíem tro

bat ja una expressió explícita per al funcional generador

Zod(J,J�) que venia donat per
t t /;

Zo" (J, 7 ir) ::: ex? f ¡�/-j dr €xp � Aq..¡ (r-ro)J J,u.lr) - i ! r;lr!dr' J,u.1rJ R �(j tt- T�) J.� rO) J
fo fo lo (102)

a partir del qual obteníem Zd(J,J�) en la forma usual (110)

Zcl{1.'1.): -eJip{_,,¡édr 1-/111.. .r., 01(. _f ,,)} 'lod.{J,J�) '(135))10 \ I óJ"r¡ � O]iT)

o prenent mitjanes sobre condicions inicials
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d, p t: • d. p

Z ( 'J , J;') "ex p ]1 - ¡ j d r H j (v.. L. . Y: � ,.-) Sl to ( J ' J JI. )
fo "S1"1')" 03"1')

(136)

Fixem-nos en aquest moment en un fet important que con-

d d p( "")corre en Z (J,J*) i evidentment en Z J, J ,que no
o o

�

�s m�s que el car�cter lineal en J(t), J (e) de l�argu-
ment de l'exponencial en (102). En aquest cas i essent

:tuna funció arbitraria d' arguments 1h r/n"'l"¡ o ih �'/sJlr;)
la s�va actuació sobre Z�(J, J*) vindra donada per

+i Y¡ L. ) tod( J, 1" j , ?o'�J.7¡") 'J[¡./¿�?¡ ).'1") (f'� f;)) -lJrl �:u (t"-T') J4�T') + I/� Ó\.li"J-

\ 5]1'1+) fo l'
1:.

�(� � ) r¿d{I,Y'")" 'loJ{J.7/.) r[ _1 dT.J¡j Ir) J(�/r-t") + ¡ji �.. p. t",]I JJ lr"¡ . � á:J (

(137)

(138)

" A

amb a í.xb definirem unar cpe r-ado r-s 4- (tI!) i t (tI!) segons

A

<ffJ- (f")

(139)

Á

t" !f")

(140)

on

(141)

i que vindran donats segons (137) i (138) per

,LJ'.{tl/) _ qf'- /1 u: t.)/ I.�T'R'"- it"-T')J;¡'�T') + l/o S--
1 / -

rO BX?? ,Á'f'-} -

o

¡-/fa
OI.J (t

5Jr\th)
A

JI:�IJ._ It") -xÓ.- J,. J¡j Ir) R�I1, i r : t") + {l. Ó
" r: 1.., Ó]t-)-'-(tlt)to

(142)

(143 )

Ben aviat veurem la utilitat deIs operadors in

troduits d'aquesta manera. De moment considerem els pri
mers termes en el desenvolupament de la funci6 de corre

lació. Particulari tzant (118) per a 0-}J-tJ P
(tI!, t'), i escri

vint explícitament la mitjana sobre condicions inicials
00 t :1.

p

¡;. f'" P
t t' t') (1 J

) ('1 r ) < ( \l i: .)� -t

1 (r ,/L ) � (] F)\, '

.¡
óJf'WJ

(¿ JJ¡j{t') fa ��. �1 dT� H, X ór',,·.; ti ,\Jlrd
Ir... .

/b"L:O
'o

(144)
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Introduint les derivades funcionals dintre de la mit

jana i desenvolupant l'exponencial fins a primer ordre

�)1UIPltU,�'J" «(y'. L )(t _f_) r i -¡J!:'dT' H, (,)._f 'l' L 'T)II F,,"I'J,'J"J'\ + o (H,?)=
I 6Jl'lf'J � óJ�(r) L -1;

1I ,,1"Ir) 'c)]'TJ 'j . !¡]:7:'O
jJ \ d

?

:/(ZL )(,z.I_,)�{n.1t.)\ _. I JdTH(l/f .J/L'T)('/L )/'IL)gI1f')tO(l\ I

nl'lt" (; n.lI·) th,1.:0 \

\�"
i li ¡\,'IT) fi. �-¡rr) I¡ �+It".!)l/, (i.1tfJ o {}='7�o

(145)

El terme d'ordre zero en la pertorbació ens ha de donar

logicament el propagador 11iure )6-6,P(tll,t'), i en ser un

sistema estrictament determinista obtindríem 6nicament
la contribució no estocastica gtlJ (tll, ti ). Aixo pot de
mostrar-se sens cap mena de dificultat. Tractem dones el

terme en primer ordre. D'antuvi haurem d'especificar Hl.
Suposem el cas mé s senzil1 possible d'una p e r-t o rba c.í.ó

quadratica; és a dir sigui
<J' y<J l' rF (�, t ) : U G;¡ t t (146)

sense dependencia explícita en el temps. En aguest cas

(147)
Per tant escriuríem el terme corresponent a primer ordre

A partir de (139),(140),(142) i (143) reescriurem (149)
amb la previa introducció de Ls operadors 4 ,�! i previa
substitució per llurs expressions corresponents, per a
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expressi6 molt aparatosa pero ben senzilla de calcular.

Efectivament, els termes que contenen derivades funcionals
no proporcionen cap tipus de contribuci6, llevat el de

ó!dJ'f.(T.) car a la seva dreta no hi ha res que sigui fun
ci6 de J. Per tant reescrivim (150) com

,

J:

.; < Z J(J. 7") r;;. j�r�;rl LIT') !?�rr IT'-r)-¡-Y; r�rr J [�or�.l'� Á/TI h-To J}-� l� J1 �
t r.?

- Jt' R:¡J IT-T') ]"'U1II) ] ---- .... [t�I)",p{ ),�)(l:'-r.)J - J h' R�ilP-rl) rtITI)J) (151)
lo 1,,1'.0

que podem posar en la forma

d o:

j
�

{ [ J
l:.

¡J J [f, J
l:."[ .. u J-t(Fo 1'1.7'") rrf dr - �r' JuIT')f?ca-lrl'T) 1Qf"P\).,'·l"1lT.�))- �dr'R.ouI1-T')j Ir')

� � o
"

1:
.r, .. [�o¡J�"P\}.,�)l}-'-i;l}_)drl�t(\-I-TI)J"'fIT')J + 1/\ L [_{tu<1"f�'\'I',l!-·-t.h� d J'Í-O""IT) 1:.
·d''¡1 lt'-�)} (¡}"eXp\)'Tl Ir-�)J ¡!:.Jrl R�\llr-T')r�T')+j.oo<,�pi).(�)(T-t)}J�r'R�Jlr-r,)J'fr')J� �

- j/ 'jo!=r f .111'" (7-fo) + AI.O Ir-T.)) ( ,/ p)(d i, ir'-I;� j�r' R�f{f'-r')J��T') +
t P �

+ 1! �p { l",/I'tY¡h' JI':; It"-" ) J ',�,,) ¡. - --- - - J J ) (152)
lJ='J4::o

Els termes no explícitament escrits corresponen als que
contindrien la font J* en forma no lineal o no la contin

drien, i en qualsevol cas llur contribuci6 �s nul.la si
es t� en compte que rera les oportunes derivacions sobre
J* hauríem de prendre J = J* = O. Podem simplificar (152)
si tenim en compte que la primera de les contribucions a
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la integral en la variable. L: és a dir, aguella qu e

cont
é

com a factor (- Áot d-rJ� (TI) R�I)(TI_T)) , �s
identicament nul.la guan es pren J = 0, i en consegü�n-
cia ens gueda

< f a: jb í
-

.; Z 13.7.1) rrS" dr Y¡ o�'<1(r) t -�g. J/ <'Al! JI!"') (f'-I;) + )'vl ft'-IoJj
�t t

�r�¡(P � AITI Ir- t)) j c)r' "e�H Ir- T') Jt�r') + fe �J(J { ),0 Ir-tJ_)L Jrl R� tr-t') J�¡)lrl)) -

lo lo
� r r i' ( k I

J: J 11.;-
te 1· 4"P llr) tr-/¡j) -1- A,O Ir-r.!) \ to ""d �,,.J W-Io]Jj Jrl ;¿or(f'-r'J] IT') +

1:. p +0

+ c¡.,��xd d,p) tfl.l;l) /rf.r} R:iJ (t'-T') ] ,"J¡rl})].) (153)k Ib7�O
Si en fer la derivada funcional recordem que amb la dis-

cretitzaci6 prepuntual prescrita agui,la funci� respo�ta
a temps igual és nul.la, arribem finalment a expressar

el terme de primer ordre en la forma

o- J /;
r fr-s < � (;J, 1·) ) dT 1ü fe i'Xp i l,y} tr-iz) -1- )10 (T-70j

fe
p

['j..�",,,p� 1'10<) (t"-1o)); R.�IT(t'-T) +j/upl ),,,, UI-f;JjJ?::' It�-T)J> (154)
b,7�O

i per tant fins aquest ordre la funci6 de correlaci60ve
donada per

%
!JlJ,p
Ir, t') ; i: It", 1') .¡-

1:. J
+ r�S' [ ('toí �/" 1;¡K. ') 1 <AT "'XP\ �'n troto) + \/olIT-to) + :\'1'"' U-"-toJ} Roo;!" lt'-T) ""

t,J

+ (1.r1! jo')'ir -r i l" ,,-�). ) ," fr-") + A,", [1'-.') R':;. 11"-r) J + O ( y¿)
'k (155)

Es usual de considerar la distrituci6 de condi

cions inicials de tipus Gaussia; en aquest cas ja se sap
aue els moments d'ordre senar d'aquesta distribuci6 s6n

nuls, i per tant, per a aquest cas en particular, no exis

teix contribuci6 no nul.la en primer ordre de teoria de
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pertorbacions per a 0-'U) P
(t", t'); és a dir

//I),í'tt" t') " Jo)J.¡J 11", r) + O( T') (156)

El calcul prosseguiria ara de la meteixa manera

fins arribar a l'ordre desitjat; en el tractament de les

expressions resultants augmentaria l'extensi6 pero no

la dificultat.

Pel que fa a la funció resposta, un calcul com

pletament analeg ens demostraria que també en aquest cas

no hi hauria cap contribució en primer ordre sota la hi

potesi de condicions inicials gaussianament distribuides.

Per a generar la representació diagramatica, tin
drem en compte que en els diagrames corresponents a l'n

essim ordre de la pertorbació,apareixeran n vertexs que

corresponen cadascun d'ells a un Hlen un instant diferente

Cada vertex el representarem per un punt i porta associada

la constant d' acoblament r . A partir de l'e structura de

Hl comprovaríem que en cada vertex hi acaba necessariament
una funci6 resposta; amb aix6 cadascun d�ells es pot re

presentar com

-<
�

i les línies emergents del vertex amb índexs lió poden
correspondre indistintament a funcions de correlaci� i de

resposta lliures. El temps � va integrat entre t i t, io

finalment els índexs �,r, o) van contrets amb els correspo-
nents índexs a la constant d'acoblament, amb la qual cosa

l per a qualsevol diagrama, sigui quin sigui l'ordre a que
correspongui, només figuren com a índexs rellevants1els
del propagador que estiguem calculant i de forma analoga,
les 6niques coordenades temporals que no s�integren són
les que especifica aquell propagador.
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Així per exemple el desenvolupament (155) el re

presentarem per

t" l'

xlo
I

I
I

,

�; ¡"

<\t.
I
I
I
I LI
'..,_
: -1:'
I
I
.. t,

lt- x rv
I

I
, I

�: u:+1
t" ;

*to

(157)

Fixem-nos per acabar en un aspecte molt interessant

que as revela immediatament en reali;tzar un calcul pertor
batiu de propagadors en sistemes purament deterministes.

En efecte, si prescindim per un moment de la influencia

de les .condicions inicials i si observem l'expressió per

a Z�(J, J*) en (102), no ens sera difícil d'adonar-�os que

l�element essencial en la construcció pertorbativa de � i

R, sera en tats dos casos la funci6 resposta lliure R •

o,

Si representem en forma diagramatica, el que hem dit an-

teriorment, és el mateix que afirmar que les línies basi
ques en la construcció de diagrames seran fletxes apuntant
vers el passat. Per a un desenvolupament pertorbatiu dia-
'. ,

gramatlc d un sistema qualsevol, no estrictament determi-

nista, sembla altrament obvi que no podrem trobar-nos mai

amb diagrames que continguin circuits tancats ("loops") on

�nicament hi intervinguin funcions resposta, precisament
pBr la direccionalitat en el temps que aquestes funcions

resposta presuposen. Tornant a considerar el cas comenT

tat de sistemes purament deterministes, hem d'arribar ne

cessariament a la conclusió que no podem trobar cap dia

grama que contingui Jlloops", car en cas que aquests "loops"
existissin haurien d'involucrar necessariament funcions

resposta. Tot aixo d6na lloc a estructures diagramatiques
totalment ramificades, característica essencial d'un sis-
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tema determinista. Aquest resultat es coneix amb el nom

d'aproximació arbre,C '.'tree aoromünatibns" ), puix que
. -

e1. ··tractament purament determinista en un sistema amb ca-

racterístiques estocastiques establertes,pot considerar
se com una vertadera aproximaci6. Així en el context de

la Mecanica Estadística de Transicions de fase, l�esmen
tada aproximació correspon al model de Ginzburg-Landau.
De totes maneres es pot trobar tractada per Kadanoff i col.

(1967) de forma més general. Per a més detalls sobre aquesl7

punt es no t cnnsu.Ltiar- el lli1re d' :linit (1978).

I

1.12 SISTEHES �O DETERM.n�ISTES: HA::::R.IU DE DIPUSIO CmTSJ:2_.u"J'l:.

Per a il.lustrar el desenvolupament pertorbatiu
en el cas més general de sistemes no purament determinis

tes, en aquesta secció tractarem el problema amb sorol1
o ,

additiu. Recordem que alXO suposava prendre la matriu de

difusi6 constant

(158)

i en conseqüencia Hl vindra completame�t determinat pe1s
termes no lineals del drift. Consideres la no linealitat

t146),i per tant també aquí

H. (Jlo�> t) " r;s po- t
1"

�
8"

(159 )

Ja que en la secci6 anterior es desenvolup� la funci6 de

correlaci6, fem-ho en 8questa secció per a la fun-

ci6 resposta. En aquest cas sera p�� p r
�.xl ?tjt r[

\" )(J� \'?i1t'
R)4 lt',�·) � -í (�o[f) P¡¡llo"); z-t.l'{,o -( )(y.o d.f4 )'V br II Jr, írr (, J0:J",;:-,)

_., Y, ,1}p..
1 ''<:/ .1\ o1(t') \ n (t"! ¿.t� ¡"�I t

.

]:1:'
�,o

(160)
amb Z;(J, J*) donat per (117). Recorden també la descompc
sició de Zo(J,J+) en les seves part:s determinista i esto

c�ica respectivament, donades per (102) i (103). En aques-
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El terme en ordre zero contribueix com Ro�� (tl_
de primer ordre 1'escrivim com

L

: i Z ! 1-0.\ í,\ _¡_
'o

tll). El

i a partir
f

'l/J'" t
\ JT,

�o

1�b U"d(},J'¡] [C'11.7l'T' (% �vtn)[?/IJY}]p -----.
_o.llJJY)I' (/; ,f] ) {lino 7"Jj Z/rJ)/)1: 1·:0

o "11,,
de (139) i (140)

(cr[l. �J.7;JJ 1 lu/o i (f") 1�T,) ¡�r,) �o- ir.) fa 5(]) '\ � (163)rá· 0 //J1�O

(162 )

ít A

Tenint en compte les expressions per a1s operadors T i1
donades en (142) i (143) i la corresponent a Z�(J) en

(102) resulta ser
.1: s-�

[Z/(J}j-' Id!T,} [r/(JJ] "¡�Tf) -v. J:rJ :6 IT,1') J,;/,') (164)
o

(165 )

amb la qua1 cosa reescrivim el terme en primer ordre

tenint també en compte el caracter commutatiu deIs opera-
" A

dors � i P per a qua1ssevo1 índexs discrets i qua1ssevo1
coordenades tempora1s, directament comprovable a partir
de (142) i (143). Consegüentment aque11 terme sera

;! (Jo kjf¡ r;¡ [l, J(] T�iJ[ ('(JJj i (t") 7;1[.) [ lIJa ') -1� l;tIr, t/� d', T') J� IT')J - -_ -

� t
o

p

--o [?:i(í,)_,J. J ,j;'6.S�(r"T')Jflr')J\ ('1t: k, /¡J:J'¡�v 166;
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A A

on els operadors 4 i � serien substituits per llurs ex-
"

pressions explícites (142) i (143). Abans pero, ens cal

a
l'introduir una nova notació pel que fa r en el terme

que depen de les condicions inicials�
"

(167)

amb aixo (142) s'escriu en forma més compacta com

¡4ft/ti') _ 1 =u» J�T's: Ir- T'} J,J1T.) -+ 4/. f (168)
"

¡o -}¡_ o¡J /¡ YJ n'j� �

on hem prescindit del factor Z (J, J�) identicament la
'" o

unitat en prendre J = J = O. Efectuant les operacions
indicades finalment arribaríem a expressar-lo com

.1:. _
P

( 1 Ter J • -L
i

0')
tí o Ó t") '1

r
( t ) 1 >dT, . rE,' R.oO' (1- -T,) R 0t'" (T,-t lo IT.) + I\..0}L 1,." 10

1
�

ro

(170)

o equivalentment

El de segon ordre el calcularíem de la mateixa

manera, cosa que no farem aquí explícitament ja que de

fer-ho, el desenvolupament no representaria cap aporta
ci6 nova, pero sí que indicarem les contribucions que hi

apareixen, les quals són del tipus

-68-



(172)

(173 )

(171+ )

En diagrames, el desenvolupament anterior per

a la funci6 resposta l'escriuríem com
f ro
I
,
,¡J

=

f' .

t
l'

+
tU t"

f

f
If 1'-

f"

--,.,..-_----,J�_-_-_-_-x_/_----io)
f"

'o "

Cadascun dels diagrames anteriors ocasiona diverses con

tribucions topologicament identiques, corresponents als

índexs muts units a les línies internes,que per tal de

simplificar la notació, no hem escrit explícitamente Ai

x� el diagrama corresponent a primer ordre representa els

dos termes que figuren en (170). Cal que ens adonem també

que els parells de diagrames tercer j quart j cinque i si
se poden sumar-se i tenint en compte (131+) reescrivim el

desenvolupament fent apareixer explícitament �p , com

f;; o
,J

= -1-
,ti

!�'--�---r +
l'
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Cas d'estar considerant condicions inicials gaus

sianament distribuides no apareixeria el terme en primer
ordre. En aquestes circumstancies el des�volupament coin
cideix amb el que va obtenir San Miguel en la seva tesi

doctoral on emp ra el. teorema de \ück. De fet all� s 'obtin

gueren només els termes anomenats normals, tot i que el

teorema esmentat permet d'obtenir a l'ensems els qualifi
cats d'espuris. Aquests darrers foren eliminats sota hi

pbtesi de gaussianitat en les condicions inicials. Per

tant comprovem la identitat entre els dos esquemes per

torbatius quant als resultats finals assolits i mentre es

considerin,obviament, les mateixes hipotesis de partida.

De la mateixa manera a com s'ba fet per a la funci6

resposta, podria repetir-se per a la de correlaci6. No ho

farem amb detall, car entenem que la metOdologia del calcul
haur� quedat suficientment clarificada amb ela exemples pre
sentata. En el cas particular de prendre condiciona inicials

gaussianes, el desenvolupament fins a segon ordre és de la forma

/'" J 1"- ¡./ l' J(J. d� ()-----f, +z:

1" f'
f

;" ;.'
f
t"1" t' t

r
1" J f'- .¡
t' (::::::7 t'

+

r '� -+
f'

t
¡<-

IJ 14- u'
+ ol T))f"

1
t' +

1
/: -r'

(178 )

,

1.13 RELACIO AMB ALTRES ESQUEr1ES PERTORBATIUS NO

RENO�1VIALITZATS •

Fins ara s'han considerat metodes pertorbatius
no renormalitzats per al calcul de propagadors, basats en
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un esquema funcional que suposa l'aplicaci6 reiterada de

derivades funcionals actuant sobre un funcional generador.
Aquesta manera de procedir suposa una alternativa a l'ús

potser més tradicional d'esquemes desenvolupats a partir
del teorema de Wick que, formulat inicialment per 3 sis

temes quantics a temperatura zero (Wick (1950)), esta

bleix una relaci� operacional per a productes d�operadors
ordenats temporalmente En qualsevol text de Teoria Quan
tica de Camps poden tropar-se·explicacions m�s detallades,
i en particular es troba ben demostrat i ben establert en

Fetter i Walecka (1971).

Fou manifestament constatada la necessitat d'am

pliar el marc de la seva aplicaci6 i en aquest senti t Enz

i Garrido ho reformularen per a sistemes classics deter

oinistes i canonics. Per altra part, per a dinamiques es

tocastiques, un tal teorema fou objecte d'estudi en la

tesi doctoral de San Miguel,i en el treball de Garrido i

San Miguel (1978a) poden trabar-se referencies " abasta

mento B�sicament el teorema demostrat alla conté dUBS

parts : una operacional i una altra d'estad..1stica. En el

desenvolupament de la primera hi apareix el propagador
esto cBstic 6 (t 1, t IT ), mentre que el de la segona es ba-

sa fonamentalment en la contribuci6 determinista g (t ", t '")o
relacionada directament amb la distribuci6 de condicions

inicials prescrita per al sistema. Tots dos termes, des

prés d'una serie de ressumacions, es combinen per a do

na; la "funci6 �p.
o

En realitat aquesta partici6 de contribucions apa
reix trivialment a partir de l'expressi6 per al funciona�

generador lliure.

Resumint, ens atrevim a considerar el formulisme
funcional proposat aquí com d'utilitzaci6 més directa l
diafana que el que prové del teorema de Wick, malgrat que
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tots dos condueixen a resultats identics, tal i com apunt�
rem en la secció anterior¡per al cas particular de la fun

ció resposta considerada en aquella secció. is evident que

aquesta conclusió és valida en el context en que han estat

comparats ambdós tractaments ; és a dir considerant-los

quant a la formulaci6 de teories pertorbatives com les que

s�han presentat fins ara. Creiem que és necessari fer aquest

inc�s ,ja que tal i comweur-em en la segona part d',aquest
treball, l'avantatge en l'ús d'un formulisme funcional po

dria establir-se pel que fa a la possibilitat que ofereix

de poder desenvolupar les anomenades teories pertorbati-
ves renormali tiz ades-;

1.14 PROPAGADORS ESTAC10NAR1S.

, .

Entendrem que un sistema es troba en un reglm es-

tacionari quan totes les seves propietats siguin invariants

davant d'una operació de traslació temporal. Aixh suposa,
en particular, que els propagadors on intervé una sola va

riable hauran de ser independents del temps, mentre que
les funcions de correlació i de resposta hauran de dependre
�nicament de la diferencia entre llurs arguments temporals.
En 11.-3.3, veurem que s6n dues les condicions sota les

guals s�ha de parlar d'aquests estats estacionaris.Per una

banda i pel que fa a la contribuci6 estocastica, l'opera-
" -"

dor H no ha de presentar dependencia temporal expl�cita.
1 respecte a la part estadística, la mitjana sobre condi

cions inicials s'haura de realitzar amb la distribuci6 de

probabilitat estacionaria, solució de la FPE.

Estudiar el caracter estacionari dels propagadors
lliures previament introduits,resulta especialment interes
sant i il.lustratiu. Pel que fa a la primera de les condi

cions és ben clara la seva validesa per a la dinamica lliu-
"-

re engendrada per H a partir de (74). Recordem també del
o "

que parlavem a proposit de la funció resposta lliure en el
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sentit que no depenia de la distribuci6 de condicions ini

ciels, amb la qual cosa la seva condici6 de propagador es

tacionari és del tot garantitzada, i per tant té simetria

sota despla9ants temporalsltal i com ho coment�rem.

Pel que fa a la funci6 de correlaci6 lliure, aques

ta invariancia no és en absolut manifesta en cap de les

seves contribucions g i t:" com es pot comprovar a partir
o

de (96) i (127).Aix� no obstant, hi ha una forma senzi-

lla d'aconseguir que ,GP resulti estacionaria. Efectiva-
, o

ment, només cal despla9ar l'instant inicial t en que es
o

prepara el sistema/fins a un infinit remot per tal que la

din�mica lliure el c6nd�eixi a una situaci6 t�picamenj es
tªqi�n�ria on s'haur� oblidat del tot del seu estat d� par
tida. Tot el que s'ha expressat anteriorment pot compro
var-se explíci tament si prenem to� - eo i en la hipotesi

>.t¡.¡ <. O ne ce s aár-i.a , per al tra banda, p e r-que l',evolució, '

lliure estigui ben definida. Amb aquestes hipotesis es

té

d
)11) I i'. e'}_o

C>

ta -.-00
(179)

mentre

6�le,t.)--+tt:t (t'-t')= - DolJ.l) [\7ü'-t") �)(P� �/L) (t'_tU)} + BCt"-t') f'XPt )_'"J Ir-ti)}]
4, ...._10 ,\,!"" )",l (18O)

Pel que fa als propagadors complets del sistema es dis

cutira posteriorment la qüesti6 de llur car�cter estacio
nari en relaci6 amb el teorema de fluctuaci6-dissipaci�.
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2. DESCRIPCIÓ FUNCIONAL DE LA DINArUCA DE FOKKER-PL..ANCK

E:::i REPRESEl-TTACIÓ LAGRANGIANA.

2.1 Il�TRODUCCIÓ.

La formula ció per integrals de camí de la dinamica
de Fokker-Planck en termes d'una Lagrangiana, no �s gens

recent, car unD descripci6 tal,fou ja proposada per Onsa

ger i Ha ch.l.up (1953), els quoLs obtingueren la densi tat

ele probabili tat d '.una traj e c+o r-í a per al cas particular
d'un procés lineal i gaussia. En aquestes hipotesis, On-

s ager i Ha ch.l up demostraren que aq uella formula ciÓ.

es c.riure' s en ter:nes· d "·un funcional

1ff( �IT\) cP. rr { - j;: d (1fT) '1'T)) )
-OC>

pc d.i.a

(1 )

.o (. ¡Jo lA A) (.¡J AIJ '7").;;i ( ? ' 1) .. "� '{)W 't - A,Á � t - o: t (2 )

e s s ant Q i A matrius constants relacionades amb les carac

terístiques del procés considerat, i on la proporcionalitat
en (1) es convertiria en igualtat, amb la previa introduc�

ció d' un fa ctor de normali tza ció. A la funciÓ d( q (<::) ,g (e))
es coneix com a funci6 d'Onsager-Machlup, i de forma més

comuna com a funci6 Lagrangiana o simplement Lagrangiana;
el qualificatiu en aquest cas és adequat ja que tal i com

veurem en la secGió següent¡coincidira amb la c-funciÓ. de

finida en 1.2, eg. (1.19), a qu� ens referíem de la matei

xa forma, car per a obtenir-la es transformava per Legen
dre la funció Hamiltoniana de forma usual a com es proce

deix en Mecanica Classica. Quant a la notaci6 emprada ens

avancem a la demostraci6 de la identitat entre la funciÓ

d'Onsager-Machlup i la Lagrangiana (1.19) notant-les de

la mateixa manera.

Després d'aquell estudi inicial en segui�en molts

d'altres el proposit deIs quals era fer extensiva una re-
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presentació de la forma (1) a processos més generals que

no pas els lineals i els gaussians considerats en aquell

primer estudio Podem doncs esmentar, entre altres, els

treballs d' Stratonovich (1971), Horsthemke i Back (1975),
o els que ja han estat citats de Graham (1977a , 1977b),
Dekker (1978a,1978b) o Tirapegui (1977j1978a,1978b).

Abans d'entrar de ple a establir la representa ció

Lagrangiana buscada, voldríem comentar alguns deIs prin
cipals avantatges que suposa quant a la descripci� de sis

temes ma cr-o s cbp.i.cs fluctuants. Comp ro var-em que alguns d,',a ..

quests avantatges són també valids per a una descripció
funcional en termes d'un Hamiltonia que és allo a que
ens referíem en el capítol anterior.

i) Una descripció basada en un funcional tal

com (1) ens proporciona informació sobre trajectories com

pletes del sistema en l'interval [to' tJ objecte d�ob
srvació, mentre que la formulació d'una FPE establerta

per a P(q2' t2/ql,tl)fa referencia únicament a dos ins

tants de la seva evolució. Així per exemple, a partir de

(1) la condició per al camí més probable entre dos punts
extrems vindra donada per

Ó t� drcX (1fT) 'ifT)) "" O

�
amb una adequada tria deai(q(�),

(3 )

g (r)). Per altra banda

una condició extremal com (3) ens permetria d'establir un

conj unt d' equacions d 'Euler-Lagrange referides a la traj e�
toria més probable del sistema.

ii) D'altra banda la introducció d'un funcional

(1) ens permetra d' escriure la d.i.nánrí.ca esto cas t
í

ca d'u-

na manera similar a com ho solem fer per a estats d�equi
libri estadístico Efectivament, en l'equilibri es pretén
definir un potencial termodinamic S(q) i tal que �fq)� S(q),
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essent Pst(q) la distribució de probabilitat estacionaria

per al problema que hem considerat. Per tant podríem espe

rªr que la descripció Lagrangiana que aqu� es proposa, ens

servís per a formular de manera raonable la termodin�mica
de no equilibri, entenent que,en aquest context,la Lagran
giana assumiria el paper d'un potencial termodinamic de no

equilibrio Per a sistemes que evolucionen prop d�aqueste -

quilibri11a Lagrangiana esta molt relacionada amb la pro

ducció d'entropia1i el principi de producció mínima d'en

tropia formulat per Glansdorff i Prigogi�e(1973) es realit

zaria a través de la propietat extremal (3).

iii) Per mitja de (1), i de forma analoga a com veié

rem en el capítol anterior, sera possible d'expressar qual
sevol mitjana de les variables macroscopiques del sistema

mitjan9ant integrals funcionals, amb la qual cosarper'a ca!
cular-les tenim al nostre abast les tecniques aproximades
per a l'avaluació de les integrals esmentades .... (Feynmam i
Hibbs (1965)). Ens sera també útil de definir un funcional

generador ariá Leg a Z(J"J'Y<-) del qual se'n podran obtenir els

propagadors per derivació funcional amb procediments iden
tics als que ja s'han comentat.

iv) Finalment, resulta interessant de recuperar la sa

buda i original �ormulació proposada per Feyrrman (1948) per

a sistemes quantics, que de fet fou establerta en termes

d'una Lagrangiana.

r

2.2 INTEGRAL DE CAMI PER A LA DENSITAT DE PROBABILITAT

CONDICIONAL.

En aquesta secció obtindrem una expressió per a

P(q,t/qo,to) en forma d'una integral de camí, a partir de
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la corresponent a la de caracter elemental pego, to/go l,to 1)J J J- J-
definida en (1.43). Per tal d'aconseguir-ho emprarem la de-

pendencia guadratica de la funció Hamiltoniana en les va

riables p. Aguesta funció fou introdulda en (1.18). Recor

dem l'expressió per a P(gj,tj/gj_l,tj_l) i la de H(p,g,t)
p ( 1¡' tlo / l ¡ ,f/o' ) �J � e"p J i P t � ¡..). J

....,

( f-: ¡.. )r (¡ni'" 1 ¡.<. 1� -tri U P'�I-1.1 J' ¡-'

H{/'I �-I,f¡-,) � 'i"I;¿{�,-(,tI-') -'/2./1y./,11 DJJD(?J_"!-'_')
i substitulm aguesta segona en la primera

P(7¡J�í I�-I ,�-,rJ¡J,.. �xp¡ ie [fjJ- J/".;/': -ffl-{0{7¡_¡ -0-') '¡'l� Pi" fu D)"u(�/_l7t/_I)]}
La integral en (4) pot realitzar-se facilment.si es t� en

compte el caracter guadratic de H(p,gj_l' tj-l) en p.Pro
cedim primer amb un sistema unidimensional

(4)

(5'\ )

Emprant la integral de Fresnel ja coneguda

¡=,¡s �"P 1-t As: + ,/5) ,. ¡¡; .z.: -r I % t�}
-..o �

escrivim (5) en la forma

-:i [ �. '1-" J,z,}P(I¡,� /�_, I�-,f: [_¿1I€ Oftto',f,o.j)
�

-<,xf'I-� D€-(�I_ .. flo,) -TI - j('1-,O\' 1-,-,)
Generalitzant el resultat anterior a m-dimensions,

(6)

(7)

(3 )

Tal i com veiérem en (1.23), el caracter no singular de

D(g,r) permet de referir-nos a la seva inversa D-l(g,r) d'e
lements D_¡.c.u(g,c)

/
f") \�7)

Altrament escriurem la identitat (6) per a integrals
m-dimensionals com

r
"'Il, _'/' ,...

els i!.Xp f - � s)I- jl)J1JSu -+r=¡ = (2ft) 11 AII �xp f 1& t At'1J 'tU}
-00

(10 )
on /lA II fa referencia al determinant de la matriu A.
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Emprant (10) en (8)
-� - �I"- - �

><.
t' JPt�i,fd�j-IJ�-,}=[(2I7é)71I//D(7i-i,tr¡)/IJ zexp¡_% l-'J�-'-t(hj.ri-')

[��-t� ¡)

}-li-D - f ('f j -ti 1:,-, )J
Un cop establerta la probabilitat elemental, s�obt�
la corresponent a l'interval finit [to , t] tal com ja
veiérem en 1.3, emprant l'equació de Chapman-Kolm9gorov
(1.38) deduible directament del caracter Markovia del

procés en considera ció . Prenent el lími t contínu n.....ao(G - o)

P f,.t / y•• f.) :: J,,.. j C1J d"i¡) (.H' [ (2né)!TI 11 D ('f\-' '!-I_' )Ilr�) e"f 1- E/, ·'!tr' [ 1;- �;. - (1\ 1-j-II tl_,)]It'''''''' f t" 1:1 z,.¿ é J
(��o) o.l J ;J I�I

Dl"u (�l-' , t,_,) [ �I � <J.I-' - f (1j-' .tl-,)]} (12 )

(11 )

on r representa la regió de l' espai de configura cions del

problema. L'expressió de la dreta de la igualtat permet
de definir la integral de camí com

/ 1(f}� j. i:

Pt"tl¡.,t) � )1// ..iJ?fr) expl-�ldr [i!(r'-{<'{f'TJ,rJ_) �¡j (l'cl,r) [¡�r) _jJ(?lrJ,r)Jt(lo}'� 'lo
(13 )

expressió, repetim-ho, purament formal que només adquireix
sentit ple en la seva versió discretitzada (12). La inter

pretació que cal donar a la integral en (13) i als l�mits
d�integració que hi apareixen és an�lcga a la que ja es va

comentar en re1ació amb (1.46).

Definint
i;

7JJ (1fr'): .?"pl_�{dT [f">rJ- ((1ITJ,rJJ a. (�,r).T) [r'uirJ-j¡)(9'TJ,r;J)
caracteri tzat el funcional W (q (e)) de la secci6 pre-

(14 )
hem

cedent, i la funció d'Onsager-Machlup vindra donada, per

consegüent, per l'integrant de (14). j)(q(T)) �s una mesura

en l'espai de.funcions q(r) que podem escriure com
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Recordant la definici6 de funci� Lagrangiana do

nada en (1.26), podem establir sens cap mena de dificultat

la identitat
t

W {1'rl} = �J{p f;jdr d ( ,Ir), ¡Ir), r))
.

. fo (16)
o el que és equivalent1tfJ'1 t.

P{¡,t/¡o,fo) "jJJ1IT) -r ¡.'idr d(I'T} I '/ITJ,T))
í(f¡I.� fo

que constitueix la representaci6 de P(q,tjq ,to) cercada.
. o

(17 )

Abans d'acabar aquesta secci6 voldríem insistir

en dos aspectes importants que fan referencia al resultat

que hem obtingut.

i) La propietat essencial que ens ha permes d'es

tablir (14) ha estat el caracter quadratic en les variables

p per part del c-Hamiltonia H(p,q,T) construit a partir de
� ,

l'operador corresponent H(p,q,�). Aquest darrer esta dire�
tament relacionat amb la FPE del procés estocastic conside

rat; per tant si pretenem d'estudiar processos més generals,
1�obtenci6 d'una representaci6 Lagrangiana com la que s'ha
considerat aquí, pot resultar for9a difícil,si no impossi
ble, davant la molt probable perdua d'aquell caracter qua

dratic per part deIs operadors hamiltonians associats a

equacions dinamiques establertes eventualment per a P(q,tj
q ,t ).
o o

ii) Per tal d'obtenir una expressi6 més analoga a

les usuals en Mecanica Estadística, sera convenient de tre

baIlar amb una nova Lagrangiana a valors reals, que nota

remJR(q,q,r), i que definirem per mitja de

(18)
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(19 )

(20 )

En tot el que segueix emprarem gairebé sempre tiR (q , q ,T) ;

prescindirem pero del subíndex que indica el seu caracter

a valors reals, amb el benentes que, sens possibilitat de

confusió, ens referirem aJsi en l'expressió per a P(q,t/qo'
t ) apareix la unitat imaginaria en l'exponent segons (17)7
o

0_ bé i d'acord amb (i9) ens referirem a JR
si en l'expres-

sió corresponent no hi figura.

-

2.3 NO UNICITAT EN LA LAGRANGIANA: INFLUENCIA DE LES

DIFERENTS DISCRETITZACIONS.

No cal revisar gaires articles deIs que composen

l'extensa bibliografia a proposit de la descripció per

integrals de camí de la dinamica de Fokker-Planck, per ado

nar-se de la gran quantitat de resultats quant a la Lagran

giana que apareix en l'integrant. Aquesta diversistat pot
semblar d'antuvi sorprenent, pero és facilment explicable
si recordem que per arribar a tals representacions funcio

nals hem introduit previament un operador Hamiltonia i '

un opert;dor d'evolució temporal,en les expressions deIs

quals és fonamental l'ordre amb qu� apareixen els opera

dors p i g. Aquesta circumstancia ja fou comentada en 1.2 ,

a l'ensems que ens decidíem per una prescripció concreta,
la prepuntual, connectada 8mb l'anomenada ordenaci6 normal

d'operadors. En aquella secci6 la discussi6 sobre aquest

punt només hi fou apuntada�ipretenem tractar-lQ aquí amb

més detall perque és a nivell de la representaci6 en termes
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d'una Lagrangiana on l'esmentada no unicitat hi queda m&s

patent, i a aq�est mateix nivell tamb& han estat realitzades

amb més profunditat la controversia i l'analisi correspo -

nent. .

L' ambigüi tat de les expressions de leos integrals
de camí ja fou esmen-uada par rtaken (1976) i per Dekker

(1976a, 1976b), per� foren Enz (1977) i Lesc�ke i Schmutz

(1977), amb Dowker(1976) i eohen (1970), els q�i la' relaci�
naren amb el problema de l'ordenació d'operadors en proces

sos estocastics els ures primers,l en procesaos quantics
els dos darrers. Tirapeg�i i cOl.(1978a) relacionaren la

denominada discretitz3ció amb l'ordenació d'operadors,
emprant una tecnica general introduida per Agar'.'lal i Wol.f

(1970), utilitzada ua�bé per Lesc��e i Schmuuz (1977).
Aquí no discutirem aq�esu punt car ens limitarem a la dis

cussi6 de la no �nici�at en la Lagrangiana co� a conseqüen
cia de l�arhitrariet� e� la discretitzaci6 e�prada en la

integral de cemí, bó i acceptsnt que aquella discretitzaci6
es ta rala c.i.ons d.a al seu torn amb I.E,a particular o rder.a ci6

de13 opergdors p i q.

Per comeu9ar situem-nos en �n cas amb matriu de

difusió constant, i prenguem per comodiuat D = 1, suposant
, ,

el sistema unidi=ensional i se�se dependencia temporal ex-

plícita en f(q). Per aquest ces escrivim (7) en la forma

Pf -'1.

I [1· 'i-' J¿ I'i' r¡. / ti-' ) 't: J : (lné) lJ
<!Jip -� � 4T-1 - f (ti-') J

(21 )
expressi6 propia�ent valida a 0(€) i més estrictament

Pff¡,1¡ I'r' ,1,-,) = (2m r� up 1-4 € l "¡/rl -{ (1i-' ) J4+ O (E J'G JJ
A partir de (21)

P("th,f;): l.h€r�/(í! 'Ji-jbPl'-t:¡. E' [�,.�ij-,-t(tl·,)Jl-jr' t )¡7/"rZM 'ZI¡=I e

(22 )
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i prenent el límit n __Oc (€-0) ens queda
7-(f)=� t

Pf1·t/,,,,/¡) = j .JJ9-lr) .e"p/�'0ldr Ij,rJ-!(1ITJJJ;_1
. ;11ó),?", JIo )

on la �esura J)ql� ve donada per

JJ't I-r-) :; �i'IU. ().n�J'� ( Q�){\¡ ...�
\:: /_. '(i;;

(24- )

(25 )

En aquest límit, i si recordem el que s'ha dit en 103,
els temps discrets C. es converteixen en un de continu,J .

q. 1 s'ha de substituir per q(T), mentre q.- q. lié - q(c),J- J J-
amb la qual cosa hem adoptat la discretització prepuntual,
asso ciada al' ús d'ordep.a ció normal d' operadors o La Lagran
glana serla al seu torn en aquest cas

(26)

on el superíndex indica precisament la prescripció empradao
Si comparem aquesta expressió per a la Lagrangiana, amb la

que obtingué Graham (1977a), observarem en aquesta darrera

la presencia d'un terme addicional: t df(q)/dqo De fet aquest
terme ha estat reclamat per alguns autors com Janssen (1976)
o Bausch i Wagner (1976) en el sentit de mantenir les pro

pietats de causalitat en la funció resposta,malgrat que

Tirapegui i colo (1977) rebutjaren aquest argumento Seguint
l�argument d'aquests autors en (1978a), dernostrarem aquí
que aquesta contribució addicional apareix com a conseqüencia
directa d'un canvi en la discretitzacióo

En efecte, introdu'im un punt intermedi en 1 'inter
val [q. l' q.J ' q��l) segons

J- J J-

t��)=ij-' tol.('tj-'f¡-,) O!c(�1 (27)
i desenvolupant f(q. 1) en un entorn de q��l)J- J-

f (�lol): f (i;�,I) -d.(�i-1i-') ;(;:�I) -1- O [(7 - 1/01 Jj
'l¡-I

(28 )
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que substitulm en (22) tenint en compte que (qj - qj-l)
�s d'ordre E 2

en el context de la integral m6ltiple(23),
segons que remarca Graham (1977c). Així dones

p ( 1¡, ti / 1/"' '�-I) � (¿_,,�r1v -R><p 1- '�� (�i - 'h-I )JJ + ( ti - �I_') f ( �;�) -'� é f' ('ll��') -

- el. t 1�) + O (E ". ) }c1 q ,"')
tl-' (29 )

(30 )

on la mesura ve donada per (25) pero el subíndex indica que

la integral funcional �s definida discretitzant l'integrant
d'acord amb les regles establertes darrerament. En realitat

la integral funcionalen (2�) correspon a � = O i en aquest
sentit s'hauria de notar J(O)j)qIT) . A partir de (31) defi
nirem una Lagr-ang í.ana depenent del paz-áme t r-e e( segons

(32 )
Entenem que l'origen del terme addicional df(q)/dq,

queda cIar; apareix per tal que el valor de la integral fug
cional romangui constant i igual al valor únic P(q,t/po,to)
quan canviem de discretització.

Les anteriors conclusions poden generalitzar-se al

cm ,de matriu de difusió no constant. Per qüe s trí.ó de po der

abreujar7només ens referirem al cas unidimensional, i su

posarem que no hi ha dependencia temporal explícita ni en
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D(q), ni en �(q,.q). En el treball de Tirapegui (1978b)
pot trobar-se l'analisi .exhaustiva dels resultats, que aquí
tan sols anunciem� En aquell treball es mant� la discre

tització �, que aquí referim _. com rl(�)' i seguint pro
cediments analegs als que s'han emprat anteriorment,arri
ben a una expressió per a la integral funcional dependent
de la discretització en la forma

�(t)=* t ("(,1.,)
P(1·t 11o.to)" j r,1«�1/r) .t¿xp � j J,cL (�1"')'1"'»)}

?liohlo ta
(33 )

amb

(34)
l

(35)
essent la discretització que s'ha comentat anteriorment;
�s a dir, q3�i--..qC-r), .qj - qj_l/é g(z-), i amb el ma-

teix significat per a q� 1 que ja s'h� visto Observem queJ-
si prenem d.. = O, recuperem els resulta ts (13) i (15), par-
ticularitzats a m = 1 , tal com era de preveure.

Encara hauríem de parlar d'altres discretitzacions.
Per exemple�la que varen introduir Leschke i Schmutz(1977)'
(27)podríem afegir-hi la que consideraren el grup de Tira

pegui(1977) notada en aquest context com (2(�),definida
per mitja de

(36)
de la qual se'n deriven expressions per a la Lagrangiana

( Tz 1",») z;i_ :;: - 1/¿Dl�) [ � - t(�) +Dt D'(�)J .¡-e{ [-f".a¡.)+(<<_I/z_lO"C1)]
(37)i la mesura

'"
:1\" _'/

.f(d't¡ G [lné l�-o()D(ti-') tcl. O("tjl)]
2J

1" l" I (38 )
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Totes dues discretitzacions fl (el) l 02(c() coinci

deixen en �= O. Si en consideréssim d'altres de les

establertes en l'article de Tirapegui (1978a), recupe
raríem bona part de les expressions per a la funci6 L8

grangiana que existeixen en la literatura.

Fent un resum de tot el que s'ha tractat en aques
ta secci6, concluirem que la integral funcional �� un sig
nificat precís mentre la discretitzaci6 em�rada figuri ex
plícitament especificada. Donada una expressi� per a una

magnitud físicament ben definida, en el nostre cas P(q,t/qo'
to)' en termes d'una .tal integral, el resultat d'efectuar-la
ha d' estar úni vocament d_etermina t; per t.anc discreti tza
cions diferents correspondran a Lagrangianes diferents.

Aquesta afirmació pot resumir-se escrivint

/
�(I-),� t l y.�) 1

P(1,1:/,o"/;'} '" "tt,¿)J)1'T) -r f_jdr eL (�I'rJ, �IT"T)} (39)1��� �
Pel que fa al treball present.at aquí, i si volem

ser coherents amb el que prescrivírem en el capítol ante
rior, entendrem, malgrat que no ho notem explícitament,
que adoptem la prescripció Tf)segons la gual estan escri�

tes la Lagrangiana (20) i la mesura(15).

2.4. FUNCIONAL GENERADOR

Semblantment a com féiem en 1.5, on introdurrem un

funcional generador de propagadors Z(J,J*), procedirem
amb la definició d'un funcional ana19g Z(J) corresponent
8 la representació Lagrangiana considerada aquí. No insis
tirem en les particularitats 8ssociades a la seva defini

ci6; eus limitarem a establir les característiques que di

ferencien els dos funcionals.

Observem primerament que Z(J) dep�n d'u�a única font
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exterior J(T), en lloc de dependre de dues fonts tal como

en depenia Z(J,J+). Aixo és de facil comprensió si atenem

al que hem aconseguit amb la introducció de la representa
ció Lagrangiana. En termes d'un Hamiltonia són due$ les

variables que apareixen en la descripció; les variables �

autentiques dél sistema i al tres de ca r-a c te n auxiliar p (1"),
que tal i com coment�rem servien per donar compte de la

resposta lineal del sistema davant de pertorbacions inter

nes o externes al sistema. La introducció d'una Lagrangia
na, s' ha reali tza t arnb la integra ció previa de le.s varia

bles auxiliars esmentades, i per tant ja no apareixeran en

la nostra descripció¡ Hem de fer constatar que no hem perdut

per aixa gens d'informació, car les variables p(T) no en

contenien i en aquest sentit heurem de ser capa 90S d'ava
luar qualsevol propagador anteriorment definit on poguessin
apareixer variables p(r). Assenyalem que en II.3.ltrobarem
una expressió explicita per a la funció resposta i si ge

neralitzem, 3ense dificultat, el que s'hi estableix, po

drem confirmar la utilitat d'una representa ció Lagrangiana
a l'hora de calcular propagadors gualssevoL.

Amb tot el gue hem dit anteriorment i recordant-nos

g�e en la definició de Z(J,J*), la font J*(T) estav8 pre

cisament 8ssociada 8 p(r), creurem que podrem entendre la

depend�ncia 6nica de Z(J) en la font J(c).

Definim Z (J) de forma ans Lo ga a com he fé.iem per

a Z(J,J*), (1.63); a í.x
ó és

1:.

Z (3) = < .exp {JdT Jt<I,.) �"'I�J ¡)�o (4-0)
on la mitjana s'haur� de realitzar amb P(q,t/qo,to) solu-

ció aquesta de la FFE. Tenint en compte que e.L funcional

corresponent a aquesta densitat de probabilitat ve donat

segons(16) i (18) per

(4-1)
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escriurem formalment Z(J) com

. .1:

ZO}:: f JJ1'T) �"f{-idr [d(vr),�IT)JT) -J,u1rJj-fltrJ]j (42)J/(f,,}:fo f?J

on el fet de figurar tan.sols el lími� d'integració cor-

responent a qo,recordem que indicava la integració sobre

la variable q(t)=q. De manera que

llo):lrdj P{1,t/� .:t)=j (43)

en la hipotesi que la densitat de probatilitat condicional

estigués convenientment normalitzada.

EIs propagadors associats a les variables del sis

tema {'('t,i),vindran.expressats ara com

�tf'-tr.... ) .{'ll-.J). jJJ1-/T) ("'Ir....J---('O<) .¿�P1-i·�rci(1171,il(},r��nol:,\O 1-0 (44)
l en funció de Z(J) sera igualment

�(fU(f<IL) ('{f,J) '"
ó7UZlJ)

. il,<,..ff..,J --_}J",o·,) 1':0
En cas de no imposar la condició de

escriurem (45) com

(45)

normalització (�3) re-

Z-I(J) Jlll Xi'))
J+... lf....) .ss.:¡"lf.J 1 ��o

Havent incorporat en el funcional generador Z(J),
a través de la seva propia definició, tot el caracter es

tocastic de la dinamica associadA a la FPE, és evident que
les mitjanes contindran íntegrament aquesta mateixa compo
nent estocastica. La contribució estadística Gue Drové d'una� "

.

eventual distribució de condicions inicials s'hi podr� afe-

gir f�cilment. En efecte, en aquest cas i si designem per

P(qo)l'esmentada distribuci6, definirem un no� funcional

Zp(J)
Zp(J) 3: 1 dlo P('o) l ('1) (47)

fZ

(46)

del qual n'obtindrem els propagadors amitjanats�ja 8mb P(qo).
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Evidentment, també aquí, la normalitzaci6 d'aquella dis

tribució, implica la de ZPCJ), amb la qual cosa en agues

tes hipbtesis Zp(O) = 1, i cas de no ser aix! establiríem
en ¿er:eral

< �... n.... ) __.{·ü.�p '" [ZPIJ)Ji S:"'t�(:J)
Inr--lf... ) ---- SJJI.II.) 1.0

(48)

E- aquest moment és oport6 de precisar que aquí es cor:t�nu3

verifican� tot el que diguerem a proposit de la independencia
deLs propagadors a í.x.I caLcuLa ts respecte a l'instar.t t.

Abans d'acabar aquesta secció voldríem insistir en

dos aspectes relacionats amb la introducci6 del funcional

generador Z (J) •

Per una banda el seu significat i la seva utilit-.
zaci6 resulten manifestos en Kec�nica Estadística. Així,
en '1n estudi de tra�sicions de fase Se sol introduir un

-

ca�p de caracUr fluctuant tCx), eventual�ent dependent
del temps si estem interessats en gUestions din�miques,
i que se l'anomena parametre d'ordre. El tractament deIs

aspectes rellevants del problema sol estar basat en el

c�lcul de fluctuacions, correlaciona, etc.,de �(x). Per

a fer-ho una cetodologia possible co�sisteix en definir

un pes estadístic per a una distribuci6 espacial donada

del par�metre d'ordre, juntament amb una mesura en 1'es

pai da les esmentades dí.s ur-í buc í.cns . El pes e.stadístic
es defineix uS'1alment en termes d'una Lagrangiana, esta

ble�ta fenomer:ol�gicament en la majJr part �'ocasion3,
en la forma

(LH)

En el cas de sistemes magnetics o de l]q�ids, per posar

un exemple, es pren un camp escalar real �Cx) com a pa

rscetre d'ordre, en funció del qual s'escriud(�) com a

un polinomi en �Cf) i (��(f))2. Alg�nes vegades, qUestions
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de simetria o altres consideracions del proble�a, per

meten de restringir d'entrada les possibles eleccions

per a de�). Així, en el model d'Ising, en el polinomi
només hi poden intervenir potencies parells de pex).

Si, per altra banda, el sistema es troba sota

la influencia d'un agent exterior, s'haura. de modificar

la Lagrangiana per a incorporar-la-hi. Aquesta influencia
externa per al cas d'un sistema d�spines, podria molt ben

ser un camp magnetic, hex), acoblat linealment al para
metre d'ordre �ei).D'aquesta manera la nova Lagrangiana
vindra donada per

(50)
generalitzable trivialment per al cas de camps vectorials

¡'ex) com

�- /1, r) • c:t'(pJ - T, ¡
(51)

on . indica producte escalar.

En a q ues tes circums tancies, si designem per iJ; (;)
"

la distribució de probabilitat en l'espai de funcions 'ex),
podrem escriure un funcional generador de les mitjanes que

invol'-lcrin el parametre d'ordre, en la forma
.

Z {j') '),J;;1a) Tf (fr.') • )J:,¡m ",1-j17 Id. If"') - 4,;t) .f1t;J¿,
-jo \.5 j

Llur paral.lelisme amb (42) és ben manifest. Z(h)¡ tal i
com est� definit en (52), representaria la funció_de par

tició del sistema en presencia del camp magn�tic exterior.

Amb aquesta senzilla presenta ció ens adone� de

com la Mecanica Estadística ens proporciona la possibilitat
de caracteritzar físicament aquella font externa JeT), pre

sentada en aquesta secció com a variable 6til en �ant que

ens permet de definir-ne funcionals, dels quals un cop anul-
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Lada llur presencia n'obtenim els propagadors físics.

Per a una discussió més extensa sobre aguest aspecte,
se'n poden trobar referencies en el text d'Amit (1978).

Per altra banda en Teoria Quantica de Camps, es

tem generalme nt interessats en valors esperats d'opera
dors ordenats en el temps.i prenent com a estat de refe-

réncia el buit, notat generalment 10).
camp bosonic, per exemple, és possible

A

rador T(J) per mitja de
-a

T [.J) == T .p" p /z' J J� JI"); Ix))
�

Per al cas d'un

de definir un cpe-

(53)

essent T l'operador á'o�denació temporal; J(x) és una
A···

.

font e-número, i �(x) l'operador corresponent en imatge
d�Heisenberg. La variable x d'integració engloba en aguest
cas les tres coordenades de posició i la temporal. Amb

aquesta formula ció és possible de demostrar gue els valors

esperats en l'estat de buit de productes ordenats d'ope
radors associats al camp p(x), poden generar-se sense di

ficultat per derivades funcionals d'un funcional definit

com

lCj) � {O lit]) /0)
(54)

segons

No ens extendrem en aquest punt car pot tro
bar-se analitzat rnés detalladament en el llibre d'Amit

(1978) esmentat abans,o també en el de Fried(1972). Al
trament per a güestions relacionades en general 8mb l'a

plicació de t�cnigues funcionals en Teoria Qu�ntica de

Camps es pot revisar també el resum de Faddeev (1976).
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2.5 DEDUCCIÓ DE L�EQUACIÓ EN DERIVADES FUNCIONALS

QUE SATISFA EL FUNCIONAL GENERADOR Z(J).

Despr�s d'haver definit Z(J) en la secció an

terior, en aquesta ens proposem d'obtenir-li una equació
en derivades funcionals, semblantment a com f�rem per a

Z(J,J�), tot i que allí recurr!rem finalment a establir-

la restringint_nos a la dinamica lliure, i obtingu�rem
Z(J,J*) de Zcr(J,J�) per t�cniques pertorbatives convencio

nals. Es aquesta una estrategia tamb� possible aqu!,pero
que aprofitarem m�s endavant en 8; primer ens ocuparem de

formular-la de manera general- per a Z(J). Aixo ens permetra
en el cap! tol següent d-e desenvolupar un esg u erna ariaLeg

al de Martin Siggia i Rose (1973), i que sera el primer
pas en la formulació de desenvolupaments pertorbatius re

normalitzats.

Recordem l'expressió (42) per a Z(J)

'l/J) "j JJ}IT) �)<p i -/�í l« (1IT),�fT),T) _ J",lr) '{¡<Ir)Jil,1/0)= jo _ /o
7 7 (42;

i indiquem que en tot el que segueix suposarem la matriu

de difusió constant,mentre no s�indiqui res en contra. En

aguest cas reescriurem la Lagrangiana (20) com

(56)
on f(q,r) suposarem que admet la descomposició considera

da ja anteriorment

JI-<- r"r) '" )..'I-')�;<' 1- rf4{1,T) (57)

Corresponent a la partició anterior, podrem escriure'n
una altra per a la Lagrangiana

(58 )
on jo indicara la part corresponent al problema lineal i

es prendra com a Lagrangiana lliure, mentre que�lcontin
dra la contribució pertorbativa. A m�s resulta convenient
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de fer una nova partició de�l(g,q,�, en la forma

JJ_, (. J)I JI
-1 '11,r) 30/1 (ji') re/. (?,�,d (59)

Substituint (57) en (56) obtenim facilment expressions
per aJo ,Jl

I
i /1II. En efecte

� (t'�);: I/z; [�fA._ A'I")(J D¡.u[ i¡)- )\lvJ,{J (60)

(62 )

(63 )

on s'ha fet ús del caracter simetric de D-1guant a l'in

tercanvi dels seus índexs covariants.

De forma completament analosa a com procedírem
per a Zo(J, J�) en 1.7, l'ús del lema d'integració per

parts, (1.76), ans permetr�,tamb� aguí,d'obteLir l'equa
ció en derivades funcionals volguda per a Z(J).

En aguest cas, aplicant�lo a (42) tenim
t.

) JJ,lr} � , -r {_jdr [¿(1fT), 1'TI,rJ-.'Jffr) rrrlJ }::o
'h ti,-\;

111o):?o i? (O . r" (64 )
Ara pretenem relitzar aguella derivada funcional de forma

explíci ta , tenint en compte les expressions per ,3 Jo' �� i
J�Idonades en (60), (62) i (63)

.

l' 1 ¡-];) ))r-1r) <!>lp (- .Ir [L, + o:;,Il -:JI'-fJ) sz: -r ¡_{Jrlo I 1-

fI�" '" 10 fo J f (f) 1
ro J

+ ¡ .)),IT) ""d-./, '1-/,:iI"_ J)'- /1( ]j ¡�r') "API_1;'- ;//) +

11&1,!v /-" r

-fl-D�/r) ""f!-¡:r[i,f/,-"J. il'-J)_L_ -r-: +J/"WJZCJ)=0 ':=5'�/I.I,,.},,
f'- T 'r(r') fo J "el )

on per comoditat hem fet ús d'una notació abreujada.
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Avaluem les tres derivades funcionals, i comen

cem per la contribució deJo' A partir de (60)
J; t: l:

j 1'1') �p {-j .Ir [ //.l,iI.i: 1"J) _L �J(p)_ '1 j d, [�::I'T) - �'.<.l +�Irl J D,,� [ i �I"') -1�1 ��ITIJ}.f!!"'1o lo [?I<[f') 1 ¡,
�o

'" j.J:;f/.lr) <exp I-L�r [ t_.'JI'"t ]) { DI'IJ [ f "(I') -1,,1 11}ml .,. L,..) D,uu [f'm - �"I t�u'¡Jj11Jo1'1o 1-0
(56)

La contribució anterior pot escriure's de manera molt m�s

compacta com

j JJ11r) ""p I-tdr [ol - JI' '(Jj DfllJ (1,. +=) (Jf, - }'VI ) f'{j-')
111;;'.7.}Q .

rJb (67)

Calculem ara la contribució de ji . A partir de . (62)

j ...b1/r) exp!_f'="r [c4+/,l1_J (lJL 4"d-y, ¡'dr r'/prl,r) DoIf "r:'! (68)
¡tiol. fe)/o 'f4

s.(m
q /10

Realitzant la derivada funcional,s'arriba facilment 8 ex-

pressar aquella contribuci6 com

1:

j);1IT) ""p 1-¡Jr[.! - J,i'-] I I
- ()!o((t{f'},t') De" rt1(t-1f'J,l-I) J (69)

�aoJ<ío "o 'J 1 '/t"{fI):';S J

on "af"(1U'),r'}h1",tt'). t� el sentit usual de derivaci6 ¿ar

cial respecte a q�(t'). NOD�S ens resta calcular el darrer

deIs te rme s en la derivada funcional, �s a di r , el que

pco vé de .!iI. A partir de (63)

jJ;9,r) -e·pf·L�r [o/.lJ,u- JI'J 1 .L. ex??/¡�r rf,'T),T) /)� (fP{T) -1(,) ¡/'rTI)}FI,,'.,. �
Q I J J'(m ;¡, (70 "

, /

Calculant aquella derivada funcional, s'arriba sense difi

cultat a
t

jJ�/r) 6.1'1-/); [0I-J. '/'JI! ?:"'(1{1·/�.fl) Dx,& (f'ftr')-J'fl �/\�')-( ir- .. 1.1") D,..� Fi11¡").r' � ( (71)
flJo,.t. lo

r j d¡.¡<.(t') f
1 d.e r-i

. ,

t tt d TOo( / /

ti) ")' d'
.

on a erlvaClO respec e a e] lq� ,t na lncorpo-

rar}a contribució ímplicit3 a tr3v�s de q(t� i l'even
tual dependencia explicita, cas d'existir. Sumant les

con�ribucions (67), (69), (71) i substituint en (65) ar

ribem a
. �

)....h?/TJ -e'Pj-ldr [.;I'-Jl-'l"JI!A.u"lf') la') - do/,
+ «. / ¡.lE) -i- i: (f')) �O

filo ':70 /¡, 'J
íJ!"(f') cié' ('JjYIf'/ (72)
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A

on hem definit un operador diferencial A(t) psr mit-

ja de

A " lt') � DI'j) (1_ -+ 1r) I J_ -A,., )p Jt' IJé' (73 )

- ¿II
1Altrament,si reagrupem les derivades respecte a �l

mitjan9ant

d¿ (1' j,t')
éJ tI'-

d ?¿, (l,j,f')
df' 'd1;¿

(74)

podem escriure (72) de forma m�s compacte com

j J)W) .¿?}{pl_j:r [rL - JI'- ¡¡¿JJ (A u (t') fiJ{fl) -eL.!" (tC!') t ?,tl'J,t') -t :1;.//'))�o1'&1'90 1"
r

/7 r:: )'. . � /
que podem convertir en una equaci6 en derivades funcio-

na l.s per a Z(J)

l- �fllJ to .s: - c.41'- (f- ,1..L ,ti) � j U') J Z{J)�O
J.L(f� oJU') dI:,' ÓJn')

1" (76)

on Jl,p. \ �¡cÍJl!:') I�' ·5"/5 �ü') I t') ind.ica i: operador corresponent a

dü<. (c , q, ti) definida en (74), i on se substi tueixen les

derivacions respecte a c " i ql"- ,qf4per�::J,.. i g per%r}fJt<-.
D'aquesta manera hem arribat a establir l'equació per 8

Z(J) que buscavem.

Per altra banda si ens interess�s treballar 8mb

ZP(J), els resultats anteriors es generalitzarien sense

dificultat, car considerar l'esmentada distribuci6 no mo

difica en cap manera la .de du c c i.ó de (76). Així, ami tj 9-
nant directament amo P(q ) l'equació (76), arribaríem a

o .

J d'\ P(��) [ AlA" U') .L. -oh.!-'- (( . d_ s: ,t') ... + (1')] Z IJ) : O
(7'7 '¡

r tfJuU') (jJU') JI;' rJJlt') ,. I /

l commutant l'acció de les derivades funcionals amb le.mit
jana sobre condicions inicials, escrivim (77) com

[ í\,uv(f')L -�,p-(_[_ ,d L -: +J. u�J¡/(,J):::OIl"tr') sio» ji' lJ{t') 'f' (72. ;
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segons la propia definició de ZP(J).

2.6 CONDICIONS DE CONTORN.

En la secci6 9nterior hem arribat a escriure una

equació per a Z(J), (76), a la qual podem aplicar u�a con

dició de contorn,de manera analoga a com ho férem par a
'*

Z(J,J ). Efectivament, a partir de la propia definició

de Z(J) en (4-2)
óVJ)

= 7/' Z(J)
¡Jl"lfo) (79 )

valida sigui quina sigui la Lagrangiana que estiguem
considerant, o el qu� é� el mateix per 3 gualsevol Z(J)
o b j eo.t;e de resolució. En particular hci sere obviament per
al' asso cia t 3 la d.i.nam i.ca Ll i u r-e de L sis tema, Zo (J) •

2.7 RELACIÓ ENTRE FUNCIONALS GENERADORS CORRESPONENTS

A AI1BDUES REPRESENTACIONS.

Cal gue establim ara la relació que existeix entre

Z(J,J;f) i Z(J). Per a aixa recordem gue la d.efinici6 de

Z(J,J�) donada en (1.64) era

t
VJ. r ) = i ..,b�I") »"Ir) .Q�p¡ (1 dr [tI" 1'"'1") - f/{¡fTJ, �lrJ, T)+]jilr) ¡'ír) j-J�t) /rJT)JJ

¡tfol� 10 1-0 (1 '-4 -.

� _.0 )
Prenent J (T) identicament nul.la

t (J, O) ." J --D.!fIT).};f/r) exp i i )'.:11' [ PI4 i'·"1')- ¡.((pIT),�IT),T) + Jt"IT) {IT) J}jfJoJ. fo to

Realitzant sobre Z(J,O) la integració sobre p(r) la

(80)

transformaríem 8.
l:.

'lIJ.o) =
I )J.!/.,ri e,¡p!_jJr [el ('prl.4'T1, r) -iJI'-,r) r1iJ])Jjlfo 1, jo �o

on cal precisar, tot i que suposem gue no haura passat
pas desapercebut� que l'element de mesura referit a l'9s

pai de funcio�s q(T) en (81) no coincideix, malgrat notar-

(81 )
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los de igual forma}a-mb el q ue apareix a{80) ja que el se

gon ve realitzat en la seva versió discretitzada per (1.45),
mentre que el primer correspon a (15). Si ara comparem (81)
amb l'expressió per a Z(J) donada en (42�,

u» � 1...))111) Uf {- /'JT [ .:!f1'rJ, i,r"r) -J¡-<Ir) ?�(rJJ)) i/J�I.l-o lo

establim sens cap mena de dificultat la segUent rela-

(42)

ció entre funcionals

lid)" ZlJ, O) (32 )

que sera útil de recordar en tot l'estudi que segueix.

Pel que fa als funcionala lliures, la identitat

anterior es continua verificaut de la mateixa manera

(83 )
car nom�s ens cal adonar-nos que, per la seva mateixa de

finició, la Lagrangi.sna Jo associada él Zo (J) correspon, ta L

com li pertoca, 8 l'Eamiltoni� H . �n aquestes condicions
o

l'equació en derivades funcianals per él Zo(J), s'hauria
de poder obtenir directament de la corresponent a Z (J,J� )o

particulari tzada al cas J
f
=: O. Fem-hd aquí explicita-

rnent� en la secció segUent comprovarem com efectivament

el resultat assolit coincideix amb el resultat obtingut
a partir de l'equació per a Z(J), (76), prenent-la par

3 la dinamica lliure del sistema.

Operant (1.20) amo (l, -t- �"l) arribem a

I \J
+ )(1 1, ,) I Si.I:J.14) ('J ):-:1: 'l �) nJ.<íi(;) t),.,) Jl�(J.7")

\dT'
�,.I )f.'- r ;- ¡)J�(t')

=- -¡T-+�"" J (t'Jz;.C],7 -'-6 ¡¡; rrr"{t'J (84)

be s canviant els. índexs ¡t.¡) i multiplicant per � ambd6s
? .
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Contraent amb Do
D ('1 \) ( � \ ) "8 lo! :1.7"-) • Q .. JI. (2. + },,.,) J�rf') 'l.lJ. yl.) + ( � + ).'r-') \1, b lo/ll"}

_ + A, ... , - - A'", "1'''' l. ¡p CI: 1,opu n' 'W JJ"it') -

dJ'1'lt') (86)
-f

i tenint en compte (1.83), per a prendre finalment J = O

arribem a

(87)
'"

Si recordem ara la definici6 per a A(t) donada en (73),
on caldr� que tinguem en compte que la inversa de la matriu

de difusi6 que hi intervé per 8 prendre-18 constant corres

pon a Do' reescrivim (87) en la forma

A/,llt') J 'lo/Jo)
� :J? (f'f!ot], o) (38)

JL/f')

i tenint en compte (83)

;"Pti/t') Jlo (i)}
_ 71"0') fa!":!)

JJ..;(f')
o eguivalentment

Ílf'v/f'J Jlo(iJ) s -,',J.{tl)fo/J)
[liJIIO'¡)

i fent un canvi trivial de variables(i JJper J,
;"pu/f') J [./1)

" _�(I') lO}
s J� (t')

que és l'equaci6 cercada�

(89 )

(90 )

establim

(91 )

2.8 RESOLUCIÓ DEL FUNCIONAL GENERADOR LLIURE.

L'estrat�gia formulada en 1.9, que plantejava un

calcul pertorbatiu de propagadors 8 partir del funcionel

lliure Zo(J,J+) és també d'aplicaci6 aquí, i 8mb id�ntics
procediments. Per tant, cal tenir una expressió explícita
per a 20 (J) •

En aquest cas (76) es redueix a

/\jJv/f') J!oi]}
= -J-_o') loIJ)

tfka') (92 )
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clarament idéntica a (91), tal i com s'havia anunciat.

La condició de contorn (79) sera ara expressable coro

ó1otJ)
,. j/'fo(J}

JJf'oo) ,

(93 )
"

Pretenem en aquest, moment de resoldre (92) amb

la condició (93). Definim per a aixo la funció contrava

riant L1(t', t") suposadament s í.me t ri c.a en el sentit usual

t::,"¡'¿ ((,r" )" ¿j I'l) (f", t") (94)
solució de l'equació diferencial

í\f'/J /tI} ¿,úf{t-',t"):_ S;/¡ftl-f") (C)5'\. - )

Establim ara com 9 sqluciÓ, per al funcional Z (J) l'ex-
o "

pressió
/;be'

z: (J) -= exp f �1 dr liT' 1 tr) ¿) ci.fl-rf, T'} JI' Ir'} -1- Jo1dr :101 (7) ¿J(,(J rr- 'o)}� � 0

que oprtunament caldr� verificar-se, i on haurem de tro

bar una expressió concreta per a la funció covariant �(r�)

(96)

que hem incorporat en (96). A partir de (96)

8 lo (J ) 11
&

I L- VfI- / 17- �

1
dr ¿\ u: rl)J/f')] + 1/ LI,v) o,l_t) J 1..0(1)

J 1,; (r') lo, (97 )
O:cJ. s'ha fet

condició de

ús de la s i.me t.r-í.a de � (t' ,

contorn (93) es tradueix en

i d(t' -t ) en la forma
o

t"), (94). La

les corresponents
a ¿J(t' ,r/)

A

A partir de (97), i aplicantI" operador /\ (ti ) él ambdó s
costats de la igualtat ens queda

Af/){tl} 5'1/)1;)
" /j�cl [A tr) iJLif tr',r')lrlrl'}] + a

/J Au/){fl) ¿L.¡i/:I-t)j' ZeO)JL(f') I fo,<lV te ,-

(99)
Si imposem ara

(98 )

(100)

podeill establir una solució per a jet/-to) en la forma

L1,J) tt'-tz ) " #><!'( J,U) (/1-101) (101)
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com �s f�cilment comprovable substituint-la en (100), i
tenint en compte l'expressió de � (i) donada en (73).
Si tornem a (99) i emprant (100) i (95) ens queda

�f/)tr') 5'MJ)
: [_/!rl ¡;fótfl-T')]tT'')ZoO) =-JIf')'/o(J) (102)rJlll{t') Jlo -,

amb la qual cosa verifiquem l'expressió per a Z (J) do
o

nada en (96) com a solució de (92), tal com havia d'�sser.

Ha ven t obtingu t una forma explícita per a Lll'r-), (101) ,

i comprovada l'expressió (96) Par a Z (J), nom�s ens resta
o

per a determinar-lo completament, trobar una solució per

aá��)corresponent a (95) amb la característica especifica
da en (98). Tractem-ho,i reescrivim (95) fent apar�ixer

1
' -,

1
' - , 1\'" r ti \

exp lCl�ament expresslo per a \ ),

(103 )

de la gual una possible solució pren la for�a

(104)

satisfent les

contorn (98).
de (103)

D,-� (2. �1'r')(!-)"',) IJÓ/WI-HJ" -.f!_ (2 �),,)(.2_-),.,) [81t'-t.")"Ar1l,v,(t'-I:"i}-tQt' dt' JI;' r .b'

\'vl+.lt)
8W-t') -r! lfJ (t'�t')}] ,,-1}_ (o;, + 1'l") Ult'-t") €'X?i )'vl U'-f'}t8tr'-f-''){f. +)

),,1 r l'f)

""'ri J,.) (I-'- ¡''')) _ fO'�f') -1'1 �rJ "") + 8n"-r') (;f -AM) "'''fi )tl (t"-t"[j
Ji t (' } + )11') �tt"-t') (l,v/ -1- )'1') r'Áfi ).fJ)If'�f)j

>"vl -+- )'í)
s � f [-[If'-f') "y { )1) {f''-f'Jj+ �(t"-t') (;¡r, + ').'1') ¿,(?) ?o,ti (1-"-f')))

condicions imposades de simetria (94) i de :v,

Comprovem a m�s que efectivament és solució
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'" _ d� f [(F- 1-") -<?xp 11.f) (1-"- t')}
" _ � f ótt'-t")

(105)

tal com preteníem de demostrar.

Substit�int (104) i (101) en (96) arribem final

ment a expressar Zo(J) en la forma
/: .1: 1:.

.

lo (j) .". -r f 1/1 dr Jú IT) <Xfi �'O) (T-I;) } + � 1 o. f dT' JuIT) �I.l�i, r') Jf" Ir') ¡lIQ �Q �o (106)
amb Lhr,t') def=-nida segons (104). A més, si comparem amb l' ex

pressi6 per a Z (J,O) obtinguda en (1.101), es comprova-o .

ria identicament (83) i certament el propagador donat per

(104) coincideix amb el propagador estoc8stic que havíem
introduYt en 1.7, (1.95), que per aixh haviem notat de la

mateixa manera des del principio

2.9 OBTENCIÓ DEL FUNCIONAL GENER.!\.DOR A PA3.TIR DEL
.

CORRESPONENT A LA DINAHICA LLIURE.

De manera totalment id�ntica a com obteníem Z(J, J')
a ?artir de Zo(J,J*), formularem aquí Z(J) en termes de

Zo(J). Efectivament, tenint en compte la partició de la

Lagrangiana proposada en (58), és evident d'adonar-se
\

immediatament que es verificara
1:.

Z (J) • etp {_ I ir� (_l_ ,1..L 'T)} Ea (J)
ito ó JIT) el. ¡) JIT) (107)

amb el significat que es comentava a prop¿sit de (1.110).
Per altra banda una relació identica 8xpressaria Zp(J)
en termes de ZP(J).o

2.10 CALCUL PERTORBATIU DE LA FUNCIÓ DE CORRELACIÓ

En les seccions que resten per acabar aguest se-
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gon capítol, s'analitza detalladament el desenvolupa
mént pertorbatiu de la funció de correlació, a partir
de l'expressió trobada per a Z�(J). Tal i com �s de pre

veure, la tecnica que emprarem no presenta grans dife

rencies amb la que hem esguematitzat en les darreres

seccions del capítol anterior� presenta pero, algunes
particularitats en les quals centrarem primordialment
la nostra atenció.

Tenint en compte la definició adoptada per a la

funció de correlació, i expressada en termes de ZP(J) se-

ra

(108 )

on com �s usual s'ha pres el funcional Zp(;) convenient

ment normalitzat. En termes de Z�(J) l'escrivi.m com

ftl-'/J·fJ{fl,t') � [1./
, "'.rl_/:rci(_l_ ,d..L 'T) I rz/tI)

JJ"lt"JJl,;{l') 1 /1-0 dJI,) Jr JIIT) J '/¡�O (109 )
o de forma equivalent

± p

f/JIJ'Ptt" t') ( s r (jJrJ.JL IdL ,-r)j E (1) \ '), s:

!Jlt") ¿k(f') eXf -

ro
, LÓJIT) JT cl11T)

D 1J:0 (,110

El cas particular corresponent a la funció de correlació
lliure �s particularment simple

�:v,p a:t'); <L _L_ � (;;J \. '" q_/iu(f:�'t')+ (j�¡J(é/f,t')
o';"t'') <f}utt!)

o /íJ:o el" (111)

obtenint d'aquesta manera el resultat ja conegut de (1.128).

Si desenvolupem l'exponencial en (110) generaríem
el desenvolupament pertorbatiu corresponent a �P (tll, t ' ).
Cal tamb� fer una factorització de Z (J) en les seves

o

parts determinista Z�(J) i estocastica Z�(J), que vindran

donades respectivament per
J ,/20 (J) '= ""1 I f/J,. du-p{ ),.¡ fr-+.,)} .1 Ir!)fo (112)
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, t

Z
5 (J) � �>I? 1 �¡:r t/:dT' Jrlr) tJ¡.i�T, r) J"I1"lj (113 )

o ro ¡)

El caracter lineal de Zd(J) en la font J(�) indue� a la
o "

..

definició d' un operador diferencial t (tl!), de forma ana-

loga a com féiem en (1.139), segons

j#{f") =[t:/(])J�J.�'') Z/o)
(114-)

. ',#

amb la definició usual per a [ Z�(J)]-l
[ Zd(J)J-' = l/y/O) (115)

Expressant (114) a partir de (112)

pJ.{t"J " Jo'"'" -<!xp I �'f') (fl/-fa Jj + ]4Jt'.lt; (lIé·)

on l'única diferencia, pel que fa a l'expressió equiva1ent
(1.142), consisteix en l'absencia del terme en J'-(T). Així

mate�x.i per motius id�ntiGs, no cal definir aquí un altre
"'-

operador ana Le g al rf (tI!) que s 'ha considera t en (1.140).
Emprant la notació q (t") introdulda en (1.167), expreso

sem (116) de forme més compacta com

1)< Ir) " ¡/' (f") + f4W) (117)

Si tornem a (110), po�em escriure la funci6 de cor�

relació _GP (t", tI) de manera que hi apareguin els operadors
s'han introduit recentment,

� p

f/,vIP 11", ti) ;:: < 1-'" lt") fU it') -r f -1 J-r � (J·tri I JlJr �Ir) .r ) J > 'l,/(])j� �o (118)
on, donada la independ�ncia de Z�(J) quant a la distribu

ció de condicions inicials,cal precisar que pot apar�ixer
indistintament dintre o fora de la mitjana que s'hi refe-

que

reix.

Tenint en compte la partició de JI considerada en

(59), creiem interessant d'avaluar per separat les con-

t
. - .

d
.,PI . .;IIrlbuClons que provenen e�l 1 de �l .
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2.11 CONTR1BUC10NS DE .i 1 •

A partir de l'expressió per a � 11 d�n8d8 en

(62), que reprodulm en termes de l'operador � com,

ci/ (;. .r ) = I� r '�, r) 11m fÚ (/, r) (119 )

l si tenim en compte que les funcions F seran en general
polinomis de les variables f, ens adonem facilment que

1 'expansió pe rt o rba tiva de >&P (t ", ti) con tindra termes

del tipus
� ".. 1',5!U'tr,) ."·1 Ir... ) > o (J)]>O (120)

Abans ja coment�rem que Z�(J) pot estar dintre o fora de

la mitjana sobre condicions inicials, segons qu� ens con

vingui. Ara ens conv� considerar-l'hi dint�e. Per altra

banda podem realitzar aquella mitjana un cop hagim efec

+ua t Le s derivades funcionals, i per t8nt escrivim els

termes com (120) en la forma

(121 )

Calculem primer el resultat d'aplicar un nombre arbitra-
"-

ri m de binomis ti- a ZO (J)s

..... ...( 5 )r 'Ir.} __ ¡"'Ir.,.,) & /1

(122 )
A

Tenint en compte l'expressi6 deis operadors f escriurem

(122) en la forma

__ _[__ 2e s(])
JJ<,u./T",,) (123 )

Per altra banda a partir de l'expressió per a Z�(J), (113),
observem lie seguida el seu car3cter quad.r'a tri c respecte a

la font J(C), cosa que tradulm �ue en prendre'n derivadas
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funcionals avaluades en-J{c) = 0, nom�s les contribucions

gue continguin un nombre parell de derivades seran no nul

les. A m�s el resultat-obtingut en operar una cadena de

derivadas funcionals sobre ZS(J) e;J(�) = O,eguival a
o .

considerar-les agrupades o contretes en parells de totes

les formes possibles, i com si cada parell act;u�s so"llire

Z�(J) com si estigu�s sol. Per 8 cada parell de derivades

funcionals respecte a Jl(�) i J2(�)' apareix un factor

/j12 (To] rz.), tal i com podem comprovar directament de (113)
r s Z.5(j)/, "¡j,q,r,,Tz)- o 1-0

ÓJ�li.) oJ:Ir�)
�

(124-)

amb la gual cosa reescrivim (122) en la forma
tu.

)T \' 1
.

"i" ¡<l.¡,¿
=¿ 6 roITI)--'tto}(�)ú � '�.o,r\.¿)

j�O rOl �'U:O"1 eonl.,.cu-';¡oJ
J ..... o'lI)"j hlj ¡"'-¡) r�d",
, .. I¡J/I"-jJ 4-1Q,d!;

]¡.o-lo .....

--- .6 lr... -o oT... )

(125 )

.. \ .

Una primera conseguencla de tot el gue hem dit, fa referen-

cia al caracter necessariament parell de m-j . Si fem la

mitjana sobre condicions inicials, (121) es converteix en

< (f',r,1-__ f"'" I Tw.) 'ls (t)1,=0> =i z. < t� Ir,)

ro 'fa,ñu"",
el.. "'" t'."..JNj

.JU.ljl .\ .....-i)

¡ P í' ¡"o ¡.. ",-1,,,,,
- 'j.;1r¡') � :6 ", ... ".z)---6 rr"".ooT_)

('0..,,;"«.
d./s (."..jJ
I ...�"J � ('"o<ll]

(126)

En aquell cas en gue la distribució de condicions i�icials

fos gaus s í.ana , ja se s ap gue els moments s ena rs de la

distribució són nuls,i que els parella factoritzen en pro

ductes de moments d'ordre inferior, amb la qual cosa poden
expressar-se finalment com a producte de moments d'ordre
dos. En aquestes hipotesis

< 1 i >P ')l / .» z P j-I )')1't<> Ir� I - to 11J1 = � "10 (7/0) fu (rzJ) ---- < 10 (Tí-' J 10 'r¡)
toJlIta(, ti)
t�r,Jm l- prm'.IJJ

(127 )
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,

Es ben clar que en aquest cas j ha de ser necessariame�t
1;)arell,i pel que diguérem quant a m-j, arribem a la ma neL«

conclusió per a m.

Per altra banda Sl tenim en coopte que per la

seva propia definició
, z )p< 'fo Ir,) lo (T'"l) "

(128)
expressem finalment (126) en la forma

\lL

- f"' rrwl7:.-: (j) 0;0> =� I i ¿
j�O ro..+. (u ,,¡"'.a. (t;>7Ir.tL.

''JI I¡> i , .... -p ti)'" fOnl.IIJ ("..,-)) ...
rr<1f.¡

I"f)t. .. t,,,",,,

---6 « ..._,.T",,)

(129 )

la qual cosa pot escriure's de manera molt més compacta
com

'!, ..A
S ,.,p )1 [ 1<1 ,z,

] [\U-' 1M. ",,-'.\<4

J(fITA) __ .!f"'ITcuJ?,(])6-=0/ =� J" ¡r"T1)-Ili 1 ••• ,/) .-. }., l�... _" ..... ).¡..¿1r.,. .... -"T",)
/",,frdCC. . ( 17 O ')
'" / ... ,;", �p."íI; , :J /

on no podem oblidar que aquesta expressió només és vali-
da en les condicions de distribució de condicions ini

cials gaussianes. Par tal d'il.lustrar la fó�mula anterior

amb un exemple senzill, suposem m = 4 ; en aquest cas

., � A ...< 7 s I P ['Z/ ,2.] [
)'/

1\ J" J<� fr.! f',r�) ¡fJ('1) "'·Ir,,) Ca '(J)/':0 >" ). Ir",.) ... ¡J (T"T�! ). Ir,.r�).¡-;.J fr,.r"J +

2.12 CONTRIBUCIONS DE c:i 11
.

+ [ '\.¡� IT,,7�J -1 ,{J¡r..,r..,¡] l¡;13¡T"T3J+L1<31r;'T3J]
(131)

R 1,
. , J 11

( )ecordem expresslo per ��l donada en ,63 / que
escrivim en termes de l'operadorf com

(132)
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El terme entre claud�tors podem calcular-lo a partir de

(117)

(133 )

i tenint en compte que de la definició de g�(T) ser8
o

(134)
ens queda

oL ;¡"tr) _....

(- )., ...) fV,r) = _¿ -J,V)) _Ld, dr JLrr)
i si substituIm en (132)

(135)

(136)

Així dones, el desenvolupament pe r-t.o r-ba t i.u de �p (ttl, ti)
contindra termes del tipus

.L D)J-u (l_ - \,.,) _)- 'l/{J) �SJ .. rr') dT b1�I'I") 7=0 (13(""1 '\
, ( )

,que pretenem d'ava1uar; per aix� fem actuar les deriva
des funciona1s i obtenim

(138 )

i tenint en compte la definició de propagador estoc�s
tic donada en (104),8110 obtingut anteriorment ens queda

D ( J ) [ DI.J<T''P/J
"Ir

- l.v> -

- (H T-t') ... ·f { :I,v, Ir-t') J + 'Olr'-r) -f'�p i �, .. , Ir'- T)n�'V'" ), ...)

'" .s.: /
;<- --

�1.,n�J. .. }

;;:

(139 )
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i tenint en campte la defi�ici6 de funci6 resposta lliu

re donaas eL (1.87),3rrioem a la concl�si5 que

(14-0)

Ob s e r-veri que s que s t és un resul tat important, perq'J6
si hé les funciona raspasta no s'han defini"':; fins ara en la

representaci6 LagrangiaQe, i de fet no hg_celgu� fer-ha, tam-
." \

, . ./ 'I
De es cert qu�.els ver�exs assoc�ats a �l- , en el desenvo-

Lupameri.t de �.t', incorporen la presencia (le les funci':::1s res

pesta lliure. Amb aix6 estem en una situaci6 an�loga a la

que considerarem en la repressntaci6 Hami1toniana, o� ambd6s

propagadors intervenien de manera igual e:: als desan701upa
menrs de _GP i RP•

I

2.13 OBTE:TCIO DE:§ :rZillIES FnTS A SEGü:'T O.ilDRE. COM-

P_�R.<\.CIÓ AH:3 ESCUE!'IES AHÁLEGS CONSLDER.4.TS ::::N 1.12.

Fer acabar 8q�est capital, calcu13rem �rs als ter

me s del de aenvo Lupamerrt pertor':atiu d.e _GP (�II, tI) fL"ls a

segon ord..re, amb cert detall. Ea f'em pe:::, do s mot i.u s f·JD_a

mentals. En �rimer lloc coe aplicaci6 del que hem 7ist

en les d�9S darreres seccions, i par altra ba�da, par

a verificar la ide�ti�8t deIs resultats eS50lits

1
. , ".

1 l?·
., � .

dd S que oO�lnguerem ee . _, 81Xl es con�lrma
.

e

Axp1íc;t� l'��";va1A�_,c;3 dA
'

_ ..... ":' _'-!'-'-'- _ � -'- _ r-e p re sent s c Loua .

f e rma

Preng�em la part no 1i�e81 dal d�ift

(1',+1 )
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Fem aterrció de moment al terme de primer ordre entl
1: 1:

_ <11</f')/JJ{f'1dr/¡/1tT1, d. ;,rl,r) 2s(J)J ; -{ 4I'Lt.)�Vl�')jdT ¡/·¡i,rl,:!:. ¡,rl,r) 'l.�J)/,)?�
Jr o 1]:0 dr () 1-

o. � (143)
Dels dos termes que apareixen en (143), el que carrespon .

JI, d' d -c 2 ' .

d f·
. .,

d
� 1a � 1

es or re a ., per ��opla e �nlClO e�l ,men-
tre que el que prové de � 1Iés d'ordre í . De fet aque s t

és 1 'únic terme a O( n, caz- s queLl s gue p r-ove ne ri de con

siderar potencies de Jl d' ordre superior a u són Il1a:üfes
tament d'ordre superior a u en y . Tractem l'ava1uaci6 a

O(n

(144)
on s'ha ti�gut en compte (136). Tenint el cas particular
(141)J

t p

( YJ� J Jr (ioJ-LU"J +L ) .------- (f/1r) +L ) Dp<r (i. _ �,,,,,)L Z/(J) / >
to cq,(/") J}/rl \ OT Ó JiI"IT) 17=0

(lL�5)
on s'ba tingut e� comp�e (117). Si efectuem el producta
de binoDis indicst,i abreujant ser�

1:

( y]� J dí [ ;: lt") 1oJ(�,) ¡;'Ir) ,/,Ir} + 1/"0") t/(f� ¡,",r)L
�o d J;")

1"
-----t
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Si recordem el que diguérem a prop�sit de (124) i (125),
i si observem que en (146) els termes que contenen un

nnmbr-s p ar-eLl. de derivades funcionals, el co rrcenen se-

na r- ele varia bLe s q subj e ctes a
o

conclusi6 que en la hipotesi de

sianes, no hi haurª contribuci6
�

cideix amb el que ja observarem en el deseLvol�pament
diagrametic (l. 178) .

mitjana, arribem 8 la

condicions inicials ¿sus

no nul.le. a O(r), que co�n-

Tractem ara les con-:::ribucions él O(Y�;. Per una

banda haurem de considerar la que prové de (143)
i:

A ..

j ;r: � A .s >1'-< ro·"} ru'). ·dr,;/, ('lIT) ,}:_ lfl,},T} l (J)I
fo

dr 1]=0 (147\\. .1

en

(1 L!..81-' .1

Calculem (147)

(149 )

on hem tingut en compte (119), juntament amb (141). Se-

30ns el que hem di t an te r-i.o r-ment , aqu e s ta co n tr i.buc i.ó ser.ia
no nul.la perqu� conté un nombre parell i'operadors

l

-� rlp Oro- r;5 J d� ¿ [�J¡.u(r",t') +L\�''L¡-',r')J [1��t'T)+D"�,r,-r-)J[1:�T'T) ...¿{fr,TJ
¡e I _ , J

(tmffQ(. (0;_ I'JII"'X}
/"

(1',1),.1,;, f. S) '" ji) ImJ (Off')/,. \ 150 )
.._J. ¡"ló<r ..�!J .(. ,.",Uy

Calculem ara (148)

% ¿'¡p..W) ¡uCr')j:r!�T' �� ¡�r) l�fT) j)f'� (.i:. - }'fl)L Y;S �r(T\) 4d,r\) Do-� (d¿' - \,,1)<J r (Ir Jl,r)
fa lo r

p

_L 2)J)! )dJ,,,,/r') !=o (151)
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Si efectu�ssim la primera de les derivadas funcionals
l:.h

J
Á '" s

� (a-!¡> Di� r;s D<1+1 dr d,' it'-tt,) t"u·') +�f,) :fP,r) (1- ).,�I).L flT') 4- Ir')
clT O J1fT)+0 �"

U, - ".,) fJ" Jt (r") �H"., ,') t(1)/',3 (152)�o
i fent actuar (')i�, - ).'rf' ) sobre el propagador e st o cast i,c

L).4 <P (T", r' ) J amb la incorpora ció previa de D :r.p , aparei
xerien funcions resposta lliures

1:. \:.

t / 1\ D y� - f JT f�rl 1"'U") ¡u(f') f,L¡rJ l.6¡r)(·i_ - A'f') .i.:.(¡ \ .t
J f� n

¡o 10 . .

dr 1; 1"{ t r}
.t. ?

/ dr" t, (T") R:iT (,"-r') l/(j) ': >
� b� (153 )

Ara prosseguir1em, i do�ada la commutativitat entre els

operadors ¡ i les de�ivades funcionals, reesc�iurrem (153)
coin

(154 )

Fixem-nos ara en una circumst�ncia important. Efectiva
ment)sf separem les dues contribucions a (154) que cor

responen respectivament als dos sUffiands dins del claud�-
tor

(155 )
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Tenlnt en compte la definici6 de funciona

(1.87)

(ti; - �'fl) !<.�� t r-t'¡ .. �� ¡a-r') ..,Jlf{ J.t�) Ir-r')j
i substit�int en (156), l'escrivim corr

p

� (r!� Df� y;ó tJr f�rl f¡"(t") ¡"u') hr) ¡�'T) S� ¡(r-T') ....1'{ l,�) fr-r'} ¡-�r.)/1r')ZJ'i)
�o t.o L P

J
¡; Á " -4. A ""'r ts s >1/ / yf D rtI JT �I'-It·) r{fJ f�r) ptr) f t r) l rr) Z (J) j,.. !:J. \ rJ.1!. ()'I Ti)
I

::()
.... J I

ro (153)
que coLncideix amb (1L�9) i e més a p s r-e i.x amb s í.gr.e 1.11.-

vers, per 13 gual cOSa 3'anul.len mJtu2rnenC. A1l0 a::'X0
,..,

19 �on�urJ..·�uc_io' U"L'_l'ca q O(Y�'/' e'.-- le n _ ��� 'l�C\_ � � e ,1 - � c�rresponV�J a �_/�j.

Creiem q�e aguest �s �n reaultat im�ortan�, car

a l'hora de buscar rep�ese��acions d::'agr���ti�ueE �er

ala desenvo111paments esquematitzats aquí, e1s diagramas
associats .3 termes COD (149) ::0 apa r-e i.xen en eL C'J::,rcs

ponent desenvolupament pertorbat::'u considerat en 1.12,
, , \.... ."amo la qua1 cosa podrle� conc1011re erronlamen� g�e 3ffiQUOS

desenvoluparnents no coi::cideixen almenye en l1ur �r3n3-

cripci6 en diagrames. Ccmpr:vem donc� �ue �o �s p3S eixi
i que �o �s m�s �ue un �roblema de paci��cia ajtani� 1��

con�ribucions no nu1.1d3 en O('y2), 8 �c��i� de (1=�' qGe- r:", .... _u_-- \ .//'/, .

en tarmes de diagrsrues,cons:;rul:s
,

"

segons qiJe s Da

I 1,..,
.

. " .' .

l'• c:., ens p e rme tr i.en io? reC'..:per8r lu.en'GlC2me:l'G Po :J.9s·a�-.-

vo1upamont (1.178)
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PART 11 TEORIES PERTORBATIVES EN TERMES DE PROPAGADORS
COMPLETS.



/

IHTRODUCCIO.

Prese�tem en aquesta segana part del treball un trac

tanent pertarbatiu de la dinamica estocastica de Fokker-Planck,
pero que té una dife�encia fanamantol 8mb el q�e veie� e� le

primera parte Així, ara, el paper rellevant pertocara als

propagadors vestits o complets del sistema, mentre que abans

els elements essencials n'eren els propagadors lliures o

despul18ts.

El p�nt central d'aquest nou tractament, pot conside

rar-se sense cap mena de dubtes, la formula ció d'tma e qua c.i o"
de Dys on per a la fu�ci6 e_e correlació, o rr:.és exa c tament pel
propagador connectat de dos punts exteriors, que n'és la part
totalment c cnne c tada . Una", tal equació és ben coneguda en el

co�text da la Teoria Quantic3 de Ca�ps� (Fetter i Walecka (1971)),
i constitueix, així mateix, una etaps intermitja en esquemes

tipus MSR (1973).

Avancem ja, que poden considerar-se d¡;.es alte:::-natives

per a le formulació d'm:a tal equac i.ó , La primera consistiria

en una resumació deIs termes corresponents 3 un desenvolupa
ment pertorbatiu convencional en termes de propagadors lliu-
res, i més concretament, la resumació s'extendria a 183 co�

tribucions a l'anomenada autoenergia pr�pia. La segona alter

:c.ativa seria la formulació directa d'aquella equació, alter
nativa qua pot trsctar- se, tombé, des de dos punts de vista.
El primer pren com a punt de partida l'equació din�mica pel
doble conjunt d'operadors, en imatge de Heisenberg, consti

tu�t, per una banda, pels representatius de les variables ma

croscopiques deIs sistema, i per l'altra, pels seus conjugats,
associats a les variables no mesurables anomenades momento

Aquest pot considerar- se el plantejament típic del formalisme
lVISR.El segan punt de vista, es fonaments en el plantej ament
f�ncional, i més concretament, consisteix on l'aplicació
�el lama d�integraci6 per parts a l'expressi6 del funcional

generador de propagadors, per tal d'obtenir, primer, una equa
ció d'evolució temporal pels valors mitjans de les variables
del sistema, 2(1)' i posterior recor..versiS a una equació di-
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n�mica pel propagador connectat de des punts. Aquest segon

és el procediment que hem seguit nosaltres. Val él dir, que

tant en el plantejament MSR, com en el rostre, arrioarem a

una expressiÓ per; l'operador a u toenergia, pe 9a central de 1',
8qU3Ci6 de Dyson, no 8xpressat parcialment i en t8r�08 de

prop3gadors lliures, tal com seria per aquella resuill3ci6 de

la que parlavem abans, sino que l'obtindrem en la s eva forma

completa i en termes de propagadors vestits, amh la gual
cosa és lícit de plantejar-se l'oportunitat d'esquemes re

normalitzats.

També s'ha de precisar que aixo darrer ho aconseguim
mitjanyant la introducci6 d'unes noves components de la din�
mica estocastica del sistema, que s6n les anomenades funcions

vertex. En efecte, el t�actament de problemes no lineals, com

els que aquí proposem, i que d'altra banda s6n els més inte-

ressants per la possibilitat que ofereixen de descriure sis

temes amb transformacions notables del seu comportament, t�
com a contrapartida,1'aparici6 de les conegudes estructures

jerarquiques en les equacions d'evoluci6 de qualsevol pro
pagador. Volem dir amb aixo, que referint-nos, per exemple,
a aquesta equaci6 din�mica pel propagador de dos punts, G(2)'
ens hi intervenen propagadors d'un nombre superior de punts,

G(m)' amb la qual cosa esdevé una notable complexificaci6 del

problema. Doncs bé, és a partir de les funcions vertex que

aconseguim desacoblar G(m)' i podem expresar finalment l'ope
rador autoenergia en termes de G(l)' G(2)' i les funcions

vertex,que notem r( ,.

m)

Cal també indicar que en la presentaci6 que fem de

les funcions' vertex, seguim les idees d'Amit (1978), lleuge
rament diferent de la que en fan De Dominicis i Ivlartin (1964-a),
encara que equivalents en les expressions finals per a r (m)
amb m,>2.

Un cop establert l'operador autoenergia en termes

de les funcions vertex, ens cal tancar el sistema mitjanyant
la formulaciÓ d'equacions per a aquelles funcions. Així; ens

és necessari establir relacions autoconsistents per ar(m)'
amb 6�m�3, relacions que estudiem, també, en relaci6 amb la
tactica de la seva resoluci6.
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No creiem que poguem disimular l'extraordinaria com

plexitat de lés expressions pel operador autoenegia, vegis
com a exemple (II.2.73), o de les equacions autoconsistents

plantejades pels vertexs. Aixo no obstant, aconseguim una

particular reducció d'aquella dificultat d'una forma ben

senzilla, en la hipotesi, d'altra banda molt normal, que con

sisteix en pendre G(l)=O.
Finalment, i ja per acabar aquesta introducció, ens

referirem a una de les q�estions que creiem m&s importants,
d'entre les contingudes en el treball presentat.

De forma semblant a com ens atreia la possibilitat
de fer servir la representa ció funcional en termes de la La

grangiana, per tal d'aconseguir, si era possible, una reduc

ció en la dificultat associada als desenvolupaments pertorba
tius en termes de propagadors lliures, així mateix ens varem

adonar que l'equació de Dyson a que DQsaltres arribavem de

forma natural a partir de la representaci6 funcional Lagran-
o, ,/ o o , / o

glana, s expressava com una unlca equaclo, per a un unlC pro-

pagador, i en termes d'un únic operador autoenergia. En l�es
quema tipus MSR, d'altra banda, for9osament el tractament
havia de ser matricial, 'davant el paper equivalent que perto
ca�a a la dualitat d'operadors emprada, i així,efectivament,
hom tracta alla amb una equació de Dyson plantejada per a un

propagador expressat com una matriu 2x2, els components de la

qual s�n justament la funció de correlació i de resposta, i
igualment l'operador autoenergia t& tres components no nul.les.

No creiem que valgui la pena insistir en la superior
dificultat, a primera vista, associada a un tal plantejament.
Tanmateix, per tal d'ensorrar aquella estructura matricial

esdevenen essencials les anomenades relacions de fluctuació

dissipació, establertes b& entre les funcions de correlació
i de resposta, b& entre les mateixes components de l'operador
autoenergia. �osaltres no tenim, en principi la limitació de

l�exist�ncia de les esmentades relacions, tot i que no les
oblidarem per prudencia. En aquest sentit varem considerar
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oportú de formularles, previa cs r-acte r-i tzaci6 de la funció

resposta en la representació Lagrangiana considerada, encara

que resten apartades del formalisme presentat en aquesta se

gona part.

En tres capitols desenvolupem el contingut d'allo
que acabem d'exposar. El primer'conclou amb la formulació de

1 ',equació de Dyson, el segon e sme r-ca t en, la introducció i pos
terior incorporació al formalisme de les funcions vertex. I
el darrer en qu� ens referim a la funci6 resposta, a les re

laciGDs de fluctuaci6-dissipació, i comparem l'esquema aquí
presentat amb el de Martin, Siggia i Rose.
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l. EQUACIO DE DYSON PER AL PROPAGADOR CONNECTAT DE DOS

PUNTS.

1.1 EQUACIÓ EN DERIVADES FUNCIONALS PER A Z(J)
TORBACIÓ CÚBICA.

PER-

En comen9ar la secció 1.2.5 varem dir gue ens

propos�vem d'obtenir una eguaci6 en derivadas funcio
nals per a Z(J),amb el doble motiu gue consistia per
una banda, en l'eventual restricci6 a la dinamica lliure
i a la posterior resolució, i per altra banda, en �sta
blir un punt de partida en la construcci6 d'un forma
lisme analeg al MSR (1973). Avan9ant en aguest darrer

objectiu, considerarem ara la particularitzaci6 d� l�e

guació gua s'hi ha obtingut per a un sistema no lineal

particular gue conté una pertorbaci6 cúbica.

Suposem dones f(g,t) sense dependencia ta�poral
explícita i donat per

(1 )

on el coeficient de la part no lineal el suposarem in

variant enfront a gualsevol permuta ció dels seus ín
dexs covariants

r: 2 • _

A (Tl1 (2 )

En aguest cas

f'(f) � � e: ¡¡)(t). (3 )

i consegüentment,les diferents contrlbucions a la La

grangiana oi (g,q) vindran donades segons (1.2.60),
(. l. 2.62) i (I.2�63) per

(4 )
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el.
J.

(t) = lltf Ó;;A Dpl) �� t (" f 0-,). �f í f ¡- r

...¡JJI )r"" D [
.

¡J llJ 01. o: Ael, (�. �)" - � U so ).. )'1.1 t - ).,,1) i 1 t t (6)
1 11

Amb aquestes expressions expLí c.í, tes per a ciD ,dl ,eL1
passem a calcular ��.f- (q,q) definida en (I.2.74-)

?rir,·i)
1

'JL (}) ()/,.J!. (1, �.J
+

'dr" ?r ") ¡1'4

�J,¡(#.¡) á
Déu T�fT td.(�1t��rJ;, r o{CT).

?1" J

(7)

(8 )

on hem emprat (2),j pr�viament del car�cter sim�tric
de la inversa de la matriu de dif�si6;

"1 J 1L(. � O .;. rr). "(Ir O [' ¡J \ ¡) ]
a: .A"'d, 1't)

s: J� YotIT}. S'p. A'l"d 1 � - v)'lcr). Su r.-ti .• ),. t j. (9)
djJJ..

on hem fet ús novament del caracter sim�tric de r�;
enfront de permutacions dels seus índexs covaria4ts.
Per altra banda

(lO�

i per consegüent

.::!.. ';).1: (1';)
dt' 'JiJJ..

• -

Sumant totes les

(11)

contribucions

(12 )
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i agrupant termes semblants

( JJ1/r) ""p l-j�T rel-J. ("J) ( Afll (f') ¡UU') • �J1f!r>I:¡. fo

L'expressi6 anteriar pot fer-se m�s compacta
si definim tres potencials en la forma

�IT). ci� T a - i/] rtn Oro o�� r

r:uLir1') :: - j/3" l,/"") Df1-f r!<r).. - �,,,) DJJf rter).

(15)

(16)

(1'7
"

I /

En funci6 d'aquests mateixos, reescrivim (14) com

I .b?IT) .eX? J - r.. [01. JI'- 'I;<]JI f Ap." U'J i){!'J -1- (¡r-:;lerA. (/UI) lt!-') ¡.d(fl) (itl),J(f�'")41fa1" 10 ! i+o t fl

+ �M)" r'{t') ((fl) 1�(t1) .. 1jd-á). j"'Ú) ((f') tAU') +J (1')),: (/ (18)

Per altra banda en termes de Z(J), l'equaci6 an

terior es converteix en

A (1-'') SIn)
"fJ.J --

{l,,{f')
r ¡í'UJ)

+

p/r,¡er)..
dJf tr: -" ¡J� u')

ÓV d J UJ)
.,.

1 (1') lu) :0JI' r1{t') J¡-<
o Jr{f')J.l.tfn (7(0 o

(19 )

que no �s més que (I.2.76),per al cas particular del

drift que s'hi ha con�iderat.

L'equaci6 anterior adoptaria exactament la ma

teixa forma en cas de tenir una distribució inicial de
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condicions inicials, només substituint Z(J) per Zp(J).
En tot l'estudi que segueix ens oblidarem una mica del

problema de condicions inicials, i en aquest sentit tre
ballarem fonamentalment amb Z(J), amb el benentes que
cas de caldre,n'incorporaríem el tractament de la forma

més conveniente

Obviament el cas particular de sistemes amb drift

lineal, pot obtenir-se directament de (19) tenint en comp
te que els potencials introduits en (15),(16) i (17),
serien en aquest cas identicament nuls; amb aixo (19)
es reduiria a

(20 )

on hem explicita tI' operador diferencial /y.u (tJ) defini t
a (1.2.73). Aquesta és l'equació en derivades funcionals

corresponent al sistema lliure, que ja tinguérem ocasió
de resoldre en 1.2.8 .

. 1.2 PROPAGADORS CONNECTATS.

Fins ara la nostra intenció fonamental era esta

blir una equació en derivades funcionals per a Z(J), en

tenent que si es conegués tindríem la possibilitat d�ob
tenir qualsevol propagador per simple derivaci6 funcional

respecte a J(r). Aixo no obstant resulta més convenient

desenvolupar el nostre formalisme en termes dels anome-

nats propagadors connectats, i consegüerlment treba11ar
amb un funcional generador nou, Zc(J), tal que aque11s
propagadors s'obtinguin per derivació funcional d'aquest
darrer generador. Primer establim breument la raó de

l�esmentada conveni�ncia.

.1

En qualsevol desenvolupament pertorbatiu diagra-

-119-



matic que plantegem, sigui quin sigui el propagador que

intentem de calcular; i independe�ent de la Lagrangiana
que estiguem considerant, ens adonem de seguida d'una

característica que augmenta enormement la complexitat
dels calculs, sens afegir propietats intrínsecament re
llevants. Aquesta circumst�ncia consisteix en l�apari
ció de diagrames desconnectats, és a dir aquells on hi

existeixen punts exteriors no units amb tots els punts
interiors per línies internes. Podríem definir amb més

propietat els diagrames desconnectats si déiem que són

aquells en que no és possible de construir-hi una tra

jectaria contínua que uneixi qualsevol parell de punts
I ..

exteriors. Es ben clar gue les propietats d'un diag�a-
ma desconnectat són les mateixes que les corresponents
al producte de les seves parts disjuntes. Per tant sem

bla raonable d'intentar reconstruir els desenvolupaments,
en termes únicament de les parts connectades dels pro -

pagadors, entenent que si les multipliguem adeguadament,
podem coneixer finalment el propagador completo

'"Per tal que la terminologia emprada en el para-

graf anterior no resulti confusa, aclarirem q�e per punts
exteriors d'un diagrama s'entenen els arguments o varia
bles del propagador que apareixen en el seu desenvolupa
ment, mentr� que els punts interiors esten associats
amb els v�rtexs,el� í6dexs dels guals, discrets o conti

nus, són muts, en el sentit gue apareixen respectivament
sumats i integrats. Per altra banda el concepte de dia

grama desconnectat és f�cilment visualitzable; així, i
si suposem el sistema sotmes a una pertorbaci6 guadratica
del tipus de les que s'han considerat anteriorment, apa
reixeran per a.. < q}l,( t:.,) ._.... ,q J!'f (tI¡) > diagrames des con

nectats del tipus
)', JI,

------t¡f¡ I;_' ��·�---A�
i'l
---_

1j
� �

t---------J.¡
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i encara més, tots aquells que poden construir-se jux

taposant els diagrames corresponents a propagadors de

menys de quatre punts.

Els propagadors connectats els notarem amb un

subíndex (c); és a dir

< ,...... J)'
t rfw} ---' 1- / I�) .--- f)J< If")4 (21 )

i aquest indicara justament la part totalment connecta

da de la mi tj ana

< {...

Ir_} __ t 1'7} - - -- ¡.f'< UA)) (22 )

Associat als propagadors connectats (21) podem
definir un nou funcional generador Z (J) mitjan9ante

Allo primer que podem qüestionar-nos és a propo
sit de la relació existent entre els funcionals Z(J) i
Z (J). No és excessivament difícil d'establir la següente

identitat.

(24)

Per altra banda aquesta relació permet d'assignar un sig
nificat precís a Z (J). Així, i amb les definicions usua.l s

e

en Mec�nica Estadística, Z (J) representar� l'energiac .

lliure canviada de signe, consegüentment amQ que Z(J) re-

presenta a la funció de partici6.

No intentem d'obtenir construccions formals apli
cables a Z (J) de característiques analogues a les emprae

des per a Z(J), quan l' expressavem a partir de Z (J) i
o

aquest era de resolució coneguda. Desafortunadament podria
molt ben ser que ni tan sols existissin. Ens limitarem,
6nicament, a reescriure l'eguació en derivades funcionals
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per a Z (J), (19), en te rrne s de derivade s opersrrt sobre

Z (J), o el que §s el mateix, acibstituir en aquella equac

ci� els propagadors que hi interveLe� per les seves cor-

res¿onen-ts parts co::nectedes. Trebc:llarem aI!},8 aquests prope

cado re conneetets en tot el de s envoLuparaerrt oo s t e r-í o r del for-� -

:nalisme, i deixant a part els avantatges q ue S�lpOSA el s e u t.r-s c

tament, apunta t s ja b reumerrt , e L s eu ús ens sera de gran uti

litat quan en el cap!tol segue�t ir:tro��irem la noci6 de fu�-
,

CiODS vertex.

Per acabar, i a tall d.'exemple, escriguem les

parts conne c tade s corresponents als propagadors amb un

menor nombre de variables. Així

(25 )

< j /J,(J.,) t ¡'�Uz� ,,< :/"u.) (t(tJ) - \ ('UAJ) < t":(�» (2E)

< 1}J'{I,) ¡I'r(!¡) ,� Iij)l " < (:t,) 'll{'olJ{�)) - < ('0,1) < (t{�}7 flJOj) -

_ < i}"H¿J)<', Ji'O,) ,I')(�) - ((J{�}){ '/'{f,) ¡l'/'i)) .z < 1'(11))< rrfJ)4,J'3(!iJ)
(27 )

o invertint els desenvolupame�ts antariors

< 'f1l'Ut)> . < ¡JI'U.I1:
( ('ti,) �Jizrt.» • (f)J'O,J fJ'{t¡>c t- (}t'·O.JY-ff'!(fi»

(28 )

( ?}J'{f�) Jflzll¿) 1'"S( fjJ) � ('l/'O,) jJl'(I;J ('.s(ljJ). .. < 1'" o.. ) � ('(t) "llJ(1);. te G

(�C'
\- < t�'ll» <f"U,) r»: f ��)JYI;))�#flYt,)(··!1)� .. < ('O,J) 1..«{fiJ)< ('(f})

,� /

Finalment assenya.i..em que en llenguat¿:;e de proba
bilitats, els propagadors con�ectats són als ?ropaga

dors, 8110 que els cUillular:ts 56n als moments d'una varia
ble aleatoria. En Meeron (1957) i en Str3tonJvich (1963)
poden trobar-se expressions �§s generals que les anteriors

per a ordres superiors.
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1.3 EQUACIO DINAI1ICA PER ALS VALORS MITJANS.

Primerament ens convé introdujr unes funcions de jeT),
relacionades amb els propagadors connectats introduits

en la secció anterior, mitjan9ant

4l¡;.fJJ.l-flJ.;"'ítJj'�'� ....;f',t') �
__f_IU_Z_'C_IJ_J _

n)'..r�'") .'_' JJfl (�) _ •.•• JJ,. 11.)

que comparant amb (23) observem que verifiquen

En la definició (31) h�m relaxat manifestament la nota

ció estrictament covariant mantinguda fins ara, cosa

que proposem per comoditat. Precisem ta�b� que no hi ha

d,',haver cap mena de confusió entre les funcions G (m )in-, /

troduides aquf i la funció de cor�elació � definida abans.

Efectivament i a partir de les seves definicions res�ec
tives sera

(33 )

En aquest sentit, el símbol emprat per a caracteritzar

la funció de correlació ens haura de recordar el seu

car�cter no estrictament connectat.

Procedim ara a expressar (19) en termes de les

funcions G()A-<u,rt/.l..j •..-ijt"Cj). Abans pero, dividim els dOG mem-.

bres de (19) per Z(J).

(!l ) (() , ) I rm) r iDpj.J L + J,/", - .,. �'-I - .¡. I'frr;lrf;A-}!:' )/;' u» [J"U'J 'l.IJ)
t

+ rf'tU')' L-
21])

Emprant les funcions G(m)definides anteriorment, on el
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subíndex entre parentesi precisa el número deIs seus

arguments quan aquests no s�hi indiquen �xvlícitamé�t,

e 'fY ¡ /,t'¡ o/,f'; iJ,t-'; 1,1-') +

ro ( L' • L' ., j" a; t "} e (). r') + -'-' ...,.
+ lt Fe r ; .." I i:..1'1 ,1 1

+ G Ifor', r,f i o/,t') G (lT,t'; U') "._ . ...,.

+ G Ir!-'; p'; ,:!,t') (i (",t') G ¡p', ...... +

+ G !f.r' i T,t') c;.lol J+') a.i') G( ),t') -t--- +

+ �(f.t'; �tt') c¡.(d"t') G(:rY) G-nYh-·-+

+ G i f,b') G (1, 1-') q lol,l:') C:r la; e) 4l),-\')

on els punts suspensius in.diquen els termes deduibles

de l,',explíci tament escri t per permutacions de.l,s árgu
ments de les funcions G(m)' amb el benentes que no es

consideraran diferents agLlells vermes que difereixin per

permutacions deIs arguments interiors d'yna o ::n,�s d,'yna
de les funcions G(m)' ni tampoc aquells que dife�eixin
per l�ordre de col.locaci6 d'aquelles funcions. Es un

senzill problema d'analisi combinator�deduir que exis

teixen un total de cinc termes corresponents a la par-

tici� G(4) G(l); deu termes per a G(3) G(2) ; i tamb�
deu termes per a G(3) G(l) G(l) ; quinze termes per a G(2)
G(2)G(1) ; i finalrrent d.e u termes per a G(2) G(l) G(l) G(l)"

Per altra banda

JJ'WJ
'" G (",t'; :r,t'; J" r') -r-

to) óJoI./¡"}3Jr¿r'JóJ, tn
+G(oI.t'¡U,t'} Gll,t') ... G( .. ,t';¡.f')G(�.r')+Cr{(f,t';1,f')c;.loI,t')

+ G- (01, r" (j. ('S, t') G 0, t' ) (36)

Calculem ara el terme que conté la derivada

poral en (34)
tem-
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J� ltJ) ¡/tIJ)

JJ"lf') [3, I t') J]" (f) /"'/:'
(37)

i mitjen9ant (36)

"Jf [Gllf,t'¡ U';oI,t).¡.t;(IT,t'; �,+')Ci(,,¡,/;) -I __ .-t G(cr,t')c;.IU') �(oI,r) JI (38)!-, t'

Si substituIm (35), (36) i (38) en (34) obtenim

C)p.u (1�' + \,,.') (J, - )..) G (�)t') -i: f'"Yd.<T) [(H f,I-'¡ r,l-'j eI.t'd. ti .. J ¡i') + ... +

-f G(r"') (j-(y,�') Q-(oI,\-') G{ú.t')(rLU·')J + r}1M� [G-(o¡J'j(1".t'i ;¡,PJ .... ;-c;.loI.i')l,-úr.r')(ill,I')]-t
+ fl-lol¡¡�}1: [Cr(ú,r·;LJ-';""t)+ .. _� (f-{!i,t'JI1Il,/-'>G-Id,{-J]¡ -rJJ"0')=v. (39)

{-=l.'

En 1�equaci6 anterior mantenim el conveni que
indexs repetits van sumats. Insistint en la gUesti� de

la notaci6, ens agradaria ara, canviar-lo lletigerament,
de tal manera que s'hi inclogui tamb� una integraci� so

bre la variable temporal, quan considerem el temps com

a índex repetit. En altres mJts, definirem UDS nous �n
dexs, notats amb n�meros i que contindran una component
dis creta, oc, /g, etc., i una de cont�nua que correspon a

la variable temporal. Amb aixo adoptarem el conveni se.,.,.

gons el qual �ndaxs num�rics repetits n�indicar3n la su

ma sobre la part discreta i la integraci� sobre el temps.
Com a exemple, considerem el terme de (39)

Notant

f,t' = 1 (41)

i definint

(42)
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escriurem aquell terme com

¿ �,IcI). Glcd'¡d".t';),t') =: r1234 G(234)
014, J.

Per a expressar totalment (39) amb aquesta nova

notaci�, hem d'introduir dos parells d'1ndexs nous

(43)

; r.�; 6 (4LJ- )

i redefinir els potenciols ÓILfrol,r). i �o<o
a (42). D'.aquesta manera introduim

al1s1ogament

f,uttold'). ftl'-h¡-I ¡U'-t.) d()'-1:.<f) str-«, JO'-2} - r. ... � -,:.
1 e r: '" �4::'lt-:'C.) (45)

(46)

i de manera similar

}¡./t'J == J(l)

D}'u(l + ),,,,)(1-),,,,) !II'-T¡JJ6' n'
-

(47)
A

1\(12 ) (48)

Tenint en compte el caracter mut de l'1r-dexv
en el primer teiDme de (39), i tombé la simetria enfront

a permutacions deIs índexs interiors per a les funcions

G( )' deduible directament de la seva definició (31), im ..

amb els potencials definits a (42), (45) i (46) junta-
ment amb (47) i (48), reescrivim (39) en la forma

Á (12)G(2)+ f156234[G(56234)+ ... +G:5)G(6)G(2)G(3)G(4)] +

+Y1234�G(234)+ ... +G(2)G(3)G(4) J + �234 �/dt2[G(234)+ •.• +
+G(2)G(3)G(4)] +J(l) * O (49)

que encara pot ser escrita de manera més ordenada, si
tenim en compte el caracter mut de tots els arguments,
exceptuant 1'1, com

�(12)G(2)+�2�4rr[G(23456)+ ... +G(2)G(3)G(4)G(5)G(6)] +

+ '1234 [G(234)�. ��+G(2 )G(3 )G(4)J +r1234%t2( 8(234)+ ... +

-126-



+G(2)GC3)G(4)]+J(1) = o (50)

Un cop arribats a aquest punt, observem que con

trariament al que ocorre amb les funcions G(m)' els po

tencials introdufts segons (42),(45) i (46) no s�n sim�

trics sota permutacions deIs seus arguments. Per afer

m,�s facil un desenvolupament posterior del formalisme,
resulta convenient de simetritzar aquells potencials
respecte als índexs que es contreuen amb les fun-

cions G(m) respectives. Per aixo haurem de tenir en comp

te les definicions de les seves parts independents del

temps donades en (15),(16) i (17), juntament amb les si

metries que de fet ja posseeixen com a conseqüencia de

les p ro p í.e s de '-:H' i Dy.\) • D'acord amb el que acabem

de dir, i simetritzant el potencial Y123456 pel que fa

a permutacions qualssevol dels seus indexs muts (2, ••• ,6),
escriurem el terme corresponent en (50) en la forma

í123456[G(23456)+ .•. +G(2)G(3)G(4)GC5)G(6)] = 1/10 (

1123456+ h24356+ í 125346+ r126345+ r134256+ r 1352�-6+
th36245+h45236+ [146235+ 1156234) [G(23456)+ ... +

+G(2) ...G(6)] (51)

Adonem-nos que les contribucions escrites s6n les �niques
rellevants, car de (15) �s immediat comprovarTne la si

metria de rf'-�lcl¿ r respe cte dels tres primera .�ndexs entre

si, i dels tres segons igualment entre ells; resulta

tamb� manifestament invariant enfront a una tr8nsposici�
global entre el gr�p dels tres primers íLdexs i e� que

constitueixen la resta.

Per la seva banda 'fpuIf) �s clarament invariant d.a va n t d
"

u

na transposici6 dels dos darrers indexa

(53 )
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i finalment ��I1)presenta la mateixa simetria que 'fp1Ja";"
A partir de (51) definim dones el potencial

simetritzat corresponent a Y123456 com

'((123456) � 1/10 [ [123456+ l;_243 56+' •. +�56234-J (54)

amb la qual cosa finalment

r123456 [G(23456)+ .•• +G(2) •.• G(6) J= 1(123456) IG(23456)+ ••• +
+G(2) .. 0.G(6)J (55)

Identicament procediríem amb els termes que resten,en

(50) • Així

T1234[G(234)+ •• oG(�)G(3)G(4-)J = 1/3 (°1234+ J1324+Jl4-23)
[G(234)+000+G(2)G(3)G(4)] (56)

l definint el potencial corresponent simetritzat com
"\/

0(1234) E 1/3 (�234+ �324+ O;_L�23) (57)

expressem (56) en la forma
(V

'(12�4 [G(234-)+. 0+G(2)G(3)G(4)J = Yc1234) L�(234-)+0 .+G(2)G(3)G(4�/

(58)
Hem de procedir amb més prudencia per al ter-

me en +12340 En primeE 110c integrant per parts, i te
nint en compte la ,iefinició de r1234 en (46)) no �s di
fícil d'establir

f1234 d/d,t2[G(234)+ •• +G(2)G(3)G(4)] =(- d/at�2.:;�)�(234-)+. 0+
+G(,2)G(3)G(4)]' (59)

i simetritzant id�nticament a com ho féiem en (57)

�23,4 0/ dt2lG(234)+ 01
o -;G(2 )Gq )G(4::J :;:-1/3 ( ()/d t2 �23L+ + O/dt:<í-f1324-+o/ ¿/-C4 71423) [G(23L+)+ .•. +G(2)G(3)G(4)] (60)

cosa que permet de definir un nou potencial a guatre punts:
-v

--0:'(1234):: -1/3 (%t211234+ d/CJt3r1324+d/?lt471D_23) (61)

amb la qual cosa (60) es converteix en

-r1234 d/Pt2 [G(234)+ .• +;} (2 )G(3 )G( L!.D = 1(1234) [G(234)+ o • +G (2)

G(3)G(4U �62;
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Teni�t en compte totes les contribucions en (50) obtenim

A(12 )G(2)+ 1(123456) [G(23456)+ .. +G(2) .. G( 6)J + r(1234) [G(234)+ .• +
+G(2) G(3 )G(4)J + f(1234)[ G(234)+ .. +G(2 )G(3 )G(4-)J -:-J (1 )=0

(63 )
que podem encara fer m�s compecta, Eedefinin� un potencial de

qua t r-e punts (1234) com la suma de r (1234) i :f(1234) :
"-'

{(1234) :- ((1234 )+f(1234) (64)
i (63) esCLev�

Á(12)G(2J+ r(123456)[G(23456)+ .. +G(2) .•G(6)J+ ((1234)[G(.?34)+
+ ... +G C2 ) G (3 ) G ( 4- )J +J (1) =O C 65 )

Ara ja podem explicitar els punts suspensius que aparei
xen en les expressions anteriors, sense cap mena de rise d'ocupar

,
,

massa l�nies. Efectivament,. aprofitant un com mes el caracter

mut deIs arguments de les funcions G(m)' aixi com la simetria
deIs potencials 0(4) i �6) respecte a aquests mateixos indexs

muts, �s molt facil d'adonar-se que tates le contribucions per

tanyents a la mateixa partició en els desenvolupaments (35) i
(36) tenen identicament el mateix valor, i per tant en (65)
escriurem aquells desenvolupaments indicant un sol terme per

a cada una de les particions, juntament amb un factor numeric
que tingui en compte la seva degeneració. Aixi

r (123456)[ G(23456)+ •.. +G(2) .• G( 6)_J = r (123456) [G(23456)+
+5 G(2345)G(6)+10 G(�34)G(56)+10 G(234)G(5)G(6)+15 G(23)

G(45)G(6)+ 10 G(23)G(4)G(5)G(6)+ G(2)G(3)G(4)G(5)G(6»)
(66)

i corresponentment

r(1234)[G(234)+ •• +G(2)G(3)G(4Jj= r(1234)[G(234)+3 G(23)G(4)+

G(2)G(3)G(4)J (67)
amb que substituint en (65) arribem finalment a

�(12)G(2)+r(123456)[G(23456)+5 G(2345)G(6)+10 G(234)G(56)+
10 G(234)G(5)G(6)+15 G(23)G(45)G(6)+10 G(23)G(4)G(5)G(6)+ G(2)
G(3)G(4)G(5)G(6)J + r(1234)[G(234)+3 G(23)G(4)+ G(2)G(3)G(4)]+

+ J(l) = O (68)
que �s l�equació que cercavem. Fixem-nos que �s valida indepen
dentment del valor de J(l). En particular si fem J(l)=O, haurem
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obtingut una llei d'evolució din�mica per al valor mitja de qual-
\

sevol de les variables macroscopiques, en f�nció de les parts
connectades de mitjanes on hi intervénen. més d'una variable.
Per altra banda, sí l'equació esmentada la suposem implicita
ment considerada en J(l)=O, �ns servir� com a punt de partida
per a desenvolupar una teoria pertorbativa no basada en l'ús
de propagadors lliures, tal com veiéram anteriorment, sinó que
considerarem les parts connevtades deIs propagadors complets o

vestits, en termes deIs quals esta esc�it tot aquest formalisme.

1.4- OPERADOR AUTOE.NERGIA�. 1::QUACIÓ DE DYSm�.

Donada la import�ncia que té l'av31uació de la

funció de cor�elació per sI coneixement est0castic d'un

sistema, sera bo intentar d'eatabli= a �artir de l'e

quació d'evol�ció tempo=al per a G(l" (Ea), la corres-
,- )

ponent a G(2). Avanc�m d'3ntuvi Q�e srribsrem a una equa-

ció de Dyson, ben coneguda en el context 1e la Teoria

Quantica de Camps (Fetter i �'¡alecka (197l�), i també eté.

pa previa pe r la que passen en el f'o raa Lí.sme l''lSR, i De

Dominicis i r1artin (19648), en la construcció Je teories

pertorba-::;i7es renormali tiz ad.e s aná Logue s 9 la que aquf es

pretén d�establir.
,

Per aixJ derivem funcionalme�t qU5nt a la font

exterior l'equació (63) i emprarem 19 pro;ieta� que l'ac
ció d'una tal derivada sobre une funció qualsevol G( :incre-

.

,m)
menta en un deIs seus arguments. Aixi en general

SG r.:
l' tI; .. ; u: , tI) /'f 8- m- I .L

dJfm(tm) (69)
je (31). Derivem do�cstal i co� es pot deduir iirectament

fllncionalment respecte a J(7) ,
3J7l0 la q u a L cosa es

tablim

�(12)G(27)+r(123456)[G(234567)+5 G(23457)G(6)+5 G(2345)G(67)+
+10 G(2347)G(56)+10 G(234)G(567)+10 G(2347)G(5)G(6)+20 G(234)
G(57)G(6)+30 G(237)G(45)G(6)+15 G(23)G(45)G(67)+10 G(237)
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G(4)G(5)G(6)+30 G(23)G(47)G(5)G(6)+5 G(27)G(3)G(4)G(5)G(6�
+ 1 (1234)[G(2347)+3 G(237)G(4)+3 G(23)G(47)+3 G(27)G(3)G(4)J
+ 6(17) = o (70)

on hem emprat la simetries de í (6) y de 0(4)' Per a arri

bar finalment a una equació tipus Dyson, només ens .resta

per transformar (70) de forma que apareixi explícitament
com a factor una funci6 G(2)' Per aixo fem com a exemple,
la transformació necessaria en un deIs termes de (70)

O(123456)G(234567)= Yc12.3456 )G(234567 )G-l (72 )G(27) (71)

on hem introduit la funció recíproca o inversa G-l(?2),·
de forma que satisfaci

G-l (72 )G(27) :;: i crr: (72 )
Fent igual amb cadascun deIs termes de (70), arribaríem
finalment a escriure-la com

A(12)G(27)+1(123456)[G(234567)G-1(72)+5 G(23457)G(6)G-1(72)
+5 G(2345) fe 62 )+10 G(234? )G(56 )G-1 (?2 )+10 G(234 )G(56?)

�-1(72)+10 G(2347)G(5)G(6)G-1(72)+20 G(234)Ge6)�(52)+
+30 G(237)G(45)G(6)G-1\72)+15 G(23)G(45)Óe62)+10 G(237)

G(4)G(5)G(6)G-1e72)+30 G(23)G(5)G(6) F(42)+5 G(3)G(4)G(5)

G(6) b(22) ] G(27) + 1\1234) [ G(2347)G-1(72)+3 G(237)G(4)

G-l(72)+3 G(23)D(42)+3 G(3)G(4) 6(22)] G(27)+ 6(17) = o

(73 )
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Definint l' operador autoenergia Z (12) a partir
de (73) mitjan9ant

1:(12) = Y(123456) [G"(2"34567)G-l(72)+5 G(2"3457)G(6)G-l(72)+
+5 G(2345)r(62)+ 10 G(234?")G(56)G-l(72)+10 G(2"34)G(56?)
G-l(72)+10 G(2"347)G(5)G(6)G-l(72)+20 G(2"34)G(6)f(52)+30
G(237)G(45)G(6)G-l(?2)+15 G(23)G(45)d(62)+10 G(237)G(4)
G(5)G(6)G-l(72)+30 G(23)G(5)G(6)O(42)+5 G(3)G(4)G(5)G(6)

O(22)} 1'(1234)[G(2347)G-IC72)+3 G(237)G(4)G-l(72)+3 G(23)
5(42)+3 G(3)G(4) 0(22) ]

(74)

i introduint la funció inversa del propagador lliure

G�l (1;2), per mitja de la identitat

-A(12) :: Go-l(12) (75)

la (73) admet una expressi6 extraordinariament més com

pacta com

_G-1(12)G(27) +Z(12)G(27) + d(17) = O (76)o

que encara ens recordara més una equaci6 de Dyson si
la reescrivim com

i admet a més, altres múltiples formes com les que do

nem a continuaci6, sense explicitar-ne e1s arguments

,,-1 ¿lr -
"

o (78 )

En rea1itat, i per a ser més precisos, probab1e
ment hauriem de limitar el nom d'equació de Dyson a
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l(esquematitzada per la s�gona en (78), mentre que l�e
quació íntegrodiferencial (77) correspondria m�s aviat

a equacions del tip�s de Baym-Kadanoff (1962) usuals en

teories quantiques.

Assenyalem que la (77) és un cop més una equaci6
valida tot i J(l) no ser identicament nul.la, encara que

logicament només sera una equació dinamica per a magni
tuds físicament reals quan anul.lem aquella. Per altra

banda, l'operador autoenergia �, o operador massa, com

se�l designa a vegades, dep�n de J(l) implícitament a tra

vés de les funcions G(m).
Ja per acabar indiquem que és del tot adequat
, 1\" -1

( )notar 1 operador com G ,tal com es proposa a 75,o

car si tenim en compte que per a un sistema lliure 1(4)
i 0(6) seran identicament nuls, amb la qual cosa pas
sara el mateix amb Z , i per aixo escriuríem (73) en

aq ues teas com

(79 )

traient d'aquí la notació emprada.
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2. INCORPORACIO DE LES FUNCIONS VERTEX AL FORMALISME.

\ ,

2.1. FUNCIONS VERTEX: INTRODUCCIO.

Si en 1.2 deiem que la presencia de diagrames
desconnectats era directament responsable d'una comple
xitat notable en els desenvolupaments diagra�atics de

qualsevol propagador, sens que aportessin, per aixo, in
formació addicional' rellevant, aquí insistirem en un

fet que té unes conseqüencies semblants. Aquesta circums

tancia consisteix en la pres�ncia dels anomenats diagra
mes redulbles a una partícula; és a dir, diagrames tals

que poden separar-se en dos tallant només una línia in

terior� i cadascuna 'de les parts resultants conté punts
exteriors del diagrama original. Per tal de simplificar
tot el nostre formalisme, ens podríem preguntar si con

siderant només els grafics que fossin irredulbles a una

partícula (lPI) , la qual cosa disminueix considerable

ment el nombre de diagrames per considerar, podr�em re

construir sistematicament qualsevol desenvolupament per
torbatiu en qu� estiguéssim interessats. La resposta és

que no únicament poden reescriure's els desenvolupaments
esmentats en termes únicament de parts (lPI), sinó que

aquesta forma de procedir és molt més elegant, i pot con

siderar-se fonamental per a l'estudi de molts 81tres

aspectes, en particular, posem per exemple, qüestions de

renormalitzaci6. Aleshores dones, anomenarem füncions ver
tex a aquestes parts irredulbles d'una partícula. (Amit
(1978)). Com a exemple d'un diagrama redulble a una par

ticula podríem considerar

�.

que apareixeria en ordre quatre del desenvolupament dia
gramatic corresponent a la funció de correlació en pre

sencia de pertorbació quadratica.

En el paragraf anterior afirmavem que si ressumavem con-
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venientment totes aquelles contribucions (lPI) que apa

reguin en el desenvolupament pertorbatiu d'un propagador,
aquest resta determinat amb precisi6. Cal que ho vegem
en un cas concreto Considerem l'operador autoenergia in

troduit en 1.4. És ben sabut que aquest operador admet

una representaci6 diagramatica on intervenen tots els

grafics irreduibles a una partícula associats al propa

gador connectat de dos punts exteriors. Per altra banda

aquest últim satisfa una equació íntegro-diferencial del
tipus (1.77), en qu� el nucli de la part integral �s pre

cisament l'operador autoenergia. Així doncs, un cap cone

gut aquest operador, o equivalentment totes les contri

bucions (lPI) del propagador connectat de dos punts, po

drem con�ixer aquest darrer, resolent pr�viament l�equa
ció íntegro�diferencial corresponent.

El procés de generalitzaci6 del concepte de fun

cions vertex per a incloure el tractament de qualsevol
p r'opagado r , sigui quin sigui el nombre dels seus punts
exteriors, ens mena a un desenvolupament formal elegant
i concís, cosa que pretenem indicar a continuaci6. Segui
rem basicament les idees donades en la referencia d'Amit

(19?8),car entenem que presenta els desenvolupaments ne�

cessaris de forma breu i precisa.

2.2 FUNCIONAL GENERADOR DE LES FUNCIONS vERTEX r(G(l».
Abans que res,ens interessa veure si és possible

obtenir un funcional generador de les funcions vertex,

r(G(l»' tal i com abans havíem introduit funcionals

generadors per als propagadors i per a les seves parts
connectades, Z(J) i Z (J) respectivament. En tot el tre

c

ball que segueix G(l) indicar� de manera abreujada la

funci6 G d'un sol argument

G(l)= 6Z (J) /ÓJ(l)c (1 )

En ocasions anteriors ja hem insistit que G(l) i en gene-
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ral les funcions G(m) seran funcion� de la font J, i pre
ses en J=O ens proporcionen les parts totalment connectades

deIs propagadors corresponents a un nombre igual de punts.
En particular, G(l)IJ=O sovint es coneix amb el nom de

propagador condensat, i no representa més que el valor

mitja d'una de les variables del sistema pres en un ins

tant determinat de la seva evolució

G (1 )IJ= O
= q

�I ( tI)
on 1 - fL1 , tI

Definirem el funcional r(G(l)) a trav�s d'una
transformació de Legendre a partir de Zc(J)

(2 )

(3 )

on com sempre índexs repetits suposen suma sobre els dis

crets i suposen integració per als continus. D'acord amb

ells escrivim explícitament (3) com

P(G(l» , Zc(J) -; !dtlJ,u(tl) G(,u,tl) (4)

Hem de notar respecte a (3) que en la definici� r (G(l))'
s�hi ha introduft un canvi de signe pel que fa a la for

ma com p ro cede í.x Amit(1973). Aixo respon al pz-opo s í.t d'a

dequar els nostres resultats als que obtenen De Dominicis

i Martin (1964a).

La transformació (3) pot invertir-se i aleshores
obtenim sense dificultat

= -J(l) (5)

Efectivament, si realitzem aquella derivada funcional

tenint en compte (3)

[(l(G(l))/dGCJ..) = G(2)dJ(2)/JG(1) - G(2)dJ(2)/SG(1)
- J(l; = -J(l) (6)

Diferenciem ara funcionalment (1) respecte a G(2)

f (12)� ¡tZcCJ)1 rG(2) iJ(l) "�'Zc (J )/ÍJ (3)fJ (l)}fJ (3 )/,)G(2)
(7)
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Per altra banda a partir de (5)

_b1r(G(1»/ÚG(2)6G(3) ==fJ(3)/fG(2) (8 )

i substituint en (7) establim

b(12)= -(�Z.Zc(J)/fJ(3)rJ(1») Ót�G(1»/dG(2)bG(3) (9)

equació valida per a qualsevol valor de la font exterior.
L' expressió anterior ens indica a més a més que Ó 2Z (J)/ S" J2,

' c
i b 2 r (G(l»/ Ó G�l)' són magni tuds inverses l',una de 1 ',al-
tra, llevat per un canvi de signe. Per altra banda, si
recordem que segons Ú.31)

52.Zc(J)/bJ(3)OJ(1) == G(31) (10)

escrivim (9) com

6(12)= -G(13) f/CG(1»/!G(3)!G(2) (11 )

d
"

on i per la definició de funció inversa donada en Q .72),
sera

(12)

que especialitzada per a J==O

-J¿f(G(l»/ G(2) G(3)IJ==0 == G-l(23){J==0 (13)

L'equació anterior ens s e rví.r'a per a definir la
funci6 vertex de dos punts, justament com el terme més a

l�esquerra de les igualtats,canviat de signe

(14)

i segons (13) correspon a l'invers canV!iat de signe del

propagador connectat de dos punts. El subíndex f indica
el seu caracter lliure d'influencies de J. Si comparem
amb l�equació (1.78) ser�

(15)
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iper tant, deixant a part l'operador G;l, resulta mani

festament que r(2),f nom�s involucra contri�ucions (lPI)
a G(2) , totes elles contingudes en 1 ,operador

autoenergia.

Si novament prenem derivades funcionals en (9)

respe. cte a J(4) obtenim '

�.
;1 z, (J)

,. oZf(G l___ _ _f_�z (J) o /(G .,.O=-SJ(4)óJ(3JóJ'(1) óG(2)1}G(3) J"J(35 J"J(l) r!J(4) (1}G(2)JG3;
r (16)

,;

donat que O, (¡2) sempre és independent del valor de J.

Passant a l'altra banda un deIs

�c(J)' Ó2CG(1 )_
JJ(4)óJ(3)oJ(1) OG(2)tG(3)

·transformant el terme de la dreta segons

termes, establim,

=_ 62ZC(J) s3r(G(12_)_:�
s J(3)(5J(1) óJ(4)ÓG(2)JG(3),

l.
(17)

s'z (J)
- --c--

ss (3 )óJ(l)
dG(5)
dJ(4)

(18 )

i emprant (1) l'escrivim

ól Z (J)
--c-

óJ(3)ó"J(1)
(19 )

j'

i

Substituint en (i7)
�c (J) J2(1(G(1)_)_
JJ(4)dJ(3)ÓJ(1) óG(2)oG(3)

.

Jl.Z (J)
=_ --"c__
óJ (3 )JJ (1)

(20)

i definint

SlP(G(l))__
ÓG ( 5 ) o- G (2 ) ÓG (3 ) fJ =O

1

J

i prenent-la en J=O, recordant a més a més
1 ó�rG(134)�=0 G-l23)�=0 =G(13�J=0 (GCl ) G(54�

OG(5)6G(2)JG(3) 'J=O J=C¡

Contraent a ambd6s costats de la igual tat amb G(26)¡ ,hO
(21) 1\

I
iI
¡:

arribem a

G(164�J=O = J3P(GCl)_)__
OG(5 )óG(2) c:lG(3) / J �O

G (13 )IJ =O
G ( 54 ),J =O

G ( 26 )/J=O

(22)
!.

(23 )
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ens queda

cosa que podem reescriure tenint en compte la simetria

assumida per a les funcions vertex deduible directament
de la seva definici6 (23)

G(164 )lJ ==0 = rf (325)G(13)lJ=OG( 62)lJ=OG(45 )IJ=0 (25)

o posant , per comoditat, la funci6 vertex al final

-
-

G(123)�=O = G(lI)�=OG(22)�=OG(33)tr=o �(r23) (26)
A la funci6 r(3) fdefinida a (23) l�anomenarem

"

vertex de tres punts, i directament de (26) concluim que

representa la part (lPI) del propagador connectat de tres

punts.

Les definicions anteriors (14) i (23) poden gene

ralitzar-se sense dificultat, i d'aquesta manera intro

du!rem funcions v�rtex d'un nombre arbitrari d�arguments

Óml(G(l») (27)
ÚG(1)OG(2) ..•. óG(m) I J=O

Evidentment, les definicions anteriors permeten
d'expressar r(G(l» en s�rie Taylor, els coeficients deIs

q uals seri:n p r-e c.í s ament � (m).
D' aquesta consideraci6 po

den derivar-se interessants arguments relacionats amb

qüestions com ruptura espontania de simetria, i altres,
gue poden veure's tractades en Amit (1978).

r f(12 ••. m)

Amb els vertexs introduits en (27), el propagador
connectat de m punts exteriors amb m > 3, admet una expres
si6 en la forma

. -

-

.

n -

G(12 ••m)�=0= G(lI�J=O ... G(mm)�=O If(I2 .. m) + Q(12 .•m) (28)

L,',eguaci6 anterior la interpretem, entenent que el pri
mer terme conté tots els diagrames de G

(m) I J=0 gue ,�ni
cament poden ser reduibles a una partícula si es talla
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una l�nia exterior, mentre que Q(m) inclou aquells ter

mes que s6n reduYbles a una particula per talls interiors.

L'aparici6 d'una contribuci6 tipus Q(m) �s una particu
lari tat propia de les funcions G (m)

amb m> 3. Per a

G(3)IJ=0 ,1�equaci6 an�loga a (28) �s (26) i en aquest
sentit Q(3) = O. Per a G(2) no hem indicat encara una

equació del tipus (28), pero és facilment deduYble de

(13). Així

(29 )

i per tant tampoc en aquest cas hi apareix cap terme cor

responent a Q(2) . Indiquem també ara que en Q(m) hi apa

reixeran justament ela propagadors G(2)!J=0 ' acoblats

amb vertexs amb nombre d'arguments inferior a m. Aixb

correspon clarament al significat atribuYt a Q(m) en el

paragraf següent a (28).

Abans de cloure aquesta secció voldriem comentar

breument la forma en que les funcions vertexs faren in

troduYdes per De Dominicis i Martin (1964a). Aquests
autor¿ defineixen el de dos punts de manera id�ntica a

l'operador autoenergia

(30 )

i a partir de r
(2) generen la resta per derivaci6 fun

cional respecte a G
(1)

de forma identica a com nosal

tres hem proposat
r(12 •••m)= o/fG(m) .•... ójÓG(3) [(21) (31)

A partir de (27) i (31) és ben cIar que totes dues defi

nicions coincidiran per a ID > 2, car G-l és independento
de G(l). �a difer�ncia pau 6nicament en r(2). Evident-

ment, l'equaci6 generica (28) continuara essent valida
en l�esquema de De Dominicis i Martin.

Hem d'assenyalar tamb� que en aquell treball se

suposa la presencia de fonts exteriors juntament amb els
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propis potencials del problema, pero amb tot, les fun

cions vertex hi figuren definides sense prescriure J=O.

De fet si aquí haguéssim donat una definició analoga
per a r (m),no hauria repre�entat cap mena de dificul-

tat conceptual, i en aquestes circumstancies representa� .

rien les contribucions (lPT) per als propagadors connec

tats avaluats en presencia de la font exterior. No obstant

aix�, fins ara no ho hem fet així, car tal i com s'ha in

dicat, J(l)' per a nosaltres no té significat fisic, i

�nicament suposa un recurs matem�tic per a generar els

propagad0rs reals del sistema,perderivació funcional ava

luada en abscencia d'aquesta darrera. Hem remarcat tamb�

que en altres disciplines afins en que tals procediments
són líci�s, J(l) podria dotar-se de pIe significat, i en

aquest cas pre.ndre-la nul.la o no prendre-la-hi corres

pondria a situacions ben diferents. És sota aquest 61tim

supbsit que entendrem

de les definicions�de

així procedirem en la

que sera valida la generalització
r
(m)

sense prescriure J (1)= 0, i
secci6 següent.

\

2.3 CALCUL DE Q(m)'
Podem avan9ar que un cop introduits els vertexs,

la nostra intenció sera de fer-los apareixer explícita
ment en l'expressió per a l!operador � (12) definit en

(1.74), a través de la reducció de les funcions G( ) amb
,m

m � 3. Observant (1.74) ens adonem immediatament que ens

cal avaluar Q(m) amb m = 4,5,6. Aquesta secció, doncs, la hi

dediql:lem.

Per tal que la notació de les funcions G(m) resulti
consistent amb la que hem prescrit per a r(m) ens hi cal

introduir una petita modificació� Aixi notarem

(32 )

o més explícitament
�z r', tI
IÍb u .... , tI m

(33 )
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l d'acord amb ella escrivim, per exemple (26), com

E�11a9ant amb el que deiem al final de 2 ampllem
la definició da vertexs sense suposar-los avaluats en J=Oj
així

r(12 ••m) (35)

'J::enint p rs s errt (12), sera s egcris (35)

¡l (12) = _G-l (12)
i escrillrem (15) como

(36)

(37)

on ara ¿ (¡2) seria l'operador autoenergia en presencia
de fonta exteriors. Analogament (29) es convortiria en

G(12) = - G(13 )G(24-) r(34-) (38)
La genera1itzaci6 de (34-) per a J� O és immediata. El pro

cadi=ent és ausleg al que empr3re� per arribar a (22).

G(123) = G(lI)G(22)G(33) (I23) (39 )

D�rivem aquesta darrera respecte a J(4-)

G(1234-) = G(lI4- )G(22)G(33) r(I23) + G(lI)G(224- )G(33) r(I23') +

+ G(lI)G(22)G(334-) i\I23) + G(lI)G(22:)G(35)5�(I23')
o J(:+)

(4-0)
Substituint G(3) par (39) i tenint en compte que

rr(I23)
= G(44) f(I234) (4-1)

óJ(4-)

tindrem per a G(4-)
G(1234-) = G(15)G(I6)G(4-7) (567)G(22)G(33) (I23')+G(lI)G(25)
G(26)G(4-7) (567)G(33') (I23')+G(li)G(22)G(35)G(36)G(4-7) (567)
(�3)+G(lI)G(22)G(33')G(4-4) (I234) (4-2 )
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que pot escriure's de forma més adequada canviant opor

tunament arguments muts.

G(1234-) = G(lI)G(22 )G(33 )G(4-4)[ r(I45) G( 55) r(235) + r (2'+5)

G(55) r(I35) + r(3'+5)G(55) f(I25) + ¡'(I23'+)]
(4-3 )

i considerada en J=ü adoptaria la meteixa forma amb totes

les magnituds afectades del subíndex f. Posant-ne nom�s
un globalmer.t, i comparant amb (28) establim Q(4-)

Q(1234-) = G(lI)G(22)G(33)G(4-4) [1'(I45)G(55) r(235) +

+ r\245)G(55) re!3'5) + r (3''+5)G(55) r(I25)J f (4-4-)

Resultara convenient de disposar d'una represen
tació diagram�tica per a les funcions G(m) i els seus

vertexs respectius r (m) . Els elements fonamentals en

llur construcció seran les funcions G(2) i els v�rtexs

�m)' que representarem mitjan9ant una doble linia recta

les primeres i mitjan9ant un polígon, els segons, 8mb un

nombre de vertexs igual al deIs seus arguments. Les fun

cions G(m) tamb� les representarem per poligons tancats,
essent els seus costats representats per linies dobles,
per a indicar, primerament el seu caracter connectat,i
en segon lloc,per a indicar llur condició de propagadors
del problema completo Assenyalem, tanmateix, que en tot

l',estudi que segueix no s'indicaran en general els �ndexs
no rellevants o muts, i finalment precisem que tot i que

s�empraran els mateixos simbols per a representar G(2) 1

Go(2)' que els que prescrivirem en la primera part per
a la funció de co�relaci6 � i la seva component lliure

00, no hauran de confondré's, de cap manera les magnituds
que al18 i aquí es representen, car no hem d'oblidar que
ara treballem únicament amb les parts connectades deIs pro

pogadors, mentre que en els capítols 1 i 11 no haviem in

trodutt encara aquest concepte. Segons el que hem dit més
amunt establim
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2.

Go(12)
G(12)

L(12)
fl(12)

G(12 .••m)

r (12 ••.m)

(45)

Diagramaticament la segona de les formes d'eguació
de Dyson (�.'78) apar'3ixeria com

(46)

mentrestant representaríem (38),(39), i (43) en la forma

e-

®. s:
=:

(4'7)1

- ¿Á, (48)

Procedim ara a obtenir Q(5). Partim per a tal objectiu
de (43) i derivem respecte a J(6)�

G(12346) = G(l16)G(22 )G(33') G(44) [ l' (145) G( 55) r(23",))+ •• + 1'(123"L
+G(l1)G(226)G(33")G(4L¡:) [ "

+G(lI)G(22)G(33'6)G(4L¡:) [ 1I

+G(l1)G(22)G(33')G(4L¡:6) [ JI

+G(lI)G(22)G(33')G(44) [(G(66) r(I4')6)G(55)r(23')+
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+ r(I45 )G( 556) 1'(235)+ r(IZi-5) G(55 )G( 65) r (2355)+ (I,2)+
+ (I,3)) + G(65)r(I2345)

(50)

on en derivar el claudator en (43) s'ha tingut en compte
repetidament (41) i on s'ha introdutt una notaci� abreu

jada

(A(12 ••• ij •••m) + (i,j) + ... )=AC12 .. ij ..m)+AC12 •• ji .. rn)+ ••

(51 )

Reagrupant termes semblan� i tenint en compte (39)

G(12346) = G(lI)G(22)G(33)G(44)G(66)G(77){( rCI57)

[r(745 )G( 5')) r(¿3�)+ rC¿45 )GC 55) I' (73�)+ r(545) G( 55)
r(7¿'))+ r(7¿34)] + CI,¿) + (I,3) + (I,4)) � +

+ GelI )G(22 )G(33 )G(4Zi-) G(55)G(65) [ (ICrLf.5'6 ) 1(235)+
+r(I�5)r(23')�) + (1,¿) + (I,3�] +

+G(lI)G(22)G(33)G( 44 )G(55)G( 65 )G(77)
r(r(IZi-5)r(567)r(237) + (I,'¿) + (I,3))] +

+ G(lI)G(22)G(33)G(44)G(6b)r(I2345)
(52)

que podem escriure de forma més compacta com

G(12346) = G(lI)G(22 )G(33 )G(44 )G( 66) J r (I2346) +

+G( 55)[ ( r(IZ::56)1'(235)+ f(I�5) r (23'55)+ (I, 2)+ (I, 3)) +

+(r(I65)r(2345) + (I,2) + (I,3) + (I,4))] +

+G(55)GC77)[ (rCI57)r(745)rC235)+r(I57)rC245) .

'

r(735)+rCI57)r(345)r(725)+CI,2)+(I,3)+(I,4)) +

+(rCI45)f(557)/\237) + (I,2) + CI,3))J }(53 )

amb la qual cosa QC52 s'obtindria de l'equaci6 anterior

restant-li el terme r(5). D'i.ag.r-ama ti camerrt l'.eqlJaci� an-
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terior seria

.¡. __ 0- +

.;

fins a un total de quatre
a connectar totes les

amb un argument fix sobre

termes corresponents
parelles possibles
els vertexs de r

(3)
•

fins·a un total de sis termes corresponents
a fixar un argument sobre [l

(4-)
i prendre com

binacions possibles en parells de la resta i

els uniriem1a P(3).
+ _0_. +- �

+

fins a un total de tres termes corresponents
. a situar un dels arguments fixat al r

(3)
interior i considerant la meitat de les com

binacions possibles sobre la resta d�arguments,
donada la simetria per reflexi6 en un pla per

pendicular que talla el triangle interior

I� !\ AI�+--- +���k
. (54-)

fins a un total de dotze termes corresponents
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a fixar un argument sobre un deIs vertexs
d'un deIs triangles exteriors i unir la resta

a les posicions 11iures, i donada la simetria

de r (3),e1s dos vertexs deIs triang1e extern

restant ens resulten eguivalents. .

Per a G(6) partirem de (53) i derivarem respecte
a J(8)

G<123468)=G(ll8)G(22)G(33)GC44)G(65)� } +G(ll)G(2�8)G(33)
G(44 )G(65) � } +G(II )G(22 )G(338 )G(44) G( 6ES) \} +

G(lr)G(22)G(33)G(448)G(6ES)� } +G(ll)G(22)G(33)G(44)
G(6�8) {} + G(ll)G(22)G(33)G(44)G(65)G(S8)
r(r23�bB)� G(lr) ..• G(6ES)G(5S8)[(r(rr¡:5ES)�(235)+ ••• +
(l, 3»+ (r (IESS) P(2345)+ ..• + (1,4»)] +G(lI )G(22") � ...

G(65)G(5S)[(G(88)r(I45b8)r(235)+r(rr¡:5'6)G(8B)p(235B)
+G(88)r(r458)r(2355)+r(r45)G(88)r(2355�)+(l,2)+(I,3
+ (G(S8) r(I5S8) r (2345)+ r(1'6) G(88)[1(23455)+ .r, 2:)+
+(l,3)+(I,Zn] +

+G(II)G(22)G(33)G(44)G(66)G(558)G(77) [cr(I67)r(7Z¡:!5)
P(235)+ ... ) +( ... +(1,3»] +G(lI)G(22)G(33)G(44)G(6b)
G(5"5)G(7j'8) [ id. ] + ;

+G(II)G(22)G(33)G(4Z¡:)G(55)G(66)G(7')[(G(8S)r(I�'S)
r (745) r(235)+ reTES7)G(S8) r (7458) r(235)+ r(I57 )f7( 745)
G(88) rz (2358 )+G (S8) [1(1578) (1(245'; [7( 735 )+Jl (l57) G�88)
[7(27+58) r (735)+ [7(I57)fl (2¿¡:5) G(88) f( '7358)+
+G(88) f7(I578) {Z(345)[7 (725 )+f(157)G(88) ('(3458) f(725
+f(157)f(345)G(88)fC72S8)+ (1,2)+(1,3)+(l,4»+
+(G(88)r(I45g)f("557)P(237)+r(Ir¡:5)G(88)P(5�7S)f(2:3'
+�(IZ¡:5)f(5ES7)G(88)P(237B) + (I,2)+(I,�)J

(55)
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en s'ha emprat (41), i tenint en cempte (39�
G(12L�68 )=G(ll )G(22 )G(33 )G(44 )G( 66) G(e8 )G(99) { (r (139) r (92346)+

r(IS9)G(5S)[(r (9456)rC23S)+rC945)rC23'56)+C9,2)+(9,3»+
(rC965)r (2345)+ (9,2)+ (9,3 )+(9,4»] +f (1159 )G(55)G(77)
[C r(957)rC745)r(235)+rC957)rC245)rC73S)+r(96?)r (345)
r(725)+(9,2)+(9,3)+(9,4»)+(r(945:�5b7)r(237)+(9,2)
+(9,3)J + (l,2)+CI,3)+(r,�)+(1,6»)}+G(Il)G(22)G(33
G( 4-4)G(So)G(88) r (I23'4'b8) +G (lI)G(22) GC33')G(44) G( 55) G,

66)G(88)G(9g)[(r(I45�)r(239)r(5ag)+rCI45)r(5�g)
r(2396)+(l,2)�(I,3»+(r(I69)r(58g)r(2345)+(I,')+
(1,3)+(1,4)� +G(ll)G(22)Ge33)G(44)G(55)GC6�)GQ88)[(
rCI4568) r(¿35)+ f(I45b) r(2358)+ pCI45�) f(¿35b )+fZC145
(le23'5b8)�(I,2)+CI,3»+(f1CIo58)fl(23'Z¡:5)+j7(Ib5)[l-C¿3Z¡:58
+(I,¿)+(I,3')+CI 4»] +eG(lI)G(22)G(33')GC4�)G(55)Ge6o
G( 77 )G(88 )G(99 ) [(/(Ib7 )r (7ZI5) rCT39) rCS89')+ re!?;?) r(245
re 739) r (589)+ rCI?)?) {?(345)(l (729)[7()0'g)+ (1, ¿)+ .r, 3)
+ (1,21=.)+ ((1Cl45) (l(9f}'?) ('e237 )(1(589)+ el , 2)+ el, 3) ) ) +
+G(lI)G(22)Ge33)G(4rr)GC5S)G(6�)G(77)G(8�)G(99)[(
r(I'b9) r( 7�5) f7 (�3S) r (789 )-f(Ib9 ) r(245) fl (735) fe 7-g9)+
r(I�9) fl(345) pe 723) /"(?S9)+ .r, ¿)I (l, 3)+ (1,2+) )+ (/1(145)
P(5;9)P(2�7)P(789)+(I,?)+(r,3)� +G(lI)G(22)G(33)G(�,
G(55)G(65)Ge77)G(88)[(r(I578)f(7�5)P(23S)+P(I5?)

.

r(7rr58)p(235)+�(rb7)p(7Z¡:5)r(235S)+P(It,jd)r(¿Z¡:5)
p C75)) +(lCI57) 17(27+58) (l( 7'5) )+('(I"67)P(245) (le 73")'8)+
r�1678)P(5�5)Pe72S)+P(Ib?)�(3Z¡:58)P(72)+�erb?)\
(1 (345)[7 (7258)+ (1,2)+ (1,3)+ el, z¡:) ) + eJ1(1458 )f1(567)
(l ("237 )+f7(I45 )fl(5678 )f(237 )+fl(I45 ) ('C5"67 ) f1e237"g )+
+(I,2)+(I,3))]

(56)

-148-



Podem escriure diagramaticament 1�expressi6 anterior, cosa

que ens en permetra un maneig més facil,
I

zO'". '011
,

3 r 3,/ _

•

/.¡

+

6

'�'"
r

.¡..
+ -_ .. +

/,
(¡

j"

fins a un total de cinc termes obtinguts en

situar un dels arguments escollits arbitra

riament uni t a [l (3)
i podem variar sobre

\

la resta el qua ha d'acompanyar ....lo en el ver,

tex esmentat

fins a'un total de deu termes en que aquell
argument s'hi col.loca connectat a r

(5) i
considerem totes les parelles possibles sobre

els arguments restants units a r
(3)

o als

índexs lliures de r (5).

r + _-_ +

fins a un total de deu termes que obtrindríem
amb un argument fix sobre un dels r (�)

i pre-
,\ '

nent la resta en parells units als vertexs

lliures de J7 (4)
•

f
+ ----f
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fins a un total de trenta termes en que un

argument és fix sobre un r
(3)'

i sobre els

cinc que resten varia únicament el que l'a

companya en aquest triangle, i considerem

per a cada una d'aquestes disposicions les

combinacions en parells sobre els quatre ar

guments restants, parells dels guals se�n
connectara un a r

(4)
i l'altre a l',altre r(3)

+ ,_" t

tins a un total de quin�e termes amb un ín

dex fix unit a r (4)'
sobre la resta en va

riarem el seu company sobre aquest mateix

vertex, i per a cada una d'aguestes disposi
cions prendrem la resta en parells, malgrat
que donada l'eguivalencia dels dos r

'7) que
, ,

-, �.?
son extrems entre si, nomes podra ser en la

meitat de combinacions possibles.
4

(

aquí apareixeran trenta termes corresponents
per a prendre un argument fix en r

(4)'
for

marem combinacions en parells sobre la resta

i les unirem als indexs lliures de r
(4)'

i

per a cada un3 d'aquestes disposicions consi

derarem tres diagrames segons quin sigui, dels

tres restants, el que estigui unit al r (3)
central.

I
�
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fins a un total de deu termes, en que l',ar
gument arbitrari esta unit al 0(3) central,
i la resta d'arguments els prendrem en parells
fixos al fl

(3)
extremo

,,3

+ __ - t

fins a un total de vint termes on fixem un ar

gument al r (3) extrem, variem sobre els cinc

restants el company en P
(3)'

i considerarem

en cada cas les quatre possibilitats de fixar

els quatre arguments que resten sobre el P (3)
centr�...,,,,,,l_._.....

t + _ -. -+

aquí també hi apareixen quinze termes, que po

den obtenir-se de forma identica a com ho féiem

amb la segona disposició del rombe central.
e

+ + _ - - +

fins a un total de seixanta termes on un argu

ment arbi trari va fixat a un f7 (3) extrem, va

riem per parells la resta i els connectem a

l'altre r (3) extrem,i per a cadascuna d�aques
tes disposicions es consideren totes dues amb

els arguments centra13 en un ordrs o en el seu

ordre inverso

(57)
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fins a un total de trenta termes on un argument
arbi trari va uni t a un dels dos r (3) interiors,
variem sobre e� cinc gue gueden aguell gue va

sobre el r(3)restant, interior, i per a cadas

cuna d'aguestes disposicions es consideren les

sis combinacions dels restants guatre arguments
en parells connectats al r

(3) exterior conti

gu a aguell on va fixat l'argument arbitraria
ment escollit fix.

Evidentment les prescripcions gue hem donat aqu�
no són de cap manera les 6nigues. En realitat és un sen

zill problema tiopoLog
í

c determinar d'antuvi guins s6n els

pol�gons que intervenen i com estan connectats entre si,
i no és més que un problema combinatori el gue se�ns plan
teja després per a poder determinar la manera com unir eIs

arguments de G(m) als vertexs lliures d�aguells poligons.
Agu� hem donat les prescripcions que hem emprat per a ob

tenir els 236 termes del desenvolupament.
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2.4- INCORPORACIÓ DE LES FUNCIm¡S VERTEX A L'OPERADOR L (12).

Havent aconseguit de reduir les funcions G(m) a

combinacions de productes de funcions G(2) per mitj� de

les funcions vertex, �n aquesta secció ens proposem em

prar aquest resultat en l'expressi6, de ¿(12) que dona

rem en (l. 74-) •

Considerem primer la part afectada de '( C 4-)
:

.6(12)= ••• + rC1234-� [G(2347)G-1C72)+3 G(237)G(4-)G-' (72)+3 G(23)
. �(4-2 ) + 3 G (3 ) G ( 4- ) d (22 )] (58)

Emprant (39) i (43) desacoblem G(4-) i G(3) escrivint all�
anterior en la forma:

E (12)= ••• + í(1234-) [G(2Z)G(331)G(�)G(771) l r(23''+1)+ P(213'5) G( 55')
r()471)� r(2145 )G(5·�) P(5'311)+ r(2'7'5 )G(55J PC53J.f») G-i(72)+
+3 G(22)G(331)G(77) r(23'7)G(4)G-i(72)+3 G(23)6(42)+
+3 G (3 ) G (�) ¡ (22 )J (59)

Contraent amb G-1(72)
¿(12)= ••• + 1(1234) [G(22)G(35)G(44) tp(Z3'42)+ r(2'3� )G(55) r(9J.2)+

+ P(24'5 )G(55') f(5'3'2)+ [1(2�5 )G(55JP(534)) +3 G(22')G(33')
I'Ci52)G(4-)+3 G(23) dc4-2)+3 G::3)G(4)!(22)]

(60)
i reagrupant termes semblants;

2(12)= ••• + I(1234) [G(2Z)G(3�)G( 4-4!) r(2'342 )+3 G(22')G(33') G (44)
GC55') P(2,5) r()�2)+3 G(221)G(33')G(4) r(232)+3 G(23)
r(42 ) +3 G (3 ) G ( 4- ) r (22 )] .

(61 )
,hem escrit aquesta darrera expressi6 de la forma més com

pacta possible,i hi hem tingut en compte 91 caracter mut

deIs arguments repetits, així com el caracter simetric de
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r(�) davant de permutacions d'aquells arguments.

Procedim ara amb el terme en Y(6) . Considerem

Drimer el desacoblament de les funr.ions G(�). Emprant (39)

L(12)= r(1�34-56) l... +1� G(2'2')G(33')G(4-4-') r(ti�)G(55)G(66�
. G(77) P(5S1)G-'(72)+20 G(22')G(35 )G(4-4-') r(254!)G(6) f(52)+
+30 G(221)G(33)G(77� P(231)G(4-5 )G( 6)G-' (72 )+10 G(22')
G(33)G(7'1) r(2?7')G( 4- )G(5 )G(6)G-'(72 )+15 G(23 )G(4-5)
\(62 )+30 G(23 )G(5 )G( 6) r(�2 )+5 G(3 )G( 4- )G(5 )G(6) �(22� -i

+ •••

(62)
Contraent en aque11s en que és posslble ��b G-1(72)

2(12)= '((123�56) [ ••• +10 G(�21)G(33)G(LJ4) P(234-')G(55)G(66')
r(5'62 )+20 G(2:2')G(33')G(�) f(2'3'L¡!)G(6) ¡(52 )+30 G(22')G(331)
�232)G(4-5)G(6)+10 G(22)G(3�)r(2'32)G(4-)G(5)G(6)+ 15
G(23)G(4-5) b(62)+30 G(23)G(5)G(6) 1(4-2)+5 G(3)G(4-)
G(5)G(6) f(22) J+ ••• (63)

Procedim ara a des9coblsr les funcions G(�). Mitjan9ant
(4-3 )

1: (12)= 1(123456){ ••• +5 G(22')G(331)G(44)G(55)[ r(2'3'45')+r(;�b'8)
G(8ff) P(8'Lt!5)+ P(2'48 )G(88') [1(8'3'5')+ P(2'5'8 )G(88')f(83'4.')1 r( 62)-+
+10 G (22') G (33')G (44) G (7i) l P(23'47') + r (23'8) G (88') r (8"47') +
+_�(�48 )G(SSI) P(83'7')+ P(27S )G(S8') P(834.')J [G(56)+G(5)G( 6)J
G (72)+ •••• J+ ••• (64-)
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¿(12)= r(123�56)} ••• +5 G(22')G(35)G(44)G(55') [r(2'3'45')+3 r (23'8)
G(8S) \(s'k5) lO(6�),+10 Gt22')G(331)G(44)G_(?�)[r(23'471)+
+3 r(2�8)G(S5) r(8�7') [G(56)+G(5)G(6)]G (72)+ ••• 1+ •••(65)

-1 -

Contraent com abans amb G (72) arribem fina1ment a

1 (12)= T(123�56) L .. +5 G(22')G(3�)G(44)G(55) [rc23'45')+3 I' (238)
G(S31) r(s'��')J ó (62 )+10 G(22')G(33)G(�) [r(231�2)+3 r(238)
G(S31)P(S42) J [G(56)+G(5)G(6)]+ •• -}+ •••

(66)



Ara hauríem de fer el mateix amb els termes que resten

del(12), concretament amb aquells que involucren G(5) i
G(6). Per aixo,hauríem d'emprar les expressions (53) i
(56), procurant finalment de sumar tots els termes equi
valents. No o'ostant aixa,resultara més convenient de fer

ho en termes de les representacions diagramatiques cons

truides anteriormente

Així per a G(5)' recordem-ne la descomposició (54)

(67)

on solament s'han dibuixat aquells diagrames base a partir
dels quals poden obtenir-se tota la resta. La.contracci6
amb G-1(72) graficament suposa eliminar la doble línia
que té per extrem l'argument contret 7, i en l'altre es

criure-hi l'argument 2 explícitamente Així

(68 )

Faríem el mateix amb tots i cadascun dels diagrames res�

tants en (67). Degut al caracter simetric del potencial

0(6) no és massa difícil d'adonar-se que els diagrames
no representats explícitament en aquell desenvolupament
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donarien la mateixa contribuci� gue el gue s'hi representa

explícitament, del gual provenen. Així dones la contribu�

ció a Z (12) del terme en 0(6) G(5) dí.agramá tri.camerrt 1 'es-
. ,

crlurlem com

(69 )

Finalment fem el mateix amb el terme en í
(6) G(6). Per

aixa escrivim primer els diagrames fonamentals de G(6).
A partir de (57)

¡oq-

� """

-

+

..,1- '

I í
4

e
¡- e

� A )\ «.--
..J

T_J>= -+ +-

J
.¿

If

(70)
Contraent amb G-l(72) i sumant els termes gue donen la

mateixa contribució arribarem finalment a

X (12)= íC1234-56) [
-156-



10<- ,

+ r
3

(

z.

��.);: +

� (
:r

� 4 4 3

,<�¡
¡11I

\==:J-.-=�, + 10 f 7.0�(¡'¡;
+<1 ¡ +

e � / '-z
, G

3 2. R (,j-}>=/\ 0:-<1
4

J

(71)

Un cop calculades totes i cadascuna de les con

tribu c í.oris a 1: (12), hem de reagrupar-les. Així, tenint en

compte (61), (63) i (66), juntament amb les expressions
diagramatiques (69) i (71), podem procedir a donor una

expressió completa de l'operador autoenergia ¿ (12). Pel

fet que les darreres contribucions les hem calculades de

forma grafica, certament, seria més convenient d ',expressar
d',aguesta manera tots els termes que intervenen en Z (12).
Per aixo cal que introduim un nou símbol per a representar

G(l)" El propagador condensat el representarem per un punto

• 1 (72 )

Amb aixo arribem finalment a

rfl? v., 1�z.L.\. -)- '-:'::..../

-)1 3;,
= re 1< J4 3..

1
1

ílü} + 3 \�I+3r�J

, .

r . �

»=� otit) + 10 3,,« J>.r +

+/0 [Z<>HJ�:'W '. n + :
J
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+3

z,

+ 0', 'r +5
3

J{

de donar resulta ten clara la presencia de dos tiplls de

contribucions ben diferenciades. Per una banda la que es

ta constituida pels termes on no hi apareixen les funcions

vertex, i per altra banda la que prové de la resta de su

mands�que hi intervenen explícitament. D'acord amb tot

aixo que acabem d'assenyalar,i amb la mateixa nomenclo

tura que Dekker i Haake (1975t), proposem una partició, de

.6(12) en una part anomenáda Hartree-Fock, ¿HF(12), i en

una altra part anomenada de col.lisió ¿ (12). La primera
c

es caracteritza per la seva no depend�ncia explicita de

les funcions vertex, i agrupem en la segona la resta de

termes de E (12). Per al cas que hem tractat seria

LIIF(12)= 3f(1234)1_
z J

óI4<.) .,.: � O(ü>] +5 }(123¿j-56)

¡(6-!) + r:
F J
-

•
í

'e
04L) +

.3 If

JI #

• •
óti(,)

r ,

,

2.5 EQUACIONS AUTOCONSISTENTS PER A LES FUNCIONS VERTEX.

En aquesm secció pretenem tractar la determina ció
de les funcions vertex. Abans de comen9ar ens agradaria
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discutir de manera breu el que s'ha aconseguit intro
duint-les i incorporant-les posteriorment a 1 '.expressi.6.
de ¿; (12).

Ja hem afirmat anteriorment,qme en la formulaci6.

que proposem aquí, el coneixement del propagador connec

tat de dos punts passa per la resoluci6 de l'equaci� ín

tegro-diferencial (1.77). Allb primer de qu� hom s�adona
en considerar-la, j untament amb l' exp re s s.i ó de Z (12) do

nada una mica abans,(1.74), �s el caracter no t�ncat d�a
quella equaci6. És a dir, en l'expressi6 de l'operador
integral ¿ (12), i prescindint de moment de G(l)' no �ni
cament ppareix el propagador connectat de dos punts que

pretenem trobar, sin6 que hi apareixen també propagadors
connectats d'ordre superior. El problema que aixa supo

sa es pot imaginar facilment. Per una banda coneixer el

propagador suposa, a part del problema de la propia re

solució de (1.77), un coneixement previ de l�operador
2(12). El fet que aquest-darrer depengui d�aquell propa
gador suposa una complexitat addicional a aquella resolu�

ci�, pero el que encara és més greu és que 6(12) depen
gui també de propagadors d/ordre superior. Per a avaluar

G(m) amb m= 3,4,5,6 etc., hauríem de recorrer molt proba
blement a formular noves equacions d'evolu-ció dinamica
del tipus de les que hem considerat per a G(2) pero ara

per a propagadors amb un nombre ��s gran de punts exteriors.

La dificultat que aixa suposa és facilment comprensible,
tot i que en teoria el problema podria resoldre's, si no

fos perque, i gaireb� amb tota seguretat, els inconvenients

que hem comentat per a G(2) reapareixerien per a G(m) amb

m > 2.

Tot el que acabem de plantejar és una manifesta

ció deIs típics problemes de jerarquies, que apareixen en

els sistemes regits per dinamiques no lineals, i que en

poques paraules podríem enunciar-los dient que en les equa-
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cions per a un cert propagador,hi apareixen també els

d�ordre superior a aquest propagador, amb la qual cosa

les equacions rarament són tancades, a no ser que es

trunquin aquestes jerarquies. Podríem dir que aixo era

le situació plantejada en finalitza� el cap�tol 1 d'a

questa segona parto

El problema ara ha variat una mica. Efectivament
...

en 2.2 introduirem les funcions vertex, mentre que en la

secci� anterio� complet�rem la reducció de les funcions

G(m) amb m>2 que apareixien en l'expressi6 deduida per a

1(12). S'endevina f�cilment el que hem aconsegGit. L�ob
jectiu continua essent.el mateix, és a dir la resolució
de 1 'eq ua ció íntegro- diferencial (1.77), pero ara en 1 'ex

pressió de l (12) pel que fa a propagadors, nom�s hi apa
reixen explícitament G(l) i G(2)' No ens hem preocupat
amb detall del primer, tot i que si hem de ser sincers,
li tenim establerta una equació d'evolució temporal, (1.68),
a la que podrien incorporar-se facilment les funcions

v�rtex. El que ens resta, és obviament, trobar expressions
explícites per a les funcions v�rtex esmentades. Aquesta

secci� la dediquem � aquesta finalitat.

Primerament veurem com l'avaluació d'aguelles
funcions passa pz-í.me r per la formulació d'un conjunt d',e
quacions autoconsistents, i després es discuteix breument

l�estrat�gia de llur resolució"

Procedim primer amb r(3)" A partir de (35) i (37)
i tenint en compte la no depend�nci3 de G;l en G(l) escri-

vim

(75)

on en fer aquesta derivada funcional haurem de considerar

la dependencia explícita de 2 (12) en G(l)' juntament amb

la implícita a través de G(2)" Així

f(123)= ( tÍ ¿ (12) 1 bG(3) ) G + (02\12) le)G(45) ) G (6G(45 )16G(3) )
. (2) (1)

(76)
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Calcularem ( Ó G(2)1 ó G(l». Per aixo reescrivim (36) com

-r(12)G(23)=O(13) (77)

derivant funcionalment respecte a G(�)

-csr (12)lbG(�) )G(23)- r(12) (fG(23)1 SG(�) )=0 ('78 )

Tenint en compte (35) escrivim allo anterior com

r (12�)G(23 )=- P(12) OG(23)1 [G(�) (79 )

i emprant novament (77), aclariríem la derivada funcional

que ens interessa en la forma

(80)

Substituint en (76) obtenim l'equació autoconsistent bus
cada

(81 )

Per a r (�) l'equació analoga a (81) és d�una
elaboració más complicada, cosa que figura en l�apendix A.

Aquí ens limitem a donar l'expressió final que s'escriu
com

fD(123�)= ( 0[(12)1 fG(3�»G +t( 6[ (12)1 bG(78)" G(77 )G(38)
(1) V(l)

D(783�)

(-32 )
on hem introduit la magnitud D(�) definida com

D (123�)= P(123�)+ r(l3 5) G(56) r( 62Lt)+ r(15�) G( 56) r( 623) (83)
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Per altra banda en el mateix apendix ens ocupem
'

també de l' eq ua ció corresponent per a r
(6)'

i nom�s ens

restara per ohtenir la que fa referencia a r
(5)'

la qual
no ens preocuparem d'establir, car tal i com es veura en

la secci6 segcrent, aquest vertex, sota circumst;ncies que

ja precisarem, no intervé en el desenvolupament posterior.

Havent aconseguit ja de formular equacions auto

consistents per a les funcions vertex, ara el que e�a preo

cupa essencialment és llur resoluci6, principalment quan

per simple inspecció observem que caldr� l�elaboraci�
d,',una certa estrategia. Efectivament, les eguacions obtin

gudes (81) i (83), .amb la corresponent a r
(6)'

3 part

del seu caracter autoconsistent, contenen derivades fun

cionals de l'operador autoenergia, en la definici� del

qual hi intervenen les propies funcions vertex. Veient

aix� pcdr1em pensar en rec�rrer a una seqcrencia d�apro
ximacions a Z (12) m.i t j an cant les quals fóssim capa co s

de determinar autoconsistentment successives funcions

v�rtex, i. vindrien expressades les d'ordre superior en

termes de les inferiors determinades previament i auto
consistente

De fet, el resultat d'inserir (81) l (82), jun
tament amb les equacions analogues per als vertexs restants

en l�expressió 4e Z (12), nom�s ens mena a l�establiment
d' una eg u a ció en derivades funcionals per a 2 (12) en ter

mes de G(l)' G(2) i els potencials del problema. De Do

minicis i Martin en (1964a) plantegen formalmemta1 com

aixo podria ser realitzat. Les esmentades eguacions en

derivades funcionals s'haurien de resoldre iterativament,
i la presencia d'operador tals com

A-l:: l-G(2)G(2)(dTjdG(2))G (1 )
definits a partir de (81), i sense tenir)consegcrentment,
cap relació amb l'operador diferencial que apareixia en

(34)
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la definici6 de G�l, mitjan9ant

í7 rr f \I (3)=!L(oL/ G(1))G(2) (85)
i altres combinacions analogues adequades a les equacions
per a r (4) i v�rtexs d'ordre superior, generarien sens

cap mena de dUbtel,com una serie de potencies en G(l)' G(2)
i els potencials del problema. Voldríem exemplificar una

mica el que acabem de dir, desenvolupant les series es

mentades en llurs ordres més baixos.

Per aix� suposem una reducci6 en l�expressi� per
a ¿ (12) donada en (73), q ue consistiria en prendre Y (6)
nul, així com també .prendríem com a nuls G(l) i el vertex
r (3). El primer pas és per un simple afany de simplifi�
car els desenvolupaments, mentre que el segon pas 3dmet

altres justificacions. Així doncs,

(86)
mentre

r (1234 )=2 (Ó L (12) / dG(34)) + (O[ (12 )/óG(78) )G(7? )G(SS )P(?g34)
(87)

Fren)uem com a primera aproximaci6 a ¿ (12), que notarem

2(0 (12), la part¿HF(12); és a dir que .suposarem el ver
tex nul en 1�aproximaci6 d'ordre zer07 Així

(88 )
l

(89 )

que podem substituir en (87) per a obtenir una primera
aproximaci6 a P(4)

(90 )
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i si el portem novament a (86) generem una nova aproxi
ma c í.é a Z (12)

L (1) (12)=3 Y(123Z¡:)G(3Z¡:)+6Y(123Z¡:)G(22)G(33)G(Z¡:4) Y(2234)
(91 )

i novament calculem la derivada funcional en (87)

rL(l) (12)/fG(34)=3 f(1234)+9 i(133Z¡:)G(331)G(Z¡:4) Y(243'4) +

+9 O(1432I)G(33)G(Z¡:4) 0(2334) (92 )

que podríem substituir en (87)

r(2)(1234)=6r(1234)+1� �133�)G(3�)G(Z¡:4) R24��)+18
O(143Z¡:) G(331) G(Z¡:4') y(23341) + 6[ 3 1(1278)+
+9 Y(1734)G(33')G(44) 0(28341)+9 O(1834)G(33')G(ll4')
1"(273'4) J G(77')G(88') Yc(834) (93)

l així successivament.

L�estrat�gia que hem esquematitzat breument aquí,
o b� la més formal, tot i ser equivalent, que figura en

l�article de De Dominicis i Martin a qu� ens referíem abans¡
no exhaureixen les possibílitats. Concretament Martin,
Siggia i Rose en desenvolupar el formalisme MSR insistei

xen en la conveniencia de susbtituir en les successives

aproximacions a Z (12), els potencials del problema pels
propis vertexs, als que qualifiquen també de potencials
vestits o renormalitzats. En aquest sentit es parla, en

aquest cas, de teories pertorbatives plenament renormalit
zades. (Dekker i Haake (1975b)).

, '

2.6 REDUCCIO PER ELIMINACIO DEL PROPAGADOR CONDENSAT.

En aquesta secció i en tot el que ve, mentre no

diguem el contrari, entendrem que hem eliminat completa
ment l'efecte de les fonts exteriors, i consegüentment,
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tant les funcions G(m) com els propis vertexs, aix� com

l�operador autoenergia, se'n consideraran lliures; en

aquest sentit totes les magnituds anteriors són les reals

o físiques corresponents al sistema estudiat. D'acord amb

el que hem establert anteriorment, s'haurien de caracte

ritzar amb un subíndex f, pero per brevetat no ho farem,
amb la confi.an9a que aixo no presentara cap mena de con

fusi6.A tot aix� que hem dit anteriorment,nom�s hi farem

una úníca excepció,i la constituire·n algunes expressions
que donarem a continuació, corresponents a etapes inter

medies en l'obtenció de les equacions autoconsistents

per a les funcions vertex. Així , i per a obtenir una con

nexió m�s gran amb les·fórmules analogues que establirem
en 1 'apendix A, es respectaran q uan interessm les pres

cripcions referents a l'avaluació de derivades funcionals
amb les fonts exteriors fixades a uns valors constants

que, d�acord amb el que hem establert m�s amunt, enten

drem que correspanen a l'anul.lació de totes elles.

Sota hipotesis for9a generals relacionades tant

amb les propies característiques del sistema� com amb
certes prescripcions en la distribució de condicions ini

cials, el propagador condensat �s identicament nulo En

tot l�estudi que segueix ens situem en aquesta hip6tesi,
i ens interessa estudiar la simplificació que introdueix
en la formulaci6 desenvolupada fins ara. Suposem doncs

G(l)=O (94 )

En primer lloc i en aquestes condicions, els vertexs d'un
número senar de punts són nuls. Efectivament, per a un

cas general, per exemple l' expressió per a (l
(3)

en suc

cessius ordres d'aproximaci6 suposa, tal i com es digu�,
un desenvolupament on hi intervenen G(l)' G(2)' i els po
tencials Q(4) i r(6). Per altra banda consta explícita
ment que aquests darrers involucren un nombre parell d'ar
guments, així mateix fo fa G(2)' amb la qual cosa i tenint
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present que la contracció d'.índexs es reali tza sempre

en parells, és ben cIar que en l'expressió d'un vertex

com r (3) , manifestament funció d'un nombre senar d'ar

guments, no hi podra apareixer �ai un terme on no hi fi

guri G
(1)
i per tant en la h�potesi (94), r

(3)
és idEm

ticament nulo Aquest argument s'aplicaria de la mateixa

manera amb r(5)' i conclouríem dones que també en aquest
cas P(5) = o.

Amb el que hem exposat anteriorment, és ben evi

dent que podem aconseguir una reducció drastica en l'ex

pressió per a l'operador autoenergia 17(12) que figura en

(73), i diagramaticament quedaria establerta en la forma

2(12)� 1(1234) 13 ' 3 [I",I+�. J +_
+ f(l23456�f'

I

'[/a) J. S J.Á /ól6<) + 1;
1; r V

b ¿ �

+ 'O: ,,' ¡-<><> J" J �

_<>.11 í �
.1.=

I

If= t

J

(95 )

expressió certament molt més manejable, i amb la qual
treballarem amb molta més fluidesa.

Per altra banda de (83) resulta que en la hipote
si actual

D(1234) =r(1234) (96)

i consegUentment l'equació autoconsistent per a D(4) (82),
esdevé propiament la de r (4)
r (1234 )=2 ( fL(12) /ÓG(34) )+ ( Ó [(12) /ÓG(78) )G(71)G(881) 1'(78';5 �)

(97 )
on hem prescindit de la prescripció quant a prendre aque
lles derivades fnncionals avaluades amb G(l) constant,
irrellevant gn les circumstancies actuals.
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Per altra banda, creiem que ara s'entendra perque no

ens hem preocupat de l'equació autoconsistent per a r (5)
en la secció anterior, mentre que ara la corresponent a

r(6) se simplifica suficientment com perque puguem ex

plicitar-la sense el risc d'ocupar massa p�gines. Vegem-h�
Escrivim (�.35) en la forma

(rG(1234)/oJ(56»J =t[G(123456)+G(2345)G(16)+G(1345)
G(26)+G(12(1)45)G(36)+G(1235)G(46)+G(2346)G(15)+
+G(1346)G(25)+G(1246)G(35)+G(1236)G(45�

(98)

mentre que en (A.-36j presclndim completament deIs vertexs

r(3),i queda redui�a a

( OG(1234) I 6J (56) )J- = (O/dÍ (56) G(lI )G(22)G(33) G( I!-ZT-)
(1) -

(99)r(I23'4» T
u (1)

Per al tra banda ( o- G (2)1 Ó J
(2) ) J pren una forma

molt més senzilla,que s'obté directament (1) de (A.19)

(ÓG(12 )/oJ (34»J = t [G(1234 )+G(23 )G(14 )+G(13 )G(24)1(l�' j

(100)

o introduint r (4)
(dG(12)/OJ(34»J

(1 )
= t[G(13)G(24)+G(23)G(14)+

G ( 1I ) G (22 ) G ( 3 3' ) G (44) r( I23'4 )J
(lO:!.)

Efectuant les derivades funcionals en (99) i tenint
en compte (101) resulta

( OG(123L!-) /0 J (56) ) T = (t [G(15 )G(16 )+G(16)G(15 )+G(lI )G(12
G(5:?) G( 66) l\1256) J1) G (22')G(3 31) G(44') r (:(2':3LJ!) +

( ") (
, - f) I 1)+ 1,2;1,2 + 1,3;1,3 + (1,4;1,4) +
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+G(lI)G(22'jG(33')G(44) (Ó¡1(I2:?l¡:)/ÓJ(56) )J (1) (102)

r(4) pot considerar-se c�m �na f�nci5 explicita de

la qual cosa ens permet d'escriure

(O r (123'41)/OJ (56)) T
= (J /7(1'23'4 )/0G(73)) (aG(78 )/fJ" (56))

tJ

(1)
=t [G(75 )G(36 )+G(76 )G(35 � +(;(77) :I(8S )G( 55) G( 6b) r(785b5]

01'(:12:)4)/ÓG(73)

(103 )

que substituiríem en (102).

n
Per altra banda en (98) ha�=íem d'introduir r

(4)
i 1(6) d'acord amb el desacob13=e�� de G(4) i G(6)O Si
ho rea1itzem mitjan9ant diagra=es 3era

I

t."O"
b

<)==<' ZG(123456)= + 1;.

.

>r + (no ''; permu ta c i ons
./' l )" 'y

� J' �

d'aquest dia�rama)

(104)
amb la qual cosa 3 partir de (9�:

1 l'

(ÓG(1234)/dJ(56))J =1- [ Lv�'. >A,A__ -

L
.

(1) J"Jí '

"-y' V·
�_.-

, J'

+G(22')G(33')G(41f) ,;( 5�>�(16) r(234'5� + ••• +

+G(11 )G(2i)G(3�) G (éé1)G( 4-5) r( 1'2'316) 1
(105)

el terme de la dreta del qua1 po� expressar-se ig�alment
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tenint en compte (102) 1 (103) com

=tlG(15)G(16)+ •••• +G(lI)G(r2)G(55)G(66)r(I2;6�
G(22)G(33')G(44)r (!23".¡!) + ••••• +

+tG(lt )G(22')G(33')G(44) [ G(75 )G(86)+G(76)G(35)
+G(77)G(SS )G( 55 )G( 66) r (7a56)lÓr(IZ3ILf)/ÓG(78)

(106)

Finalment, anul.lant contribucions identiques,i
contraent convenientment per a aillar r(6)' l'obtenim
en la forma

I , I
, , _

r(123456) + Z�"':�t]<X>'�-ty�( r L
,

, '\>--ó, ,,<x). + ,&<),
·

=2 S"r(1234) IrG(56) +��r(1234 )/�G( 73)) G(7?)G(88) r(7856) (107)
que no constitueix �r�pi8ment ��9 eq�8ci6 autoconsistent

per a r (6)' E'ero. s�una ia..entitBt-útil p:er a ob te.ná r ex

p�e�sions aproxi�ades per 3 Pes) a partir de dctermina

cions s��cesives per a fi(4).



,

3. FUNC10 RESPOSTA. PROPAGADORS ESTAC10NAR1S 1 TEOREMA

DE FLUCTUAC1Ó-D1SS1PAC1Ó.

3.1 DEF1N1C1Ó DE FUNC1Ó RESPOSTA EN REPRESENTAC1Ó
LAGRANG1ANA.

Fins ara i des que introduirem en 1.2 una repre
sentació Lagrangiana, no ens hem preocupat en absolut de

la funció resposta. Una de les seves característiques es

sencials rau en el fet que en una representació tal,s'hi
prenguin com a base únicament propagadors on tan soIs hi

intervenen les variables macroscopiques del sistema. Com

a conseqU�ncia d'aix�, en aquesta segona part hem estat

capa90s de desenvolupar una formula ció pertorbativa con

cretada fonamentalment en una equació íntegro-diferencial
per a G(2)' una expressió per a l'operador autoenergia �
que hi intervé,i unes equacions autoconsistents per a les

funcions vertex en termes de les quals expressem 2:
Tot aixo ho hem plantejat explícitament en termes de pro

pagadors G(m) sense que en principi hi apareguin propaga
dors diferents. En realitat podem afirmar que aquesta cir

cums fanc
í

a distingeix 1 'esquema que presentem aquí d'al- .

tres en la mateixa línia desenvolupats per altres autors.

En la secció segUent insistirem en aquest punte

Amb tot,i tal com precisarem en I.2.4 gualsevol
propagador definit en la representació equivalent de ti

pus Hamiltonia, s'ha de poder expressar igualment aquí,
i en particular ens referim a la funció resposta. Allí

avan9avem gue aixo era perfectament possible, i en aques
ta secció ho considerem explícitamente

Recordem que definíem la funció resposta com a la

variació en primer ordre de la mitjana de g(t) guan afe

gíem al drift f(q,t) un camp extern g(t) acoblat a les

macrovariables del sistema a través d'una funció fo(q,t).
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Recordem també que havíem 8corneguit formular aquella de

finició introduint un propagador R(t�,tl) donat per

Riló It'.,\.) a-i (�Ulf1)lj{10,),1-1)f,uUA» (1)

i en el cas particular

(2 )

(3 )

Es ben evident que aquesta expressió per a la fun

ció resposta no es mantindra un cop s'hagi introduit la
representació Lagrangiana, car en aquesta darrera les va

riables p no intervenen en la descripció, pero, sens dub

te podrem trobar una forma alternativa d'escriure (3). Per

a comprovar-ho partim de la representació Hamiltoniana, i
escrivim la mitjana en (3) en termes de la integral fun
cional

1
.t

( ,(W) fv()-') � JJ'!ITj J)"lr) (0") !¡;(t') ""f11J,:r lfr'T) i"'r)-f((fITJ'1ITI,T)J}1fto}' 10
(4 \

. )

Suposem que ens restringim, per comoditat, a sis
temes unidimensionals, amb el benentes que tot el que se

gueix es generalitzara sens dificultat en el cas de trac
tar sistemes a m dimensions. Amb aquest suposit

!._ 1/f") r=: � J.J)!f(r) j)p(T) �(f") flr') _'¡'p r' I�í [f'T) i'T) - f{(pIT), �'T),r) JjWo}�'1 l.r � �

(5)
En la seva versió discretitzada, corresponent a la pres
cripció de discretització prepuntual adoptada en tot aquest
treball, escrivim les integrals funcionals anteriors de
la forma



Resolguem d'antuvi l'�ltima de les integrals que figuren
en (7)� Suposarem a m�s a m�s que no existeix depend�n
cia temporal explícita en la funció Hamiltoniana, i con

següentment si substitulm

(8 )

en (7) procedim a resoldre la integral en Pk"

::: ! Jf/z f1,. ��p f '·é I» �I:-rl:.-! - flc f('�-') t-<i fi� D(1k.,)J }-2rt G

(9 )
que tamb� podem escriure com

(10)

(11 )

(12)

Introduint el canvi de variables usual

resolem la integral que figura en (12) com

(14- )
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i per tant portant aquest resultat a (12), escrivim fi

nalment la integral en (10) de la forma

(15)i substituint en (7)

/. 1"") fU'}) "
),.....
",,_aa
("'-'0 )

(16)
Si realitzéssim les °integrals restants sobre les varia-
bles p, en la formR que. ja s'ha vis.t quan hem introduit
la representaci9 Lagrangiana, arribariem a

1. � W'} fUI) .e: 1 (¡¡iji) 'k_j_ [U-'�j(1¡.¡} 7 i7} J'� eXfj-J_é- [U·' ·fl�·,)rj'" _.00 rr 1" D/1k-I). ')ro., [!m D{�r') � D( '/-1) �
(F ••�) I

(17 )
i escrivint tot aixo en termes d'una integral funcional

1
1.. JO") ttl-'}) "j..D� Ir) ?II-")� [j(j-I) -f (1MJ] =r ! _ /drel (, trt, i Ir)) l

1//0/$1. V{1tf'J) 1 4 f (18 )

que pot generalitzar-se per al cas m- dimensional en la
forma

( 1)<{f") lJJ/t-'}) =} JJ11r) ((r) ,0 DlJ� IfIn)[fJ"ff'J -fCT"(Ilf'J}] e.f ¡ �i!r t� (f.!.r) "i Ir)jfUk� �

(19 )
on hem prescindit per comoditat del subindex en 12 La
grangiana, segons el que s'ha dit a prop�sit de (1.2.27).
Substituint en (3) haurem aconseguit l'expressi6 per a la
funci6 resposta que estavem cercant

t; If",f') �1.JJ4Ir) 1i',,0") V,"'1" (tUI») [r(lo')-r(�{tl})J -/)<fl_j:r,f(pr)'jITJ)) (¡1t,J=1. "fa \.20)

Podem considerar una particularització especialment interes-
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sant, que consisteix en suposar la matriu de difusi6 cons

tanto En aquest cas

, D,c J ob,'"J�l\.o)e 1.
o en termes de mitjanes

t:

fCF') [(11-') -j'<T(1{¡-'J)]bf!_jdrci (¡Ir), i Ir))};'0

(21)

(22)

que també podem escriure com

-

9 � JD. / f'P"(r 1-') _ (�1«t")jiTl�(t'))>.:
u« L Ir

'

1 r

(23 )

Concluim que la funció resposta admet en repre
sentació Lagrangiana una expressió tal com (23), en ter

mes tan soIs de propagadors definits en aquella repre
sentació. Afegim que adoptant una expressió concreta per

al drift, depenent del problema a considerar, i escri
vint els propagadors que figuren en (23) en funci6 de les

seves parts connectades, arribaríem,cas de caldre, a po
der escriure la funció resposta en termes de propagadors
connectats, amb els quals hem estat treballant en la sego
na part d'aquest treball.

3.2 FORMULACIÓ MATRICIAL DE L'EQUACIÓ DE DYSON EN

ESQUEMES TIFUS MSR.

En aquesta secció ens interessa comparar, encara

que sigui breument, el formalisme desenvolupat en la se

gona part d'aquest treball amb esquemes analegs als que
existeixen en la literatura, i especialment ens centra
rem en el de Martin Siggia i Rose (1973), per ser un punt
de referencia gairebé obligat per abona part de treballs

posteriors sobre aquestes mateixes qüestions.

Analitzant aquell article s'nbserva que com a
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etapa intermedia del formalisme MSR,s'estableix també
una equació de Dyson com la que hem formulat en 3.4,
encara que aquells autors la presenten en forma matri
cial. Així defineixen una matriu 2x2, que notarem Q(2)'
els components de la qual estan relacionats amb la fun

ció de correlació, o més exactament amb el propagador
c6nnectat de dos punts, i amb la funció resposta del sis

tema. Més prbpiament

( c;.(.\"�"¡
u,r')

!:(ILuou.",r'))G IIL,\-"¡!},r') _

,..._

RUl-'l�', 1-" )
(24)

o abreuj adament

(25 )

L'element nul de (24) apareix com a conseqüencia que

correspondria al propagador amb dos components de moment,
i aquest, si recordem el que diguérem en I.l.4, arribem
a la conclusió que suposa una contribució nul.la a 2(2)'

En la bipbtesi establerta en 2.6 correponent a

prendre el propagador condensat identicament nul, (2.94),
la matriu 2(2) definida així satisfk una equació de Dy
son del tipus

(26)

o equivalentment
,-1 -1
!! :: 2:0 (2)

- G
(2 ) (27 )

amb Go (2) corresponent a le. matriu dels propagadors lliu-
""

res

( Go(�) R

)Jo (2)
o

(28 )
T

O,R
o
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A partir de (27) i escrivint l'operador auto
ene rgí,a L en forma matricial

(2') )

és immediat comprovar q�e les components no nul.les d'a
quest operador vénen donades per

-1 (T)-l+ R G(2) R (30 )

(31)

(32)

Indiquem que en establir una equació de Dyson en

forma matricial tal i ccm es comeLta ara, podria haver-se

realitzat per un procediment total�ent diferent, que con

sistiria en la ressumació de les cOI:.tribucions correspo
nents a l'autoenergia propia, contribucions que apareixen
en un desenvolupament pertorbatiu convencional deIs que
hem considerat en la primera part,quan es consideren per
a la funció de correlació i de resposta. Aixo darrer fou

considerat exp11citament per M. San Miguel en la seva

tesi doctoral. (Garrida i San MIguel (1978b)).

Per altra banda no voldríem insistir gaire més
en les particularitats que suposa el plantejament matri
cial que hem indicat aq�í, per� referint.nos concreta

ment a l'esquema NSR,sí que voldr1em comentar..ne dos

aspectes concrets. El primer fa referencia a 1 '.origen d' a

quest caracter matricial de les equacions, i en el segon
s'hi indicaran algunes coincidencies sota les quals és pos
sible de trobar relacions 6tils entre les co�ponents ma

tricials tant de G,�) com de,C . Amb a í.xó se simplifica..... \..é -J

el tractament algebraic de les equacions en que intervenen,
i per la mateixa raó aquestes darreres són de resoluci6
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si bé no rmaLmerrt aproximáda, .. pero mé s plausible.

Quant al primer punt, el contingut del qual és
tractat de manera més explícita .en el treball de I'lartin

Siggia i Rose (1973), indicare<fuu.(el· cara cter matricial
de l'equació de Dyson, o equivalentment de 2(2)' va molt

relacionat al fet de treballar simultaniament amb els

dos tipus de propagadors, funcions de correlaci� i de

resposta, o cosa que és equivalent, va molt lligada al
fet de referir-nos simult�niament a variables macrosc�-
piques i a "va r í.a o Le s " moment, amb la q ra L cosa la dina-
mica estocastica del sistema en güestió,s'estableix en ter

mes d'equacions d'evolució temporal per a operadors re

lacionats amb les coordenades macroscopiques, i alhora
s'estableixen equacions analogues per als operadors asso

ciats als "moments". Es oportú de recordar en aqc;est mo

ment el que diguérem en I-1-2 a proposit del plantejament
operacional d'una dinamica estocastica com a alternativa
a .la utili tzació d'una de s cz-í.pc.í.ó en termes d',integrals
funcio�als, i podem ben dir que aquest plantejament ope
racional és a la base del formalisme �'ISR.

Pel que fa al segon punt potser calgui precisar
una mica més. A primer cop d'ull semclara raonable pen
sar que resoldre l'equació de Dyson matricial (26) su

posara una complexitat més gran que no pas fer-ho per a

una equació del mateix estil pero lirreal, qualificatiu
en aquest cas sin8Lim de no matricial, com la que hem

plantejat nosaltres. Recordem que tot i referir-nos a una

equació de Dysmn, és propiament una íntegro-diferencial
del tipus.de les de 3aym-Kadanoff, aquella la resoluci6
de la qual ens interessa, i com és de preveure, en la ma

jor part dels casos caurem de rec6rrer a aproximacions
adequades per a les resolucions. A més a més l'operador
autoenergia s'ha de construir iterativament, i aix�, evi-
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dentment, per a totes les seves components en el cas

matricial. Finalment només afegir que en la construc�

ci6 d'aquestes components, o en la prbpia resoluci6 de

(26), els propagadors G(2) i R, apareixeran barrejats,
cosa que contribueix a qu� el problema esdevingui més

enrevessat.

Amo tot el que hem dit podríem pensar que el pro

blema pot ser de difícil tractament. No obstant aixo el

formalisme MSR es considera fonamental en la Mecanica Es

tadística Moderna, i ha estat desenvolupat ampliament,
clarificat i aplicat posteriormente (Phytian (1975,1976),
Dekker i Haake (1975b), entre altres.). Aixo és degut, en-

-

tenem, a que les complicacions apuntades anteriorment, que-
den notablement reduidesien les aplicacions usuals on se

I

suposa el sistema, en la major part deIs casos operant en

un regim estacionari ben definit. En aquestes condicions

i sota hipotesis for9a generals per al drift de la FPE, és

possible de demostrar l'existencia de relacions entre les

funcions de correlaci6 i de resposta, que s6n l'expressi6
del teorema de Fluctuaci6-Dissipaci6,ben conegut, abreuja
dament FDT, (Dekker i Haake (1975a), Garrido i San Miguel
(1978b)). Com a conseqüencia de l'esmentat teorema no és
difícil d'establir identitats entre les components matri

cials de l'operador autoenergia, el resultat de tot el que
hem dit anteriorment, essent una simplificaci6 notable en

el tractament d'una equaci6 del tipus (26).

Pel que fa al formalisme que hem presentat aquí,
hem d'assenyalar que no ens cal recórrer a l'existencia
d'un FDT per a escriure l'equaci6 de Dyson de forma que

explícitament només hi aparegui un tipus de propagador,
car és una conseqüencia propia de l'ús d'una representa
ció Lagrangiana, i en aquest sentit la seva utilitzaci6
pot resultar avantatjosa.

3.3 PROPAGADORS ESTACIONARIS 1 TEOREMA DE FLUOTUACIO-
,

DISSIPACIO.

Hem acabat la secció anterior fent referencia al
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FDT. Aquesta secció la dedicarem a un estudi ampli, tot
i que no serem pas exhaustius, de les seves expressions
particulars que siguin més interessants per a nosaltres,
juntament amb les condicions de validesa corresponents.
Com que per altra banda les relacions que estableix aquest
teorema ho só,n ent.re: :propagadors" e s ra.c í.ona.r-i.s , és interessan.t
que abans discutim breume�t aquesta circumstancia. En

1.1.14 deiem que l'estRt ,d'un sistema dinemico-estoces-
tic el qualificaríem d'estacionari quan les seves pro
pietats fossin invariants davant d'una traslació tempo
ral;recordem que aixo es manifestava, per exemple, en

que sota tals hip�tesis la funció de correleció depenia
únicament de la diferencia entre els seus arguments
temporals, logicament pel que fa a dependencia tempo-
ral. També comentarem que eren dues les condicions sota
les quals s'havia de parlar d'estacionarietat:

i) que l'operador Hamiltonia no contingués explícitament
�a� , dependencia temporal, i
ii) que el caLcu l, -ne propagadors fos r6'ali tiz at amb La
solució estacionaria de la FPE.

En aquestes circumstancies és facil de veure allo
que deiem de la invariancia davant de traslacions tempo
rals de les seves propietats. Així,per a una mitjana de

quantitats preses a dos temps diferents sera

<f(g(t2JJ ,g(q(t1JJ)= jdIDgldIDg2fl
(33 )

i en les hipotesis anteriors

-1(9_-

I
'1
"

'1
,1
I
1

P (q l' tI) ==- P
s t (q 1) (34)

P(q2,t2/ql,tl)�P(q2,t2-tl/ql'O) (35)

amb la qual cosa aquella mitjana depen amb el temps a



Tractem ara el teorema de fluctuació - dissipa
ció. L'exist�ncia de relacions entre les funcions de cor

relació i de resposta fou proposta per Kubo (1959) en el

cas canonic, tant classic com quantic, per a estats d'e

quilibri. En general per a sistemes descrits per una di

namica de Fokker-Planck i en regims estacionaris foren

establertes detalladament per Dekker i Haake (1975) i
més tard de manera precisa foren descrites per Garrido
i San Miguel (1978b). D'aquesta manera es tornaren a ob

tenir resultats de Kawaseki, Ma i Mazenko, Enz i Garrido
i altres, les referen?ies deIs quals poden trobar-se en

els articles esmentats. En l'ap�ndix B es dedueix com a

exemple una d'aquestes relacions de fluctuació-dissipa
ció� i si l'incloim en aquest treball és 6nicament per
a provar la capacitat de la representació funcional que
hem emprat aquí, a l'hora d'obtenir alguns resultats for
mels de particular interes, com poden ser, en aquest cas,
relacions propies del FDT. E� aquesta secció hi presentem
els resultats finals, així com també alguns comentaris.

Donat un sistema estocBstic descrit en el seu

estat estacionari per una sOlució, Pst(q), de la FPE cor

responent, i expressable a través d'un potencial genera
litzat Jt.(q) mitjaneyant

(36)
i en el cas que el drift del sistema derivi d'aquest po
tencial a través de

tI,(�) � _i{ DIJU d Jt(1-)
91/)

és possible de demostrar (Apendix B) que es verifica

(37 )

(38 )
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que juntament amb (23) permet d'establir una relació en

tre la funció de correlació i de resposta donada per

(39 )

que constitueix un cae particular de l'anomenat FDT de

Ma i Mazenko,aplicable a sistemes on el drift és pura
ment dissipatiu o irreversible i en situació de balan9
detallat.

,

Es obvi que podríem buscar solucions més gene-
rals que (37) amb Jf (q) donat per (36); amb s í.xo aconse

guiríem altres formes més amplies de FDT. Així podem su

posar el drift donat per

(40)

amb

Jr:T(. )(. 1-
(41)

l duna matriu antisimetrica

r ', _ c/Jcr (42)

amb la qual cosa si n'introduim una altra d'elements

(43 )
escriurem (40) en la forma

)O'(�J �;¿ j)
-e d ;t(�.)

'Zt
d�O

En aquestes condicions i procedint analogament al cas

anterior escriuríem una re1eció semblant a (39) com

(44)

(45)

i substituint en (23)

R� tt; -ij) • O".r 1.. rtfUT(f�-f;) -t-� Dad" d -sR'; (l>�)+ '!. DlJrr DJOR¡ (I-: -r.)
d� � �

(46)
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"qJ
Contraent amb D en tots dos costats

X Oo/¡.J RI<J.I l�I(-t) = 2_ �f-''''O'._f<) +� do(óJt'lÍt}�--t;) (48)� }�

i tenint en compte l'antisimetria de d�ó juntament amb la
definició de J)oIS (43 )

1 j.jJ.�{f;--If) = -1, J)¡j� R� a>t;)
!)¡� 'F Zi (49 )

o més propiament

�n',-r,) 2. ipoJ (I-�-f.) �-� J)J.Jd.. R� L/-',-i<)
JI1 (50)

ISi calculéssim l'altra contribució per a tl>tl, establi-
ríem el FDT complet com

1 tcJ� Ori�) � '1, «: Ir, -1:) j)JJf4_ '{ jy>i R � (!.� -11)
(51)¡� �

que simbolicament representem per

e; � % Rj) -� j)íRí
(52 )

i que constitueix una altra de les formes particulars de
FDT.
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3.4 CONSTRUCCIÓ DE¿ SENSE CONTRIBUCIONS DE DERIVA-
l'

DES TEMPORALS DE LES FUNCIONS DE CORRELACIO.

Recordem el comentari que férem en la secció 2 d'a

quest mateix capítol a proposit de l'avantatge íntrínsec

.d'una formulació Lagrangiana que consistia en l'absencia
almenys explícita, de qualsevol propagador relacionat amb
la funció resposta.

De totes maneres caldria analitzar més detallada
�ent l'expressió per a l'operador autoenergia, per a com

provar si en qualsevol cas aquell operador és expressat �

en termes d' una sola mena de línies, car podria ocórrer "

que, tot i havent estat cepa90s de plantejar una equació
de Dyson no matricial i referida únicament a G(2)' existís
la possibilitat que a més a més de G(2) figuressin enZ
&ltres propagadors de manera implícita. Si aixo ocorrés
aquests propagadors no podrien ser més que derivades tem

porals de G(2)' ja que els potencials del problema,explíci
tament considerats en l'expressió per a L o implícitament
a, través de les funcions vertex, actuen multiplicant o com

a molt derivant respecte a coordenades temporals. En el

sup�sit que haguéssim de considerar contribucions que in- .

volucressin derivades temporals de la [unció de correlació,
r-e co.rdem que estem tractant amb, G(l)=O, L pe.r tant G(2)co1�cideix 8mb la.funci6 de carrelaci6, hauriem de preci-"
ssar a.Lguris: aspectes.

Primerament i si recordem que existeix una relació
entre les derivades temporals de la funció de correlació
i la funció resposta (23), sembla que aquesta darrera in
tervindria en l'expressió per ah , o cosa que és igual,
sembla que hauríem d'arribar a la conclusió que l'operador
autoenergia no admet una construcció on hi intervinguin
únicament les línies corresponents a la funció de correla
ció. Tot aixo sembla més cIar sota hipotesis tals que jus-
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tifiquessin l'existencia de relacions de fluctuació- dis

sipació; en tal cas existeix una proporcionalitat entre

G(2) i R, (39),(52). Tot aixo sembla que ens meni a una

formulació molt més semblant a la propia de l'esquema MSR

tot i que es mantindria aquí la característica no matricial
de l'equació de Dyson.

Altrament i encara havent prescindit de qualsevol
comparació amb altres formalismes, tot ens fa témer que la

presencia d'aquestes derivades temporals repercutira en

una dificultat mé� gran per a la resolució de les equacions
íntegro-diferencials a que ens veiem aconduits en l'aplica
ció d'un esquema pertorbatiu com el que estem considerant

aql,lí.

La conclusió de tot el �e hem dit anteriorment se

ria.:d.oncs ben s<egur, la necessitat a'estudiar amb cert de

tall. l'origen de les eventuals co�tribucions de deri

vades temporals de la funció de correlac±ó pe�sant en la

possible incorporació de condicions sota les quals aquelles
contribucions fossin nul.les. Aquesta secció la dedicarem
a aquest aspecte concreto

Per conveniencia considerem el problema més general
consistent en l'aparició de derivades temporals primeres,
qualssevol, a nivell de l'equació obtinguda aplicant el le
ma d' integra ció per parts a Z (J), (I. 2.64), de la que

partírem per a formular l'equació de Dyson. 1 diem més ge

neral, perque inclolm les derivades temporals primeres as-
A

sociades a l'operador diferencial A allí introdult, amb el

t'Ementes que de la propia definició d.'aquest operador (1.2.
74), se'n treura que les condicions d'anul.lació que aquí
s'establiran, correspondrien propiament a les de no contri
bució de funcions resposta en Z ' en el supo s í, t que ).,� .... )I>,l (�.¡)
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guren per a separar-ne clarament aquells que involucrin

una primera derivada temporal. Així, i suposant el drift
sense dependencia temporal explícita sera

\ J:::>'1iT) ",�p\ jOdí�It.\,'lo \ro Ld - Jl"",-rl'_)-I'T) J } \. D¡.<u ,úLt') +( D¡¡(f 2f"1'IIV'¡) - o, .. _?r(�(I-'))
'O �f'n') '011)( 1"')

_ DcrLl d_rtilr1)) t,)('1-0'1) + Jr-lt') �..,O
''01''( �') J

(53 )

a partir de la qual definim el tensor covariant antisime
tric T mitjan9ant

Tll!-,- í�)� DlJ<1 V� _ Df"4 ?j�
� '''{f') J1'J (54-)

Si recordem els passos successius que ens menaren a l'equa
ció íntegro-diferencial per a g(2) a partir d'una relació
tal com (53), no ens sera difícil d'entendre que les con

tribucions no desitjades de derivades temporals primeres
provenen del terme associat al tensor que acabem d'intro
duir.

Suposem que el drift del sistema considerat fos tal

que derivés d' un potencial � (q) a través de

Jó'(�) =_'/, D1'J"CJrf(1)
z; ��d (55)

En aquest cas substituint en (54-) i tenint present la con

dició d'igualtat davant de derivades creuades, suposada im

plícitament per a la funció �(q), podem arribar facilment
a la conclusió

I
,

Es a dir, el tensor T definit en (55) és identicament nul
(56)

com a condició suficient, si suposem l'existencia d'un po
tencial f (q) tal que verifiqués (55). Ara bé si substitulm

-185-



una forma tal per al drift en la FPE, no és difícil de

caracteritzar una solució estacionaria 'de la mateixa

(57)

Si ara recordem de la secció anterior(36) i (37),
arribem a la conclusió que la condició suficient establer
ta per a l'anul.lació de T, correspon a,la que empravem
all� per assegurar la validesa d'una manera particular de

FDT; concretament l'expressada a través de (39).

Tot el que hem dit ens podria fer pensar que la ma

teixa condició que justifica la validesa d'aquella forma

particular de FDT, amb tot el que implica quant a la pos
sibilitat de reduir 'el tractament matricial d'un esquema

tipus MSR,suposa per a nosaltres la possibilitat d'obviar
qualsevol contribució en derivades temporals primeres a

nivell d'equació de Dyson, o del seu equivalent de Baym
Kadanoff, i per tant en ambdós plantejaments suposa, tot
i que de manera diferent, una simplifica ció de la manipu
lació associada a tals equacions.

�er altra banda, i tal i com comentarem a proposit
de (39), la relació (55) amb el potencial f (q) establert
segons (57), no és més que la condició potencial de balan9
detallat, quan aquesta es refereix a sistemes purament ir
reversibles o dissipatius. Cal que precisem breument a que
es refereix aquesta situació.

La característica de balan9 detallat és únicament

l'especialització del principi de microreversibilitat (Van
Kampen (1975)) a l'estat estacionario (Graham i Haken (1971);
Graham (1973)). Així a partir del conjunt dé macrovariahles
q(t) � � q!l- (t)r podrem definir-ne un de nou, transformat per
inversió temporal

(58 )
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amb �I'-) = :!.: 1 segons que s
" canviI o no de signe q uan s

"

in
verteix el pas del temps. En aquestes condicions direm que
el sistema es troba en situació de balan9 detallat si

Foren Graham i Haken (1971) els primers que establiren unes

anomenades condicions potencials que venien a ésser ia ca

racterització formal de la situació intrínsecament física
de bals9 detallat. D'aquesta manera demostraren que 11ur

existencia, en relació amb una' transforma ció ben definida
de les variables del sistema per inversió temporal, era

eauivalent a les condicions

(60)

(61 )

(62 )

on fr i fi són les parts reversibles i irreversibles, res
pectivament,del drift del sistema,

- \/
: 121 (63 )

(64)

i amb � (g) en (61) relacionat amb Pst(q) a través de (57).
En el cas particular de sistemes amb difusió constant i
purament irreversibles, (60) i (62) són irrellevants, men

tre que (61) es converteix en (55). En el trebal1 de San
Miguel i Chaturvedi (1980) s'hi poden trobar altres carac-
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teritzacions de la situació de balan9 detallat, així
com també's'hi poden trobar conseqüencies de llur no exis_
tencia.

En aquest moment voldríem avan9ar un argument que

justif�qués en certa manera el resultat a que hem arri

bat, és a dir, de com la condició de balan9 detallat su

posa, per a la classe de sistemes irreversibles conside

rats, l'anul.lació del terme en derivades temporals pri
meres en (53). Per tal de veure-ho, suposem que totes les

variables,del sistema fossin parells enfront a inversió
temporal; en aquest cas la propia equació (53) sera inva
riant davant d'inversió temporal, o no ho sera, depenent'
del coeficient del terme en q(t). Si ara recordem el que
afirmavem una mice més amunt en el sentit que la condi
ció de balan9 detallat est� relacionada amb el principi
de microreversibilitat temporal, no és estrany que aquest
principi, cas d'existir, es manifestés en equacions dina
miques del tipus de (53) amb la qual coSa finalment una

condició tal com (56) resulti coherente Per a una discus
sió més extensa d'aquesta qüestió es pot revisar Garrido,

,

Lurié i San Miguel (1979).

Indubtablement ens hauria complagut poder expres
sar les condicions d'anul.lació (56) de manera totalment

equivalent, per exemp.Le-, a les condicions potencials de

balen9 detallat, plantejades en llur forma més general,
(60),(61), (62), sense haver de recórrer a una subclasse
de sistemes caracteritzats pel seu comportament purament
irreversible. Aixo no obstant no creiem que sigui ·possi
ble, i per a explicar-ho se'ns ocorre un argument que fa
referencia al contingut, segons �l nostre entendre diferent,
entre � dos tipus de condicions. Per una banda les que
fan referencia a le situació de balan9 detallat posseeixen
un significat fisic cocret referit a sistemes en estats

estacipnaris, i permeten d'aplicar als que obeeixen aques
tes condicions, idees i raonaments usuals en el tractament
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d'estats en equilibri termic, i que poden ser d'utilitat

per a caracteritzar fins i tot el seu comportament dinamic.
(Graham (1973)).

Per altra banda, les condicions d'anul.lació de T,
posseeixen més aviat, a almenys ho entenem així, un sig
nificat formal i referit a la possibilitat d'expressar 1'0-
perador autoenergia sens presencia, ni implícitament ni ex
plícitament, de propagadors diferents d'aquells gueffitan
associats amb la funció de correlació.

Si ens referim a les condicions per al drift del
sistema sota les quals s'ha de parlar de relacions de fluc

tuació-dissipació, t.ampo c ens sembla possible de fer-les

correspondre exactament a les condicions d'anul.lació d'a
quell tensor. En aquest sentit no hem estat cepa90s de de
mostrar que formes més generals, com (�), que corresponen
a sistemes amb drift amb components reversibles i irrever
sibles alhora, suposessin T identicament nulo

De totes maneres, sí que val la pena assenyalar que

1.'8plicació del formalisme MSR en les condicions d' e_xisten
-'Cia de relációnsde fluctuació-dissipació, ha estat de-

l dbasicamentlt í

t
.,senvo upa a,vque nosa res coneguem, per a una s� uaClO

tal com (55), i en aquest sentit, el FDT concret és (39).
(Dekker i Haake (1975b)). En aquest cas ja hem dit que la
validesa del FDT és completament equivalent a l'anul.lació
de T.

Ens cal encara insistir en un altre detall, que
fa referencia al carBcter no necessari, sinó més aviat
suficient de (55), amb tot el que significa de la possi
bilitat de condicions més generals que aquella per a asse

gurar (56), i en quelcom més important, que podem concre

tar dient que en el cas eventual d'existencia d'un FDT,
aquest ens proporciona relacions molt útils pero que cor-
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responen únicament a propagadors estacionaris, i en aquest
sentit no creiem que pugui suposar massa avantatge en el

supósit que pretenguéssim aplicar un esquema com el MSR

a situacións no estacionaries. En el cas nostre podríem
en canvi emprar una condició tal com (55), i no obstant

aixo no tenim cap motiu per aplicar-la, en el context del

desenvolupament pertorbatiu desenvolupat en aquesta sego
na part, a una dinamica estrictament estacionaria, sinó

que podríem considerar estadis anteriors de l'evolució del

sistema envers aquella dinamica.

1 ja per acabar a�sta discussió ens sembla interes
sant de comentar un treball molt recent de Graham (1981)
on hi qüestiona el p'aper fonamental que semblava jugar la
condició de bs Lanc detalla t, en la resolució d' una FPE :

per a la densitat de probabilitat condicional estacionaria
, "

P(q,t/qo). Si portem aquest punt fins aquí es perque 1 au-

tor pr�posa, tal i com veurem a continuació, que la qües
tió a proposit d'aquella resolució, no s'hauria de plante
jar en termes ,de l'exist�ncia o no existencia de balan9
detallat, sinó més aviat en si el drift del sistema satis
fa o no una relació potencial que ens recorda la nostra
condici6 suficient (55). Així Graham insisteix'&u l'exis
tencia d'una gran llibertat a l'hora de fixar la transfor
maci6 per inversió temporal de les variables i els parame
tres d'un sistema, llibertat que permet sempre de trobar
una transformaci6 tal respecte a la qual el sistema esta
r� sempre en condició de balan9 detallat, tot i que en al

guns casos, aquesta transformaci6 és suficientment compli
cada com per a poder especificar-se només a posteriori,
un cop s'hagi trobat la solució estacionaria de la FPE.
En aquest sentit l'autor proposa que l'antiga distinció
entre sistemes amb balan9 detallat,

. ,
,

l sense,s ilau-

ria de replantejar en termes de balaD9 detallat manifest,
és a dir essent' coneguda la transformaci6 per inversi6
temporal a priori, i sistemes amb balan9 detallat ocult
en que aquella transforma ció no es coneix abans de la re-
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solució 00 la FPE. A part d'aquestes consideracions, margi
nals fins a cert punt considerades com a qüestió de prin
cipi, Graham va una mica m�s enll� i intenta de generalit
zar el que havia realitzat Risken (1972) quant a la reso

lució de la FPE quan existia balan9 detallat explícito Per

aixo defineix un potencial � (q) a partir de Pst(q), en

la forma usual (57), i un drift d(q) a partir de

d)J.lf) -= Y, '00)1./)(1)
_ Y.: 1J)iIJ d�/1) (65)q d1JJ 2J ()1P

notant per r(q) la part del drift total f(q) no continguda
en d(q); �s a dir

r#'(fJ} ;: j¡A. /'f) _cl/ÁI'_J
(66)

En aquestes condicions demostra que si r(q) �s nul, la FPE

pot transformar-se sempre en una equació hermí�ica, mentre

que en cas contrari aixo no és mai possible. En qualsevol
cas la resolució de la corresponent FPE transformada passa
pel tractament d'un problema de vectors i de valors propis,
que sera hermític en el primer ces i en el segon no ho se

ra. Els avantatges de tractar amb cEasses de sistemes cor

responents a r (q) nul semblen ser clares en aquest sentit.
Insistim pero, que tenint en compte (65) i (66), i per al
cas de matriu de difusió constant, aquesta condició �s com

pletament equivalent a la que hem establert nosaltres (55).
No volem analitzar amb més detall aquesta característica
comuna, pero sí que ens semblava oportú de plantejar-la ..
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1HTRODUCC10.

Si voLern que tata la formula ció tie o r í.ca emprada
fins aquest moment tingui una materialització concreta

davant un problema espec1fic, ens cal escollir un sistema
13mb característiques tals que una descripció de llur di

nam.i ca e s co c'as tzi ca s' aj u s+L a la que aquí hem plantej ato

1 diem 8ix� perqu� la nostra intenció primera, cal
d.i b d' l' t; d' " . , .

_lr-�o una vega a mes, era eSJu l ae reaCClons qUlmlgues,
sis�emes en gu�, tal com ja v�rem veure en el pr�leg d'

aguest treball, una descripció 8mb continguts estoc�stics
podia tenir un innegable intereso Tanmateix, i com també
ja verem esmentar allí, la descripció no determinista d'
�n problema no sol ser 6nica, i pel que fa a processos

reactius, podem afirmar, en la mesura deIs nostres coneixe

ments, que sol ésser més COI!l.Un8 una formulació en -'.Jermes
de les anomenades equacions mestres, " master equation "

(Oppenhe.ira e t a13. 1977)., i LO pas mitj ancarrt une eC] ua

ci6 de Fokker- Planck, la d.í.nam.í.ca as so c iade 3 la quaL hem

adoptat d'entrada en aguest treball.

També ens calia resoldre una altra duate en el

moment de la nostra elecció, que consistia en decidi�-nos
o bé per un sistema tractat parcialment o b� escolLir un

sistema ben conegut, que fins itot hagu�$ estat objecte
d'analisi en el contex+O de teories pertorbatives semblants
a les que aquí proposem. Davarrt de la disjuntiva, v',grem de

cidir-nos per aquesta darrera possibilitat, moguts, ben

segur, per �n intent de confrontar ala res�ltats a qu�
pogu�ssim arribar, i en un intent de familiaritzar-nos
amj tota aquesta formulació, fent- la així més transpa
rent per a nosaltres, pensent, no cal dir-ho, en posteriors
objectius, potser més ambiciosos.

K1 la part 111 que segueix 8 corrt í.nua ó í.ó , ens re-
oC'

•
•

t bIt' ,_,' -,�erlm 8 un SlS ema am es carae erlsulques que esmentavem
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darrerament, i que consisteix en un laser descrit per un

ánic mode pel que fa al camp electric associat a la radia
ció generada pels atoms excitats.

Diguem de bon comen9ament que no hem pret�s en

cap moment de fer un estudi rigorós d'aquel1a acció laser,
ni tampoc somniavem amb millorar les quasi perfectes deter

minacions que de la magnitud d'interés, anomenada factor

de 11 linewith 11, havien fet anteriorment altres autors,
com Grossmann(1978), Dekker i Haake (1975,1979), etc .• ,.

Aque11 sistema representa més aviat per a nosaltres,
una possibi1itat d'aplicació del que hem anat desenvolupant
fins ara. No obstant aixo, aclarim que els resu1tats a que
hem arribat els considerem raonablement satisfactoris,
especia1ment pel que fa al laser operant en un regim entorn

de l�anomenat llindar, punt aquest darrer en que el laser
canvia marcadament de comportament.

Diguem també que el procediment de resolui&
comen9a tractant l�aproximació de v�rtexs nuls, tamb� qua1i
ficada com a gaussiana, o de Hartree-Fock, la qual superem
un xi9_m�s endavant, per mitj� de la incorporaci� d'una
primera aproximació als ve r-tex s ('(4) i �6).
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l ..U'LICACIO AL LASER UNli'IODAL.

1.1 AUTOORGANITZACIÓ EN UN LASER.

\

Un sistema que esta en la frontera entre els que for-

me� part dG la natura i eIs que poden cO�8ia8r3r-se de 1aoo-

ratori és el laser. Troctem aquí al la ser com un muntatg.e
experimental, tot i que l'8cci6 del laser operant en l�

regi� de les microones, ha estat observada tamb� en l�espai
i�terestelar. Usualment una il.luminaci6 amb llum d'una cer

ta longitut d'ona excita als atoms de certs elements espe

cifics, i aquests �toms actuen com si fossin antenes micros-
... .

t t t d' ,.:J ..L... -1- 1 1.J_ ....... -- �,
.

..f-r-"coplq�es, eme en rens ones �uranu lnuerva�s mo�u �vu�u�,
de l'ordre de 10-8s., i 8mb una longitut d'uns metres. Quan
comencem a aportar energia en dosis petites� el laser actua

... \

com Ü.na lampara; cada atom emeteix incoherentment deIs altres.
Pe:.:'o si augmenten el subministrament d'enersia fins a un cert

valor, que s'en diu llindar del laser, t� lloc un fenomen
totalment nou; els �toms comencen a ascil.lar cohere�tment,
i ara emeten trens d'ona, la longitut deIs quals pot ser
de centenars de kilbmetres, mentre que la in�ensit8t de la

llum emesa augmenta drasticament per incremento molt petits
de 11 �nergia aportada. L'extraordinaria coherencia de la llum
laser reflexa el comportament organitzat deIs dipols at�mics,
i �s un deIs exemples m�s ben estudiats d'entre els que es

qualifiquen de cooperatius. (Haken (1973,1974,1977)). El
canvi sobtat de les propietats estadistiques de la llum del

laser prap del llindar ja fou predit per 3aken (1964), i
analitzat 8mb detall des d'aleshores. No pretenem descriure

rigurosament el comportament a nivell �icrosc�pic del sis

tema, ni la formulaci6 matem�tica corresponent, pero si
indicar e squema t í.cament aLgune s de les seves caracteristiques
per a entendre millor el contingut fisic del prohlemo.
Altres tractcments m6s detallats poden trobar-se en Haken

(1970), i Graham (1973).

Tres s6n els components o modes que tenen un paper
fonamental. D'una banda el mode corresponent al camp de llum
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generat pels atoms excita�s, g�e vindrs re)resentat per

l�amplitud complex del camp el�ctric corresponent. El consi
derar un sol mode pel camp electric éc un cas partic�lar de

resoluci6 del problema, que correspon al laser unimodsl. D�
altra banda cal considerar els modes corres9onents a la ma

teria, el'moment dipolar at�mic, i una magnitud relaciona

da amb la poblaci6 deIs nivells energ�tics at�mics, oc�pa

ci� deI s qu aLs v í.nd.ra fortament influenciada par la int;ensi

tat de la font externa actuant sobre el sistema. Tota aquests
modes satisfan equacions de moviment en les gue hi s�n aco

hlats, i on intervenen forces fluct�ants d'origen diverso

Tal com es va comentar en I.l.l, habitualment es pret� lo

reducci6 del nombre de graus de llibertat rellevants , de

forma que ens quedem �mb l'equaci6 de 80vim8nt del m�s lent,
anomena t paremetre d'ordre, i per tant c81dr� redefinir la

,

for9a estocastica gue inicialment actuava damunt ello

D'acord am� aquesta descripci6, es suposa que el

temps de relaxaci6 del moment dipolar atomis �s molt m�s

petit que el corresponent al camp electric oscil.lant, i
per tant t� sentit una eliminaci6 adiabatica, per la que el

mode de variaci6 lenta, l'smplitud del camp electric, tendeix

a esclavitzar als de variaci6 rapida associats als atoms.

Si en aquestes condicion8, modifiquem adeguadament la po

blaci� deIs nivells at�mics per mitj� d'una dosi ��s gran

d'.energia externa, amb el que es tendiria a invertir-ne

l',ocupaci�, el moda. rellevant pot oscil.lar de forma no es

morteida, o dib d'altra manera, pot tornar-se inestable, i
adquirir un temps de relaxaci6 molt gran. Estem en aqllest
moment en el llindar del laser. Afegim finalment que d'acord
,. ",amb l,analogla comentada en el proleg d aquest trebsll, en-

tre sistemes que evolucionen en regims cooperatius, i aquells
altres gue experimenten transicions de fase de no equilibri,
es possible interpretar l'acci6 laser, com si fas una tran

sici6 de segon ordre. (GrahaID (1973)).
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1.2 TRACTAMENT ESTOCASTIC DEL LASER UNIMODAL.

Seguint les idees apuntades en la secci6 anterior, Haken

(1964) va establir que l'amplitud complex del camp electromag
netic oscil.lant en resonancia amb els atOllS del material so -

lid del laser, que per conveniencia va suposar que només tenien
do� nivells energetics, venia regida per una equaci6 de movi

ment característica de l'equaci6 de Van der PoI al que se li

afegia aditivament un terme estocastic o soroll, que conside
ra blanc, gaussia, amb mesura nul.la i matriu de correlació
constant. Així, si indiquem per � l'amplitud del mode seria

db/dt =�(a-b�b)b +�(t)
on �(t) és el soroll

<t (t) =0= <re t) >
<r(t)�(t' �>= <�tt)��(tl» =0

<t(t)'«(t�) = 4 5(t_tl)

(1)

(2 )

i� i � s�n contants reals característiques del laser, que

s�n expl�citament calculades en aquell treball. Eventualment,
i nosaltres aixi ho fafem, es pot prendre � =1. � és el par�
metre que fixa eL l.rlnd�r .deL laser, i per tant per a valors de

� negatius, respectivament positius, direm que el laser esta

operant per sota, respectivament per sobre, d� llindar '� In

diquem ara,. t8._l i com assenyalen Deker i Haake (1975b), que
l'ús de la dinamica bidimensional de l'oscil.lador de Van der
PoI per a descriure el laser unimodal, és especialment 6til
per a estudiar-iD operant en condicions no molt lluny del

llindB�. De fet,aixo no impedeix que tant els autors esmenta-

tas, com nosaltres mateixos, ens ocupem del problema en la
forma m�s general possible, i en aquest sentit, intentarem

aportar conclusions per a regims qualssevol, tot i que potser
s�haur� d�anar amb certa precauci6 en les que facin referen
rencia a situ�c,ions allunyades de la llinda, pel que s'ha a

puntat abans. En qualsevol,cas,aquesta consideraci6 tampoc ha
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de ser excessivament preocupant, ja que la regió amb més in
teres i contingut físic és la centrada al vol tant deL lli.n.da:r

, que és on hi ha una marcada transició en el comportament
del laser, segons es va comentar en la secció anterior.

Tornant a l'equació tipus Langevin (l),notem que un

cop establerta es va procedir a convertir-la en una tipus
Fokker-Planck. Així Risken (1965), fa quasi dues decades,
va proposar una transforma ció de les variables del sistema
a coordenades polars, i amb elles va formular una FPE de la

que va obtenir una solució estacionaria. Amb Vollmer (Ris -

ken i Vollmer.(1967a)) va aconseguir transformar la FPE en

una equació unidimensional del tipus Schrodinger, a partir
de la qual, la solució de-la FPE es desenvolupava llavors
en termes de les funcions i valors propis de l'equació trans
formada. La determinació de les parelles d'autofuncions i
autovalors va haver de fer-la mitjan9ant metodes pertorba -

tius aproximats, combinats amb metodes nUillerics de resolu -

ció per integrals de l'equació de Schrodinger. En treballs

postenors (Risken i Vollmer(1967b)), aplicant part deIs re

sultats anterorment obtinguts, s'interessaren més aviat
.

--

per propietats es�adístiques no estacionaries. Els resul.

tats ampliament caracteritzats en la referencia citada.
No es va tancar amb aquests intents primers l'estudi del

laser, sinó· més aviat tot el contrario L'existencia d'inves
tigacions experimentals (Meltzer i Mandel(1970), Arechi i

Degirgio (1971)), que permetien la confronta ció amb els re

sultats teorics obtinguts, feia que aquests avancessin i

aix� per a valors de � no molt grans (af 8) els resultats
num�rics obtinguts en l'61tim' deIs treballs citats s'accep
taven com a satisfactoris; es disposava també de resultats
correctes per a valors de � � 20. Quedava per resoldre 1 'in
terval existent entre ambdues regions. Un altre cop Risken
i Vollmer (1980) van proposar un metode per a omplii aquest
bu í, t, que pretenia resoldre la FPE directament mi tj ancarrt t
un desenvolupament convenientment tuncat en polinomis de

Laguerre. A més deIs intents aquí esmentats va haver-hi
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altres treballs de Haake (1978), Grossmann (1978), Ziegler
i Horner (1980), i poden trobar-se referencies de d'altres
autors en el de Risken l Vollmer (1980). Hem reservat per
al final les cites als treballs de Deker i Haake (1975b,
1979), pergue són els g ue es refereixen a una f o rmu.La cñ.ó més
en consl)nancia amb el contingut del nostre treball. Deixa
rem per la secció 6 el comentari entre les analogies i les
diferencies c',ámbdues maneres de procedir, un cop hag2.m ex

posat guina sera la nostra.

1.3 APROX1MAC1Ó HARTREE-FOCK PER�. PR1MERS RESUL-
"

TATS DE L'EQUAC10 DE DYSON.

El gue pretenem en aquesta secció és l'aplicació
practica del formalisme desenvolupat en la part segona del

treball. Aguesta aplicació passara per un intent de resolu

ci� de l'eguació de Dyson, tenint en compte l' expressió de

¿; en termes de les funcions vertex i de les eguacions
• sutoconsistents per a el1s.

El primer gue volem coneixer, un cop formulada

l�equació de Langevin (1) per a les variables del sistema,
i la corresponent FPE, és la solució estacionaria d'agues
ta última. Suposarem gúe pel sistema en estat estacionari
regeix la condició de balan9 detallat (Graham (1973)), amb
les seves corresponents condicions potencials, (11.3.60-
11.3.62). Entendrem a més gue el drift és purament irrever
sible, el gue és immediat de (1) si suposem, per exemple,

�

que tant � com � són parells per inversió temporal.
Com gue la matriu de correlació del soroll es pren constant
la condició potencial rellevant l'escrivim com

(3 )
i obtenim E � (g) directament per guadratures prenent f�q)SI.;

directament de (1). Així arribem a establir-la com

(4)
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Smith i Armstrong (1965) van comprovar explícitament aquesta
solució. Cal aclarir, ja des d'ara, que suposarem el siste

ma 8perant sempre en el seu estat estacionario A partir de

(4) és inmediat comprovar que 8mb aquesta hipotesi, els pro

pagadors condensats referits a qualsevol de les dues varia

bles del sistema, és a dir, els seus valors mitjans són nuls

i en consequencia, es pot treballar amb crn¿do:1.at per (11.
2.95), amb les equacions pels vertexs no nuls r (4)i reS) do

nadep en (11.2.97) i (11. 2.107).

El primer que s'ha de fer per construir L �s de

terminar els potencials del problema 'f (4) i 0'(6). Per comen-

9ar he� de remuntar-nos a l'avaluació de les seves components
independents del temps (11.1.15, 11.1.16). De l'equació de

Langevin (1), escrivi�t les dues variables b i b� coro ql i
2

- -

g , queda clar que les components del drift vénen donades

per

(5)
.. '" .

i en consequencla

).(1)=�(2)=a
me�tre que Fl ,1)2 2

=-\q g
.,.,,2 (2)2 1
_ti =-,q q

(6)

(7)
¡¿

on les components no nul.les de�� són

f�12=yi21=r�11= -1 = Y�21=Y�12=Yi22
D'altrs banda de (2) escrivim la matriu de difussió

(8 )

com

d'on
Dll=D22d)
D11=D22::-:O

D12=:J21=4
D12=D21=1/L+

(9 )
(10 )

A més, de la hipotesi 1'eta anteriormell.t sobre la validesa
de la condició (�e b a Lanc detallat, j untament amb el carncter

purament irreversible del drift, es segueix inmediatament
l'arrul.lació del tensor T introdurt en (11.3.4), el que
ens indica, recordem-ho, la no aparició de contribucions

gue provinguin del terme que conté �(t ) en (11.3.53). D'
altra banda, essent \(1)=)(2)' l'anterior es tradueix en'
la identica anul.lació de totes les components de tvo') , COIn

)ot també comprovar-se directament a partir de la seva defi
nició (11. 1.17). Així doncs, el potencial0(4) provind�a,
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previa introducció de les dependencies temporals, i posterior
simetrització, del potencial independent del temps �u� del

gual les 6nigues components no nul.les s'obtenen directament
de la seva definició (11.1.16), essent totes elles identi
gues i corres�onent a totes les possibles combinacions deIs

quatre !ndexs covariants referits dos d'ells a la variable

�, i els altres dos a b·,
'fl2oz: r,,t/.t. '" ri; " a(J :: f'zZIZ,:: "G.,.2.I; ftm/ (11 )

D,',altra banda el potencialfc6) s'obtindris de la mateixa ma

nera a partir de rllo'�Tf ,les components no nul.les del gual
s�n tamb� id�ntigues, i corresponen a totes les possibles
combinacions deh sis indexs covariants, referits en igual

t:

número a b i a b.
- ,

Estem ara

Y;,tI/�.q :: rll'¿$./� � fllZ.Z.l.1 " Y;Z2."� .1'z'ZrI/<; � r;2/1/tr'" - Y¡�
'fiZI/¿Z • )ÍZI¿IZ," r/l/U¡" J;ZZlll;::. rz,�I':¿, .. ¡'_¿.z.If�1 .-Y/?/�/l12Z � r%IIZIl '" h')Z¿1 :: YIZt..2.Jf �. rZ/¿211 :: fUIZI' ,-'/,¿

en condicions d afrontar la construcció

(12 )

deL. •

Considerem nom�s la part 3artree-Fock del mateix, �s a dir,
prenem en primera aproximaci6 les funcions v�rtex id�ntica
ment nul.l�§� En aguest cas (11.2.95) es redueix a

.t'o'I/4}:3 rius») 9(;4) + I�- r(lio3'tJ6) [r/�,¡¡)_9(rt;)
� ( ('l�)i ��nint en compte les definicions de 0(4) i (6)

./

_¡;,oi(I¿): (r;�3·�-+��-j;3.Nr )';'m) CfI11/).,.J6/to {{¡¿3t,ni;+,--.+.li5'Gn.J<;I,4)7!r0
Separant els arguments en les seves parts discret8 i cont{- CiLl

(15 )
-dk ) d� J� Jt Ji¡ (r"".J.<T 1-p -t "0 + �/� 'U�).) ¡lid) .,. 8{f,.1;) ,ra; r_}; ),f:¡} q 1f'1j-; r, t)

on com sempre els indexs discrets repetits han de sumar-se.

Fent les integrals indicades

.J; 101 j

(f,t,;oI,�):- (t;"irr t rf<.r,J.�" J;dolu) �(f,oj¡) iff()'.}�;'U�)t3�('óf'JO)ft.--
) (J h_,)+ (f<pru).)fU¡-!¡) �(<1ir,;},f1) 90)�,'r./( -

,

En aguest moment hem de tenir en compte expl!ci-
tament qu.e els propagadors gue intervenen 8 (lS) s Sn els

corresponents estacionaris, i en aque s t senti t, la depencLen
cia del seus arguments temporels es manifeste e trev�s de
la seva difer�ncia, amb la gual cosa canviant la notaci6 de
forma senzilla tenim
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[D) (p.,¡j. i ¡'.-1¡) • ( r,.J.r� t---) S"U¡-t) ct-.» ¡o) +3t (r/.lJ.(l"�p( + __ .Já{f,-t)t;(¡f,�;o)�(},)";o)
(17 )

D' ,'31 tra banda, del calcul de propagadors a temps
iguals G(a-,) ;0) a realitzar mitjan9ant (4) es dedueix imme

diatament que

(18 )
mentre que el correponent 9 la funci6 de corre1aci6 estati
ca G(1,2;0), o si �s vol G(�,�;O), figura en l�ap�ndix C,
comp1int-se evidentment

G(1,2;0)=G(2,1;O) (19)
En aquestes condicions, tenint en compte (17), j�nt�menty
amb (11) i (12), és facil adonar-se de

¿(o)(b,b;tl-'t2)=[¡(o)(bW-,b+ ;tl-t2)=O (20)
mentre que

r(o)(,� blr.t '1-; "-')�G/' :;¡:.)1 í(t .L. -, C\/?(12(,� b'" -01LJ u" '1- CJ2 J -{·o "o, o i '
J o t, 1- u2 />: _' '-J ,L) ,

) /

id'al tra banda d( +, -t'» (21:
J.. '-

¿- (o) (b+ , + t) / o) (' h'" t J.. " -( o) (,- '¡'.J + \" ,o; -'1- 2
=

Lj 0, ..); 2-Ul)=¿_ ,u,b; '-�1-.J2)

Exp1icitant l'equació de Dyson, i tenint en compte
l'expressió per G�1(12), arribem a plantejar la següent"

, o

equació integro-diferencial

_1/'1 (J)1f/,-tl�'--r:(b,b¿';frf-7-) : ¡U.. !:,.) +/;fIID)(!J:b;fr1¿) C;(b,b·;�--tr)
i tenint en compte (21) i (22)

(23 )

ol/{ (�I/ _a.l) C;U,b¿:t<-t". tftt(-t�) + (Ja.jfb,¡,J-¡o) -1/-?; 1¿(!:d�iO))¡rb,bJ.;f,-7;.)
, (24 �

i per mitia d'un canvi de variable escrivim (24) com

�.¿ f'b,¡,r-:f) = ·j¡'uf} + (J..'-l4.jlb,hr¡o)tf'if'-Ib,¡''';oJ) §(b,¡,I-:-t)
(25 )

I
I
I
I
I

D'altra banda, de la definició del sistema (1),(2)
obse:::,vem de seguida, que les variables b, b.f juguen exac

tament el mateix paper, el que es traduira en particular,
en que el propagador COlliLectat de dos punts, o funció de

correlació G(l?"Q''';t), a part de la simetria per be s cariv í.s
. , d'

/

dconJun�s ln exs

respecte 6nicamff.t
el qme indica, el

dii6rets i temporals, ho sera també
a l�intercanvi de Ls seus {ndexs discrets,
caracter parel1 de la funció de correlació
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respecte a la coordenada temporal
G (b , b

�
; t ) ::: G (b� ,b; -t ) :::G (b ; r/ ; - t �, (26 )

Podria demostrar-se igualment a partir de (1), (2), que

aquestes s6n les úniques components de correlaci6 no nul.les

existents en el sistema; és a dir que

G(b,b;t):::G(b� ,b�;t):::O (27)
Vol dir aix� que la correlaci6 entre les variables del sis-

tema est� caracteritaada per una 6nica funci6 G(t) sim�tri
ca per inversió temporal

+

G(b,bY- ;t)=G(b,b;t).:G(t)
amb el que reescrivim (26) en la forma

(2.8)
definitiva

d2/dt2 G( t)::: -4-f(t)+ (a2 -8sG( O )+13G2 (O) }J( t)
que és l'equació diferencial de segon ordre que pretenem
resoldre.

(291\. /

Assenyalem respecte a l'equaci6 anterior,que aques
ta mostra clarament la discontinuitat característica de

la derivada de la funci6 de correlació per t:::O. En efecte

in.tegrsnt (29) entre -{i +famb f-O, i a dmeterrt el uaracter
continu en �:::O d� G(t)

G(O+)-G(O-):;:-4-
D'altra banda, donat el caracter parell de G(t)

(30 )

•
+G(O )= (31 )

o_equivalentment
"

G(O+)::: -2 (32)
condici6 inicial que podria haver-se establert a partir de

la relaci6 de fluctuació-dissipació (11.3.39).

Per resoldre (29) procedim transformant-la per Pou

rier, l després realitzant l'antitransformada per integraci6
en el camp complexo 1ntroduint

k2: a2-8aG(0)+ lSG2(0)
resulta inmediatament

(33 )

G(t)::: 2/k exp(-kltl) (34-)
La magnitud que estem interessats en calcular és

l' anomenada amplada de banda o ti linewidth tI,,A , defi::::i t
8 p8rtir de G(t), mitjan9ant

(35)
pel que substituint (34-) en (35)

?
1
_ (k'-/? 'l(; 'O)¡\-,_ c./J\
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Per a comprovar amb els resultats d'altres autors

i amb els experimentals existents en la literatura, ens �s
m�s .�til calcular)_ G(O), a vegades també anomenat factor de

linewidth (Grossmann (1978)), per després representar el
seu valor en funció del parametre� del laser a. A partir
de (36)

)G(o)= (k2/2)G2(O)
i fent servir (34) per a t=O, arribem fi�alment a

G(0)=2 (38 )
identicament per a qualsevol valor de a, el que significa
que la magnitud buscada val exactament el mateix,per sota,
en, ' per sobre del llindar.

Els valors existents en la literatura (Grossmann
(1978)) etc •• , juntament amb les determinacions experimen
tal s ( Gerhardt et als •. (1972)) confirmen que .el resultat

obtingut aquí és el correcte per valors de � molt més

petits que el llindar a=O, i els errcrs són menyspreables
fins �!; -4, tot i que no reprodueix com hauria de fer el

decreixement mon�ton des del valor 2 per sota i proper
al 11indar fins al valor aproximadament 1 per valors po
sitius i suficientment allunyats del llindar, decreixement

que G�ossmann atribueix a una reducció del número de graus
de llibertat efectius pel la ser operant per sobre del llin

dar. En qualsevol cas, el resultat coincideix amb el que
obté aquell autor (Grossmann(1973)) al menysprear efectes
de memoria, o amb el que dedueixen Dekker i Haake (1975b)
en 1�aproximaci6 de v�rtexs nuls, aproximaci6 en 12 que
ens hem situat nosaltres aquí.

No és difícil justificar el fet que el resultat ob

tingut coincideixi amb el correcte per valors de � per sota

del llindar, i en especial guan més negatiu sigui aquell
parametre. En efecte, observant la forma que adopta la

distribució de probabilitat estacionaria (4), ens adonem
de seguida que és aproximadament gaussiana per sota i prou

lluny del llindar, pero defini"':;ament no gaussiana prop i
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encara menys per sobre del llindar. Es d'esperar, en conse-

qüencia, que el fet de no considerar a les funcions vertex
en la construcci6 de L , si tuant-nos amb s í.xó en l'aproxi
mació GaussiaB o de Hartree-Fock, no sera especialment
rellevant en la regió en qu� aixd estigui m�s justificat,
�s a dir, aguesta aproximació sera tant m�s correcta quan
m�s petit sigui a, i en especial per ��-�

Fixem-nos tamb� que en el factor de linewidth hi

Lrrt.e rvé , en la seva propia definició, la funci6 de corre

laci6 estatica G(O), tot i que per establir (38) no ens

ha estat necessari avaluar-laT Recordem que G(O), i en

general qualsevol propagador estatic és calculable direcTI0-
ment i exactament a P?rtir del coneixement de Pst' que en

el nqst�e cas figura en (4). Concretament en l'apendix C

hi ha calculats amb detall G(O), -juutament amb altres

propagadors d'ordre superior. El gue poguem disposar d�un
coneixement exacte de la estatica del sistema, no ens ha

de fer oblidar que per altres sistemes més complexos, pot
molt ben passar que aix� no sigui absolutament tan trivial.

Amb el procediment desenvolupat aquí, comprovarem que un

cop superada l'aproximació Hartree-Fock, la determinaci6
de G(O) coe a pas previ a l'avaluació del factor de line

width, és molt important. Cal afegir, naturalment, gue
obtindrem pe�-G(O) valor aproximats als exactes, tot i
gue aguesta . resolució aproximada pot tenir el seu propi
interes en sistemes on l'estatica no �s exactament coneguda.
En aguest santit indiquem gue no ens sembla prudent ler
servir l'estatica exactament coneguda si no és per comp8rar
amb les nostres determinacions aproximades, i �s en aquest
fet que hi ha una de les diferencies basiques emb esquemes

analegs desenvolupats per Dekker i Haake (1975b) com ja
veurem un xi� m�s endavant.

Concretament en l'aproximació gaussi3na comprovaríem
a partir de (33') i (34) que G( O )'Tindria dorrada per la reso-
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lució d'un polinomi
(a2_8aG(0)+18G2(O))G2(O)=4 (39)

Per .§.-9 �ClO, G(O) tendeix a 2/1 al , obtenint per .§. _-cO, com

era previsible, el resultat exacte, per� per valors de .§.
m§s grans cada cop el resu1tat difereix m�s de l�exacte.
Els valon corresponents a la solució de (39), juntament
amb els exactes avaluats en l'apendix C, estan resumits en

la taula 1

a S(O)HF G(O') .

/ex.

a �-a<> 2/lal 2/, al
-4 0.3648 0.4160

-2 0.4950 0.6390
O 0.68.66. 1.1284

2 0.9277 2.2253
4 1.1514 4.0104 Taula 1

a-,.oo 2/a a
" ...

r1.4 PRUTERA APROXlrvIACIO AL VERTEX
(4)

•

A partir de l' expressió per[ en 1 áproximació
Hartree-Fock, podem avaluar una primera contribució de r(�),
�e�int en compte (11.2.97). Aixi

¡L(1)(1234)=2 Ó[5°\12)/ÓG(34) (40)

i a partir de l'expressió per L(o)(12) donada en (13 )

\'7(1) (1234 )=6 Y(1234 )+60 '(c123L;-56)G(56) (41)

D�altra banda per a r(6) i a partir de (1I.2.10�) n'obte
nim tamb� una primera aproxima ció en la forma

r (1) (123456 )=1200'(123456) (¿�2)
Aquestes du e s determinacions de F(4-) i (1 (6) les subs

tituYm en l'expressió per L(12), i n'obtenim una aproxima
ci� �(1)(12), per mitj� de la qual intentem res�ldre la

corresponent equació integro-diferencial de Dyson, per
tal d'aconseguir una nova avaluació de la funció de corre-o �

laci�. Estalviant-nos les manipulacions corresponents a tot

aquest proc�s, escrivim aquella equació en la forma
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d2/dt2 G(t)= -4-0(t) + (a2-8aG(0)+18G2(0)+9(2a-9G(0») JdtIG4-(t'»)
G(t) - 27Jdt' G5(t-t)G(t') - 2(2a-9G(0»2

Idt' G3 (t-t\)G(t') + 27(2a-9G(0»2 ¡dt' dtG3 (t_t')G2(t_t')I II 11

G(t-t)G(t)

(4-3 )

La resoluci6 d'aquesta equaci6 integro-diferencial és
certament complicada. Varem intentar fer-ho mitjan9ant
aproximacions succesives, i també vam assajar alguns trac
taments num�rics. Malgrat tot no tinguérem massa sort en

aquestes pacients temptatives, la qual cosa ens va fer
decidir a aplicar-hi una aproximació anomenada Markoviana.

Teníem,certament, raons que ho aconsellaven, com per exem

ple, que aquest tipus d'aproximació ja havia estat utilit
zada per Deker i Haake(1975b,1979) en relació amb el ma-

teix problema en que nosaltres ens trobavem, considerant
a més aquells autors que el seu ús conduia a resultats

m�s satisfactoris que alguns tractaments num'erics que
havien intentat. L'esmentada aproximació consisteix en

menysprear efectes de memoria en les parts integrals de

(4-3), bo i entenent que la funció de correlació G(t) obeeix
un co�portament monotonament decreixent a partir de llur
valor m�xim per a t=O, decreixement que podia ser con

siderat, en primera aproximació, com de tipus exponencial.
En aquest sentit, si escrivim formalment (4-3) com

ens proposem trobar una solució de la corresponent equa
ció aproximada

d2/dt2 G(t) = -2!O(t) +,(011+012 \dt'<r(t'JJG(tJ
on hem relaxat la condició inicial �(0+)=-2 per a la 80-

(4-5)
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lució de (45), dones es tracta insistim de buscar una

solució aproximada a la corresponent a (43).

Si a �artir d'ara notem el factor de linewidth,
F, es verifica

(4-6)
i per tant tenim dues incognites, F i G(O), i una rela
ció entre ambdues, dedu!ble inmediatament de (4-5)

(4-7)
,

Obviament necessitem alguna altra relaci6 que ens

permeti avaluar les nostres incognites •

." " "

1.5 EQUACIO DINAMICA COMPLEMENTARIA PER A G(2).
Una forma alternativa de deduir equacions de mo

viment per als propagadors, consistiria en pendre mit

janes directament en l'equació de Langevin (1). Així, si

multipliguem aquella eguació per b�(O) arribem a

'b(t')b*"(O) ;", a b(t)b"\O) - o(t)b�(t)b(t)b*(O) +iCt)bJl.(O)
(4-8 )

i prenent mitjanes

d/dt\b(t)b�(O))=a\b(i�)b* (O))-<b(t)b�(t)b(t)b+ (O» +<f(t)b"'(O)

(4-9 )
Prenent t>O, i pel regueriment de causalitat

(f(t)b* (O) =0 (50)
Si ara expressem (4-9) en termes de propagadors connectats,
considerem el sistema en regim estacionari, i emprem la
notació considerada en les seccions anteriors, escrivim
(4-9) en la form!:!

G(t)=(a-2G(0))G(t)-}dtldt2dt3dt4-r(tl-t2,tl-t3,tl-t4-)
G(t-tl)G(t-t2)G(t-t3)G(t4-) t>O

(51 )
on la dependencia temporal en el vertex r(4-) ens recorda
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la característica d'estacionarietat. Aquesta equaci� �s
fins aquest moment exacte, car no hi hem fet cap mena d'
aproximaci6, i caldr� completar-la am� la condici6 ini-

•
+cial G(O )= -2,(32).
Su ccesives determinacions de r (4) considerades

en (51) ens condueixen a aproximacions succesives per a

la funció de correlació G(t). La m�s trivial de totes

seria, naturalment, considerar l'aproximaci6 gaussiana
pel que fa a r

(4)' és a dir fer f(4)=0' i en aquest cas
.

G(t) = (a-2G(0))G(t) (52)

que �s una ecuació diferencial lineal de primer ordre de
resolució immediata. Si considerem aplicable la condició
inicial (32), sera trivialment

F=2=(2G(0)-a)G(0) (53 )

l, per tant, obtenim el mateix valor de F que en l�apro
ximació Gaussiana considerada a nivell de l�equaci� de

Dyson. D.'altra banda, una determinació aproximada de la
funció de correlació estatica, és igualment deduYble de

(53), i els resultats corresponents a diferents valors
del parametre �, figuren reunits en la primera columna
de la Taula 11, on també expressem, en la segona colum

na, els valors obtinguts anteriorment (Taula 1), i els
valors exactes en la darrera columna.

a G(O)HF G(O)HF .QiQlex.
a _-00 2/)at 2/lal 2/la(

-4 0.4142 0.3648 0.4160
-2 0.6180 0.4950 0.6390
O 1.0000 0.6866 1.1284
2 1.6180 0.9277 2.2253
4 2.4142 1.1514 4.0104

a - .. DO a/2 2/a a
Taula 11
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Resulta immediatament de la observació deIs re

sultats obtinguts per a G(O), que, altra vegada, recupe
rem les determinacions exactes corresponents al límit �

--�, i fins i tot per valors de a negatius, les dife

rencies amb els resultats exactes són més petites que
un 10%. D'altra banda, i com ja pOdiem preveure, aquelles
discrepancies augmenten a mesura que a es va fent cada

cop més gran. De totes maneres els resultats obtinguts
ara, són més satisfactoris que els assolits en considerar
1 ',aproxima ció Gaussiana en l' e qua c í.ó de Dyson, i aixo és
cert per a tot valor de a.

La primera aproximació no trivial en (51), con

sistiria en pendre r(4) no nul, per� de car�cter instan
tani, caracte-rística, aquesta� evident a partir de (41)

(1) . (1)
fl(4/tl,t2,t3,t4) = 0(4) Ó(tl-t2)á"(tl-t3)J(tl-t4)

(54)
Amb aquesta elecció pel vertex r(4)' i substituint-la en

(51) sera
• (1)

lG(t) = (a-2G(0))G(t) - r(4) dt G3(t-t)G(t)
,

tj>O
(55)

Considerant-la en el límit t- 0+, i aplicant-hi una altra

vegada la condició inicial (32) resulta

(1) \7(1)) 4
G(4)(0,0,0)= "(4) dt G (t) = (a-2G(0))G(0)+2 (56)

identitat que permet escriure (55) en la forma

(1)
1G(t) = (a-2G(0))G(t) - G(4)(0,0,0) ( dt

)dt
G3 (t-t)G(t) )/
G4(t)

(57)
i si li apliguem l'aproximació Markoviana, arribem a

determinar- ne una solució exponencial decreixent per a

la gual en resulta un factor F donat per
(1 )

F= 2+1/3 G(4)(0,O,0)= 2+1/3((a-2G(0))G(0)+2) (58)
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on hem fet servir (56).

Si suposem que F donat per (58) coincideix amb
F segons (47), ja pOdríem dir que hem aconseguit la re

laci6 que ens faltava d'acord amb el nombre d'inc�gnites
que teníem. Tanmateix, sí bé no tenim massa problemes per
a acceptar la identitat entre ambdues determinacions de

F, no ens .sembla massa oportú identificar la de sc.r.í.pc.í.ó
de la correlaci6 estatica en (58), amb la corresponent
a (47). Una de les raons per a justificar ambdues deci

sions ens la proporciona la mateixa aproximaci6 Hartree

Fock, on ja véiem que F podia coincidir en ambdues des

cripcions, pero no passava el mateix per a G(O).

D'acord amb aixo, mantindrem una llotaci6 única
per a F, pero n'introduirem una altra per referir-nos
a G(O) en (58)

F=2+1/3 ((a-2G(0))G(0)+2) (59)
Tenim ara, doncs, dues equacions, (47) i (59), pera tres

incognites: F, G(O) i G(O). Per a completar la resoluci6
del problema, ens resta afegtÍ}hi una altra iden�itat
que establirem a nivell de G(4) (0,0,0), identificant
el seu valor a partir de (56) amb el que obtindriem

prenentr �!�(tl,t2,t3,t4) de (41) i amb la corresponent
soluci6 per a G( t) que ob t.í.ndz-í.em de (45). Fixem-nos al tra

vegada, que en l'aproximaci6 Hartree-Fock, aquesta darre
ra hipotesi era trivialment certa, doncs en am1:J5s caSos

G(4)(0,0,0) era nul.la.

Els valors de F, i ff(O) obtinguts mitjan9ant aquest
procediment figuren resumits en la Taula 111 per a alguns
valors de a. Cal indicar, també, que de les dues estima
cions per a la funci6 de correlaci6 estatica, escollim

-'

la darrerament notada G(O), d'acord amb el precedent de

'l'aproximaci6 Hartree-Fock, on resultava una millor des

cripció de la correlació estatica a nivell de (53) que
no pas de (37).
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a G(O) QiQ.2. F
ex.

a __ 00 2/lal 2/1 al 2.00

-4 0.4175 0.4160 1.99
-2 0.6380 0.6390 1.97
O 1.0724 1.1284 1.90
2 1.7100 2.2253 1.86

4 2.5273 4.0104 1.77
5 3.0086 8.0010 1.65
6 3.5488 6.0002 1.37

Tau1a 111

-v

ca1draAna1itzant e1s resu1tats per a G(O) i F,
fer a1gunes observacions:

"v

1) Tant per a G(O} com per a F, i perÍinterva1 de va-

lors de � continguts en la tau1a anterior, obtenim deter

minacions més apropiades que les eva1uades en les apro
XlmaClons anteriors.

2) Pe1 que fa a F, e1s resu1tats coincideixen amb e1s

exactes,per va10rs de � negatius, inc1oent-hi el valor

�=O, pero per va10rs de � positius, i propers al 11indar,
sí bé el valor de F decreix amb �, la qua1 cosa és satis

factoria, ho fa molt més 1entament del que seria de desit

jaro

3) Fina1ment,per va10rs de � més a11unyats de �=O, el
factor F disminuiex mol t rapidament, i d' a í.xó en resulta
que per va10rs de a� 7, no ens és possib1e_ obtenir re
su1tats físicament raonab1es. Avan9arem més endavant

alguna possib1e exp1icaci6 a aquest comportament anama1.

4) De tota manera, 11 interva1 de va10rs de � pe1 qua1
obtenim resu1tats significatius i satisfactoris, inc10u
la regió ��-�, i de forma mo1t més interessant,e1 1ímit
de va10rs negatius de � tendint cap al 11indar, la gua1
cosa ens semb1a esparan9adora.

Tanmateix no quedem satisfets de1s resu1tats ob-
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tinguts per valors de a positius, i proposem modificar

lleugerament el procediment fins ara aplicat, per tal

d�aconseguir millorar el tractament en aquesta regi�.
Si repaeem breument el que hem fet fins aquest

moment, ens adonem que el vertex r(4) ha estat incorpo
rat al tractament per mitja d'una determinaci� en pri
mer ordre donada per (41), i en aquesta determinació hi

figura expressat en termes d'una avaluaci6 també aproxi
mada de G(O). Aquest fet no és reprodueix per a r (6)' pel
qual la determinaci6 en primer ordre que figura en (42)
ve expressada directament en term�s de t(6)' i com a tal
té un valor prescrit en (12). D'acord amb aixo, proposem

tr�r)ar de forma més parella ambdós vertexs, escrivint
r (6) en (42) en termes de '((6)' pero aquest afectat d',un
p$r8m.etre r que oportunament haurem de de term.i.nar , En haver
introduit una nova incognita,í, ens caldra incorporar una

altra relació al sistema d'equacions de que dispos�vem.
En aquest sentit, tornem a �'equació de Langevin (1), i
seguint un esquema totalment equivalent a aquell que ens

ha permes obtenir una equació dinamica per a G(t), ens

proposem ara formular-ne una de semblant, encara que més

complicada, per a G(t,t,t). No explicitem la deducci6 de

l�esmentada equació amb detall, doncs no creiem que tin

gui massa dificultat, i en donem directament la forma re

sultant
.

d/dt G(t,t,t) = -2G(0)G(t) + 2(a-2G(0))G(0)G(t) -

- 2G3(t) + (a-2G(0))G(t,t,t) - 2G(0)
G(O,O,t) - 4G(t)G(0,t,t)-- G(t)G(t,O,t)
- G(O,O,t,t,t)

(60)
on per simplificar la notació no hem indicat explícitament
els índexs discrets per a G(4) i per a G(6)' doncs, sem

blant�ent al que es comentava entorn de (28), comprovar{em
que les úniques components no nules de G(4) i de G(6) s6n
identiques i corresponen a agafar un nombre igual de va-
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riables b i � en ambd6s propagadors. n'altra banda, pel
que fa a la dependencia en les variables temporals, re
cordem, una vegada �és, la característica d'estacionarie
tat que suposem en el problema, i en aquest cas

(61 )
Si considerem (60) en t*O+, en resulta

G(t,t,t)t=o+ = 4G(0) + 2(a-3G(0))G2(0) + (a-9G(0)) G(O,O,O)
- G(O,O,O,O,O) (62)

i tenint en compte les determinacions exactes de G(O,O,O)
i de G(O,O,O,O,O) en l'apendix C, esdevé

•

G ( t , t , t ) t = ° +. =° (63 )

Si ara prenem les anroximacions en primer ordre
.

-

r(l). n(l)per a G(4) l G(6) en termes de
(4) l (6)' i considerem

aplicable (63), de forma semblant a coro enteniem aplica
ble (32) en (55), arribem a

1":'3 r(l) 1 - 4 -
(1) 2° = - 2u (O) + (a-7:(0))_ (4) d�l� (t) - 9 (r(4))

jdt dt G3(t)G(i-t)G3(i) - r(6)Jdt G6(t)
(64)

identitat que �odem considerar en �elació amb les deter
minacions der�4� ir��� cprreSDO?e�ts a (41) i (42), i
amb G(O) avaluada 8 partir de (47).

Prenent aquesta com la relació buscada, tenim
establert de bell nou, igual nombre d

"

equacions que d. � Jin_
cognites, la qual cosa ens permet obtenir una determina-

-'"'./

ció corregida de les magnituds d'inter�s, F i G(O), sen-

se mour�ns encara, sera bo recordar-ho, d'un primer'or
dre en r(4) i r(6). Els resultets, pel que fa a la deter
mina ció de la funció de correlació 8statica figuren en

/la taula IV, mentre els valors de F venen representats
en la Fig. l.
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a QiQl Q{Q2ex.
a -..-00 2/la\ 2/\ al

-4 0.4178 0.4160
-2 0.6380 0.6390
-1 0.3374- 0.8327
O 1.1467 . 1.1284
1 1.5159 1.5780
2 1.8928 2.2253
3 2.2854- 3.0605
4 2.6985 4.0104

5 3.1388 5.0010
6 3.C024 6.0002
7 4.08q� a

, Taula IV.

.....

r---'
-. -z lo 't ·l�a.

Fi�. I
�

1ti""· ordre er:.. la teoria pertor. renor. de ·Deker
-

et a1s.(1975
4-"':'1:. rl fI rr rr rr fI .(1979

•

aproxim3ci6 flmode-couplingfl de Grossmann (1968)
resu1tats n�m�rics de Risken (1968)
resu1tats experimenta1s de Gerhardt et a1s. (1972)
l�ordre en la teoria pertor. renor. p1antejada en'aquest

treba11.

o
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De l'analisi del resultats obtinguts darrerament
/

podrlem concloure.

1) En la regió negativa de l'interval considerat, no

observem diferencies significatives respecte als resul

tats precedents; ni pel que fa a G(O), ni pel que fa a F,
llevat en tot cas de �=O, on per F, el valor obtingut és

lleugerament inferior al calculat anteriormente

2) Per la regió positiva considerada, aconseguim mi

llorar significativament els resultats obtinguts anterior
mento

3) Altra vegada, encara que per valors de � més grans,
� '/ 10, observem un prog r-e s.í.u deteriorament de les deter

minacions obtingudes per F.

Cal dir respecte a 3) que aquesta circumstancia
no ens pot estranyar massa, si tenim en compte, per exem

pIe, el que ja hav!em dit en la introducci� respecte a

la descripció del laser unimodal per una equaci6 de Lan

gevin tal com (1), on advertíem de les precaucions amb

que havíem de procedir en regions suficientment positi
ves de ..§..' D'al tra banda, la mateixa aproximaci6 Markovia-'
na esdevé progressivament menys satisfactoria a mesura

que ens allunyem del llindar vers valors positius de �.
Aquesta circumstancia ja va estar reconeguda pels matei
xos Deker i Haake, i de fet és facilment explicable sí
ens adonem que per � creixent, el decreixement exponen
cial per a la funció de correlació és progresivament
menys pronunciat.

Tanmateix, ens resta la possibilitat de fer ser

vir el caracter assimptotic de la dinamica, i fins i tot
de l'estatica del sistema, observada per a valors de a

positius i a partir d'un límit que podem establir en a

=4 o �=5 amb errors d'uns pocs per cent. En efecte, i
en la mateixa aproximació Hartree-Fock, obtindr{em de

N

(53) un valor de G(O) que per �=4 difereix del valor

assimptotic a/2 en un 17%, i per �=5 en un 12%, dismi-
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nui�t rapidament aq�estes diferencies per valors de �

lleugerament més grans. Pel que fa a l'estatica i a la

dinamica exactament conegudes, aquest comportament assimp
totic és encara més pronunciat, i així per �=�, el valor
de G(O) exactament calculat, G(O)=�.OlO+, difereix del

valor assimptotic, G(O)=� en un 0.25%. ?el que fa a

magnituds dinamiq:.1es, i prenent com aexemple el mateix
factor de linewid�h, els resulta�s experimentals de

Gerhardt et als. (1972) estableixen per �=� un valor 1.17,
i per �=5, el res:.1ltat és 1.09, ambdós 301t propers al

límit .igu a L a la un.í,tat COm!.mmerrt accep-:at per � - 00 •

Per tal d J utilitzar aque s t cor:.portament assimp
t�tic, i suposant que és també d'aplica�ió a determina
cions aproximadas com les que avaluem aquí, calculem

les diferencies entre les dues determinacions successives

de G(O) pe r a aLguns valores de .§. referi ts a la regió
en que és previsible comenci a apunt.ar--ee aquell caracter
assi:nptÓtic. Un cop aixo ha estat fet, proposem d�acord
amb els resultats observats

(65)

i d.e te.rm.í.riem els coeficients Ó1 , d� , d1• de for:na que sques
ta elecci6·s'ajus�i als valors calculats. Així i prenent
ccm a re.í:erencia els resultats· per .!.=3.5,�, i �.5,
i admetent que (65) caracteritza el comportament assimp
t�tic per a valors de � positius i molt grans, aconseguim
determinar resultats �ue són sa�isfacto=is en aquest
" .

regl:n extrem de valors de �. PeI que fa a F la determi-

nació així feta, figura suplemen-:ariament en la Fig. I.

Abans d�acabar aquesta secció, precisem que el

que hem fet aquí,corresponent a una determinaci� en pri
mer ordre en les f�ncions vertex, podria continuar-se a

ordres superiors seguint les mateixes idees, i cal espe

rar gue els resultats obtinguts millorarien, especialment
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pel que fa a la regió més problematica corresponent a

valors de � positius. No disposant encara en aquest mo

ment de resultats suficiemtmmnt el.laborats, ens limitem

aquí a presentar els resultats en primer ordre.

/

1.6 �LACIO AMB ELS ESQUEMES PERTORBATIUS DE DEKER 1

HAAKE.

De tots els treballs teorics de resoluci6 del la

ser amb un 6nic mode que podem trobar en la literatura,
ens interessa fonamentalment, comparar el que nosaltres

hem fet aquí, amb el que desenvoluparen Deke�_i Haake,
fonamentalment contingut en les referencies ja donades

de Phys. Rev. A (1975b), encara que en aquest treball
s ',émpren resultats ant.e r-i.o r-s pel que fa a les relacions

de fluctuació-disipació enunciades en un article anterior

(1975a), podent-se trobar més recentment encara una am

pliació deIs continguts del primer deIs treballs citats

en el darrer deIs mateixos autors juntament amb King
(1979).

No pretenem establir amb detall aquell forma

iisme, pero sí assenyalar allo que resulta comparable amb

el que aquí s'ha plantejat.

El punt de partida el constitueix alla l'esquema
operacional MSR, establint-se com a etapa intermitja un

funcional generador de propagadors connectats que involu

cra alhora a la funció de correlaci6 i de resposta. Tot

aixo els condueix a una equació de Dyson de tipus matri

cial, la qual cosa no ens preocupa a nosaltres. De fet

aquest és un punt que creiem ja ha quedat suficientment
comentat i no hi insistim més. La utilitzaci6 de les

relacions de fluctuació-dissipació, identitats que pel
que fa a les components de l'operador autoenergia s'en

carreguen de demostrar la seva validesa a qualsevol
orúre de teoria de perturbacions, és, com es pot com

pendre facilment, essencial. Un cop arribats a aquest

punt, Deker i Haake, adverteixen de la conveniencia
d'una tria adient del parametre pertorbatiu, assignant
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aquest paper a un nou potencial lR, al que anomenen

carrega renormalitzada, i definit a partir de la transfor

mada de Fourier del vertex de quatre punts. Cal dir ja
des d'ara que una aventatge del seu esquema consisteix

en que només han de treballar amb un vertex. Diguem
també, que aquell parametre pertorbatiu d'aquella manera

introduit, admet una expressió im�ediata en termes deIs

propagadors connectats estatics de quatre idos punts,
la qual cosa facilita la seva avaluació.

En el nostre esquema,possiblement no queda tan

marcada la presencia d'un parametre! pertorbatiu, doncs

no meyspreem la consideració de succe�ives determinacions

a les funcions vertex en termes de� potencials del proble
ma, la qual cosa aquells autors eviten, pero tamo� és
cert que en el nostres cas en fem una certa renormalitza
ció d'acord amb els continguts de l� secci6 anterior.

Un cop introduida la carrega renormalitzada, l'
esquema pertorbatiu que aquells autors segue í.xen fa un

�s exhaustiu de l'estatica exactament coneguda pel siste:...

ma, la qual cosa és possible e:2 aquest problema, essent

com és d'avaluació ii�mediata. Aquí sí que la diferencia
és clara respecte a com nosaltres hem procedit, i insis
tim que de no ser coneguda exactament aquella estatica"
les determinaciones succ�sives que aquí ens resulten de

forma natural, podria ser ben interessant.

Els resultats finals del seus calculs figuren
representats, juntament amb els d'altres autors"i amb

els nostres en la Fig. l.

Assenyalem, per acabar, que sí bé els envejem
de no poder disposar nosaltres de resultats analítics
pel factor de linewidth tal com ells aconsegueixen,
també és veritat que la no exc�iva dificultat amb la

que nosaltres hem obtingut determinacions raonablement

satisfactories de la dinamica i l'estatica del sitema,
esdevé s i.gnd.fLca trí.va davant el cost innegable que suposa
el tirar endavant un esquema pertorbatiu tal com el que

proposen, fins al menys ordre quatre, en que els seus
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resu1tats són c1arament més adients que e1s nostres.

,.
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CONCLUSI0NS.

Ens sembla molt interessant de resumi� tot seguit
els punt essencials del treball que preseltem, dispensant
una atenció especial a aquells que poden considerar-se de

més novetat.

En el primer cap�tol de la part 1, fem 6s d'una

representa ció funcional per tal de

1) escriure l'expressió per a la densitat de probabilitat
condicional solució dela FPE, 'mitj8nyant una integral de

cam� avaluada en l'espai f�sic (1. 1.46), representaci� que
serveix també per a descriure qualsevol mena de propagadors.
2) introduir un funcional generador d'aquesté darrers,

(1. 1 .. 65)
3) formular una equació en derivades funcionals que,

suplementada amb condicions de contorn específiques, ens

permeti determinar el funcional generador correspor..ent a

la dinamica lliure del sistema (1.1.101)
4) expressar el generador complet a partir del lliure per

tecniques simples de derivació funcional (1.1.110)
5) avaluar, finalment, qualsevol propagador, i especial

ment les funcions de correlació i �esposta, per mitj� d'un

desenvolupament perturbatiu (1.1.118) en que hi interveneh

les components lliures de les dites funcions, i establint

aix� un esquema alternatiu i creiem més transparent, a l',6s
del teorema de Wick.

6) caracteritzar amb detall les funcions de correlaci6 i
resposta lliure.s ,esQe�enint -axp r'e s aab.Le la primera d'ambdues,
i de forma completament natural, com a suma de dues contri

bucions,cadascuna associada a una font de estocacitat dife
renciada: per una banda la corresponent a la dinamica es

toc�stica de Fokker-Planck, i per una altra una eventual

distribuci6 de condicions inicials.
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En el segon capítol ens referim basicament a una

de s cr-Lp c i.ó equivalent a la plantej ada amb antlE'riori tat,
pero ara formulada en termes d'una Lagrangina. En aquest
context

7) retrobem pr�via integraci6 de l'expressi� funcional per
a la densitat de probabilitat condicional, respecte a les

variables "moment", la corieguda representaci6 funcional en

l�espai de configuracions (l. 2.17)

A partir d'aquest punt replantejem la descripci6
pertorbativa feta en el capítol primer, la qual cosa no

coneixem que hagi estat tractada amb detall anteriorment;
i així

8) escrivim un funcional generador associat a aquesta re�

presentació (1.2.42)
9) deduYm una equsció en derivades funcionals per l'es

mentat funcional (1.2.76), la qual completada amb condicions
de contorn adients,resolem per la dinamica lliure del siste

ma (1.2.106)
10) obtenim el generador complet a partir de la corres

ponent comp�nent lliure en forma an�loga a com ja v�rem
indicar en el capítol 1 (1.2.107)
11) caracterit3em els desenvolupaments pertorbatius per

la funci� de correlació, estudiant amb detall, les contribu

cions diferenciades de dues components corresponents a la

part pertorbativa de la funci6 Lagrangina (1.2.59), essent

responsable la primera d'ambdues contribucions de l' apariéió,
de la funció de correlaci6 lliure, mentre que és a través
de la segona que la funció resposta lliure intervé en l'es

quema pertorbatiu plantejat
12) la constatació dones, que ambd6s propagadors lliures

juguen un paper identic aquí al que els pertocava en re

presentació Eamiltoniana, és immediata, essent una qUesti6
de paciencia comprovar la identitat eL la transcripci6 dia

gram�tica deIs desenvolupaments pertorbatius en ambdues re

presentacions 1.2.13
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En la part 11 tractem fonamentalment amb propagadors
vestits.

En el primer capítol procedim a formular una equaéió
del tipus Dyson, prenent com a punt de partida l"expressió
pel funcional generador en la representa ció Lagrangiana in

troduida previament •. Aixo suposa un tractament al ternatiu

al de Martin, Siggia i Rose, i nntenem que pot considerar
se un resultat essencial del treball reelitzat.Per tal d�
aconseguir-ho
13) concretem 1�equaci6 en derivades funcionals pel gene

rador pel cas d"una pertorbaci6 cúbica (11.1.19), i obtenim

aix� la evoluci6 din�miaa deIs valors mitjans de les varia
bles macrosc�piques del sistema, pr�via substituci� de les

mitjanes per les seves components totalment connectades

(11.1.68)
14) per derivaci6 funcional de l"esMentada equaci6 corres

ponent al propagador connectat de dos punts (11.1.70), que

expressada en forma d"equació tipus Dyson (11.1.78) permet
una caracteritzaci6 immediata de l"operador autoenergia
(11.1.74)

Dediquem el segon capítol de forma expressa a

les funcions vertex, i així en fem

15) la introducci6 mitjan9ant un funcional generador (11.
2.3) deduint-ne també les connexions que estableixen entre

els propagadors connectats de dos punts i aquells altres
en nombre superior de components (11.2.48,11.2.49,11.2.54 i
11.2.57)
16) la incorporaci6 a l"expressió pe:¡;:J_'operador autoenergia

(11. 2.73)
17) la deducció de llurs equacioBB autoconsistents (11.2.76)

(11.2.82)

Finalment el capítol tercer que tanca aquesta segona
part �s destinat basicament a les relacions de fluctuaci6-

disipaci�, i elhora estableix una comparació amb esquemes
del tipus MSR. Amb aquesta finalitat
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18 �I Busq uem l' expressió de la funció respes ta en forma

li�me Lagrangi� (Il�3.23).
19) Establim alguns casos pa�ticulars, val a dir els més

importants de relacions de fluctuació-dissipaci� (11.3.39,
11.3.51), l'exist�ncia de les guals ja es conexia de bell

antuvi, pero gue no havien estat demostrades en la forma

en que ho fem nosaltres (apendix E).
20) Insistim en l'avantatge qu e a priori sembla tenir r'

esquema gue nosaltres presentem respecte al MSR, al menys

pel gue aguest té de servitud respecte a la validesa de les

esmentades relacions de fluctuació-dissipació, que perme
ten en aquell context el desacoblament del car�cter matri
cial intrínsec del seu plantejamentjll.3.2
21) Estudiem amb detall les condicions d'anul.lació de

I

contribucions en derivades temporals primeres de la funcfo

de correlació, la qual cosa estar� relacionada finalment

amb La no pres�ncia de potencials derivatius en l'expressiÓ
de l�operador autoenergia, JI. 3.4

En la part 111, ja per finalitzar el treball, pre

sentem una aplica ció consistent en el tractament no exhaus

tiu del laser 8mb un Jnic mod�. En aquest sentit

22) Caracteritzem la descripció estocasrica del sistema
en termes d'una eguació de Langevin (111.1.1)
23) En fem un calcul immediat en l'aproximació gaussiana

o Hartree-Fock (111.1.38), els resultats de la qual inter

pretem en el context de l' aproximació emprada.
24) Superem l'etapa anterior per mitja de la incorporació

de les contribucions en primer ordre de lea funcions v�rtex
de guatre i sis punts.
25) Fem servir alhora dues equ8c;iJns dinamiques respecti

vament associades als propagadors de dos i guatre punts,
la utilització conjunta d'aquestes equacións juntament amb

la de Dyson, permetent l'avaluació aproximada de la funcio'
de correlació est�tica, i de la magnitud d'in�er�s per a

nosaltres, anomenada factor de r¡ Lá.new.i tih " (Taula IV, Fig.l)

26) Essent els resultats obtinguts satisfac.toris a l'en-
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torn de l'anomenat llindar del laser, considerem la eventual
,

possibilitat de fer un tractament assimptotic pel sistema

operant lluny del llindar.

Pel que fa als punts que ens semblen necessitats

d'una investigació posterior n'assenyalarem principalment
tres.

D'una banda el que fe referencia a la tactica de

resolució simul t�nj.a de l' equació de Dyson i de les eq'..Ia-
,

cions pels vertexs, principalment pel que fa a la conve-
"'

niencia de disposar d'un bon parametre pertarbatiu.
D'al tra banda caldria incorporar al f'o rraa Ld.sme de

senvolupat en la segona part, el tractament del problema
de condicions inicials qüe de forma elegant fem en la pri
mera parto

Insistim encara, que davant la cansideraci6 cada
, , ,

,
cap mes usual de dinamiques estocastiques mes complicades,
per exemple el tractament de sorolls de color, o fins i

tot sorolls bIenes pero que intervenen multiplicativament
en 1 'equació de Langevin, seria d'all'o més conven í.errt l' am

pliaci� de l'esquema presentat per tal de poder abastar

aquestes noves caracteritzacions de la dinamica estoc8sti
ca d'un sistema.

Finalment i pel que fa a perspectives del treball

presentat, no cal dir que considerem prioritari l'intent
de clarificer i avan9ar en les questions anteriorment assen

yalades, i no dubtem que en la mesura que fossim capa90s
de fer-ho, tindria un evident inter�s el considerar el pro
cediment aquí presentat com una alternétiva plenament rao
nable, i d'aplicació tal vegada superior, a la d'esquemes
ja suficientment reconeguts com els de Martin, Siggia i Rose.
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APEND1X A

L' obtenció de l' equació autoconsistent per a r
(4-)'

o més propiament per a D(4-)' que figura en (11.4-.82),

juntament amb la corr&sponent a r(6) , les presentarem

aquí seguint els mateixos arguments que empren De Domini

cis i Martin (1964-a), i si les incloim en aquest treball

és pel mer afany de clarificar la deducció que allí s'hi

fa i que en principi i potser en algun punt concret ens

resul t'8 de dif�cil comprensió. La corresponent a r
(6)

no

fou pas establerta pels autors abans esmentats, car aquest

vertex no apareixia en l'expressió de l'operador autoener

gia amb que treballaren.

Per comen9ar, hem de remetre'ns fins a la introduc

ció del funcional generador Z(J), que redefinirem convenien

ment, de tal manera que ara el farem dependre d'una font

externa addicional, J(2) juntament a la independencia ja
introduida en J(l). D'aquesta manera a partir d'aquest mo

ment definirem un nou funcional Z(J(1),J(2) com

Z (l.., ,J... ) EjJJ,,,¡ "p 1- /,¡,. [di1"" 1'" .t } - J, 'e) I'''' - i ¡" J J" ir, t') I�e, ,'".¡)}
1//01°10 � fo

(A.l)

A més, suposarem que J(2) ha estat simetritzat convenient

ment pel que fa a permutacions qualssevol dels seus ar

guments.

(A.2 )

Evidentment, també en aquest cas podríem prendre mitjanes
sobre condicions inicials, cas que estessin subjectes a

una distribució de probabilitat donada, i així definiríem

(A.3)
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A partir de la definici6 (A.l) és ben pal¿s gue la intro

ducci6 de {2) ens permetra d'obtenir per derivades funcio

nals del nou funcional generador, respecte d'aguella font
:

J(2)' el propagador de dos punts exteriors, i precisament
per aguest motiu l'hem introduida. Així, podem definir una

funció 0- (f'1 t' j ¿L. -e') a partir de

� (pA' i s.t" J :: _¿ .Li->:
u i. .. J.,,) ( b (, ( ],... }",) )

¡�J) //1') ),
./If)

(A.4 )

gue, evidentment, estara relacionada amb el propagador
desconnectat real del sistema, un cop hagim anul.lat l'e
fecte de les fonts exteriors. Així

4 (f',f' id, t") :: G (pY i /),t") + c;.(I',r') G lu.t") (A.5)

(A.6)

Per altra banda, entenem que resultara clar que les fun

cions G(m) vindran igualment definides per (II.�.31) pero
s'hauran d'efectuar les derivades funcionals corresponents
amb J(2) fixa.

A partir d'ara repetirem esguematicament el forma
lisme desenvolupat anteriorment guan teníem només J(l) pe
ro l'aplicarem al cas actual. Si apliguem el lema d'inte
gració per parts arribem a

que ens mena a (A.7)
.} �

e.p ¡ -lJr [J_ J Ir) l'r) - J,J�' i i: Ir, r') ¡¡J,r) trT')]j
o

o

i 1I}'J) tI') 1"U'J -;t.p. (?(;'), [cn.r¡ t J)l-II-') ..j �í �JJ tf: t ) ;¡j/rJ J
� (A.S)
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que podem convertir en una equació en derivades funcionals

per al funcional generador en la forma

(A.9 )

Prenent la Lagrangiana corresponent al sistema amb drift

no lineal del tipus considerat en la 2� part, allo ante

rior s'escriu com

J. ¡-
--

n: rfLa')

¡.

¡. ],./1-') .. j;r �"u', r)L J zo,.,,}. .. ) , O
lo JJ,¡ Ir) (A.lO)

Dividint per Z(J(1),JC2)) i introduint propagadors connec

tats arribaríem a

Procediríem ara a la definició deIs potencials dependents
del temps 41234, etc., juntament amb la notació abreujada
estesa a números amb el conveni ja conegut, amb la qual co

sa (A.ll) es converteix en

[1\(12 )+J (12)J G(2)+ (123456 [G(23456)+ .•. +G(2)G(3) ...... G(6)] +
í1234[G(234)+ •.. +G(2)G(3)G(4)J+T1234d/dt2 [G(234)+ ... +
+G(2)G(3)G(4) 1 + J(l) =q (A.12)

Simetritzant convenientment els potencials 01234 i 0123456arribaríem a una equació total�ent an�loga a (II.l�68) de
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la forma

[A(12)+J(12)] G(2) +O(123456)�G(23456)+ ••. +G(2) ••• G(6)J +

(A .13)+�(1234)lG(234)+ ..• +G(2)G(3)G(4�+ J(l) =0

Derivant funcionalment respecte a J(7)
l /..(12 )+J (12)J G(27)+·r(123456) lG(234567)+ ••• +5G(27 )G(3) G(4)
G(5 )G(6)J +0'(1234)LG(2347)+ .•• +3G(27 )G(3 )G(4) J+ 0(17 )=0

(A.14)i redefinint

(A.15 )

escriuríem (A.14) com a una equació de Baym-Kadanoff per
a G(2)

G -1(12)G(27) =Q(17)+[(12)G(27)o (A.16)

on ¿(12) ve donat identicament per (II.1.74).

Ens podem adonar dones que la introducció de la font
addicional J(2) ha tingut la seva primera conseqüencia ex

plícita en la redefinició de l'operador G-l (12); a més n'hio
ha una altra d'implícita en el fet que tant les funcions
G
(m) ccm el propi ¿ (12) ara dependran addicionalment de J

(2)'
El que hem dit anteriorment ens fa pensar que amb la

introducció d'una font addicional en el formalisme, no hagim
conviat massa les cose��tenint en compte a més a més que
pel que fa a manipulació matematica, eventualment podríem
considerar nul.la a q uesta dependencia addicional. No obstan.:t
aixo, en l'estudi següent ens adonarem de la utilitat de
la seva introducció.

Per a poder-ho demostrar escrivim les següents iden
titats entre derivades parcials

( ÓG(12)/6J(34))G .

= (ÓG(12)/ÓJ�34))J'(1)-(1)
(A.17)

-(ÓG(12)/tG(5))J(2) CfG(5)/ J(34))J(1)
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Centrem-nos amb (A.17). Veurem com a partir d'ella podem
generar l'equació autoconsistent buscada per a r

(4).
Calculem el terme que figura en primer lloc en la

Qapda dreta de la identitat (A.17)

(SG(l2)/ÓJ(34))J =(O/OJ(34)(d;OJ(1) Ó/6J(2) lnZ).,. }J
(1)

<) (2)
=(f,2/ÓJ(1)bJ(2) [lnz/rJ(34)) = (f2/6,J(lW(2)
t�(34))J =t(r2/fJ(1)�(2) [G(34)+G(3)G(4)])a; .

.

(2)
.

(2,

(A.18)

i realitzem les derivades funcionals indicades

=t[G(1234)+G(123)G(4)+G(23)G(14)+G(13)G(24)+G(3)G(124�
(A.19)

Centrem-nos ara amb els altres termes que figuren a la

dreta de (A.17). Així

([G(12)/[G(5))J = G(lI)G(22)r(I25)
(2 )

(A.20)

que no §s altra cosa que (II�2.80) pera cal que precisem
a m§s que la derivada funcional s'haura de realitzar prenent

J(2) constant, prescripció necessaria car ara G(2)també en

dep�n.

Per altra banda, seguint la mateixa línia que ens

ha perm6s d'arribar a (A.19), establim sens cap dificultat

(6G(5)/fJ(34))J = tLG(345)+G(35)G(4)+G(3)G(45)1(1) J
(A.21)

d'on el producte de derivades funcionals en (A.17) s'expres-
sa com

t I(I¿5)G(lI)G(2�)lG(345)+G(34)G(5)+G(3)G(45)]
(A.22)

i si substituim en (A.17)
(�G�12)/dJ(34))n =tlG(1234)+G(123)G(4)+G(23)G(14)+G(13)G(24)\.X(I) J rr-- - -

[+G(3)G(124�- 1(125)G(11)G(22) G(345)+

+G(35)G(4)+G(3)G(45� (A.23)
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,"
Si ara tenim en compte la definici6 de D(1234) donada en

(11 • �. 83 ), a

't Inver ex
(3)

i (11.2.43),
la forma

(rG(12)/fJ(34))G =t[G(13)G(24)+G(23)G(14)+DCI23�)(1 )

G(lI)G(22)G(33)G(4�� (A.24)

l'ensems que les relacions entre les funcions
i r

(4)'
i G(3) ,G(4)' escrites en (11.2.39)

és molt f�cil arribar a escriure (A.23) en

Altrament tenint en compte l'expressi6 per a la derivada
de la funci6 inversa

rG(12)/tJ(34)= -G(15)Cra.-1C56)/ÓJC34))G(26) (A.25)
alxí com també l'equaci6 CA.16) escrita en la forma

G-l(56)=Go-lC56)-lC56) CA.26)

reescrivim CA.25) com

(6G(12)/¿G(34))G =-G(15)[f/rJ(34)(Go-l(56)- (56))IG(1) ..J( (1)
G(26)
(A.27)

Calculem primer O/ ÓJ(34) G-I(56). Per alXO recordem la
1 o

definici6 de G� donada en CA.15).

aGo-l(56)/fJ(34) = -M(56)/M(34) (A.28)
"

p eL fet que /\ é
s independent de J:_,. Si avaluem (A.28)�¿ )

trobem que val

t [ rc 53 )[( 64)+ fc 54 )d( 63)_j (A.29)
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on s�ha tingut en compte el car�cter sim�tric de J(2) da

vant de permutacions del seus arguments. D'aquesta manera

substituint en (A.27)

(JG(12)/fJ(34))G ::: -G(15)[ -tb(53)f(64)-tfc54) K63)-(1) ¡- r: ]-(fL(56)/oJ(34))G G(26)
(1) (A.30)

=tG(13)G(24)+tG(14)G(23)+G(15)

( � [ ( 56 ) / dJ (34) ) G (1 ) G (26 )

(A.31)

que encara podem escriure en la forma

( JG(12) / fJ (34)) G =tG(13 )G(24 )+tG(14) G(23 )+G(15) G(26)
. (1)

(�[(56)/rG(78))G (fG(78)AJ(34))G i

(1). (1) ¡
(A.32)

.

i co�parant (A.24) i (A.32)

D(I23'4)G(lI)G(22)G(33')G(44)=2G(15)G(26)(óL(56)/fG(78))G (1)
(rG(73)/dJ(34) )G' T

(1)
(A.33)

Ara substituiríem la derivada funcional de G(2)que figura
a la dreta de (A.33) per la corresponent expressió donada

per (A.24) aillant finalment D(4)' per a obtenir inmedia
tament (11.2.82) tal i com preteníem.

Anem ara de cara a �(6)' Calcularem (JG(4-)/JJ(2))
de dues maneres diferentes, i després igualarem ambdós
resultats. Així, per una banda, i de forma semblant a com

feiem per a obtenir (A.18)

(fG(1234) / óJ (56) ) J
(1)

= ( Ó¡ M (56) (6/ JJ (1) ...�/ dJ (4)
lnZ) )J

(2) J
(1)
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= ( DíJJ (1 ) ••••. f; � (4) lnZ/ w- (56 )

=+(l;fJ(l) ..... r/ U(4) (G(56)+g(5)G(6»)J (2 )

(A.34)

i realitzant aquelles derivades funcionals successivament

(fG(1234)/f.J(56»� = +[G�23456)+G�2345)G(6)+o
(1)

+G(12346)G(5)+G(2345)G(16)+G(1345)G(26)+G(1245)G(36)+.
+G(1235)G(46)+G(2346)G(15)+G(1346)G(25)+G(1246)G(35)+
+G(1236)G(45)+G(125)G(346)+G(135)G(246)��(145)G(236)+
+G(126)G(345)+G(136)G(245)+G(146)G(235)]

(.1\..35)

Altrament expressem G(4) en termes de les funcions vertex
r
(4) i r(3) segons (11.1.43)

.

(fG(1234)/rJ(56»J' = r/fJ(56)1 G(lI)G(22)G(33')G(4-4)
(1) �

[r(I�5)G(55)r(235)+r(2�5)G(55)r(I35)+r(3'45)G(55)
r(I2') + r(I23'4)J lJ (A.36)

J (1)

i ara ens disposaríem a realitzar les derivades funcionals
indicades,tenint en compte (A.19) pel que fa referencia a

( !) G (2 ) /
S J

(2 Y .L pe 1 q u e a fe e ta a (Ó (?
(3) / 5" J (2 ) ) J (1 )i a (6 r (4)/ J

(2) )J � consideraríem les seves dependen
cies, explícites pel �Ó� fa a G(l) i G(2)' Així
'(Ó/�123)/dJ(45»J = (rf(123)/fG(6»G (J;C6)/!.i(45»J(1) (2) (1)

+ (l1"(123)/!G( rm) G
(1) (rG( 67)1 r; ('+5) \TO

(A. 37)
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i una identitat analoga per a r (4). En aquesta i�enti-

tat ara hi substituiríem (.ÓG(l)/ ts (?))J� ( f G�2)/ f J �2))J (1)
respectivament per (A.21) � (A.19). F�natment �nGrodu�nt

les funcions vertex corresponents en (A.35) i en la resul

tant de (A.36) després de realitzar les derivades funcio

nals que s'hi indiquen, tal i com s'ha comentat, i si com

parem ambdues relacions, arribarem finalment a una equació
per a re

6
en termes d.e vertexs a: ordre inferior i de les

�erivade� funcionals d�aquests darrers . Per una qües-
ti6 de brevetat i/perq�� en la secci6 (11.1.6) ja se'n fa

una. parti.cular ansLí.s í

s detalla t, . no . incloem aquí la e qu a c i.ó

esn.:.e·nteda.

Si resumim el c�ntingut d'aquest apendix direm que
hem aconseguit de f6rm�lar equacions autoconsistents per
a [7 (4)' a l'ensems amo una identitat on hi apareix j1

(6)'havent-nos servit per 3ixo del recurs purament formal que
suposa la inclosi6 d'una nova font externa en la definició
del funcional generador de partida.Per tal que el que aqui
s'ha realitzat sigui exactament trasplantable a 11.1.5 i a

les seccions subsegüents haurem d'entendre que tot el for
malisme que s'havia desenvolupat fins a la formula ció de

l'equació �egro-diferencial (11.1.77) s'ha redefinit con

venientment d'acord amb el que s'ha establert aqui, i con

següentment aquella equació ara passa a ser (A.16) amb

G�l donat per (A.15) i amb L escrit segons (11.l.44),perb
amb dependencia addiciJnal ímplícita en J(2)' Aquesta mo

dificació no ens ha d'inquietar en absolut car pel fet que
estem interessats en resoldre (A.16) amb·les fonts totes
identicament nul.les, G-l coincideix en (A.15) amb G-l eno o
(11.1.75) i l'eventual dependencia addicional de les fun-
cions G(m) o deIs vertexs f (m) respecte a J(2),sota aques
tes circumst�ncies queda autom�ticament sens cap efecte.
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APENDIX B

Recordem que en II.}.l ha�iem arribat e establir

la funci6 resposta en la forma

(B.l)

Ara calcularem el segon terme a la dreta de la identitat

anterior,

�f;<(f;)j''(104J)) ,j dllLi; f;� !),?, P(��,t:-l.lí<,(J) t·(?�) &(1�)
fl /p' (3.2)

on hem pres t1> tl. Suposarem a més a més, que existeix
un potencial � (q) definit a través de la solució esta

cionaria de la FPE mitjan9snt

1]1(4-) :; ¡( <!xfL)tlf}J1 �
(B.3)

Estudiem les relacions, entre f a: (q) i Jt(q). Escri-
vim abans la FPE per a la densitat de probabilitat P(q,t)

(B.4)
on ja hem suposat constant la matriu de difusió, i juntar
ment amb el drift)els hem suposat independents del temps
per tal d'assegurar la primera de les condicions d'esta
cionarietat.

Qualifiquem una funció Pst(g) de solució estacio
naria de la FPE si satisfa

(B.5)

i substituint Pst(g) segons (B.3)
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(B.6)

que admet una solució trivial en la forma

/F{1-) ,.-:{ D)<v ?:;}) (B.7)
En aquestes condicions substituint (B.7) en (B.2)

� fLf�)r--» '< -J. d,?: i/ f'- I JiIJ�1 P( f� 1 f; - 1; ) 7�' o) 1 D()[() cl(f1) e -)1/�)
p 0 <; d1,d

Estudiem detalladament la integral sobre ql (B.S)

- � f J"'1. P (1�) � -l. /,., o) ]JiTb ())f.la_,J e
- ).u�<)

�

r .. 91f

=-'{ aCTO/);l .e_-N.(f.<) � PI7�)¡":_I< /¡."o)
a¡,

tf (B.9)

on hem fet ús d'una integració per parts, i hem suposat
en la forma usual les condicions apropiades d'anul.lació
per a Pst(q) en la frontera de l'espai de configuració
propi del sistema.

Calculem la derivada que figura en (B.9), escri
vint abans la versió discretitzada corresponent a la re

presentació per integrals de cemí de la densitat de pro
babilitat condicional P(ql,t�-tl/ql'O). Cel �ue afegim
que per comoditat emprarem la representació Hamiltoniana
desenvolupada en I.l
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J< ...

1)t'l
�

-1, jo, - f( (1" N-' J]

(B.ll)

on hern
. tingu t en compte que en prendre el lími t t � O, el

terme que conté la derivada del drift donaria contribució
nul.la. Si substituíssim aquest resultat en (B.9), i pos
teriorment en (B.8) arribaríem finalment a

(B.12)

� tenint en compte (11.5.3)

«(f�)lrrI1I1A)))" _% O�r R�(f:-f¡) (B.13)

on ja s'ha tingut en compte en escriure la dependencia
temporal de la funci6 resposta, el regim estacionari

que suposem que ha assolit el sistema. Si substituim ara

la identitat anterior en (B.l)

_1' [2.. ).fJ.�/t�ot.)"'"'/.. DaJ'R;(t�-ft)]e; (I�-f;) - �rT �ff
'fr 2;

(B.14)

(:8.15)
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que només correspon a una branca del FDT, car hem de re

cordar que la identitat anterior ha estat deduida supo
sant t'l>tl. Precisem aquest detall establint (B.15) en

la forma

(B.16)

que també podem escriure, emprant la simetria de �(2) da
vant d'intercanvis conjunts deIs seus indexs discrets i

temporals, com

(B.17)

Per a calcular el FDT complet emprarem novament aquella
simetria juntament amb la dependencia en ti-t{, en le for-
ma

(B .18)
ISi procedim a un intercanvi- de. tI per tI i de e< per fl-- en

(B.17), escrivim aquesta. darrera com

CB .19)

i tenint en compte (B.18) en (B.19)

(B.20)
Sumant finalment (B.17) i (B.20) establim

(B.21)

que constitueix el FDT complet que preteniem obtenir.
A vegades aquesta mateixa relació s'escriu siMbolicament
en la forma

.

� s-�RD +�ORT (B.22)
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APEND1X C

En aqQest apendix calculem els propagadors connec

tats est�tics de dos, quatre i sis punts. Comencem pel p:rJi
mer i ens referirem succesivament als dos restants.

Les úniques components no nul.les per :(2) correspo
nen a la correlaci6 entre una variable Q i una Q. D'acord
amb la notació emprada

G(1,2;0) - G(b,b' ;0):; G(O) ,.<bb>p
st.

D �acord amb la forma de Pst(b,b�) (111.1.4)
canvi a coordenadas polars ,segons

(C.l)

proposem un

b= r(cos�+isine)
b� r(cos�-isin'V)

(C.2)

i per tant
2 -J"" ? 1

-1
G(O)= a + exp í--tar"l ..1. du exp ] -u-}_J,

-2 a (C.3)
o en termes de la funci6 complementaria

fcer(x)= l-fer(x) = 2/'1'{ );dU
d'error fcer(x)

I 2,
exp: -u / (C.4)

sera
1 .1
- r J' 2,G(O)= a +2/n2 Ll+fer(ta) exp{--ta r (C.5)

A partir de (C.5) i del comportament de la funci6 error
\

°

pero, °X -<>2"10, es demostra facllment

G(O) -----"7 2/;ala....,,,,, G(O) ->' a
a --'oP

(C.6)
Pel de quatre punts sera

�(1,1,2�2;0,0,0)
i resulta ser

(C.7)

2 -1
exp (-u (J' J
(C.8)

- /:;<)

2 \ 1 21llj du�(1,1,2,2;0,0,0)= 2+a +a eXPt-4a ( ..1.
> -2 a

amb la qual cosa escriurem el connectat com

2G(1,1,2�2;0,0,0)= �(1,1,�,2;O,0,0)-2G (O)
i finalment

(C.9 )

G(1,1,2,2;0,O,0)=(a-2G(0»G(0)+2 (C.lO)
Ja nom�s ens resta el de sis punts. En aquest cas

tindrem
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2 2G(1,2,1,2,1,2;O,O,O,O,O)= 2a+(a -14-9aG(O)+12G (O))G(O)

(0.11)
expressi6 final que obtindriem un cop realitzada la corres

ponent integral i reordenada convenientment en termes de

G(O).
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